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ПЕРЕРIЗИ ПРУЖНОГО РОЗСIЯННЯ
ДЛЯ 16O+ 42Ca ТА 16O+ 48Ca, ОДЕРЖАНI НА ОСНОВI
ПОТЕНЦIАЛУ МОДИФIКОВАНОГО МЕТОДУ
ТОМАСА–ФЕРМI З УРАХУВАННЯМ КОРУУДК 539

Густини розподiлу нуклонiв та потенцiали ядро-ядерної взаємодiї для реакцiй 16O+42Ca
та 16O+48Ca було розраховано в рамках модифiкованого методу Томаса–Фермi, з ура-
хуванням усiх доданкiв до членiв другого порядку по ~ у квазикласичному розкладi кi-
нетичної енергiї. В ролi нуклон-нуклонної взаємодiї використовувалися сили Скiрма,
залежнi вiд густини нуклонiв. Знайдено параметризацiю потенцiалу ядро-ядерної вза-
ємодiї, яка добре описує величину потенцiалу, розрахованого у рамках модифiкованого
пiдходу Томаса–Фермi з залежними вiд густини силами Скiрма. На основi одержаних
потенцiалiв були обчисленi перерiзи пружного розсiяння, що добре узгоджуються з екс-
периментальними даними.
Ключ о в i с л о в а: метод Томаса–Фермi, реакцiї 16O+ 42Ca та 16O+ 48Ca.

1. Вступ
Протягом усього часу iснування теоретичної ядер-
ної фiзики одним з основних її завдань було вивче-
ння особливостей взаємодiї атомних ядер. Для роз-
рахунку таких фундаментальних характеристик
ядерних реакцiй, як перерiзи рiзних процесiв, спо-
чатку необхiдно знати потенцiальну енергiю ядер-
ної взаємодiї [1–4]. З цiєї точки зору особливий iн-
терес становить iнформацiя про величину та ра-
дiальну залежнiсть потенцiалу взаємодiї на малих
вiдстанях мiж ядрами.

На жаль, потенцiал нуклон-нуклонної взаємодiї,
особливо її ядерної частини, нинi не досить гар-
но визначений. Загалом можна сказати, що якiсно
його можна роздiлити на ядерну, кулонiвську та
вiдцентрову частини, де властивостi двох останнiх
вже досить добре вивченi. Але ситуацiя з ядер-
ною частиною набагато складнiша. В даний час
для її апроксимацiї використовується велика кiль-
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кiсть рiзних моделей [1–24], а висоти бар’єра в по-
тенцiалi ядро-ядерної взаємодiї, що впливають на
механiзм ядерних реакцiй, у межах цих моделей
можуть iстотно вiдрiзнятися. З цiєї причини iн-
формацiя про потенцiал ядро-ядерної взаємодiї та
висоти бар’єрiв є принципово важливою для опису
процесу реакцiї.

З усiх методiв, якi використовуються для по-
будови потенцiалу ядро-ядерної взаємодiї [25–36],
для нашої роботи ми вибрали напiвмiкроскопi-
чний пiдхiд. У цьому пiдходi розподiл нуклонної
та енергетичної густини розраховується за модифi-
кованим методом Томаса–Фермi iз залежними вiд
густини силами Скiрма [4, 7, 8, 10, 11, 13–24]. На
даний момент iснує велика кiлькiсть успiшних па-
раметризацiй взаємодiї Скiрма. У своїй роботi ми
використовуємо параметризацiю SkP [31]. У цьому
випадку напiвкласичний розклад кiнетичної енер-
гiї за ступенями ~ враховує всi можливi доданки до
~2. Проведенi ранiше розрахунки для конкретних
ядерних задач нами та iншими авторами свiдчать
про те, що це досить точне наближення, яке ми
будемо використовувати в подальшому. За таких
умов модифiкований пiдхiд Томаса–Фермi iз сила-
ми Скiрма добре описує розподiл густини нукло-
нiв, енергiї зв’язку, середньоквадратичнi радiуси
та багато iнших характеристик основного та збу-
дженого станiв атомних ядер [25–31, 33].
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У модифiкованому наближеннi Томаса–Фермi iз
силами Скiрма ядро-ядерний потенцiал на вели-
ких вiдстанях наближається до кулонiвського. При
малих вiдстанях мiж поверхнями ядер, що зiштов-
хуються, спостерiгається бар’єр потенцiалу, який
пов’язано з кулонiвським вiдштовхуванням ядер
та ядерним притяганням мiж ядрами. При подаль-
шому зменшеннi вiдстанi мiж ядрами вiд радiусу
бар’єра потенцiальна енергiя плавно зменшується.
Однак, у модифiкованому наближеннi Томаса–
Фермi iз силами Скiрма ядро-ядерний потенцiал
на досить малих вiдстанях мiж ядрами, коли гу-
стини ядер, що зiштовхуються, суттєво перекрива-
ються, має вiдштовхувальний кор [7, 10, 13, 14, 17–
21]. Цей вiдштовхувальний кор пов’язаний зi зна-
чною величиною нестисканностi ядерної матерiї
[13, 14, 18, 21]. Вiдзначимо, що вiдштовхування по-
тенцiалу на малих вiдстанях мiж ядрами iснує, на-
приклад, в потенцiалi проксiмiтi [5]. Пружне розсi-
яння легких ядер з урахуванням кору потенцiалу
дослiджувалось у роботах [13, 14, 18, 21, 37, 38]. Та-
кож вплив вiдштовхувального доданка потенцiалу
дозволив описати глибоко-пiдбар’єрне пригнiчен-
ня злиття важких ядер [37]. Однак, ядро-ядернi
потенцiали з вiдштовхувальним кором дуже рiдко
використовуються для опису характеристик розсi-
яння ядер. Тому дослiдження пружного розсiяння
важких ядер у модифiкованому пiдходi Томаса–
Фермi iз силами Скiрма з урахуванням кору є ва-
жливою та актуальною задачею.

У роздiлi 2 та 3 наведено математичнi мето-
ди, якi необхiднi для реалiзацiї вибраного пiдходу.
Роздiл 4 мiстить обговорення отриманих результа-
тiв та наших висновкiв, вiдповiдно.

2. Розрахунок потенцiалу в рамках
модифiкованого методу Томаса–Фермi

Як зазначалося вище, потенцiал ядро-ядерної вза-
ємодiї 𝑉 (𝑅) складається з ядерної 𝑉𝑁 (𝑅), кулонiв-
ської 𝑉Coul(𝑅) i вiдцентрової 𝑉𝑙(𝑅) частин, якi за-
лежать вiд вiдстанi 𝑅 мiж центрами мас ядер:

𝑉 (𝑅) = 𝑉𝑁 (𝑅) + 𝑉Coul(𝑅) + 𝑉𝑙(𝑅). (1)

Для кулонiвської та вiдцентрової частин ми вико-
ристовуємо добре вiдомi вирази, якi легко знайти
в посиланнях [19, 22, 23].

Розрахуємо ядерну частину 𝑉𝑁 (𝑅) потенцiалу
взаємодiї в рамках розширеного методу Томаса–

Фермi з урахуванням усiх членiв другого порядку
за ~ у напiвкласичному розкладi кiнетичної енергiї
[4, 7, 8, 10, 11, 13–24]. В ролi нуклон-нуклонної вза-
ємодiї будемо використовувати залежнi вiд густи-
ни сили Скiрма, а саме параметризацiю SkP [31]. У
наших розрахунках ми маємо справу з наближен-
ням “заморожених” густин, яке цiлком застосовне
для енергiй, що лежать навколо бар’єра.

Потенцiал ядро-ядерної взаємодiї визначається
як рiзниця мiж енергiями двох ядер, коли вони
розташованi на скiнченнiй 𝐸12(𝑅) i нескiнченнiй
𝐸1(2) вiдстанi один вiд одного [8, 10]:

𝑉𝑁 (𝑅) = 𝐸12(𝑅)− (𝐸1 + 𝐸2). (2)

Зауважимо, що енергiя системи на нескiнченнiй
вiдстанi є сумою енергiй зв’язку для окремих ядер:

𝐸12(𝑅)=

∫︁
𝜀[𝜌1𝑝(𝑟) + 𝜌2𝑝(𝑟,𝑅), 𝜌1𝑛(𝑟) + 𝜌2𝑛(𝑟,𝑅)]𝑑𝑟,

(3)

𝐸1(2)(𝑅) =

∫︁
𝜀[𝜌1(2)𝑝(𝑟), 𝜌1(2)𝑛(𝑟)]𝑑𝑟. (4)

Тут через 𝜌1(2)𝑛 та 𝜌1(2)𝑝 ми позначили нейтрон-
ну або протонну густину ядра 1(2) вiдповiдно,
𝜀[𝜌1(2)𝑝(𝑟), 𝜌1(2)𝑛(𝑟)] являє собою густину енергiї, 𝑅
є вiдстанню мiж центрами мас ядер.

Густину енергiї ми можемо розглядати як суму
кiнетичної, потенцiальної та кулонiвської частин,
за використання сил Скiрма її вигляд добре вiдо-
мий [23–27, 29, 31, 36]:

𝜀 = 𝜀kin + 𝜀pot + 𝜀Coul =
~2
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Рис. 1. Густини розподiлу нуклонiв для ядер 16O, 42Ca та
48Ca, одержанi в рамках модифiкованого методу Томаса–
Фермi

×
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(∇𝜌𝑛)

2
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]︀
+ 𝜀Coul. (5)

Через 𝜀kin ми позначили густину кiнетичної енер-
гiї, яка є першим доданком у виразi, 𝜀pot – по-
тенцiальної, а 𝜀Coul є густиною кулонiвської енер-
гiї. Величини 𝑡0, 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝛼, 𝑊0 явля-
ють собою параметри взаємодiї Скiрма. Доданки,
пропорцiйнi 𝑡0 та 𝑡3, вiдповiдають силам нульово-
го радiуса дiї. Доданок, пропорцiйний 𝑡0, пов’яза-
ний з притяганням, тодi як доданок з 𝑡3 задає вiд-
штовхування i зростає по мiрi збiльшення густи-
ни ядерної речовини. Це запобiгає колапсу ядер-
них систем. Доданки, пропорцiйнi 𝑡1 та 𝑡2, вносять
поправку на скiнченнiсть радiусу дiї ядерних сил.
При збiльшеннi величини нуклонної густини вне-
сок цих членiв до загальної енергiї зростає. Кон-
станти 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2 та 𝑥3 описують обмiннi ефекти i
пов’язанi зi спiновою та iзоспiновою асиметрiями,
𝑊0 є константою спiн-орбiтальної взаємодiї.

Густина кiнетичної енергiї з точнiстю до членiв
другого порядку по ~ має вигляд 𝜏 = 𝜏TF+𝜏2 [7, 8,
10, 11, 23, 26, 27, 36], де, в свою чергу, 𝜏 = 𝜏𝑝+𝜏𝑛 –
сума густин кiнетичних енергiй протонiв i нейтро-
нiв. Тут [26, 27]

𝜏TF,𝑛(𝑝) = 𝑘𝜌
5/3
𝑛(𝑝), (6)

є густиною кiнетичної енергiї нейтронiв (протонiв)
у наближеннi Томаса–Фермi, 𝑘 = 5

3 (3𝜋
2)2/3, а 𝜏2 –

повний вираз для градiєнтної поправки другого
порядку по ~ [26, 27]:
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, (7)

у якiй 𝑏1 = 1/36, 𝑏2 = 1/3, 𝑏3 = 1/6, 𝑏4 = 1/6,
𝑏5 = −1/12 та 𝑏6 = 1/2 – числовi коефiцiєнти, ℎ𝑚 =
= ~2/2𝑚, останнiй доданок у формулi (6) пов’яза-
ний з урахуванням спiн-орбiтальної взаємодiї. Та-
кож введенi позначення:

W𝑞 =
𝛿𝜀(𝑟)

𝛿J𝑞(𝑟)
=

𝑊0

2
∇(𝜌+ 𝜌𝑞), (8)
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а величина 𝑓𝑞 виражається через параметри сил
Скiрма:

𝑓𝑞 = 1 +
2𝑚

~2
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𝜌𝑞
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, (9)

де 𝑊0 є константою спiн-орбiтальної взаємодiї i
залежить вiд вибору параметризацiї сил Скiрма.
Внесок доданку Томаса–Фермi є домiнантним, осо-
бливо в об’ємi ядра, але на поверхнi ядра градiєн-
тнi поправки починають вiдiгравати суттєву роль.

В данiй роботi будемо розглядати реакцiї пру-
жного розсiяння 16O + 42Ca та 16O + 48Ca. Для цих
систем розрахуємо потенцiал ядро-ядерної взає-
модiї в рамках модифiкованого пiдходу Томаса–
Фермi. Для цього необхiдно знати густини роз-
подiлу нуклонiв у взаємодiючих ядрах. Ми буде-
мо використовувати нуклоннi густини, одержанi в
рамках цього ж модифiкованого пiдходу Томаса–
Фермi з силами Скiрма. Для сил Скiрма буде-
мо використовувати параметризацiю SkP [31]. Гу-
стини розподiлу нуклонiв для ядер 16O, 42Ca та
48Ca, одержанi в рамках даного методу, показано
на рис. 1.

Знаючи нуклоннi густини, отримуємо вираз для
густини енергiї та розраховуємо потенцiал ядро-
ядерної взаємодiї в рамках модифiкованого пiд-
ходу Томаса–Фермi iз силами Скiрма (1)–(8). На
рис. 2 наведено ядерну частину отриманих нами
потенцiалiв взаємодiї для реакцiй 16O + 42Ca та
16O + 48Ca. Одержанi потенцiали мають цiлком ре-
алiстичну форму, демонструючи на малих вiдста-
нях наявнiсть суттєвого кору вiдштовхування.

3. Аналiтичне представлення
потенцiалу взаємодiї

Заради зручностi проведення подальших розра-
хункiв ми задаємо отриманий нами потенцiал та-
ким чином, аби мати змогу працювати з ним в ана-
лiтичнiй формi. При цьому для адекватного опи-
су перерiзiв пружного розсiяння дуже важливим є
врахування вiдштовхувального кору, що накладає
певнi вимоги на форму параметризацiї потенцiалу.
З огляду на це, традицiйна форма параметриза-
цiї Вудса–Саксона нас не може влаштовувати. Для
того, аби надати нашому аналiтичному потенцiалу

Рис. 2. Потенцiали взаємодiї для реакцiй 16O+ 42Ca та
16O+ 48Ca, одержанi в рамках модифiкованого методу
Томаса–Фермi, а також представлення вiдповiдного потен-
цiалу в аналiтичнiй формi (𝑉FIT) (13)

бiльш реалiстичного вигляду, приєднаємо до ньо-
го ще один доданок, за формою аналогiчний вира-
зу для кiнетичної енергiї у методi Томаса–Фермi,
який повинен забезпечити необхiдне вiдштовхува-
ння на малих вiдстанях. Це ми робимо за певною
аналогiєю з тим, що робили в [19], де працювали
з потенцiалами подвiйної згортки, значним чином
покращивши в такий спосiб отриманi результати.
Тобто, загальний вираз для потенцiалу набуває ви-
гляду

𝑉FIT(𝑅) = 𝑉WS(𝑅) + 𝑉kin(𝑅). (10)

Тут 𝑉WS(𝑅) є загальновiдомою формою потенцiа-
лу Вудса–Саксона

𝑉WS(𝑅) =
−𝑉0

1 + 𝑒(𝑅−𝑅0)/𝑑0
, (11)

а 𝑉kin(𝑅) являє собою кiнетичний доданок у фор-
мi методу Томаса–Фермi. У методi Томаса–Фермi
кiнетична енергiя пропорцiйна 𝜌5/3 (6), тому кiне-
тичний доданок у потенцiал апроксимуємо

𝑉kin(𝑅) =

(︂
𝑉𝐶

1 + 𝑒(𝑅−𝐶)/𝑎

)︂5/3
. (12)

В результатi наш аналiтичний потенцiал набуває
остаточного вигляду:

𝑉FIT(𝑅) =
−𝑉0

1 + 𝑒(𝑅−𝑅0)/𝑑0
+

(︂
𝑉𝑐

1 + 𝑒(𝑅−𝐶)/𝑎

)︂5/3
. (13)
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Рис. 3. Поперечний перерiз пружного розсiяння для системи 16O+ 42Ca за енергiї пучка 𝐸lab = 56, 60 МеВ,
розрахований в рамках модифiкованого наближення Томаса–Фермi з силами Скiрма (ETF), залежними вiд
густини. Експериментальнi данi (exp) взято з робiт [39, 40]

Рис. 4. Поперечний перерiз пружного розсiяння для системи 16O+ 48Ca за енергiї пучка 𝐸lab = 40, 56 МеВ,
розрахований в рамках модифiкованого наближення Томаса–Фермi з силами Скiрма (ETF), залежними вiд
густини. Експериментальнi данi (exp) взято з роботи [41]

Таблиця 1. Параметри аналiтичного представлення
потенцiалу для розглядуваних реакцiй

Реакцiя 𝑉0, 𝑅0, 𝑑0, 𝑉𝑐, 𝐶, 𝑎,
МеВ фм фм МеВ3/5 фм фм

16O+42Ca 49,1634 6,7586 0,6847 20,6223 3,2221 1,0838
16O+48Ca 51,0870 6,9515 0,6767 20,1222 3,3725 1,0768

В формулi (13) мiстяться шiсть параметрiв пiд-
гонки 𝑉0, 𝑅0, 𝑑0, 𝑉𝑐, 𝐶, 𝑎. Значення цих параме-
трiв знаходимо шляхом мiнiмiзацiї для максималь-
но точного опису реалiстичного потенцiалу, зна-

йденого в рамках модифiкованого пiдходу Томаса-
Фермi iз силами Скiрма. Отриманi параметри по-
тенцiалу для розглядуваних у роботi реакцiй на-
ведено у табл. 1.

На рис. 2 можна побачити апроксимацiю ви-
разом (13) ядерної частини потенцiалiв взаємодiї,
яка розрахована в рамках модифiкованого пiдхо-
ду Томаса–Фермi iз силами Скiрма для взаємодiю-
чих ядер 16O + 42Ca та 16O + 48Ca. Апроксимацiю
вдалося провести настiльки точно, що в масшта-
бах графiка вiдхилення практично непомiтнi. Та-
ким чином, запропонована форма потенцiалу пiд-
гонки дуже добре описує реалiстичний потенцiал
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ядро-ядерної взаємодiї, який отримано у чисель-
них розрахунках.

4. Розрахунки перерiзiв
пружного розсiяння

Використовуючи в ролi дiйсної частини знайденi
нами потенцiали ядро-ядерної взаємодiї (13) з вiд-
повiдними параметрами (див. табл. 1), розрахує-
мо перерiзи пружного розсiяння в рамках оптичної
моделi. Уявну частину потенцiалу беремо в такому
виглядi [2, 4]:

𝑊 (𝑅) = − 𝑊W

1 + exp

[︂
𝑅−𝑟W(𝐴

1/3
1 +𝐴

1/3
2 )

𝑑W

]︂ −

−
𝑊S exp

[︂
𝑅−𝑟S(𝐴

1/3
1 +𝐴

1/3
2 )

𝑑S

]︂
𝑑S

{︂
1 + exp

[︂
𝑅−𝑟S(𝐴

1/3
1 +𝐴

1/3
2 )

𝑑S

]︂}︂2 , (14)

де 𝑊W, 𝑅W, 𝑑W, 𝑊S, 𝑟S, 𝑑S – це сила, радiус та
дифузнiсть об’ємної (W) та поверхневої (S) частин
уявного ядерного потенцiалу. Такий вигляд уявної
частини потенцiалу широко використовується при
описi рiзноманiтних ядерних реакцiй.

Ми розглядаємо реакцiї пружного розсiяння для
систем 16O + 42Ca за енергiї пучка 𝐸lab = 56,
60 МеВ, та 16O + 48Ca за енергiї пучка 𝐸lab = 40,
56 МеВ. Перерiзи пружного розсiяння було розра-
ховано за допомогою потенцiалу (13) з параметра-
ми з табл. 1, що апроксимує ядро-ядерний потен-

Таблиця 2. Параметри уявної частини
потенцiалу (9) для реакцiй 16O+ 42Ca

𝐸lab, 𝑊W, 𝑟W, 𝑑W, 𝑊S, 𝑟S, 𝑑S,
MeВ MeВ фм фм MeВ фм фм

56 21,68126 1,100 0,300 9,231324 1,259115 0,615223
60 21,9798 1,100 0,300 9,30105 1,262264 0,641428

Таблиця 3. Параметри уявної частини
потенцiалу (9) для реакцiй 16O+ 48Ca

𝐸lab, 𝑊W, 𝑟W, 𝑑W, 𝑊S, 𝑟S, 𝑑S,
MeВ MeВ фм фм MeВ фм фм

40 22,01157 1,1106 0,301 9,400213 1,26300 0,65000
56 24,99059 1,1709 0,499 9,55938 1,26400 0,65418

цiал, одержаний в рамках модифiкованого мето-
ду Томаса–Фермi. Параметри уявної частини 𝑊W,
𝑅W, 𝑑W, 𝑊S, 𝑟S, 𝑑S було знайдено шляхом пiдгонки
експериментальних перерiзiв пружного розсiяння.
Значення цих параметрiв наведено в табл. 2, 3.

Результати розрахункiв перерiзiв пружного роз-
сiяння для систем 16O + 42Ca за енергiї пучка
𝐸lab = 56, 60 МеВ, та 16O + 48Ca за енергiї пу-
чка 𝐸lab = 40, 56 МеВ наведено на рис. 3 та 4.
Розрахований поперечний перерiз пружного розсi-
яння представлено у виглядi, нормованому до по-
перечного перерiзу Резерфорда. Експериментальнi
данi взято з робiт [39–41], вiдповiдно. Як видно з
рисункiв, отриманi нами перерiзи пружного розсi-
яння добре узгоджуються з вiдповiдними експери-
ментальними даними.

5. Висновки

В роботi було розраховано потенцiали ядро-
ядерної взаємодiї в рамках модифiкованого пiдхо-
ду Томаса–Фермi з залежними вiд густини силами
Скiрма для систем 16O + 42Ca та 16O + 48Ca, при
цьому густини нуклонiв було отримано в тому са-
мому пiдходi. Для сил Скiрма було використано
параметризацiю SkP [31]. У знайдених потенцiа-
лах наявний кор вiдштовхування, що є важливим
при розрахунках поперечного перерiзу пружного
розсiяння.

Знайдено вдалу параметризацiю потенцiалу яд-
ро-ядерної взаємодiї, яка добре описує величину
потенцiалу, розрахованого у рамках модифiкова-
ного пiдходу Томаса–Фермi з залежними вiд гу-
стини силами Скiрма.

На основi отриманих потенцiалiв ядро-ядерної
взаємодiї розглянуто реакцiї пружного розсiяння
для систем 16O + 42Ca та 16O + 48Ca при рiзних
енергiях та розраховано перерiзи пружного розсiя-
ння. Вiдзначимо, що для кожної реакцiї для рiзних
енергiй при розрахунках використовувався одна-
ковий вираз для дiйсної частини потенцiалу, а пiд-
ганялася лише уявна частина. Показано, що зна-
йденi нами перерiзи добре узгоджуються з експе-
риментальними даними.
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CROSS SECTIONS OF ELASTIC
SCATTERING FOR SYSTEMS 16O+ 42Ca, 16O+ 48Ca
WITHIN THE MODIFIED THOMAS–FERMI METHOD
WITH TAKING THE REPULSION CORE INTO ACCOUNT

Within the framework of the modified Thomas–Fermi method,

the distribution densities of nucleons and nucleus-nucleus inter-

action potentials for the reactions 16O+ 42Ca and 16O+ 48Ca

have been calculated. Besides, all contributions up to the

second-order terms in ~ in the quasi-classical expansion of the

kinetic energy are taken into account, and Skyrme forces, which

depend on density, are used as the nucleon-nucleon interac-

tion. A convenient parametrization of the potentials between

nuclei has been obtained, allowing them to be represented in

analytic form. Using the obtained potentials, the elastic scat-

tering cross-sections are calculated, which agree well with the

available experimental data.

Ke yw o r d s: Thomas–Fermi method, reactions 16O+ 42Ca
and 16O+ 48Ca.
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