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ВПАКУВАННЯ ТА СТИСЛИВIСТЬ
БIКОМПОНЕНТНИХ МIКРОМЕХАНIЧНИХ
(ГРАНУЛЬОВАНИХ) СИСТЕМУДК 538.9:539.215

Iз використанням моделей конгломерацiй твердих сфер Карнахана–Старлiнга–Мансурi
та статистичної теорiї Кiрквуда–Баффа дослiджується вплив компактизацiї (впа-
кування) на стисливiсть бiнарної гранульованої сумiшi. Теоретичнi результати по-
рiвнюються з експериментальними, отриманими в альтернативних дослiдженнях на
системах, внутрiшня структура яких вiдповiдає конструктивним характеристикам
моделi. Показано можливiсть iснування ефекту максимального впакування при спецi-
альних значеннях дисперсiї i мольної фракцiї компонентiв. Продемонстровано iснування
граничних i промiжних станiв сумiшi з переважною концентрацiєю одного iз компо-
нентiв та показано можливiсть найбiльш адекватного опису властивостей системи
в цих станах за допомогою одного iз вищезгаданих пiдходiв. Видiлено область значень
об’ємної частки компонентiв, в якiй обидва пiдходи тотожнi та добре описують данi
вiдповiдних експериментiв.
К люч о в i с л о в а: гранульованi матерiали, сумiшi, компактизацiя, стисливiсть.

1. Вступ
Дослiдження механiчних та iнших фiзичних вла-
стивостей мiкромеханiчних (гранульованих) мате-
рiалiв складають традицiйно актуальний предмет
дослiджень рiзних роздiлiв, як експериментальної
так i теоретичної фiзики. Наявнiсть вдалих мо-
дельних пiдходiв до опису окремих штучно скон-
струйованих систем у спецiально створених зов-
нiшнiх умовах не знiмає проблеми вiдсутностi за-
гальної теорiї фiзичних процесiв у гранульованих
матерiалах, яка дозволяла б з єдиних позицiй опи-
сувати всi фiзичнi явища та процеси, що спостерi-
гаються в них. Вищесказане стосується, як опису
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спостерiгаємих структуроутворень так i динамiки
переходiв мiж станами, якi мають рiзну локаль-
ну симетрiєю. Якщо вiдволiктися вiд ефектiв по-
в’язаних з наявнiстю дисипативних взаємодiй мiж
гранулами та впливом форми поверхнi частинок у
великих конгломерацiях мiкромеханiчних (грану-
льованих) систем, то досить продуктивною модел-
лю вищезгаданих систем можуть служити моно- i
полi-дисперснi системи, що складаються з твердих
сфер, теорiя фiзичних властивостей яких детально
розроблена (див., наприклад, [1–4]).

Зауважимо, що хоча модель твердих сфер не
забезпечує достатнього кiлькiсного збiгу теорети-
чних i експериментальних даних, у випадку са-
ме гранульованих матерiалiв, якi є конгломерацi-
ями мiкро-механiчних частинок, вона дозволяє на
якiсному рiвнi iлюструвати такi, скажiмо, фiзичнi
явища, як впакування та стисливiсть.

У нашiй роботi, ґрунтуючись на положеннях
класичних теорiй модельних багато-частинкових
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систем [3–5] та використовуючи результати експе-
риментальних дослiджень, проведених авторами
роботи [6], ми покажемо, що для бiнарної системи
твердих кульок iснує ефект максимальної компа-
ктизацiї (впакування), який досягається пiдбором
дисперсностi компонентiв. Також буде встановле-
но, що такого типу немонотоннiсть якiсно повто-
рюється i для такої макроскопiчної властивостi, як
стисливiсть. Таким чином буде продемонстровано
iснування зв’язку мiж локальними характеристи-
ками дослiджуваних систем та їх макроскопiчни-
ми властивостями, який має ознаки подiбностi.

Будуть продемонстрованi схожостi та вiдмiн-
ностi результатiв опису стисливостi модельних
бiкомпонентних сумiшей iз застосуванням пiд-
ходiв Кiрквуда–Баффа [5] (КБ) та Карнахана–
Старлiнга–Мансурi [4] (КСМ) та встановленi iн-
тервали в яких кожний (а бо навiть обидва) з них
може бути застосовано найбiльш адекватно.

Модель КСМ – базується на застосуваннi напiв-
емпiрiчної формули для рiвняння стану системи
твердих куль [4].

Модель КБ – базується на врахуваннi флукту-
ацiй густини в багаточастинкових системах за до-
помогою кореляцiйних iнтегралiв [5].

2. Стисливiсть бiкомпонентної
конгломерацiї твердих сфер. Пiдхiд
Карнахана–Старлiнга–Мансурi

Стисливiсть, визначається за допомогою спiввiд-
ношення
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𝜕𝑝
, (1)

де 𝑉 , 𝑝, 𝑛 – вiдповiдно об’єм, тиск та густина
системи.

Також використовується величина, яка носить
назву компактизацiї (параметра компактизацiї,
або параметра впакування), який визначається за
формулою

𝜂 = 𝑛𝑣0, (2)

де 𝑣0 – об’єм, який займає одна окрема частинка.
Зокрема, для гранул сферичної форми 𝑣0 = 1

6𝜋𝜎
3
0 ,

де 𝜎0 – дiаметр частинки.
В роботi [4] показано, що стисливiсть бiнарної

багато-частинкової сумiшi твердих сфер може бу-

ти представлена в такому виглядi

𝛽
(1,2)
𝑇 =

1

𝑛12𝑘B𝑇

(1− 𝜂)4

1 + 𝑎𝜂 + 𝑏𝜂2 + 𝑐𝜂3 + 𝑑𝜂4
, (3)

де 𝜂 – параметр компактизацiї бiнарної сумiшi (з
компонентами 1 та 2) 𝜂 ≡ 𝜂12 = 1
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12; 𝑛12 –

щiльнiсть кiлькостi частинок для бiнарної сумiшi;
𝜎12 – ефективний розмiр, який можна визначити
через мольну частку 𝑥
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де 𝜎1 та 𝜎2 – твердосфернi дiаметри компонентiв
сумiшi, вiдповiдно; коефiцiєнти 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 – залежать
вiд мольної фракцiї компонентiв сумiшi 𝑥 (або їх
об’ємної фракцiї 𝑓 = 𝑉𝑆/(𝑉𝐿 + 𝑉𝑆), де 𝑉𝐿 та 𝑉𝑆 –
об’єми фракцiй якi складаються з великих та ма-
лих за розмiрами частинок, вiдповiдно), а також
вiд вiдношення розмiрiв частинок 𝑟 = 𝜎1/𝜎2.

Як показано в [4] цi коефiцiєнти визначаються
за допомогою таких спiввiдношень:
𝑎 = 4− 6𝑦1, 𝑏 = 4− 3𝑦1 − 9𝑦2,
𝑐 = −4𝑦3, 𝑑 = 𝑦3,

(4)

де 𝑦1, 𝑦2 та 𝑦3 мають вигляд:
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𝑦3 = [(1− 𝑓)2/3 · (1− 𝑥)1/3 + 𝑓2/3 · 𝑥1/3]3, (7)
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√︀
𝑓(1− 𝑓)𝑥(1− 𝑥) ·

(︂√
𝑟 − 1√

𝑟

)︂2
. (8)

Зауважимо, що зв’язок мiж об’ємною та мольною
фракцiями, а також вiдношенням розмiрiв, дає-
ться спiввiдношеннями:

𝑓 =
𝑥

𝑟3 − (𝑟3 − 1)𝑥
, 𝑥 =

𝑟3𝑓

1 + (𝑟3 − 1)𝑓
,

𝑟3 =
𝑥

1− 𝑥

1− 𝑓

𝑓
.

(9)

Користуючись формулою Карнахана–Старлiн-
га–Мансурi (3) ми провели числовi розрахунки ко-
ефiцiєнта 𝑛12𝑘B𝑇𝛽

(1,2)
𝑇 ≡ 𝜒12, варiюючи вiдношен-

ня розмiрiв 𝑟, об’ємну фракцiю 𝑓 та параметр ком-
пактизацiї 𝜂. Отриманi результати представленi у
виглядi 3-вимiрної фазової дiаграми на рис. 1.
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Рис. 1. Коефiцiєнт стисливостi 𝜒12 (розрахований за фор-
мулою (3)) в залежностi вiд параметра компактизацiї сумi-
шi 𝜂12 та об’ємної фракцiї 𝑓 : для 𝑟 ≈ 9 (а); для 𝑟 ≈ 2 (б )

Рис. 2. Коефiцiєнт стисливостi 𝜒12 в залежностi вiд коефi-
цiєнта дисперсiї 𝑟, розрахований за формулою (3) iз викори-
станням параметрiв з експериментальної роботи [6]. Коефi-
цiєнт дисперсiї 𝑟 змiнювався в iнтервалi значень 𝑟 ≈ 2–35.
Об’ємна фракцiя 𝑓 задавалася з дискретнiстю Δ𝑓 = 0,05 у
повному iнтервалi значень 𝑓 = 0–1

З наведених на рис. 1 результатiв випливає, що у
поведiнцi коефiцiєнта 𝜒12 спостерiгається контра-
стно виражений максимум, амплiтуда якого зро-

стає (а ширина зменшується) зi збiльшенням фа-
ктора дисперсiї сумiшi (вiдношення розмiрiв сфер
𝑟). Так, вiдображений на рис. 1, а (для 𝑟 ≈ 9) – ма-
ксимум 𝜒12 є за амплiтудною високим та вузьким,
в той час, як той, що на рис. 1, б (для 𝑟 ≈ 2) –
бiльш пологим та згладженим. Чисельнi значен-
ня коефiцiєнта стисливостi зменшуються при зро-
станнi параметра компактизацiї. Також спостерi-
гається зсув положення максимуму вiд 𝑓 ≈ 0,5
(для малих значень вiдношення розмiрiв компо-
нентiв сумiшi 𝑟 ≈ 1) до 𝑓 → 0 (для бiльших зна-
чень 𝑟 ≫ 1).

3. Розрахунок коефiцiєнта 𝜒12

для значень компактизацiї 𝜂12,
якi були вимiрянi в [6]

В [6], експериментально дослiджувалася бiкомпо-
нентна сумiш твердих кульок сферичної форми з
рiзними розмiрами, вiдношення яких параметри-
чно змiнювалося в iнтервалi 𝑟 ≈ 2–35. Головним
результатом, отриманим у [6] можна вважати не-
монотонну, з характерним максимумом, поведiнку
компактизацiї, як функцiї об’ємної фракцiї компо-
нента, а також вiдношення дiаметрiв компонентiв
бiнарної сумiшi.

Користуючись формулою Карнахана–Старлiн-
га–Мансурi (3), ми провели чисельнi розрахунки
коефiцiєнта 𝑛12𝑘B𝑇𝛽

(1,2)
𝑇 при тих самих значеннях

(𝑟 ≈ 2–35) вiдношення розмiрiв частинок, якi ви-
користовувалися у вимiрюваннях компактизацiї в
роботi [6]. При цьому, самоузгоджено були задiянi,
вимiрянi в [6], вiдповiднi значення компактизацiї
сумiшi 𝜂. Отриманi результати представленi у ви-
глядi серiї 2-вимiрних фазових дiаграм на рис. 2–5.

Наведенi на рис. 2 результати поведiнки коефi-
цiєнта стисливостi 𝜒12 (в залежностi вiд коефiцi-
єнта 𝑟, який характеризує дисперсiю компонентiв)
контрастно демонструють наявнiсть специфiчних
станiв у його поведiнцi. А саме, можна видiлити
два характерних типи поведiнки: а) рiзке зроста-
ння 𝜒12 зi збiльшенням 𝑟 (графiки побудованi для
об’ємної фракцiї в iнтервалi 0,05 ≤ 𝑓 ≤ 0,20); б) по-
вiльнi змiни 𝜒12 iз збiльшенням 𝑟 (графiки побудо-
ванi для об’ємної фракцiї в iнтервалi 0,25 ≤ 𝑓 ≤ 1,
а також для 𝑓 = 0).

Таку рiзницю в поведiнцi 𝜒12 можна пов’язати з
наявнiстю рiзних з погляду на вiдповiдну локаль-
ну структуру станiв, якi в теоретичнiй працi [8]
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запропоновано називати використовуючи термiни
“гравiй” (для 𝑓 ≪ 1) i “пудинг” (для (1 − 𝑓) ≪ 1),
вiдповiдно. В цих термiнах тодi поведiнка типу (а)
є характерною для стану “гравiй”, а типу (б) – ста-
ну “пудинг”.

Наведенi на рис. 3 графiки коефiцiєнта стисли-
востi 𝜒12 (в залежностi вiд об’ємної фракцiї 𝑓) та-
кож демонструють наявнiсть видiлених вище гра-
ничних станiв. А саме: 1) рiзкий максимум 𝜒12 для
об’ємної фракцiї в iнтервалi 0 ≤ 𝑓 ≤ 0,20; 2) по-
логiй мiнiмум 𝜒12 для значень об’ємної фракцiї в
iнтервалi 0,25 ≤ 𝑓 ≤ 1.

Таку поведiнку 𝜒12 також можна iнтерпретува-
ти, як наявнiсть вищезгаданих станiв “гравiй” та
“пудинг”. Вiдповiдно, зображений на рис. 3 екстре-
мум типу максимуму може вiдповiдати стану “гра-
вiй”, а екстремум типу мiнiмуму – стану “пудинг”.
Визначенi екстремуми 𝜒12 iз зростанням коефiцi-
єнта дисперсiї 𝑟 поводять себе по-рiзному: макси-
мум – за амплiтудою зростає, а мiнiмум – споча-
тку зростає, але згодом це зростання припиняється
(насичується).

Наведенi на рис. 4 результати, демонструють по-
ведiнку коефiцiєнта стисливостi 𝜒12 розрахованого
за формулою (3) в залежностi вiд параметра ком-
пактизацiї 𝜂12, значення якого вибиралося з того
ж iнтервалу, що використовувався i у роботi [6]
(𝑟 ≈ 2–35).

Вiдповiдно до запропонованої в [8] класифiка-
цiї станiв для бiдисперсної гранульованої сумiшi,
їх наявнiсть можна визначити також i за допомо-
гою даних, представлених на рис. 4: верхнi гiлки
петльових дiаграм вiдповiдають фазi “гравiй”; ни-
жнi – фазi “пудинг”.

На рис. 4, очевидно, спостерiгається асиметрiя
перехiдної областi. Саме ця область в [8], яка хара-
ктеризує перехiд мiж видiленими граничними фа-
зами (на фазової дiаграмi), була описана як умов-
но iснуюча.

4. Стисливiсть бiнарної
системи твердих сфер згiдно
з теорiєю Кiрквуда–Баффа [5]

Класична формула Кiрквуда–Баффа для бiкомпо-
нентної сумiшi, яка визначає стисливiсть бiнарної
системи 𝛽

(1,2)
𝑇 , має вигляд [5]:

𝛽
(1,2)
𝑇 =

1

𝑘B𝑇
×

Рис. 3. Графiки коефiцiєнта стисливостi 𝜒12 в залежно-
стi вiд об’ємної фракцiї 𝑓 (якi розрахованi за формулою
(3) з використанням експериментальних даних з [6]) для
окремих значень коефiцiєнта дисперсiї в iнтервалi значень
𝑟 ≈ 2− 35. В межах одного графiка змiни об’ємної фракцiї
𝑓 вiдбуваються з дискретнiстю Δ𝑓 = 0,05 у всьому можли-
вому iнтервалi значень 𝑓 = 0–1

Рис. 4. Коефiцiєнт стисливостi 𝜒12 в залежностi вiд пара-
метра компактизацiї 𝜂12, розрахованого за формулою (3) iз
використанням параметрiв з [6] (𝑟 ≈ 3–35)

× 1 + 𝑛1𝐺11 + 𝑛2𝐺22 + 𝑛1𝑛2(𝐺11𝐺22 −𝐺2
12)

𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛1𝑛2(𝐺11 +𝐺22 − 2𝐺12)
, (10)

де 𝛽
(1,2)
𝑇 – iзотермiчна стисливiсть сумiшi, компо-

ненти якої нумеруються, як 1 i 2; 𝑛1 = 𝑁1

𝑉 та
𝑛2 = 𝑁2

𝑉 – парцiальнi щiльностi кiлькостi части-
нок, вiдповiдно; 𝐺11, 𝐺22 та 𝐺12 – так званi коре-
ляцiйнi iнтеграли; 𝑘B𝑇 – масштаб енергiї.

Кореляцiйнi iнтеграли 𝐺𝛼𝛽 пов’язанi iз парцi-
альними структурними факторами 𝑆𝛼𝛽(0) таким
спiввiдношенням:

𝑆𝛼𝛽(0) = 𝑥𝛼𝛿𝛼𝛽 + 𝑥𝛼𝑥𝛽𝑛12𝐺𝛼𝛽 , (11)
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Рис. 5. Коефiцiєнт стисливостi 𝜒12 в залежностi вiд об’-
ємної фракцiї 𝑓 (розрахований за формулами (3) та (19),
вiдповiдно, та iз використанням даних з [6], для значень
𝑟 ≈ 3–9). Об’ємна фракцiя 𝑓 змiнювалася iз дискретнiстю
Δ𝑓 = 0,05 у повному iнтервалi 𝑓 = 0–1

де 𝑥𝛼, 𝑥𝛽 – мольнi частки компонент сумiшi; 𝛿𝛼𝛽 –
дельта символ Кронекера; 𝑛12 = 𝑁

𝑉 = 𝑁1+𝑁2

𝑉 =
= 𝑛1 + 𝑛2 – щiльнiсть сумiшi.

Користуючись формулою (11) легко отримати:

𝑆11(0) = (1− 𝑥) + (1− 𝑥)2𝑛12𝐺11, (12)

𝑆22(0) = 𝑥+ 𝑥2𝑛12𝐺22, (13)

𝑆12(0) = 𝑥(1− 𝑥)𝑛12𝐺12, (14)

де 𝑥 – мольна частка 2-ої компоненти сумiшi.
Пiдставляючи спiввiдношення (12)–(14) до фор-

мули Кiрквуда–Баффа (10), знаходимо зв’язок
промiж iзотермiчною стисливiстю бi-компонентної
сумiшi та парцiальними факторами 𝑆𝛼𝛽(0) у тако-
му виглядi:

𝛽
(1,2)
𝑇 =

1

𝑛12𝑘B𝑇
×

× 𝑆11(0)𝑆22(0)− 𝑆2
12(0)

𝑥2𝑆11(0) + (1− 𝑥)2𝑆22(0)− 2𝑥(1− 𝑥)𝑆12(0)
, (15)

Зважаючи на те що фактор 𝑆(0) монодисперсної
системи визначається як:

𝑆(0) = 1 + 𝑛𝐺 = 𝑛𝑘B𝑇𝛽𝑇 , (16)

та враховуючи (12) та (13), знаходимо, вирази для
парцiальних факторiв монодисперсних фаз 𝑆11(0)
та 𝑆22(0) iз парцiальними iзотермiчними стисливо-
стями 𝛽

(1)
𝑇 та 𝛽

(2)
𝑇 :

𝑆11(0) = (1− 𝑥) · 𝑛1𝑘B𝑇𝛽
(1)
𝑇 , (17)

𝑆22(0) = 𝑥 · 𝑛2𝑘B𝑇𝛽
(2)
𝑇 . (18)

Парцiальнi (референтнi) iзотермiчнi стисливостi
𝛽
(1)
𝑇 та 𝛽

(2)
𝑇 можуть бути визначенi, наприклад iз

використанням модельних рiвнянь стану.
Використовуючи данi про iзотермiчну стисли-

вiсть сумiшi 𝛽
(1,2)
𝑇 , якi можуть бути отриманi

iз альтернативних джерел (наприклад, з експе-
рименту, або шляхом чисельного моделювання),
розв’язуючи (15) вiдносно фактора 𝑆12(0) отриму-
ємо:

𝑆12(0) = 𝑥(1− 𝑥) · 𝜒KB
12 ±

{︁
𝑥2(1− 𝑥)2(𝜒KB

12 )2 −

−𝜒KB
12

[︀
𝑥2𝑆11(0) + (1− 𝑥)2𝑆22(0)

]︀
+

+𝑆11(0)𝑆22(0)
}︁1/2

, (19)

де 𝜒KB
12 = 𝑛12𝑘B𝑇𝛽

(1,2)
𝑇 .

В роботi [6] отриманi експериментальнi даннi
для компактизацiї бiнарної сумiшi сферичних ча-
стинок iз рiзним ступенем розбiжностi у розмiрах
𝑟 ≈ 2–35. Параметризацiя отриманих даних про-
водиться фактично у двох характерних границях
(станах) сумiшi в одному з яких переважає вмiст
бiльших за розмiрами частинок (“гравiй”), а в дру-
гому – менших за розмiрами (“пудинг”). В роботi
[7] робиться спроба опису отриманих експеримен-
тальних даних у всiх промiжних станах за допо-
могою екстраполяцiї феноменологiчних спiввiдно-
шень отриманих лише для граничних станiв iз ви-
користанням вагових функцiй, якi вiдiграють роль
невизначених (фактично – пiдгоночних) параме-
трiв, до того ж, спрямованих лише саме до грани-
чних станiв (i залишаються невизначеними послi-
довно для промiжних).

На рис. 5 представленi результати проведених
нами числових розрахункiв: коефiцiєнта стисливо-
стi 𝜒12 та структурного фактора 𝑆12(0) в залежно-
стi вiд об’ємної фракцiї 𝑓 . Коефiцiєнт стисливо-
стi 𝜒12 розраховувався за формулою (3) вiдповiд-
но до модельного рiвняння стану для бiнарної си-
стеми сумiшi твердих куль Карнахана–Старлiнга–
Мансурi [4], а структурний фактор 𝑆12(0) – за фор-
мулою (19), яка була отримана iз використанням
теорiї Кiрквуда–Баффа [9, 10].

Рис. 5 демонструє перетин графiкiв 𝜒12 та
𝑆12(0). Наявнiсть двох точок перетинiв побудова-
них графiкiв, з яких одна точка знаходиться в
областi малих об’ємних фракцiй одного з компо-
нентiв сумiшi, а iнша, в областi, де вона приймає
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найбiльшi можливi значення, можна iнтерпрету-
вати, як видiлення двох станiв в сумiшi з однако-
вою компактизацiєю i рiзним компонентним скла-
дом. Першого, в якому переважає концентрацiя
бiльших за розмiрами частинок. I другого, у яко-
му превалюють дрiбнi частинки (фази “гравiю” та
“пудингу”, як вказувалося ранiше).

Для наочностi, на рис. 5 використанi лише ви-
бiрковi значення коефiцiєнта дисперсiї (𝑟 ≈ 3-9). А
саме:

∙ При перевазi в сумiшi дрiбної компоненти: для
𝑟 ≈ 5 маємо що 𝑆12(0) = 𝜒12 при об’ємнiй фракцiї
𝑓 ≈ 0,65; для 𝑟 ≈ 3 вiдповiдно – 𝑆12(0) = 𝜒12 для
об’ємної фракцiї 𝑓 ≈ 0,81. Таким чином, зi зро-
станням значень коефiцiєнта дисперсiї 𝑟 значення
об’ємної фракцiї 𝑓 , при якому 𝑆12(0) = 𝜒12, (стан
“пудинг”) зменшується.

∙ При перевазi в сумiшi крупної компоненти: для
𝑟 ≈ 5 маємо що 𝑆12(0) = 𝜒12 при об’ємнiй фракцiї
𝑓 ≈ 0,011; для 𝑟 ≈ 3 вiдповiдно – 𝑆12(0) = 𝜒12 при
об’ємнiй фракцiї 𝑓 ≈ 0,025. Таким чином, зi зро-
станням коефiцiєнта дисперсiї 𝑟, значення об’ємної
фракцiї 𝑓 , при якому 𝑆12(0) = 𝜒12, (стан “гравiй”)
збiльшується.

Можна показати, що для 𝑟 ≈ 9 та 𝑟 ≈ 35 пере-
тину графiкiв 𝑆12(0) i 𝜒12 взагалi не вiдбувається.

Вiдсутнiсть точок перетину функцiй 𝑆12(0) та
𝜒12 збiгається з виявленим, в роботi [6], iснува-
нням критичної величини коефiцiєнта дисперсiї
𝑟𝑐 = 3 +

√
12 ≈ 6,46. Якiсно, це можна пояснити,

наприклад, таким чином. Починаючи з 𝑟𝑐 i бiль-
шої дисперсiї розмiрiв компонент сумiшi, стає все
бiльш iмовiрним просковзування частинок дрiбної
компоненти крiзь зазор мiж (скажiмо – трьома)
щiльно впакованими частинками крупної компо-
ненти, що призводить до змiни компактизацiї (за
рахунок заповнення нового вiльного об’єму який
ранiше був недоступним), i як наслiдок до можли-
вих змiн у властивостях сумiшi (наприклад, як по-
казано в [6], швидкостi впакування).

Виявлена в [6] експериментально i отримана на-
ми теоретично наявнiсть iснування деякої крити-
чної рiзницi в розмiрах компонентiв, проявляється
у впливi на швидкiсть компактизацiї (та обумов-
лює принципову можливiсть отримання її макси-
мальних, чи мiнiмальних значень). Таким чином,
для сумiшi з 𝑟 < 𝑟𝑐 можна користуватися форму-
лою (3) в якiй коефiцiєнт 𝑛12𝑘B𝑇𝛽

(1,2)
𝑇 пропорцiй-

Рис. 6. Функцiя 𝑆12(0) в залежностi вiд об’ємної фракцiї
𝑓 (розрахована за формулами (19) та (20), iз використан-
ням експериментальних даних з [6] для окремих значень
вiдношення розмiрiв компонентiв в iнтервалi 𝑟 ≈ 3− 9)

ний до 𝑆12(0) (строго кажучи, в окремих точках
при визначених самоузгоджено значеннях об’єм-
ної фракцiї 𝑓). За умов 𝑟 > 𝑟𝑐 користуватися про-
порцiйнiстю коефiцiєнта 𝑛12𝑘B𝑇𝛽

(1,2)
𝑇 формули (3)

i 𝑆12(0) є неможливим.
Зауважимо також, що постулюючи замiну

в формулi Кiрквуда–Баффа (15) коефiцiєнта
𝑛12𝑘B𝑇𝛽

(1,2)
𝑇 на функцiю 𝑆12(0), яка отримується з

урахуванням попередньо встановленної можливо-
стi спiвпадiння коефiцiєнта 𝜒12 та фактора 𝑆12(0),
i розв’язуючи вiдносно нього вiдповiдне квадратне
рiвняння можна отримати таке спiввiдношення

𝑆12(0) =
𝑥2𝑆11(0) + (1− 𝑥)2𝑆22(0)

2[1− 2𝑥(1− 𝑥)]
×

×

{︃
−1 +

√︃
1 +

4[1− 2𝑥(1− 𝑥)]𝑆11(0)𝑆22(0)

[𝑥2𝑆11(0) + (1− 𝑥)2𝑆22(0)]2

}︃
. (20)

Графiки функцiй 𝑆12(0) в залежностi вiд об’ємної
фракцiї 𝑓 , розрахованi за допомогою (20), розгля-
немо у порiвняннi iз тими, що розрахованi за до-
помогою формули (19) (див. рис. 6).

Як випливає з рис. 6, залежнiсть вищеописа-
ним чином визначеного 𝑆12(0) вiд об’ємної фра-
кцiї 𝑓 носить немонотонний характер, а саме, мi-
стить контрастний максимум. Зростання 𝑟 призво-
дить до зменшення амплiтуди максимуму 𝑆12(0), а
також його зсуву у бiк менших значень 𝑓 . Рис. 6
демонструє таке вiдношення значень розрахованих
за обома формулами (19) та (20) 𝑆12(0), а саме:
майже спiвпадiння при 𝑟 ≈ 9, якiсне – при 𝑟 ≈ 6,
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розбiжнiсть – для 𝑟 ≈ 3. Неспiвпадiння спостерi-
гаються при наближеннi складу сумiшi до моно-
дисперсних границь (𝑓 → 0 та 𝑓 → 1). В iнтервалi
значень об’ємної фракцiї (𝑓 ≈ 0,2–0,8) спостерiга-
ється майже повне спiвпадiння поведiнки для усiх
використаних пiдходiв визначення 𝑆12(0).

5. Висновки

З урахуванням наведеного вище, приходимо до
висновку про те, що застосування моделей бi-
компонентних сумiшей твердих сфер (Карнахана–
Старлiнга–Мансурi та Кiрквуда–Баффа), що ефе-
ктивно використовуються в молекулярнiй фiзицi,
для опису властивостей стисливостi реальних гра-
нульованих матерiалiв показує її немонотонну по-
ведiнку залежно вiд вiдношення розмiрiв i моль-
них фракцiй компонентiв, що контрастно видiляє
два характернi стани, якi характеризуються пере-
важними концентрацiями однiєї з компонентiв (якi
ми, пiсля [8] називаємо фазами гравiй та пудинг)
та перехiдної областi, в якiй досягаються макси-
мальнi значення коефiцiєнта стисливостi. Наяв-
нiсть максимуму коефiцiєнта стисливостi при пев-
них значеннях об’ємної фракцiї по-перше, характе-
ризує i дозволяє послiдовно описати (наприклад
у виглядi вiдповiдної фазової дiаграми) iснування
перехiдної зони в її поведiнцi, яка подiляє грани-
чнi стани з переважаючими концентрацiями одно-
го з компонентiв сумiшi (пудинг та гравiй). По-
друге, що важливо вiдзначити, наявнiсть макси-
муму у коефiцiєнта стисливостi, яка встановлено
нами теоретично, корелює з виявленою експери-
ментально аналогiчною поведiнкою фактора ком-
пактизацiї [6]. Встановлена поведiнка, хай i на мо-
дельному рiвнi, може дозволити виявити за яких
саме значень компактизацiї коефiцiєнт стисливо-
стi, розрахований за формулами (3) досягає макси-
мальних та граничних значень. Встановленi iнтер-
вали параметрiв бiнарної сумiшi (граничнi стани)
при яких може бiльш адекватно застосовуватися
один iз використаних пiдходiв до опису стисливо-
стi (КСМ [4] або КБ [5]), а також промiжнi областi
в яких вони обидва можуть застосовуватися цiл-
ком адекватно, що пiдтверджується даними вiдпо-
вiдних експериментальних вимiрювань [6].
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O.I.Gerasymov, A.Ya. Spivak

PACKING AND COMPRESSIBILITY
OF BINARY MICROMECHANICAL
(GRANULAR) SYSTEMS

Using the Carnahan–Starling–Mansoori hard-sphere conglom-

eration models and the Kirkwood–Buff statistical theory, the

effect of compaction (packing) on the compressibility of a bi-

nary granular mixture has been analyzed. The theoretical re-

sults are compared with the experimental ones obtained in al-

ternative studies of the systems whose internal structure cor-

responds to the construction characteristics of the model. The

possibility of the maximum packing effect at special disper-

sion and mole fraction values of the components has been

shown. The existence of the limit and intermediate states of

the mixture with a predominant concentration of one of the

components and the possibility of the most adequate descrip-

tion of the system properties in such states using one of the

above-mentioned approaches have been demonstrated. The in-

terval of values for the component volume fractions has been

determined, where both approaches well describe the data of

corresponding experiments.

Ke yw o r d s: granular materials, mixtures, compaction, com-
pressibility.
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