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МIНIСУПЕРПРОСТОРОВА КВАНТОВА
КОСМОЛОГIЯ У ФОРМАЛIЗМI MАДЕЛУНГА–БОМАУДК 531.51

Проведено аналогiю мiж нерелятивiстською квантовою механiкою у формулюваннi Ма-
делунга та квантовою геометродинамiкою для випадку максимально симетричного про-
стору. Отримано рiвняння, еквiвалентнi рiвнянню неперервностi та гiдродинамiчному
рiвнянню Ейлера, що описують еволюцiю швидкостi, введеної для випадку гiпотетично-
го потоку рiдини, що характеризує космологiчну систему. Показано, що iдеальна приро-
да рiдини порушується квантовим потенцiалом Бома. Квантовий потенцiал обчислено
в напiвкласичному наближеннi для рiзних сил, що дiють у системi, як у стандартнiй
квантовiй механiцi, так i в мiнiсуперпросторовiй моделi квантової геометродинамiки.
Отримано явнi залежностi космiчного масштабного фактора вiд конформного часу, якi
враховують квантову складову, для пустого простору з просторовою кривизною та для
просторово плаского Всесвiту з пилом i випромiнюванням.
Ключ о в i с л о в а: квантова теорiя, гiдродинамiка, космологiя, геометродинамiка.

1. Вступ
Стаття Маделунга [1] про квантову теорiю в гi-
дродинамiчнiй формi може розглядатися як одна
з найбiльш основоположних у царинi квантової те-
орiї. Вона стала вiдправною точкою для багатьох
дослiджень зв’язку мiж новою квантовою теорi-
єю, заснованою на рiвняннi Шредiнгера [2], i добре
встановленими класичними теорiями механiки та
електродинамiки, а також для спроб iнтерпретацiї
самої квантової теорiї. В 1950-х роках вiдбувалася
iнтенсивна дискусiя щодо цього питання та необхi-
дностi пошуку послiдовного формулювання кван-
тової теорiї [3–10]. Формалiзм Маделунга зiграв ва-
жливу роль у впровадженнi iдеї ансамблю класи-
чних траєкторiй у подальшому розвитку квантової
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механiки. Зокрема, iдея Дiрака [11], реалiзована у
Фейнмановому формулюваннi квантової механiки
через iнтеграли вздовж траєкторiй, може бути роз-
пiзнана в гiдродинамiчному пiдходi Маделунга.

В останнi два десятилiття вiдновився iнтерес
до представлення хвильових функцiй у формi
Маделунга–Бома [12]. Елементи пiдходу Маде-
лунга можна побачити в квантовому формалiзмi
Гамiльтона–Якобi [13, 14], який забезпечує аль-
тернативний пiдхiд до нерелятивiстської кванто-
вої механiки та може бути використаний, зокре-
ма, в обчислювальному методi для одновимiрних
задач розсiювання [15, 16]. Тривимiрне квантове
рiвняння Гамiльтона–Якобi у випадку роздiлених
змiнних описує фiзичнi стани, якi не визначаються
хвильовою функцiєю Шредiнгера [17, 18].

Вважається, що класична механiка походить
вiд квантової механiки як її граничний випа-
док [19]. Питання правильного переходу вiд кван-
тового опису до класичного є актуальним i зали-
шається вiдкритим. Вирiшення цього питання мо-
же здатися бiльш здiйсненним у контекстi пiдходу
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Маделунга–Бома [20]. З iншого боку, такий пiдхiд
дозволяє описати взаємодiю класичної та кванто-
вої систем, коли класичний рух не розглядається
як наближення квантової механiки [21].

Оскiльки рiвняння Маделунга перетворюють за-
лежне вiд часу нерелятивiстське рiвняння Шредiн-
гера на гiдродинамiчнi рiвняння некласичної вiр-
туальної ейлерової рiдини [22], можна проаналi-
зувати такi властивостi рiдини Маделунга, як ен-
тропiя [23], i встановити зв’язок мiж iнформацiєю
Фiшера та термодинамiчно-подiбною внутрiшньою
енергiєю цiєї рiдини [24].

Точний математичний зв’язок мiж рiвняннями
Маделунга та рiвнянням Шредiнгера все ще зали-
шається предметом дебатiв [25, 26]. Проголошува-
лося, що послiдовна математична теорiя для цiєї
системи рiвнянь не може бути розроблена без на-
кладення додаткової умови квантування [5, 27, 28].
Деякi пiдходи стверджують, що рiвняння Маде-
лунга є фiзично бiльш фундаментальними, нiж
рiвняння Шредiнгера. Однак, якщо розглядати
рiвняння Маделунга як “розгортання” рiвняння
Шредiнгера до форми, в якiй явно видiлено вне-
сок квантових ефектiв (не враховуючи зворотну
процедуру вiдновлення рiвняння Шредiнгера), то
деякi питання про статус рiвнянь Маделунга вiд-
падають. Пропорцiйнiсть квантових ефектiв до
~2 дозволяє розвинути метод Вентцеля–Крамерса–
Брiллюена (ВКБ).

Як вже згадувалося вище, пiдхiд Маделунга–
Бома залишається орiєнтиром для багатьох су-
часних дослiджень квантової теорiї, зокрема що-
до її зв’язку з класичною теорiєю. Метою про-
понованої статтi не є повний огляд усiх iсную-
чих дослiджень у цiй галузi. Стаття складається
з двох частин: перша стосується квантової механi-
ки, друга – квантової геометродинамiки. Короткий
опис пiдходу Маделунга–Бома, поданий у роздi-
лi 2, зроблено для представлення деяких його клю-
чових моментiв з метою подальшого застосуван-
ня в квантовiй геометродинамiцi. Щоб з’ясувати
конкретнi залежностi квантового потенцiалу Бома
вiд просторової змiнної, розглянуто кiлька конкре-
тних випадкiв потенцiалiв, в яких рухається кван-
това частинка. Вивчаючи властивостi потенцiалу
Бома, ми орiєнтуємося на напiвкласичне наближе-
ння щодо ~2. Тодi потенцiал Бома можна обчи-
слити безпосередньо з потенцiйного поля, в яко-
му рухається частинка. У роздiлi 3 ми розгляда-

ємо однорiдну та iзотропну квантову космологi-
чну систему (Всесвiт). У цьому випадку ми мо-
жемо провести прямi паралелi з квантовою те-
орiєю в розмiрностi (1 + 1). Рiвняння квантової
геометродинамiки для системи, заповненої однорi-
дним скалярним полем i iдеальною рiдиною, зво-
дяться до системи рiвнянь гiдродинамiчної фор-
ми. У напiвкласичному наближеннi розрахованi
аналоги квантового потенцiалу Бома для випад-
кiв домiнування випромiнювання, домiнування ма-
терiї, для космологiчної моделi з просторово пла-
скою геометрiєю, заповненою випромiнюванням i
пилом, i для порожнього простору з просторо-
вою кривизною. Тут вивчається вплив квантово-
го потенцiалу на розширення Всесвiту. В роздiлi 4
обговорюються результати, отриманi в попереднiх
роздiлах.

2. Пiдхiд Маделунга–Бома
в розмiрностi (1 + 1)

2.1. Основнi рiвняння

Причина вибору розмiрностi (1 + 1) для роз-
гляду викликана спостереженням, що кванто-
ва геометродинамiка для максимально симетри-
чного простору-часу зводиться до проблеми в
розмiрностi (1 + 1). Це дозволяє нам провести па-
ралелi мiж квантовою механiкою та квантовою ко-
смологiєю безпосередньо.

У нерелятивiстськiй квантовiй теорiї основнi
рiвняння [1, 2]

Ψ = 𝜓 𝑒−
𝑖
~𝑊𝑡, (1)

− ~2

2𝑚
𝜕2𝑥𝜓 + [𝑉 (𝑥)−𝑊 ]𝜓 = 0 (2)

описують рух частинки з масою𝑚 вздовж осi 𝑥 пiд
дiєю потенцiалу 𝑉 (𝑥). Тут 𝜓 = 𝜓(𝑥), Ψ = Ψ(𝑥, 𝑡),
𝑡 – час, а 𝑊 – повна енергiя. Оскiльки фаза Ψ
залежить вiд 𝑡 лiнiйно, рiвняння (1) i (2) можна
переписати у виглядi одного рiвняння

𝑖~𝜕𝑡Ψ =

[︂
− ~2

2𝑚
𝜕2𝑥 + 𝑉 (𝑥)

]︂
Ψ. (3)

Це рiвняння вiдоме як залежне вiд часу рiвнян-
ня Шредiнгера. Ми утримаємося вiд узагальнення
рiвняння (3) на випадок, коли потенцiальна фун-
кцiя залежить вiд часу, оскiльки тодi вона не має
розв’язку у формi (1).
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Рiвняння неперервностi випливає з рiвняння (3)
i має вигляд

𝜕𝑡𝜌+ 𝜕𝑥𝐽 = 0, (4)

де 𝜌 = |Ψ|2 – це густина ймовiрностi знаходження
частинки в деякiй точцi простору, а

𝐽 =
~

2𝑖𝑚
(Ψ*𝜕𝑥Ψ−Ψ𝜕𝑥Ψ

*) (5)

– це густина струму ймовiрностi частинки в точцi
𝑥 в момент часу 𝑡.

Ми шукатимемо розв’язок рiвняння (3) у поляр-
нiй формi

Ψ(𝑥, 𝑡) = 𝐴(𝑥, 𝑡) 𝑒
𝑖
~𝑆(𝑥,𝑡), (6)

де амплiтуда 𝐴 i фаза 𝑆 є дiйсними функцiями сво-
їх аргументiв. Пiдставляючи рiвняння (6) у рiвня-
ння (3), отримуємо такi два рiвняння [1]:

𝑚𝜕𝑡𝐴
2 + 𝜕𝑥

(︀
𝐴2𝜕𝑥𝑆

)︀
= 0, (7)

𝜕𝑡𝑆 +
1

2𝑚
(𝜕𝑥𝑆)

2 + 𝑉 = 𝑄, (8)

де

𝑄 =
~2

2𝑚

𝜕2𝑥𝐴

𝐴
(9)

– це квантовий потенцiал Бома 1 [3]. Потенцiал 𝑄
можна розглядати як додаткове джерело, поро-
джене змiнами амплiтуди 𝐴 в просторi. У фор-
мальнiй границi ~2 → 0 ми маємо 𝑄 = 0, i рiвнян-
ня (8) у цiй границi нагадує рiвняння Гамiльтона–
Якобi, якщо фазу 𝑆 розглядати як класичну дiю
[11, 29]. За аналогiєю з класичною механiкою, ми
визначимо швидкiсть 𝑢 виразом

𝑢 =
𝜕𝑥𝑆

𝑚
. (10)

Пiдстановка рiвняння (6) у рiвняння (5) дає 𝐽 =
= 𝜌𝑢, а рiвняння (4) перетворюється на рiвняння
неперервностi, як у гiдродинамiцi,

𝜕𝑡𝜌+ 𝜕𝑥(𝜌𝑢) = 0. (11)

1 Цей потенцiал зазвичай визначається зi знаком мiнус. Ми
залишаємо знак плюс, як вiн з’являється при виведеннi
рiвняння (8).

Це рiвняння – нi що iнше як рiвняння (7) у нових
позначеннях. Воно описує закон збереження для
рiдини з густиною 𝜌 i струмом 𝜌𝑢.

Рiвняння (8) можна iнтерпретувати як кванто-
ве рiвняння Гамiльтона–Якобi, хоча були диску-
сiї [6, 7] щодо його значення, якi тривають й досi
[25,26]. З цього рiвняння, враховуючи рiвняння (9),
випливає квантовий аналог рiвняння Ейлера, який
визначає швидкiсть 𝑢,

(𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑥)𝑚𝑢 = −𝜕𝑥(𝑉 −𝑄). (12)

Рiвняння (11) i (12) описують рух рiдини та вклю-
чають додаткову силу 1

𝑚𝜕𝑥𝑄, спричинену кванто-
вими ефектами, що мiстяться в оригiнальному рiв-
няннi Шредiнгера. Якщо покласти ~ = 0 i iнтер-
претувати 𝜌 як густину речовини, цi рiвняння пе-
ретворюються на рiвняння класичної гiдродинамi-
ки, де величина 𝑢 – це швидкiсть рiдини в будь-
якiй данiй точцi 𝑥 простору в момент часу 𝑡, без
урахування того, яка частинка займає положення
𝑥. Коли ~ ̸= 0, можна говорити лише про швид-
кiсть 𝑢 гiпотетичної рiдини з густиною 𝜌, де 𝜌 i 𝑢
є суто квантовими характеристиками, тож їх зв’я-
зок з будь-якою фiзичною субстанцiєю залишає-
ться пiд питанням. У цьому випадку гiпотетична
рiдина не є iдеальною, оскiльки додаткова сила
квантової природи створює нелiнiйнi ефекти в по-
ведiнцi швидкостi 𝑢.

2.2. Стацiонарнi стани

Для потенцiалу 𝑉 (𝑥), що не залежить вiд часу,
гамiльтонiан у правiй частинi рiвняння (3) не за-
лежить вiд часу явно. У цьому випадку фазу в
рiвняннi (6) можна записати у такому виглядi:
𝑆(𝑥, 𝑡) = 𝑆0(𝑥) − 𝑊𝑡. Тодi хвильова функцiя (1)
описує окремий випадок так званого стацiонарно-
го стану частинки з енергiєю 𝑊 у зовнiшньому по-
лi 𝑉 (𝑥).

Розв’язок рiвняння (2) для стацiонарного стану
можна записати у формi

𝜓(𝑥) = 𝐴(𝑥) 𝑒
𝑖
~𝑆0(𝑥), (13)

де 𝐴(𝑥) i 𝑆0(𝑥) є дiйсними функцiями, не залежни-
ми вiд часу. Тодi

𝜕𝑡𝐴 = 0 та 𝜕𝑡𝑆 = −𝑊. (14)
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Швидкiсть (10) для стацiонарного потоку гiпоте-
тичної рiдини дорiвнює

𝑢 =
𝜕𝑥𝑆0

𝑚
. (15)

Пiдставляючи рiвняння (1) у (5) i враховуючи рiв-
няння (13) та (14), знаходимо, що густина струму
ймовiрностi 𝐽 = 𝜌𝑢 = const. Для комплекснозна-
чних хвильових функцiй, амплiтуду в рiвняннi (13)
можна записати у виглядi

𝐴 =
const√
𝑢
. (16)

Рiвняння (8) зводиться до нелiнiйного рiвняння
для швидкостi 𝑢,

𝑚𝑢2

2
+ 𝑉 −𝑄 =𝑊, (17)

де

𝑄 =
~2

2𝑚

[︃
3

4

(︂
𝜕𝑥𝑢

𝑢

)︂2
− 1

2

𝜕2𝑥𝑢

𝑢

]︃
. (18)

Градiєнт 𝑄 дорiвнює

𝜕𝑥𝑄 =
~2

2𝑚

[︃
2
𝜕𝑥𝑢 𝜕

2
𝑥𝑢

𝑢2
− 3

2

(︂
𝜕𝑥𝑢

𝑢

)︂3
− 1

2

𝜕3𝑥𝑢

𝑢

]︃
. (19)

Зауважимо, що, взагалi кажучи, комплекснозна-
чний стан 𝜓(𝑥) є станом неперервного спектра з
заданою енергiєю, як, наприклад, при розсiюваннi
частинки на мiшенi. Часто використовується так
зване наближення плоскої хвилi, а саме,

𝜓(𝑥) = 𝐶 𝑒
𝑖
~𝑝𝑥, (20)

де 𝑝 = 𝑚𝑢 – це iмпульс, а 𝐶 – коефiцiєнт нормува-
ння. Ця хвильова функцiя нормується або умовою
𝐽 = 𝑢, так що 𝐶 = 1, або умовою 𝐽 = 1, для
якої 𝐶 = 1/

√
𝑢, як у рiвняннi (16) (нормування на

дельта-функцiю [29]).

2.3. Напiвкласичний потенцiал Бома

З мiркувань розмiрностi випливає, що

𝑄(𝑥) =
~2

2𝑚𝑥2
𝜆(𝑥), (21)

де 𝜆(𝑥) – безрозмiрна функцiя зв’язку, залежна
вiд 𝑥. Як ми побачимо пiзнiше, функцiї 𝑄(𝑥) або

𝜆(𝑥) можуть прямувати до вiдповiдних сталих зна-
чень при певних умовах. Обчислювати цi функцiї
будемо в напiвкласичному наближеннi. Оскiльки
𝑄 ∼ ~2, то в цьому наближеннi квантовим додан-
ком у рiвняннi (17) можна знехтувати, i ми може-

мо покласти 𝑢 =
√︁

2
𝑚 (𝑊 − 𝑉 ). Це дозволяє нам

обчислити квантовий потенцiал (18) явно:

𝑄 =
~2

2𝑚

[︃
5

16

(︂
𝜕𝑥𝑉

𝑊 − 𝑉

)︂2
+

1

4

𝜕2𝑥𝑉

𝑊 − 𝑉

]︃
. (22)

Загалом кажучи, якщо розв’язок рiвняння (3) вi-
домий у явному виглядi, то квантовий потенцiал
Бома можна вiдновити з рiвняння (9). Але тодi
вiдповiдь матиме лише iнформативний характер,
оскiльки квантова проблема вважається вже ви-
рiшеною, а рiвняння (8) зводиться до тотожностi.
Застосовування того факту, що квантовий потен-
цiал є пропорцiйним до ~2 та, згiдно з рiвнянням
(8), окрiм нього є iншi доданки, у яких вiдсутня
стала Планка, дозволяє нам знайти потенцiал Бо-
ма, використовуючи лише теорiю збурень i явну
форму потенцiалу 𝑉 (𝑥).

Розглянемо окремi випадки потенцiалу 𝑉 (𝑥).

2.3.1. Вiльне падiння частинки

Для задачi про вiльне падiння частинки з масою 𝑚
на земну поверхню маємо стандартний потенцiал
гравiтацiї 𝑉 (𝑥) = 𝑚𝑔𝑥, де 𝑥 – це висота над земною
поверхнею. Тодi квантовий потенцiал (22) набуває
вигляду

𝑄 =
5

32

~2𝑚𝑔2

(𝑊 −𝑚𝑔𝑥)2
. (23)

Це рiвняння можна звести до рiвняння (21) з

𝜆(𝑥) =
5

16

(︂
𝑚𝑔𝑥

𝑊 −𝑚𝑔𝑥

)︂2
. (24)

Якщо 𝑊 ≫ 𝑚𝑔𝑥, то маємо 𝜆(𝑥) = 5
16 (

𝑥
𝑥0
)2, де 𝑥0 ≡

≡ 𝑊
𝑚𝑔 , а квантовий потенцiал 𝑄 не залежить вiд

𝑥 < 𝑥0.

2.3.2. Частинка в статичнiй рiдинi

Якщо частинка занурена в статичну рiдину, на неї
дiє виштовхувальна сила в напрямку, протилежно-
му силi гравiтацiї, так що загальний потенцiал ста-
новить 𝑉 (𝑥) = −(𝑚 − 𝜌𝑓𝑉𝑑)𝑔𝑥, де 𝑥 – це вiдстань
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до поверхнi рiдини, 𝜌𝑓 – густина рiдини, а 𝑉𝑑 –
перемiщений об’єм рiдини. Тодi функцiя зв’язку в
рiвняннi (21) стає рiвною

𝜆(𝑥) =
5

16

[︂
(𝑚− 𝜌𝑓𝑉𝑑)𝑔𝑥

𝑊 + (𝑚− 𝜌𝑓𝑉𝑑)𝑔𝑥

]︂2
. (25)

Для частинки, що рухається з енергiєю 𝑊 ≪ (𝑚−
− 𝜌𝑓𝑉𝑑)𝑔𝑥, константа 𝜆 = 5

16 визначає квантовий
потенцiал (21); отже вiн не залежить вiд гравiта-
цiйного поля 𝑔 i властивостей рiдини. У протиле-
жнiй границi, 𝑊 ≫ (𝑚−𝜌𝑓𝑉𝑑)𝑔𝑥, ситуацiя подiбна
до тiєї, що обговорювалася в пiдроздiлi 2.3.1, так
що квантовий потенцiал 𝑄 є постiйним для малих
значень 𝑥.

2.3.3. Заряджена частинка
в прискорюючому електричному полi

Розглядаючи одновимiрний рух частинки з масою
𝑚 i зарядом −𝑒 у прискорювальному електрично-
му полi ℰ , ми маємо 𝑉 (𝑥) = −𝑒ℰ𝑥, а квантовий
потенцiал дорiвнює

𝑄 =
5

32

~2

𝑚

(︂
𝑒ℰ

𝑊 + 𝑒ℰ𝑥

)︂2
. (26)

У низькоенергетичнiй границi, 𝑊 ≪ 𝑒ℰ𝑥, кванто-
вий потенцiал (21) визначається тим самим значе-
нням 𝜆 = 5

16 , що й у пiдроздiлi 2.3.2. Тут кван-
товий потенцiал 𝑄 не залежить вiд електричного
поля ℰ .

2.3.4. Степеневий потенцiал

Нехай 𝑉 (𝑥) = Ω𝑛𝑥
𝑛 (у цьому виразi немає пiдсумо-

вування по 𝑛), де константа зв’язку Ω𝑛 має розмiр-
нiсть “енергiя/довжина𝑛”. Тодi квантовий потенцi-
ал набуває вигляду (21), де

𝜆(𝑥) =
Ω𝑛𝑥

𝑛

𝑊 − Ω𝑛𝑥𝑛

[︂
5

16
𝑛2

Ω𝑛𝑥
𝑛

𝑊 − Ω𝑛𝑥𝑛
+

1

4
𝑛(𝑛− 1)

]︂
.

(27)

Слiд зазначити, що при низьких енергiях, пара-
метри Ω𝑛 потенцiалу 𝑉 (𝑥) не впливають на кван-
товий потенцiал 𝑄. Дiйсно, для руху частинки з
енергiєю 𝑊 ≪ Ω𝑛𝑥

𝑛, квантовий потенцiал набуває
вигляду (21), де

𝜆 =
1

4
𝑛

(︂
1

4
𝑛+ 1

)︂
. (28)

У зворотнiй границi, 𝑊 ≫ Ω𝑛𝑥
𝑛, функцiя зв’яз-

ку 𝜆(𝑥) прямує до

𝜆(𝑥) =
5

16
𝑛2

(︂
𝑥

𝑥0

)︂2𝑛
+

1

4
𝑛(𝑛− 1)

(︂
𝑥

𝑥0

)︂𝑛
, (29)

де 𝑥0 ≡ (𝑊/Ω𝑛)
1/𝑛.

2.4. Задачi, що мають точний розв’язок

Iснує клас задач, для яких потенцiал Бома можна
точно обчислити в явному виглядi. Якщо ми обме-
жимося розглядом лише дiйсних хвильових фун-
кцiй, то з рiвняння (5) випливає, що густина стру-
му ймовiрностi 𝐽 = 0. У такому випадку, iз за-
гального виразу 𝐽 = 𝜌𝑢 знаходимо, що 𝑢 = 0 для
таких систем, оскiльки 𝜌 = 𝐴2 ̸= 0. Крiм того, з
рiвняння (17) ми маємо просте рiвняння для 𝑄,

𝑄 = 𝑉 −𝑊, (30)

та рiвняння Шредiнгера для дiйсної амплiтуди 𝐴,

− ~2

2𝑚
𝜕2𝑥𝐴(𝑥) + [𝑉 (𝑥)−𝑊 ]𝐴(𝑥) = 0, (31)

яке випливає з визначення (9).
Розглянемо кiлька конкретних прикладiв.

2.4.1. Гармонiчний осцилятор

Для гармонiчного осцилятора з кутовою частотою
𝜔 потенцiал становить 𝑉 (𝑥) = 1

2𝑚𝜔
2𝑥2, а власне

значення енергiї дорiвнює 𝑊 = ~𝜔
(︀
𝑛+ 1

2

)︀
, де 𝑛 –

будь-яке натуральне число. Потенцiал Бома дорiв-
нює

𝑄(𝑥) =
1

2
𝑚𝜔2𝑥2 − ~𝜔

(︂
𝑛+

1

2

)︂
. (32)

Рiвняння (31) для 𝐴(𝑥) зводиться до рiвняння
Шредiнгера для хвильової функцiї гармонiчного
осцилятора. Цiкаво вiдзначити, що для основного
стану (𝑛 = 0) нульова енергiя коливань є рiзницею
мiж потенцiалом 𝑉 i квантовим потенцiалом Бома,

1

2
~𝜔 =

1

2
𝑚𝜔2𝑥2 −𝑄𝑛=0(𝑥). (33)

2.4.2. Прямокутна потенцiйна яма

Нехай прямокутна потенцiйна яма має вигляд
𝑉 (𝑥) = −𝑉0 при |𝑥| < 𝑅, i 𝑉 (𝑥) = 0 при |𝑥| > 𝑅,
де 𝑉0 > 0, а 2𝑅 – це ширина ями. Усерединi

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2025. Т. 70, № 4 219



В.Є. Кузьмичов, В.В. Кузьмичов

ями iснують зв’язанi стани частинки з енергiєю
𝑊 = −~2𝜅2

2𝑚 , де 𝜅 > 0. Потенцiал Бома дорiвнює:
при |𝑥| < 𝑅,

𝑄 =
~2

2𝑚

(︀
𝜅2 − 𝑘20

)︀
, (34)

де 𝑘20 = 2𝑚𝑉0

~2 ; i при |𝑥| > 𝑅,

𝑄 =
~2

2𝑚
𝜅2. (35)

Амплiтуда 𝐴(𝑥) описується рiвнянням Шредiнгера
для прямокутної потенцiйної ями.

3. Квантова геометродинамiка
в розмiрностi (1 + 1)

3.1. Основнi рiвняння

Модель мiнiсуперпростору зi скiнченним числом
ступенiв вiльностi може забезпечити розумну осно-
ву для вирiшення проблем квантової гравiтацiї. У
цiй статтi ми розглядаємо однорiдну та iзотропну
квантову космологiчну систему (далi – Всесвiт),
геометрiя якої визначається лiнiйним елементом
Робертсона–Уокера з космiчним масштабним фа-
ктором 𝑎. Вважається, що такий Всесвiт споча-
тку заповнений однорiдним матерiальним полем 𝜑
i референтною iдеальною рiдиною. Дотримуючись
схеми канонiчного квантування Дiрака, основнi
рiвняння, що описують такий квантовий всесвiт, в
одиницях Планка можна звести до форми [30–34]

(−𝑖𝜕𝑇 − 𝐸)Ψ = 0, (36)(︀
−𝑖𝜕2𝑎 + 𝜅𝑎2 − 2𝑎𝐻𝜑 − 𝐸

)︀
Ψ = 0, (37)

де Ψ = Ψ(𝑎, 𝜑;𝑇 ) – вектор стану, 𝑇 – перемасшта-
бований конформний час, пов’язаний iз власним
часом 𝑡 через диференцiальне рiвняння 𝑑𝑡 = 𝑎𝑑𝑇 ,
𝑑𝑇 = 𝑁𝑑𝜂, де 𝑁 – це функцiя затримки, вибiр якої
є довiльним [35], а 𝜂 – це “дуговий час”. Параметр
𝜅 = +1, 0,−1 є параметром кривини, а 𝐻𝜑 – це га-
мiльтонiан матерiального поля 𝜑. Наприклад, для
однорiдного скалярного поля маємо

𝐻𝜑 =
𝑎3

2
𝜌𝜑, 𝜌𝜑 = − 2

𝑎6
𝜕2𝜑 + 𝑉 (𝜑), (38)

де 𝑎3

2 = 𝒱 – це власний об’єм, 𝜌𝜑 – густина енергiї,
а 𝑉 (𝜑) – потенцiал. Далi всi величини вважатиму-
ться безрозмiрними.

Параметр 𝐸 визначається густиною енергiї ре-
лятивiстської матерiї (випромiнювання) 𝜌𝛾 вiдпо-
вiдно до рiвняння 𝐸 = 𝑎4𝜌𝛾 i визначає матерiаль-
ну систему вiдлiку, яка використовується для вiд-
стеження часу 𝑇 [30, 31, 36, 37]. Зауважимо, що в
стандартних фiзичних одиницях, 𝐸 i 𝑇 мають такi
розмiрностi: [𝐸] = енергiя×довжина, [𝑇 ] = радiан.

Щодо фiзичного змiсту рiвнянь (36) i (37), то
перше є рiвнянням в’язi, яке забезпечує збере-
ження числа частинок iдеальної рiдини, а дру-
ге – це рiвняння в’язi Гамiльтона (аналог рiвняння
Вiлера–ДеВiтта).

Використовуючи рiвняння (36), рiвняння (37)
можна переписати як залежне вiд часу рiвняння
в розмiрностi (2 + 1):

−𝑖𝜕𝑇Ψ =
(︀
−𝜕2𝑎 + 𝜅𝑎2 − 2𝑎𝐻𝜑

)︀
Ψ. (39)

Введемо повний ортонормований набiр функцiй
|Φ𝑖⟩,

∑︀
𝑖 |Φ𝑖⟩⟨Φ𝑖| = 1, ⟨Φ𝑖|Φ𝑘⟩ = 𝛿𝑖𝑘, що дiагона-

лiзує гамiльтонiан 𝐻𝜑,

⟨Φ𝑖|𝐻𝜑|Φ𝑘⟩ =𝑀𝑖(𝑎)𝛿𝑖𝑘, (40)

де 𝑀𝑖(𝑎) – це маса-енергiя матерiї у Всесвiтi в дис-
кретному та/або неперервному 𝑖-му станi, отрима-
на пiсля усереднення 𝐻𝜑 вiдносно поля |Φ𝑖⟩ у вла-
сному об’ємi 𝒱. У загальному випадку маса-енергiя
матерiї може залежати вiд 𝑎. Коли𝐻𝜑 описує одно-
рiдне скалярне поле, матерiя перетворюється на
баротропну рiдину [33].

Розкладаючи вектор Ψ в ряд за функцiями |Φ𝑖⟩,

Ψ =
∑︁
𝑖

|Φ𝑖⟩⟨Φ𝑖|Ψ⟩, (41)

та пiдставляючи розклад в рiвняння (39), ми пере-
ходимо до рiвняння в розмiрностi (1 + 1),

−𝑖𝜕𝑇𝜓 =
[︀
−𝜕2𝑎 + 𝑈(𝑎)

]︀
𝜓, (42)

де 𝜓 = 𝜓(𝑎, 𝑇 ) ≡ ⟨Φ𝑖|Ψ⟩, а величина

𝑈(𝑎) = 𝜅𝑎2 − 2𝑎𝑀(𝑎) (43)

вiдiграє роль потенцiалу. Iндекс стану матерiї 𝑖 за-
лишиться незмiнним, i надалi його можна опусти-
ти. Рiвняння (42) подiбне до рiвняння Шредiнгера
(3), за винятком того, що часова змiнна входить у
нього з протилежним знаком через специфiку за-
гальної теорiї вiдносностi.
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Розв’язок рiвняння будемо шукати в полярнiй
формi,

𝜓(𝑎, 𝑇 ) = 𝐴(𝑎, 𝑇 ) 𝑒𝑖𝑆(𝑎,𝑇 ), (44)

де амплiтуда 𝐴 i фаза 𝑆 є дiйсними функцiями.
Тодi рiвняння (42) зводиться до двох рiвнянь:

−1

2
𝜕𝑇𝐴

2 + 𝜕𝑎
(︀
𝐴2𝜕𝑎𝑆

)︀
= 0, (45)

−𝜕𝑇𝑆 + (𝜕𝑎𝑆)
2
+ 𝑈 = 𝑄, (46)

де

𝑄 =
𝜕2𝑎𝐴

𝐴
(47)

є аналогом квантового потенцiалу Бома (9). Йо-
го можна розглядати як додаткове джерело, поро-
джене амплiтудою хвильової функцiї.

Можна розглядати пробну частинку, що рухає-
ться разом з iдеалiзованою однорiдною рiдиною,
яка представляє “розмазану” по Всесвiту матерiю.
В результатi розширення Всесвiту в цiлому ча-
стинка набуває швидкостi, що вiдповiдає закону
Хаббла. Доцiльно розглядати космологiчну систе-
му (Всесвiт) саму по собi як «частинку» або не-
скiнченно малий об’ємний елемент, який рухається
зi швидкiстю 𝑣 = 𝑑𝑎

𝑑𝑇 у мiнiсуперпросторi. Можна
показати [34], що швидкiсть 𝑣 пов’язана з похiдною
фази 𝜕𝑎𝑆 простим спiввiдношенням

𝑣 = −𝜕𝑎𝑆. (48)

Тодi рiвняння (45) i (46) набувають вигляду гiдро-
динамiчних рiвнянь

1

2
𝜕𝑇 𝜌+ 𝜕𝑎(𝜌𝑣) = 0, (49)(︂
1

2
𝜕𝑇 + 𝑣𝜕𝑎

)︂
𝑣 = −1

2
𝜕𝑎(𝑈 −𝑄), (50)

де 𝜌 = 𝐴2 = |𝜓|2 – густина ймовiрностi, а 𝜌𝑣 – гу-
стина струму ймовiрностi нескiнченно малого еле-
мента об’єму в точцi 𝑎 в момент часу 𝑇 . Рiвняння
(49) i (50) є, вiдповiдно, рiвнянням неперервностi
та квантовим аналогом рiвняння Ейлера.

Узагальнену силу

ℱ = −1

2
𝜕𝑎(𝑈 −𝑄) (51)

можна обчислити явно,

ℱ = −𝑎𝜅+
𝑎3

2
(𝜌𝑚 − 3𝑝𝑚) +

1

2
𝜕𝑎𝑄, (52)

де 𝜌𝑚 = 𝑀
𝒱 – це густина енергiї речовини, а 𝑝𝑚 =

= −𝑑𝑀
𝑑𝒱 – тиск. Iдеальна природа рiдини порушує-

ться наявнiстю квантового доданка. Якщо знехту-
вати цим доданком, рiвняння (49) i (50) набувають
лише формальної схожостi з рiвняннями класичної
гiдродинамiки.

Квантовий доданок можна переписати у “стан-
дартнiй” формi

1

2
𝜕𝑎𝑄 =

𝑎3

2
(𝜌B − 3𝑝B), (53)

де

𝜌B =
𝑄

𝑎4
, 𝑝B = 𝑤B𝜌B, 𝑤B =

1

3

(︂
1− 𝑑 ln𝑄

𝑑 ln 𝑎

)︂
. (54)

Тут 𝑤B – це параметр рiвняння стану (РС) для
додаткового джерела квантової природи.

3.2. Стацiонарний стан

Пiдставляючи рiвняння (44) у рiвняння (36), отри-
муємо умову для хвильової функцiї 𝜓 ̸= 0,(︂
−𝑖𝜕𝑇𝐴

𝐴
+ 𝜕𝑇𝑆 − 𝐸

)︂
𝜓 = 0. (55)

Це призводить до двох рiвнянь,

𝜕𝑇𝐴 = 0 та 𝜕𝑇𝑆 = 𝐸. (56)

Вони подiбнi до рiвняння (14) i описують “ста-
цiонарний стан” iз заданим параметром 𝐸. Ви-
мога “стацiонарностi” додатково не накладається
на квантову систему, але вона випливає з рiвнянь
квантової геометродинамiки (36) i (37). Тодi з рiв-
нянь (45) i (46) ми приходимо до рiвнянь

𝜕𝑎(𝜌𝑣) = 0, (57)

𝑣2 + 𝑈 − 𝐸 −𝑄 = 0. (58)

З рiвняння (57), ми знаходимо густину ймовiр-
ностi

𝜌 =
const

𝑣
, (59)
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так, що квантовий потенцiал набуває вигляду

𝑄 =
3

4

(︂
𝜕𝑎𝑣

𝑣

)︂2
− 1

2

𝜕2𝑎𝑣

𝑣
, (60)

i його похiдна по 𝑎 стає рiвною

𝜕𝑎𝑄 = 2
𝜕𝑎𝑣 𝜕

2
𝑎𝑣

𝑣2
− 3

2

(︂
𝜕𝑎𝑣

𝑣

)︂3
− 1

2

𝜕3𝑎𝑣

𝑣
. (61)

Отже, позитивний квантовий потенцiал приводить
до швидшого розширення Всесвiту.

3.3. Напiвкласичнi приклади

Оскiльки в стандартних фiзичних одиницях потен-
цiал 𝑄 ∼ ~2 [32] (порiв. з рiвнянням (18)), то рiв-
няння (58) можна розв’язати за допомогою теорiї
збурень. У наближеннi Борна ми отримуємо

𝑄 =
5

16

(︂
𝜕𝑎𝑈

𝐸 − 𝑈

)︂2
+

1

4

𝜕2𝑎𝑈

𝐸 − 𝑈
. (62)

Розглянемо кiлька конкретних прикладiв.

3.3.1. Домiнування випромiнювання

Для такого всесвiту 𝐸 ̸= 0, 𝑀 = 0, i 𝜅 = 0. Тодi
𝑈 = 0, i квантовий доданок 𝑄 = 0. Цей результат
узгоджується з результатом, отриманим ранiше в
роботi [34] за iнших припущень.

3.3.2. Домiнування матерiї

У цьому випадку 𝐸 = 0, 𝑀 ̸= 0, i 𝜅 = 0, тож ми
маємо 𝑈 = −2𝑎𝑀 i

𝑄 =
5

16

1

𝑎2
, (63)

якщо𝑀 = const (пил); якщо ж 𝜕𝑎𝑀 ̸= 0 i 𝜕2𝑎𝑀 ̸= 0,
то

𝑄 =
𝜆(𝑎)

𝑎2
, (64)

де

𝜆(𝑎) =
5

16

(︂
1 + 𝑎

𝜕𝑎𝑀

𝑀

)︂2

+
𝑎

4

𝜕𝑎𝑀

𝑀

[︂
2 + 𝑎

𝜕2𝑎𝑀

𝜕𝑎𝑀

]︂
(65)

є функцiєю зв’язку. Похiднi вiд 𝑀 визначають
тиск

𝑝𝑚 = − 2

3𝑎2
𝜕𝑎𝑀 (66)

та його похiдну

𝜕𝑎𝑝𝑚 =
4

3𝑎3
𝜕𝑎𝑀 − 2

3𝑎2
𝜕2𝑎𝑀. (67)

РС параметри дорiвнюють

𝑤dust
B = 1 та 𝑤B = 1− 1

3

𝑑 ln𝜆

𝑑 ln 𝑎
(68)

для бомiвських потенцiалiв (63) та (64), вiд-
повiдно.

3.3.3. Просторово плаский
Всесвiт з випромiнюванням i пилом

Для Всесвiту з 𝜅 = 0, 𝐸 ̸= 0, i 𝑀 = const, ми зно-
ву отримуємо 𝑈 = −2𝑎𝑀 , i квантовий потенцiал
дорiвнює

𝑄 =
5

4

(︂
𝑀

𝐸 + 2𝑎𝑀

)︂2
. (69)

Цей вираз зводиться до рiвняння (63) у випадку
𝐸 = 0, i ми маємо 𝑄 = 5

4

(︀
𝑀
𝐸

)︀2 у точцi 𝑎 = 0; отже
квантовий потенцiал є несингулярним.

РС параметр становить

𝑤B =
1

3

(︂
1 +

4𝑎𝑀

𝐸 + 2𝑎𝑀

)︂
. (70)

3.3.4. Порожнiй Всесвiт
iз просторовою кривиною

Якщо 𝜅 ̸= 0, 𝐸 = 0, i 𝑀 = 0, то ми отримуємо
𝑈 = 𝜅𝑎2 i

𝑄 =
3

4

1

𝑎2
, 𝑤B = 1. (71)

Бачимо, що сама по собi просторова кривина
може генерувати квантовий потенцiал навiть у
порожньому Всесвiтi, незалежно вiд параметра
кривини.

3.4. Вплив квантового
потенцiала на розширення

Рiвняння (58) можна переписати у виглядi, зру-
чному для порiвняння iз загальною теорiєю вiдно-
сностi, а саме(︁ 𝑣
𝑎2

)︁2
= 𝜌mat + 𝜌B, (72)
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де

𝜌mat =
2𝑀

𝑎3
+
𝐸

𝑎4
− 𝜅

𝑎2
(73)

– це повна густина енергiї з внесками матерiї з ма-
сою 𝑀 , випромiнювання, та доданка, що враховує
кривизну простору, а

𝜌B =
𝑄

𝑎4
(74)

– це густина енергiї, зумовлена квантовим потен-
цiалом Бома. Як бачимо, врахування квантового
потенцiалу може вплинути на швидкiсть розши-
рення Хаббла 𝐻 = 𝑣

𝑎2 [34]. Рiвняння (72) можна
розглядати як квантовий аналог першого рiвнян-
ня Фрiдмана, тодi як рiвняння (50) є рiвнянням
для прискорення 𝑑2𝑎

𝑑𝑇 2 з квантовою поправкою та
збiгається з вiдповiдним рiвнянням однорiдної iзо-
тропної моделi [32].

Для iлюстрацiї зробимо кiлька розрахункiв.
У найпростiшому випадку порожнього Всесвi-

ту квантовий доданок має форму (71). Iнтегруючи
рiвняння (58), ми отримуємо такi спiввiдношення:
якщо 𝜅 = 1, то

𝑒2𝑇 =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑎2 +

√︂
𝑎4 +

3

4

⃒⃒⃒⃒
⃒; (75)

якщо 𝜅 = −1, то

𝑇 =
1

2
arcsin

2√
3
𝑎2 при 𝑎 <

(︂
3

4

)︂1
4

,

𝑒2𝑖𝑇 =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑎2 +

√︂
𝑎4 − 3

4

⃒⃒⃒⃒
⃒ при 𝑎 >

(︂
3

4

)︂1
4

.

(76)

Для значень 𝑎 ≫ 1, рiвняння (75) i (76) скоро-
чуються до виразiв

𝑎 =
𝑒𝑇√
2

для 𝜅 = 1,

𝑎 =
𝑒𝑖𝑇√
2

для 𝜅 = −1.

(77)

Цi ж вирази випливають iз рiвнянь загальної
теорiї вiдносностi, якщо нехтувати квантовими
ефектами.

Для просторово плаского Всесвiту, наповненого
пилом i випромiнюванням, квантовий доданок має

форму (69). Тодi з рiвняння (58) випливає, що

𝛼𝑇 =
2
√
𝑥3 + 1

𝑥+ 1 +
√
3
−

√
3− 1

3
1
4

𝐹 (𝜙, 𝑘)−

− 2
√
3𝐸(𝜙, 𝑘), (78)

де

𝛼 =

(︂
4𝑀

5
1
4

)︂2
3

, 𝑥 =
2𝑎𝑀 + 𝐸(︀

5
4𝑀

2
)︀1
3

, (79)

а 𝐹 (𝜙, 𝑘) i 𝐸(𝜙, 𝑘) є елiптичними iнтегралами пер-
шого та другого роду, вiдповiдно, з

𝜙 =
𝑥+ 1−

√
3

𝑥+ 1 +
√
3
, 𝑘 =

√︀
2 +

√
3

2
. (80)

4. Обговорення

У цiй статтi ми проводимо аналогiю мiж нереляти-
вiстською квантовою механiкою у формулюваннi
Маделунга та квантовою геометродинамiкою для
однорiдної та iзотропної космологiчної системи. У
квантовiй механiцi можна перейти вiд вивчення
частинки, що рухається в силовому полi, до опи-
су ансамблю iдентичних частинок. Рiвняння Шре-
дiнгера можна звести до двох рiвнянь гiдродина-
мiчного типу (11) i (12), одне з яких є стандар-
тним рiвнянням неперервностi, а iнше – рiвнянням
Ейлера для швидкостi рiдини, яка пiддається дiї
додаткової сили через квантовий потенцiал Бома
(9). Ми обчислюємо цю додаткову силу на кiлькох
прикладах потенцiалiв, якi визначають рух рiди-
ни, та отримуємо координатну залежнiсть кванто-
вого потенцiалу.

Наявнiсть областi руху рiдини, де квантовий по-
тенцiал не дорiвнює нулю, означає, що, згiдно з
рiвнянням (12), рух рiдини може значно вiдрiзня-
тися вiд запропонованого класичною гiдродинамi-
кою. Зокрема, квантовий доданок може вiдповiда-
ти за виникнення дифракцiйної картини, коли ча-
стинка розсiюється на двох щiлинах [38]. По сутi,
квантовий потенцiал може бути заданий рiвнян-
ням (21), де видiляється сингулярнiсть при ма-
лих значеннях координати, а безрозмiрна функцiя
зв’язку, строго кажучи, зберiгає свою залежнiсть
вiд координати. З розглянутих прикладiв можна,
зокрема, зробити висновок про те, що якщо класи-
чний потенцiал є негативно визначеним, то при ве-
ликих значеннях координати функцiя зв’язку стає
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Рис. 1. Швидкiсть 𝑣 як функцiя масштабного фактора 𝑎 для рiзних значень параметрiв 𝑀

i 𝐸. Пунктирнi лiнiї вiдповiдають випадкам 𝑄 = 0

сталою величиною, а квантовий потенцiал – обер-
нено пропорцiйним до квадрату координати. При
малих значеннях координати сам квантовий по-
тенцiал може ставати сталою величиною. Тiльки
в областi, де градiєнт квантового потенцiалу обер-
тається в нуль, вiн не впливає на швидкiсть рiдини.

У квантовiй геометродинамiцi ми починаємо з
рiвнянь (36) i (37), якi описують однорiдний та iзо-
тропний Всесвiт. Вектор стану Ψ(𝑎, 𝜑;𝑇 ) розгляда-
ється як функцiя космiчного масштабного факто-
ра 𝑎, який визначає геометрiю, однорiдного ска-
лярного поля 𝜑, вiдповiдального за матерiю у Все-
свiтi, i параметра 𝑇 , який описує еволюцiю системи
в конформному часi. Цi два рiвняння можна зве-
сти до одного, залежного вiд часу рiвняння (39)
у розмiрностi (2 + 1). Пiсля усереднення за стана-
ми матерiального поля, рiвняння (39) перетворю-
ється на рiвняння (42) у розмiрностi (1 + 1). По-
тiм, використовуючи пряму аналогiю з квантовою
механiкою у формалiзмi Маделунга, останнє рiв-
няння можна переписати у виглядi двох рiвнянь,
(45) i (46), для амплiтуди хвильової функцiї та
її фази. Квантовий потенцiал (47), який тут ви-
никає, повнiстю аналогiчний квантовому потенцi-
алу Бома (9), за винятком того, що координата
замiнена масштабним фактором. На вiдмiну вiд
квантової механiки, де силове поле 𝑉 (𝑥) визначає-
ться постановкою задачi, у геометродинамiцi фор-
ма потенцiальної функцiї (43) є специфiчною. Пi-
сля всiх крокiв, рiвняння (45) i (46) можна наре-

штi звести до двох рiвнянь гiдродинамiчного типу
(49) i (50).

У гiдродинамiчному пiдходi швидкiсть потоку
𝑣 = 𝑑𝑎

𝑑𝑇 є основною величиною, через яку виража-
ється швидкiсть розширення Хаббла 𝐻 = 1

𝑎2
𝑑𝑎
𝑑𝑇 .

Узагальнена сила ℱ (52), як i у випадку кван-
тової механiки (див. рiвняння (12)), мiстить дода-
ткову силу, зумовлену градiєнтом квантового по-
тенцiалу, що робить вiдповiднi рiвняння (50) нелi-
нiйними вiдносно поля швидкостей 𝑣. Подiбно до
квантової механiки, де нелiнiйнi ефекти виклика-
ють дифракцiйну картину, вiдповiдна iнтерферен-
цiя класичних траєкторiй також має вiдбуватися в
квантовiй геометродинамiцi, але наслiдки для спо-
стережень поки що залишаються незрозумiлими.

Окремо варто вiдзначити перехiд до так званих
стацiонарних станiв. На вiдмiну вiд квантової ме-
ханiки, вимога стацiонарностi стану Всесвiту не
накладається на квантову систему як додаткова
умова, а випливає iз самих рiвнянь квантової гео-
метродинамiки.

Явнi форми квантового потенцiалу в головному
порядку борнiвського наближення даються рiвня-
ннями (63)–(71) для всесвiтiв, де домiнує той чи
iнший тип матерiї.

Вплив квантового потенцiалу 𝑄 на розширення
Всесвiту демонструється у виглядi явних розв’яз-
кiв (75)–(77) рiвняння (58) у випадку порожньо-
го Всесвiту з рiзними просторовими кривинами.
Розв’язок для просторово плаского Всесвiту, на-
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повненого пилом i випромiнюванням, дається рiв-
нянням (78).

Швидкiсть потоку 𝑣 як функцiя вiд 𝑎 показана
на рис. 1 для просторово плаского Всесвiту, запов-
неного пилом i випромiнюванням. Внесок кванто-
вого потенцiалу (69) в еволюцiю Всесвiту помiтний
лише при малих значеннях 𝑎. Варто зауважити,
що в цiй моделi швидкiсть потоку не є сингуляр-
ною в точцi 𝑎 = 0. Тривимiрне зображення для
функцiї 𝑣 = 𝑣(𝑎, 𝜀), де 𝜀 = 𝐸

2𝑀 , показано на рис. 2 2.
Цей рисунок наведено лише для iлюстрацiї. Кожна
точка на поверхнi вiдповiдає одному конкретному
всесвiту з певними значеннями параметрiв. Набiр
всесвiтiв має сингулярнiсть при 𝑣 → ∞, коли 𝑎 = 0
i 𝜀 → 0. Для порiвняння, на рис. 3 наведено випа-
док, коли квантовi ефекти вiдсутнi.

Якщо Всесвiт заповнений пилом i випромiнюва-
нням, то з рiвнянь (72) та (69) ми отримуємо

𝑣 = 𝑎2

√︃
𝜌𝑚

(︂
1 +

𝜌𝛾
𝜌𝑚

)︂
+

5

16

1

𝑎6

(︂
1 +

𝜌𝛾
𝜌𝑚

)︂−2

. (81)

Якщо матерiя домiнує над випромiнюванням i
𝜌𝛾

𝜌𝑚
≪ 1, то швидкiсть потоку 𝑣 становить

𝑣 = 𝑎2
√︂
𝜌𝑚 +

5

16

1

𝑎6
. (82)

У епоху, коли випромiнювання переважає над ма-
терiєю i 𝜌𝛾

𝜌𝑚
≫ 1, то маємо

𝑣 = 𝑎2

√︃
𝜌𝛾 +

5

16

1

𝑎6

(︂
𝜌𝑚
𝜌𝛾

)︂2
. (83)

В областi значень 𝑎, де квантовими ефектами в
рiвняннi (82) можна знехтувати, ми переходимо до
класичної границi, де застосовна загальна теорiя
вiдносностi. Коли матерiя домiнує над випромiню-
ванням, ми отримуємо

𝑣

𝑎2
=

√
𝜌𝑚, (84)

де 𝑣
𝑎2 = 𝐻 – швидкiсть розширення Хаббла.

Якщо ми введемо в модель космологiчну сталу
Λ з густиною енергiї 𝜌Λ, то рiвняння (84) набуває

2 Рiзнi значення 𝜀 для постiйного внеску нерелятивiстської
матерiї 𝑀 вiдповiдають всесвiтам з рiзною густиною ви-
промiнювання.

Рис. 2. Швидкiсть 𝑣 як функцiя масштабного фактора 𝑎

i параметра 𝜀 = 𝐸
2𝑀

. Нижня поверхня вiдповiдає значенню
2𝑀 = 2, а верхня – 2𝑀 = 10

Рис. 3. Швидкiсть 𝑣 як функцiя масштабного фактора 𝑎

i параметра 𝜀 = 𝐸
2𝑀

для рiзних значень 𝑀 та 𝑄 = 0 (див.
пiдпис до рис. 2)

вигляду

𝑣

𝑎2
=

√
𝜌𝑚 + 𝜌Λ. (85)

Для Всесвiту з 𝜌Λ ≈ 𝜌𝑚, порiвнюючи рiвнян-
ня (84) i (85), ми бачимо, що густина, пов’язана
з космологiчною сталою, збiльшує швидкiсть роз-
ширення в

√
2 разiв.
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Випадок домiнування випромiнювання над ма-
терiєю вимагає бiльш ретельного аналiзу. Цiлком
можливо, що квантовим членом у рiвняннi (83) не
можна нехтувати, незважаючи на те, що вiн про-
порцiйний другому степеню малого параметра 𝜌𝑚

𝜌𝛾
,

i все залежить вiд того, наскiльки близько ми на-
близимося до початкової космологiчної сингуляр-
ностi 𝑎 = 0. З рiвняння (83) випливає, що оби-
два доданки пiд квадратним коренем можна оцi-
нити як пропорцiйнi 𝑎−4, i тодi 𝑣 прямує до сталої
величини.
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Переклад на українську мову О. Войтенка

V.E.Kuzmichev, V.V.Kuzmichev

MINISUPERSPACE QUANTUM
COSMOLOGY IN THE MADELUNG–BOHM FORMALISM

An analogy between non-relativistic quantum mechanics in the

Madelung formulation and quantum geometrodynamics in the

case of the maximally symmetric space is drawn. The equations

equivalent to the continuity equation and the hydrodynamic

Euler equation describing the evolution of the velocity intro-

duced for the case of hypothetical fluid flow characterizing the

cosmological system are obtained. It is shown that the perfect

nature of the fluid is broken by the quantum Bohm poten-

tial. The quantum potential is calculated in the semi-classical

approximation for different forces acting in the system both in

standard quantum mechanics and in the minisuperspace model

of quantum geometrodynamics. The explicit dependences of

the cosmic scale factor on the conformal time, which account

for the quantum additive, are found for the empty space with

spatial curvature and for a spatially flat universe with dust and

radiation.

Ke yw o r d s: quantum theory, hydrodynamics, cosmology,
geometrodynamics.
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