
Рiвняння для частинок зi спiном 𝑆 = 0 i 𝑆 = 1 у спiнорному представленнi

Б.Є. ГРИНЮК
Iнститут теоретичної фiзики iм. М.М. Боголюбова НАН України
(Вул. Метрологiчна, 14b, Київ 03143; e-mail: bgrinyuk@bitp.kiev.ua)

РIВНЯННЯ ДЛЯ ЧАСТИНОК ЗI СПIНОМ
𝑆 = 0 I 𝑆 = 1 У СПIНОРНОМУ ПРЕДСТАВЛЕННIУДК 539

Рiвняння для частинок зi спiном 𝑆 = 0 i 𝑆 = 1 представлено у формi системи двох
рiвнянь Дiрака iз додатковими умовами (в’язями), якi накладаються на компоненти
хвильових функцiй. У випадку тотожних мас (або в границi високих енергiй, коли рiз-
ницею мас можна нехтувати), сформульовано об’єднану систему рiвнянь, частиннi
розв’язки якої спiвпадають iз тими, що випливають з рiвнянь для спiну 𝑆 = 0 i 𝑆 = 1,
i одночасно є двома рiвняннями Дiрака для двох незалежних частинок зi спiном 𝑆 = 1/2.
Запропоновано принцип побудови рiвнянь для частинок iз довiльним спiном у спiнорно-
му представленнi.
К люч о в i с л о в а: рiвняння Дiрака, рiвняння першого порядку вiдносно похiдних для
частинок зi спiном 𝑆 = 0 i 𝑆 = 1.

1. Вступ

Рiвняння першого порядку вiдносно похiдних для
елементарних частинок можуть бути записанi в рi-
зних формах. В данiй роботi ми формулюємо рiв-
няння для частинок зi спiном 𝑆 = 0 i 𝑆 = 1 у формi
системи двох рiвнянь Дiрака iз додатковими умо-
вами (в’язями) на компоненти хвильових функцiй.
Попередня версiя даної роботи опублiкована у ви-
глядi препринту [1].

Ми виходимо iз загальновiдомих рiвнянь [2–4]
для частинок iз нульовим та одиничним спiном
i виконуємо тотожнi перетворення цих рiвнянь
для отримання системи рiвнянь Дiрака. Додатко-
вi умови виникають при цьому без спецiальних
припущень.

Наступний роздiл ми розпочинаємо з розгляду
рiвнянь для частинок зi спiном 𝑆 = 0. Потiм у
роздiлi 3 ми розглядаємо випадки 𝑆 = 0 i 𝑆 = 1 i
формулюємо для цих випадкiв системи двох рiв-
нянь Дiрака з додатковими умовами на компонен-
ти хвильових функцiй. В кiнцi роздiлу запропо-
новано принцип побудови рiвнянь для довiльного
спiну у виглядi систем рiвнянь Дiрака з додатко-
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вими умовами (в’язями). В четвертому роздiлi ми
розглядаємо випадок рiвних мас частинок зi спiна-
ми 𝑆 = 0 i 𝑆 = 1 i формулюємо для них об’єднану
систему рiвнянь, в рамках якої виникають ступенi
вiльностi частинок зi спiном 𝑆 = 1/2. У п’ятому
роздiлi дається короткий пiдсумок.

2. Попереднi перетворення рiвнянь
Дафiна–Кемера–Петьйо для частинок
зi спiном 𝑆 = 0

Нагадаємо, що вiдомi рiвняння Дафiна–Кемера–
Петьйо [2–4] першого порядку вiдносно похiдних
для частинки зi спiном 𝑆 = 0 можна отримати з
рiвняння Кляйна–Ґордона–Фока (тут i надалi ~ =
= 1 i 𝑐 = 1):(︀
�−𝑚2

)︀
𝜙 = 0 (1)

завдяки введенню нових полiв 𝐴𝜇 (𝜇 = 0, 1, 2, 3),

𝐴𝜇 ≡ 𝜕𝜇𝜙. (2)

Тодi замiсть (1) отримаємо рiвняння Дафiна–Ке-
мера–Петьйо⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑡𝜙 = 𝐴0,

−𝜕𝑡𝐴0 = (∇ ·A) +𝑚2𝜙,

A = −∇𝜙,
(3)

для п’ятикомпонентної хвильової функцiї
(𝜙,𝐴0,A). Систему рiвнянь (3) часто записують у
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матричнiй формi [2, 3] (зокрема, ми наводимо
нижче вiдповiднi спiввiдношення з [3], де вико-
ристано iншi позначення для просторово-часових
iндексiв: 1, 2, 3, 4 замiсть 0, 1, 2, 3; зокрема, замiсть
𝐴4 тут буде 𝑖𝐴0 iз (2)),(︁
𝛽𝜇𝜕𝜇 +𝑚

)︁
Ψ̂ = 0, (4)

де Ψ̂ – п’ятикомпонентний стовпчик хвильових
функцiй

Ψ𝜇 =
1√
𝑚
𝐴𝜇, 𝜇 = 1, 2, 3, 4, Ψ5 =

√
𝑚𝜙, (5)

а матрицi 𝛽𝜇 iз (4) мають вигляд [3]:

𝛽1 =

⎛⎝ 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 1 0 0 0

⎞⎠, 𝛽2 =

⎛⎝ 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0

⎞⎠,
𝛽3 =

⎛⎝ 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0

⎞⎠, 𝛽4 =

⎛⎝ 0 0 0 0−𝑖
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
𝑖 0 0 0 0

⎞⎠.
(6)

Наведенi вище рiвняння Дафiна–Кемера–Петьйо
(3) мiстять квадрат маси частинки, що не є при-
родним для диференцiйних рiвнянь першого по-
рядку. Серед компонент хвильової функцiї є “зай-
вi”, оскiльки число незалежних (вiльних) компо-
нент повинно бути 2 (2𝑆 + 1) [4], тобто двi компо-
ненти для випадку 𝑆 = 0. Бiльше того, в границi
𝑚 → 0 система рiвнянь (3) (пiсля диференцiюва-
ння останнього рiвняння вiдносно часу) розпадає-
ться на систему чотирьох замкнених рiвнянь{︂−𝜕𝑡𝐴0 = (∇ ·A),

𝜕𝑡A = −∇𝐴0,
(7)

з додатковою умовою

[∇×A] = 0, (8)

яка випливає з останнього рiвняння системи (3)
завдяки тотожностi [∇×∇𝜙] ≡ 0, а також окре-
ме рiвняння 𝜕𝑡𝜙 = 𝐴0, яке виглядає скорiше як
визначення додаткового поля 𝜙.

Отже, в границi 𝑚 → 0 структура системи рiв-
нянь Дафiна–Кемера–Петьйо суттєво змiнюється:
п’ятикомпонентне поле стає чотирикомпонентним,
i система рiвнянь (3) зводиться до системи (7) з до-
датковою умовою (8). Могло б здатися на перший

погляд, що рiвняння у формi (4) з масою у пер-
шiй степенi не мiстить цiєї проблеми. Але границя
𝑚 → 0 для системи (4) навiть менш регулярна.
Дiйсно, в цiй границi система рiвнянь (4) зводи-
ться лише до одного рiвняння

𝜕𝑡Ψ4 + (∇ ·Ψ) = 0 (9)

i тривiального результату для Ψ5, а саме Ψ5 =
= Const. Одного рiвняння (9) не достатньо, щоб
знайти розв’язки для всiх компонент Ψ̂.

Зараз ми запишемо iншу систему рiвнянь, яка
має регулярну границю при 𝑚 → 0. Введемо за-
мiсть (𝐴0,A) (2) такi чотири компоненти (𝐵0,B):{︂
𝐵0 ≡ (−𝜕𝑡 + 𝑖𝑚)𝜙,

B ≡ −∇𝜙,
(10)

де 𝜙 задовольняє рiвнянню (1). Тодi отримуємо

(𝜕𝑡 + 𝑖𝑚)𝐵0 = − (𝜕𝑡 + 𝑖𝑚) (𝜕𝑡 − 𝑖𝑚)𝜙 =

= −
(︀
𝜕2𝑡 +𝑚2

)︀
𝜙. (11)

Завдяки основному рiвнянню (1), останнiй вираз
дорiвнює −

(︀
𝜕2𝑡 +𝑚2

)︀
𝜙 = −△𝜙. Враховуючи то-

тожнiсть △𝜙 ≡ (∇ · ∇𝜙) i визначення B iз (10),
отримуємо замiсть (11):

(𝜕𝑡 + 𝑖𝑚)𝐵0 = (∇ ·B). (12)

Якщо взяти похiдну 𝜕𝑡 вiд другої рiвностi з (10)
i використати перше визначення з (10) для того,
щоб виключити з розгляду поле 𝜙, ми отримаємо:

𝜕𝑡B = −∇𝜕𝑡𝜙 = ∇𝐵0 − 𝑖𝑚∇𝜙 =

= ∇𝐵0 + 𝑖𝑚B. (13)

Таким чином, отриманi рiвняння (12) i (13) мо-
жуть слугувати замкненою системою рiвнянь для
(𝐵0,B):{︂
𝜕𝑡𝐵0 = (∇ ·B)− 𝑖𝑚𝐵0,

𝜕𝑡B = ∇𝐵0 + 𝑖𝑚B,
(14)

з додатковою умовою

[∇×B] = 0. (15)

Остання випливає з визначення B (друга рiвнiсть
iз (10)) i вiдомої тотожностi [∇×∇𝜙] ≡ 0.
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Важливо зауважити, що рiвняння Кляйна–Ґор-
дона–Фока для 𝐵0 безпосередньо випливає iз сис-
теми рiвнянь (14). Але для отримання рiвнян-
ня Кляйна–Ґордона–Фока для B, необхiдно ви-
користати додаткову умову (15) разом iз системою
рiвнянь (14). Отже, додаткова умова (15) є невiд’-
ємною частиною отриманої системи рiвнянь. Слiд
вiдзначити, що маса 𝑚 входить в (14) у першому
степенi нарiвнi з похiдними. Границя 𝑚 → 0 для
системи рiвнянь тривiальна i не змiнює кiлькостi
рiвнянь чи компонент поля.

Зв’язок рiвнянь (14), (15) iз рiвняннями Дафiна–
Кемера–Петьйо (3) стає очевидним, якщо врахува-
ти спiввiдношеня B ≡ A i 𝐵0 ≡ −𝐴0 + 𝑖𝑚𝜙.

Запишемо отриманi рiвняння в матричнiй фор-
мi. Введемо позначення:

Φ̂ =

(︃
𝐵0
𝐵1
𝐵2
𝐵3

)︃
, (16)

𝑎̂1=

(︃
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

)︃
, 𝑎̂2=

(︃
0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

)︃
, 𝑎̂3=

(︃
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

)︃
, (17)

𝑏̂=

(︃
1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

)︃
, (18)

якi дозволять переписати рiвняння (14) у виглядi

𝑖𝜕𝑡Φ̂ = 𝑖 (â · ∇) Φ̂ +𝑚𝑏̂Φ̂. (19)

Додаткову умову (15) можна переписати у виглядi:

(𝜔̂ · ∇) Φ̂ = 0, (20)

де тривимiрний вектор 𝜔̂ має такi компоненти:

𝜔̂1 ≡ −𝑖 (𝑎̂2𝑎̂3 − 𝑎̂3𝑎̂2),

𝜔̂2 ≡ −𝑖 (𝑎̂3𝑎̂1 − 𝑎̂1𝑎̂3), (21)

𝜔̂3 ≡ −𝑖 (𝑎̂1𝑎̂2 − 𝑎̂2𝑎̂1).

Якщо матрицi 𝑎̂𝑘 мають вигляд (17), то для мат-
риць 𝜔̂𝑘 отримаємо

𝜔̂1=

(︃
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0−𝑖
0 0 𝑖 0

)︃
, 𝜔̂2=

(︃
0 0 0 0
0 0 0 𝑖
0 0 0 0
0−𝑖 0 0

)︃
, 𝜔̂=

(︃
0 0 0 0
0 0−𝑖 0
0 𝑖 0 0
0 0 0 0

)︃
. (22)

Матрицi (17) можна замiнити на невиродженi.
Для цього можна додати вираз iз лiвої частини
(20) (яка рiвна нулю), домножений на 𝑖, до правої

частини рiвняння (19). Тодi замiсть (19) отримає-
мо еквiвалентне рiвняння

𝑖𝜕𝑡Φ̂ = 𝑖
(︁
^̃a · ∇

)︁
Φ̂ +𝑚𝑏̂Φ̂, (23)

де

^̃a ≡ â+ 𝜔̂. (24)

Явний вигляд матриць ^̃𝑎𝑘 такий:

^̃𝑎1=

(︃
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0−𝑖
0 0 𝑖 0

)︃
, ^̃𝑎2=

(︃
0 0 1 0
0 0 0 𝑖
1 0 0 0
0−𝑖 0 0

)︃
, ^̃𝑎3=

(︃
0 0 0 1
0 0−𝑖 0
0 𝑖 0 0
1 0 0 0

)︃
. (25)

Можна безпосередньо переконатись в тому, що цi
матрицi iз детермiнантом det ^̃𝑎𝑘 = 1 для 𝑘 = 1, 2, 3
задовольняють спiввiдношення:

^̃𝑎†𝑘 = ^̃𝑎𝑘, ^̃𝑎2𝑘 = 𝐼,

^̃𝑎𝑘 ^̃𝑎𝑛 + ^̃𝑎𝑛^̃𝑎𝑘 = 2𝛿𝑘𝑛𝐼, (26)
^̃𝑎𝑘 ^̃𝑎𝑛 = 𝑖^̃𝑎𝑚,

де 𝐼 – одинична матриця, а iндекси в останньо-
му спiввiдношеннi приймають значення (𝑘, 𝑛,𝑚) =
= (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2).

Спiввiдношення (26), як вiдомо, є визначальни-
ми для матриць Паулi. Отже, в iншому представ-
леннi матрицi ^̃𝑎𝑘 можна звести до

(︁
𝜎̂𝑘 0
0 𝜎̂𝑘

)︁
, де 𝜎̂𝑘 –

загальновiдомi матрицi Паулi.
Рiвняння (23) виглядає дуже подiбно до рiвнян-

ня Дiрака, записаного у формi Гайзенберґа

𝑖𝜕𝑡Φ̂ = 𝐻̂Φ̂, (27)

але iз додатковою умовою (20). На вiдмiну вiд
справжнього рiвняння Дiрака для частинки зi спi-
ном 𝑆 = 1/2, рiвняння (23) можна звести до рiв-
няння Кляйна–Ґордона–Фока для кожної компо-
ненти хвильової функцiї Φ̂ лише враховуючи до-
даткову умову (20). Дуже схожа ситуацiя має мi-
сце у випадку рiвнянь [5,6] для частинок зi спiном
𝑆 = 1. I це виглядає як майже загальна ситуацiя [4]
для диференцiйних рiвнянь першого порядка для
частинок iз заданим спiном.

В наступному роздiлi ми показуємо, що дифе-
ренцiйнi рiвняння першого порядка для частинки
зi спiном 𝑆 = 0, а також рiвняння для частинки
зi спiном 𝑆 = 1, можуть бути записанi у формi
двох рiвнянь Дiрака, але з додатковими умовами
(рiзними для випадкiв 𝑆 = 0 i 𝑆 = 1).
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3. Система двох рiвнянь Дiрака
для частинок зi спiном 𝑆 = 0 i 𝑆 = 1

Нагадаємо, що кватернiони, або гiперкомплекснi
числа виду

q = 𝜇0 + 𝜇1e1 + 𝜇2e2 + 𝜇3e3, (28)

iз дiйсними числами 𝜇𝑘, є елементами чотириви-
мiрного лiнiйного простору iз певним правилом
множення, яке зручно визначити табличкою мно-
ження для e1, e2, e3:

e21 = e22 = e23 = −1,

e1e2 = e3, e2e3 = e1, e3e1 = e2, (29)

e2e1 = −e3, e3e2 = −e1, e1e3 = −e2.

Для кожного кватернiона q можна розглядати
спряжену величину q̄:

q̄ = 𝜇0 − 𝜇1e1 − 𝜇2e2 − 𝜇3e3. (30)

Тодi квадрат модуля кватернiона (28) визначаєть-
ся як

|q|2 = q̄q = qq̄ = 𝜇2
0 + 𝜇2

1 + 𝜇2
2 + 𝜇3

3. (31)

Кватернiони (28) можна представити матрицями
2 × 2. Зокрема, представимо кватернiони q̂ за до-
помогою матриць Паулi 𝜎̂𝑘 таким чином:

q̂ = 𝜇0𝐼 − 𝑖𝜇1𝜎̂1 − 𝑖𝜇2𝜎̂2 − 𝑖𝜇3𝜎̂3, (32)

де матрицi Паулi зазвичай використовують у ви-
глядi

𝜎̂1 =
(︁
0 1
1 0

)︁
, 𝜎̂2 =

(︁
0 −𝑖
𝑖 0

)︁
, 𝜎̂3 =

(︁
1 0
0 −1

)︁
. (33)

У представленнi (32), формально заданi прави-
ла множення (29) для кватернiонiв (28) справ-
джуються завдяки звичайним загальним власти-
востям матриць i добре вiдомим спiввiдношенням
для матриць Паулi. У матричному представленнi
кватернiонiв квадрат модуля (31) знаходиться як

|q̂|2 =
1

2
𝑡𝑟
(︀
¯̂qq̂
)︀
= 𝜇2

0 + 𝜇2
1 + 𝜇2

2 + 𝜇3
3, (34)

де ¯̂q – спряжена матриця до q̂ (порiвняйте з (32)):

¯̂q = 𝜇0𝐼 + 𝑖𝜇1𝜎̂1 + 𝑖𝜇2𝜎̂2 + 𝑖𝜇3𝜎̂3. (35)

Оскiльки 𝜇𝑘 – дiйснi числа, величина ¯̂q (35) спiв-
падає з ермiтоспряженою матрицею, ¯̂q = q̂†.

Узагальнимо тепер (32) i вважатимемо 𝜇𝑘 ком-
плексними числами. Тобто замiсть кватернiонiв iз
дiйсними 𝜇𝑘, ми розглянемо комплекснi матрицi
загального виду q̂ розмiрностi 2 × 2, якi параме-
тризуємо комплексними числами 𝜇𝑘 згiдно з (32)
з використанням розкладання по матрицях Паулi.
Квадратом модуля для нових “чисел” слугуватиме
1
2 tr
(︀
q̂†q̂

)︀
= |𝜇0|2+|𝜇1|2+|𝜇2|2+|𝜇3|2, де

q̂† = 𝜇*
0𝐼 + 𝑖𝜇*

1𝜎̂1 + 𝑖𝜇*
2𝜎̂2 + 𝑖𝜇*

3𝜎̂3. (36)

Замiсть Φ̂ у формi (16) ми тепер розглянемо хви-
льову функцiю частинки у виглядi:

Φ̂=𝐵0𝐼−𝑖𝐵1𝜎̂1−𝑖𝐵2𝜎̂2−𝑖𝐵3𝜎̂3≡𝐵0𝐼−𝑖 (B·𝜎̂), (37)

де 𝐵0 i 𝐵𝑘 (𝑘 = 1, 2, 3) є тими самими величинами,
що i в (10) або (16). У цих позначеннях систему
рiвнянь (14) можна записати у виглядi:

𝑖𝜕𝑡Φ̂ = (𝑖 (𝜎̂ · p) +𝑚) Φ̂†, (38)

де p ≡ −𝑖∇ – оператор iмпульса, а Φ̂† – ермiто-
спряжена матриця до Φ̂. Доповнимо (38) рiвнян-
ням для Φ̂†:

𝑖𝜕𝑡Φ̂
† = (−𝑖 (𝜎̂ · p) +𝑚) Φ̂. (39)

Кожне з двох рiвнянь (38), (39) еквiвалентне сис-
темi рiвнянь (14). Тепер об’єднаємо функцiї Φ̂ та
Φ̂† в одну матрицю 𝜓 (яка має чотири рядки i два
стовпчики)

𝜓≡
(︂

Φ̂†

Φ̂

)︂
=

(︂
𝐵0𝐼+𝑖 (𝜎̂ ·B)

𝐵0𝐼−𝑖 (𝜎̂ ·B)

)︂
=

⎛⎝ 𝐵0+𝑖𝐵3 𝑖𝐵1+𝐵2

𝑖𝐵1−𝐵2 𝐵0−𝑖𝐵3

𝐵0−𝑖𝐵3 −𝑖𝐵1−𝐵2

−𝑖𝐵1+𝐵2 𝐵0+𝑖𝐵3

⎞⎠
(40)

iз квадратом модуля

|𝐵0|2 + |𝐵1|2 + |𝐵2|2 + |𝐵3|2 =
1

4
𝑡𝑟
(︁
𝜓†𝜓

)︁
. (41)

Очевидно, що рiвняння для 𝜓 має вигляд:

𝑖𝜕𝑡𝜓 = (𝛼̂ · p)𝜓 +𝑚𝛽𝜓, (42)

де 𝛼̂𝑘 i 𝛽 – матрицi Дiрака у представленнi:

𝛼̂𝑘 ≡ 𝜎̂2 ⊗ 𝜎̂𝑘, 𝛽 ≡ 𝜎̂1 ⊗ 𝐼. (43)
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Рiвняння для частинок зi спiном 𝑆 = 0 i 𝑆 = 1 у спiнорному представленнi

Отже, маємо рiвняння Дiрака (42) для двох чоти-
рикомпонентних стовпчикiв, або (якщо записати
рiвняння для кожного стовпчика окремо) маємо
систему двох рiвнянь Дiрака для звичайних чоти-
рикомпонентних функцiй. Але суттєво враховува-
ти додаткову умову (15) або (20). Також важли-
во мати на увазi, що обидвi чотирикомпонентнi
хвильовi функцiї пов’язанi мiж собою (див. (40)),
оскiльки ми маємо лише чотири компоненти поля
𝐵𝜇, де 𝜇 = 0, 1, 2, 3. А завдяки додатковим умо-
вам ((15) або (20)) залишається лише двi незале-
жнi компоненти хвильової функцiї у розглянутому
випадку 𝑆 = 0.

Тепер розглянемо випадок частинки зi спiном
𝑆 = 1. Ми опускаємо детальне обговорення необ-
хiдностi переформулювання рiвнянь Прока–Дафi-
на–Кемера–Петьйо для частинки зi спiном 𝑆 = 1
у систему рiвнянь [5, 6], яка має регулярну грани-
цю 𝑚 → 0 (якою є не що iнше як система рiвнянь
Максвела для безмасових фотонiв). Подiбне обго-
ворення i вiдповiднi перетворення зробленi вище
для частинки зi спiном 𝑆=0, i тут ми просто вико-
ристаємо результати роботи [5, 6] та сформулюємо
систему двох рiвнянь Дiрака для частинки зi спi-
ном 𝑆 = 1.

Диференцiальнi рiвняння першого порядку для
частинки зi спiном 𝑆 = 1 можна записати у виглядi
[5, 6]:{︂
𝜕𝑡u = −[∇× v] + 𝑖𝑚u,

𝜕𝑡v = [∇× u]− 𝑖𝑚v,
(44)

з додатковими умовами

(∇ · u) = 0, (∇ · v) = 0. (45)

Введемо хвильову функцiю 𝜙 у формi матрицi (яка
має два чотирикомпонентнi стовпчики):

𝜙 ≡
(︁
(𝜎̂ ·u)
(𝜎̂ ·v)

)︁
=

⎛⎝𝑢3 𝑢1−𝑖𝑢2

𝑢1+𝑖𝑢2 −𝑢3

𝑣3 𝑣1−𝑖𝑣2

𝑣1+𝑖𝑣2 −𝑣3

⎞⎠ (46)

iз квадратом модуля
3∑︁

𝑘=1

(︁
|𝑣|2𝑘 + |𝑢|2𝑘

)︁
=

1

2
𝑡𝑟
(︀
𝜙†𝜙

)︀
. (47)

У таких позначеннях система рiвнянь (44) при-
ймає форму рiвняння Дiрака для хвильової функ-
цiї (46):

𝑖𝜕𝑡𝜙 = (𝛼̂ · p)𝜙+𝑚
˜̂
𝛽𝜙. (48)

(або системи двох рiвнянь Дiрака для кожного
стовпчика хвильової функцiї 𝜙). У рiвняннi (48)
матрицi 𝛼̂𝑘 тотожно спiвпадають iз матрицями Дi-
рака у представленнi (43), тодi як ˜̂

𝛽 має iнше пред-
ставлення:
˜̂
𝛽 = −𝜎̂3 ⊗ 𝐼. (49)

Очевидно, що можна виконати перетворення по-
дiбностi для матриць i отримати рiвняння (48) в
тому ж представленнi, що i (42). Важливо мати на
увазi, що компоненти хвильової функцiї (45) задо-
вольняють умови (45).

Отже, маємо важливий висновок: хвильовi фун-
кцiї як для частинки зi спiном 𝑆 = 0, так i для
𝑆 = 1, формально задовольняють ту саму систему
двох рiвнянь Дiрака, але з рiзними накладеними
додатковими умовами: (15) для 𝑆 = 0 i (45) для
𝑆 = 1. По сутi, додатковi умови “формують” час-
тинки з цiлим спiном (𝑆 = 0 або 𝑆 = 1) iз двох
частинок зi спiном 𝑆 = 1

2 .
Ми опускаємо тут детальне обговорення питан-

ня про систему рiвнянь для частинки зi спiном
𝑆 = 3

2 , для якої добре вiдомо [3, 4, 7], що ця си-
стема може бути записана у виглядi декiлькох рiв-
нянь Дiрака з додатковими умовами на компонен-
ти хвильових функцiй. Цей випадок спiну 𝑆 = 3

2
i розглянутi вище приклади рiвнянь для частинок
зi спiном 𝑆 = 0 i 𝑆 = 1 приводять до важливого
узагальнення – припущення про те, що диферен-
цiйнi рiвняння першого порядку для частинки iз
заданим спiном 𝑆 можна формулювати у виглядi
системи декiлькох рiвнянь Дiрака з деякими дода-
тковими умовами (в’язями), накладеними на ком-
поненти хвильових функцiй для фiксацiї загально-
го спiну 𝑆.

4. Границя високих енергiй

Розглянемо тепер випадок, коли в рiвняннях для
частинок зi спiном 𝑆 = 0 i 𝑆 = 1 маси спiвпа-
дають. Такий випадок може мати мiсце в границi
високих енергiй, коли можна нехтувати рiзницею
мiж експериментальними значеннями мас части-
нок. Отже, нехай обидвi частинки (зi спiном 𝑆 = 0
i 𝑆 = 1) мають ту саму масу 𝑚. Якщо ми введемо
хвильову функцiю

𝐹 ≡
(︂
𝐼 ·𝑓 + 𝑖 (𝜎̂ ·u)
𝐼 ·𝑔 + 𝑖 (𝜎̂ ·v)

)︂
=

⎛⎝ 𝑓+𝑖𝑢3 𝑖𝑢1+𝑢2

𝑖𝑢1−𝑢2 𝑓−𝑖𝑢3

𝑔+𝑖𝑣3 𝑖𝑣1+𝑣2

𝑖𝑣1−𝑣2 𝑔−𝑖𝑣3

⎞⎠, (50)
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тодi рiвняння Дiрака

𝑖𝜕𝑡𝐹 = (𝛼̂ · p)𝐹 +𝑚
˜̂
𝛽𝐹 (51)

об’єднує обидвi системи рiвнянь для випадку 𝑆 = 0
(див. (14), (15)) i для випадку 𝑆 = 1 (див. (44),
(45)). Щоб цей факт став очевидним, перепишемо
систему (51) в явному виглядi (без використання
матриць):⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕𝑡𝑓 = − (∇ · v) + 𝑖𝑚𝑓,

𝜕𝑡v = −∇𝑓 + [∇× u]− 𝑖𝑚v,

𝜕𝑡𝑔 = (∇ · u)− 𝑖𝑚𝑔,

𝜕𝑡u = ∇𝑔 − [∇× v] + 𝑖𝑚u.

(52)

Можна зразу побачити, що при 𝑓 = 0 i 𝑔 = 0 ми
отримуємо з (52) систему рiвнянь (44), (45) для
частинки зi спiном 𝑆 = 1, тодi як при 𝑓 = 0 i v =
= 0 (або при 𝑔 = 0 i u= 0) ми отримуємо систему
рiвнянь (14), (15) для частинки зi спiном 𝑆=0 (в
iнших позначеннях компонент поля). Отже, хви-
льовi функцiї для частинок зi спiном 𝑆 = 0 або
𝑆 = 1 є частинними розв’язками системи (52).

В той самий час, якщо ми перейдемо вiд восьми
незалежних компонент 𝑓 , 𝑔, u i v хвильової функ-
цiї 𝐹 (50) до восьми компонент 𝜉κ i 𝜂κ (κ = 1, 2,
3, 4) вiдповiдно до

𝐹 =

⎛⎝ 𝑓+𝑖𝑢3 𝑖𝑢1+𝑢2

𝑖𝑢1−𝑢2 𝑓−𝑖𝑢3

𝑔+𝑖𝑣3 𝑖𝑣1+𝑣2

𝑖𝑣1−𝑣2 𝑔−𝑖𝑣3

⎞⎠=

⎛⎝ 𝜉1 𝜂1

𝜉2 𝜂2

𝜉3 𝜂3

𝜉4 𝜂4

⎞⎠, (53)

ми побачимо, що система рiвнянь (51) є нiчим iн-
шим як сукупнiстю двох рiвнянь Дiрака для двох
незалежних частинок зi спiном 𝑆 = 1

2 .
Таким чином, при високих енергiях виникають

новi ступенi вiльностi (зi спiном 𝑆 = 1
2 ) замiсть

початкових (зi спiном 𝑆 = 0 i спiном 𝑆 = 1). Але
при низьких енергiях, коли рiзницею мас реаль-
них частинок не можна нехтувати, цi два нових
ступенi вiльностi (зi спiном 𝑆= 1

2 ) зникають разом
з рiвнянням (51). Це виглядає дуже подiбним до
кваркових ступенiв вiльностi, явно присутнiх при
високих енергiях, але таких, що “зникають” при
низьких енергiях.

5. Висновки

На завершення пiдведемо короткий пiдсумок i зро-
бимо деяке узагальнення.

Рiвняння для частинки зi спiном 𝑆 можна сфор-
мулювати у формi системи рiвнянь Дiрака з дода-
тковими умовами (в’язями), накладеними на ком-
поненти хвильової функцiї. Це, зокрема, проде-
монстровано на прикладi рiвнянь для частинок зi
спiнами 𝑆 = 0 та 𝑆 = 1.

Рiвняння для частинок зi спiном 𝑆 = 0 i 𝑆 = 1
в границi високих енергiй можна об’єднати в си-
стему, в якiй проявляються новi ступенi вiльно-
стi, а саме з’являються частинки зi спiном 𝑆 = 1

2 ,
причому без будь-яких апрiорних припущень щодо
їхнього iснування.
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B.E.Grinyuk

EQUATIONS FOR PARTICLES WITH SPIN
𝑆 = 0 AND 𝑆 = 1 IN SPINOR REPRESENTATION

Equations for particles with spin 𝑆 = 0 and 𝑆 = 1 are presented
in the form of a system of two Dirac equations with addi-
tional conditions (constraints) imposed on the components
of the wave functions. In case of identical masses (or at the
high-energy limit, where the difference in mass is negligible),
the joint system of equations is formulated having particular
solutions coinciding with those for spin 𝑆 = 0 and 𝑆 = 1
cases, and simultaneously being the two Dirac equations for
two independent particles with spin 𝑆 = 1/2. A principle of
constructing the equations for a particle with an arbitrary spin
in the spinor representation is proposed.

Ke yw o r d s: Dirac equation, first-order differential equations
for particles with spin 𝑆 = 0 and 𝑆 = 1.

900 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2024. Т. 69, № 11


