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Дуже давно C.Н. Янг запропонував узагальнення моделi Снайдера на випадок викрив-
леного фонового простору-часу на основi алгебри, iзоморфної 𝑜(1, 5), яка включає в себе,
як пiдалгебри, i алгебру Снайдера, i алгебру де Сiттера. Тому його пропозицiю можна
сприймати як модель некомутативного викривленого простору-часу, i вона може бу-
ти корисною для того, щоб пов’язати фiзику дуже малих i дуже великих масштабiв.
Ми розглядаємо цю модель i деякi останнi досягнення, якi стосуються її узагальнень
та її iнтерпретацiї в рамках алгебр Хопфа. Ми також обговорюємо деякi можливостi
пов’язати її з бiльш феноменологiчними аспектами.
Ключ о в i с л о в а: некомутативна геометрiя, простiр-час де Сiттера, модель Янга.

1. Квантова ґравiтацiя
i некомутативна геометрiя

На даний момент повної теорiї квантової ґравiта-
цiї немає. Однак вiдомо, що квантова механiка i
загальна теорiя вiдносностi передбачають iснува-
ння мiнiмальної вимiрюваної довжини — довжини
Планка порядка 𝐿𝑃 =

√︁
~𝐺
𝑐3 ∼ 10−33 cm [1]. Тому

природно вважати, що властивостi простору-часу
в цьому масштабi повиннi бути досить вiдмiнни-
ми вiд тих, якi ми спостерiгаємо в повсякденному
життi.

Серед претендентiв на моделi простору-часу в
планкiвських масштабах вiдповiдну роль вiдiграє
некомутативна геометрiя [3]. Некомутативна гео-
метрiя базується на припущеннi, що компоненти
оператора координати не комутують, що призво-
дить до неможливостi точно локалiзувати частин-
ку. Серед рiзних пiдходiв у цiй областi актуальним
є формалiзм алгебри Хопфа [4], який пiдходить
для опису симетрiй геометрiї.

Некомутативнi геометрiї зазвичай визначаються
на плоскому просторi-часi, але їх розширення на
викривлений простiр–час нещодавно викликало
певний iнтерес через можливi наслiдки для астро-
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фiзичних спостережень, таких як затримка фото-
нiв iз вiддалених джерел [7]. Однак також вар-
тi уваги формальнi аспекти цього розширення,
зокрема спiввiдношення мiж кривиною простору-
часу та iмпульсного простору. Крiм того, цi моделi
пов’язують властивостi простору-часу в мiкроско-
пiчному та макроскопiчному масштабах.

Перша модель такого типу була запропонована
C.Н. Янгом уже в 1947 роцi [8]. В данiй роботi ми
робимо огляд цього пiдходу i обговорюємо деякi
останнi досягнення та узагальнення.

2. Алгебра Снайдера

Ми починаємо з опису основних особливостей мо-
делi Снайдера, з якої Янг черпав своє натхнення.
У 1947 роцi Снайдер запропонував першу модель
некомутативної геометрiї [9]. Його метою було по-
будувати теорiю, яка включала б фундаментальну
довжину без порушення iнварiантностi Лоренца.
Ця мета була досягнута шляхом деформацiї кому-
тацiйних спiввiдношень алгебри Гайзенберґа.

Насправдi модель була визначена через алгебру,
яка, крiм деформованої алгебри Гайзенберґа, по-
родженої координатами �̂�𝜇 та iмпульсами 𝑝𝜇, мi-

1 Ця робота базується на результатах, якi доповiдалися на
мiжнароднiй конференцiї “XII Bolyai–Gauss–Lobachevsky
(BGL-2024): Non-Euclidean Geometry in Modern Physics
and Mathematics”.
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стила алгебру Лоренца з генераторами 𝐽𝜇𝜈 ,

[�̂�𝜇, �̂�𝜈 ] = 𝑖𝛽𝐽𝜇𝜈 , [𝑝𝜇, 𝑝𝜈 ] = 0,

[�̂�𝜇, 𝑝𝜇] = 𝑖(𝜂𝜇𝜈 + 𝛽𝑝𝜇𝑝𝜈),

[𝐽𝜇𝜈 , 𝐽𝜌𝜎] = 𝑖(𝜂𝜇𝜌𝐽𝜈𝜎 − 𝜂𝜇𝜎𝐽𝜈𝜌 +

+ 𝜂𝜈𝜌𝐽𝜇𝜎 − 𝜂𝜈𝜎𝐽𝜇𝜌),

[𝐽𝜇𝜈 , 𝑝𝜆] = 𝑖 (𝜂𝜇𝜆𝑝𝜈 − 𝜂𝜆𝜈𝑝𝜇),

[𝐽𝜇𝜈 , �̂�𝜆] = 𝑖 (𝜂𝜇𝜆�̂�𝜈 − 𝜂𝜈𝜆�̂�𝜇).

(1)

Зокрема, компоненти оператора координати �̂�𝜇 не
комутують мiж собою. Константа зв’язку 𝛽 має
розмiрнiсть оберненого квадрата маси i може бути
ототожнена з 1/𝑀2

𝑃 = 𝐿2
𝑃 , де 𝑀𝑃 є масою План-

ка. Звернiть увагу на те, що 𝛽 може бути будь-
якого знаку. Якщо воно додатне, то з обмеження
𝑝2 < 1/𝛽 випливає передбачення максимальної ма-
си 1/

√
𝛽.

Снайдер також показав, що його алгебра може
бути реалiзована на канонiчному фазовому про-
сторi змiнних 𝑥 i 𝑝, з генераторами Лоренца, ви-
значеними як 𝐽𝜇𝜈 = 𝑥𝜇𝑝𝜈 − 𝑥𝜈𝑝𝜇.

На вiдмiну вiд бiльшостi поширених моделей не-
комутативної геометрiї, в даному випадку комута-
тори не є лiнiйними у змiнних фазового просто-
ру: це дозволяє їм бути сумiсними з лiнiйною дi-
єю симетрiї Лоренца, так що алгебра Пуанкаре не
деформується. Однак трансляцiї (згенерованi 𝑝𝜇)
дiють нелiнiйним чином на змiннi положення.

Модель Снайдера можна iнтерпретувати як
опис в рамках плоского простору-часу з викрив-
леним простором iмпульсу. Насправдi пiдалгебра,
породжена 𝐽𝜇𝜈 i �̂�𝜇, iзоморфна алгебрi де Сiттера
𝑜(1, 4), а отже iмпульсний простiр Снайдера має ту
саму геометрiю, що й простiр-час де Сiттера.

3. Алгебра Янга

Невдовзi пiсля публiкацiї статтi Снайдера, Янг за-
пропонував узагальнення, де також змiннi iмпуль-
су не комутують, як у випадку простору-часу де
Сiттера [8].

Алгебра iзоморфна 𝑜(1, 5) з 15 генераторами,

[�̂�𝜇, �̂�𝜈 ] = 𝑖𝛽𝐽𝜇𝜈 , [𝑝𝜇, 𝑝𝜈 ] = 𝑖𝛼𝐽𝜇𝜈 ,

[�̂�𝜇, 𝑝𝜈 ] = 𝑖𝜂𝜇𝜈𝐾,

[𝐽𝜇𝜈 , 𝐽𝜌𝜎] = 𝑖(𝜂𝜇𝜌𝐽𝜈𝜎 − 𝜂𝜇𝜎𝐽𝜈𝜌 +

+ 𝜂𝜈𝜌𝐽𝜇𝜎 − 𝜂𝜈𝜎𝐽𝜇𝜌),

[𝐽𝜇𝜈 , 𝑝𝜆] = 𝑖(𝜂𝜇𝜆𝑝𝜈 − 𝜂𝜆𝜈𝑝𝜇),

[𝐽𝜇𝜈 , �̂�𝜆] = 𝑖(𝜂𝜇𝜆�̂�𝜈 − 𝜂𝜈𝜆�̂�𝜇), [𝐽𝜇𝜈 ,𝐾] = 0,

[𝐾, �̂�𝜇] = 𝑖𝛽𝑝𝜇, [𝐾, 𝑝𝜇] = −𝑖𝛼�̂�𝜇.

(2)

Параметр деформацiї 𝛼 має розмiрнiсть обернено-
го квадрата довжини i може бути ототожнений з
космологiчною сталою, тодi як параметр 𝛽 такий
самий, як i в моделi Снайдера. Зауважте, що як 𝛼,
так i 𝛽 можуть приймати позитивнi або негатив-
нi значення, що породжує моделi з дуже рiзними
фiзичними властивостями [10]. Наприклад, дода-
тний параметр 𝛼 забезпечує обмеження �̂�2 < 1/𝛼2,
i аналогiчно, для додатного 𝛽 маємо 𝑝2 < 1/𝛽2.

Алгебра Янга мiстить у формi пiдалгебр як ал-
гебру де Сiттера, так i алгебру Снайдера, i то-
му описує некомутативну модель у просторi-часi
постiйної кривини. Щоб замкнути алгебру, Янгу
довелося ввести новий генератор 𝐾, який обертає
просторовi координати в iмпульси, але фiзична iн-
терпретацiя цього генератора неочевидна.

Алгебра (2) є iнварiантною вiдносно узагальне-
ної дуальностi Борна [11, 12],

𝛼 ↔ 𝛽, �̂�𝜇 → −𝑝𝜇, 𝑝𝜇 → �̂�𝜇,

𝐽𝜇𝜈 ↔ 𝐽𝜇𝜈 , 𝐾 ↔ 𝐾.
(3)

Iзоморфiзм з алгеброю 𝑜(1, 5) можна встановити
шляхом ототожнення

𝑀𝜇𝜈 = 𝐽𝜇𝜈 , 𝑀𝜇4 = �̂�𝜇, 𝑀𝜇5 = 𝑝𝜇, 𝑀45 = 𝐾, (4)

де 𝑀𝐴𝐵 (𝐴,𝐵 = 0, ..., 5) є генераторами 𝑜(1, 5).
Iснує також iнше узагальнення алгебри Снайде-

ра на викривлений простiр, вiдоме як потрiйна спе-
цiальна теорiя вiдносностi (TSR), яке не включає
𝐾, але є нелiнiйним [13].

Зокрема, у цьому випадку деформована пiдал-
гебра Гайзенберґа набуває вигляду

[�̂�𝜇, �̂�𝜈 ] = 𝑖𝛽𝐽𝜇𝜈 , [𝑝𝜇, 𝑝𝜈 ] = 𝑖𝛼𝐽𝜇𝜈 ,

[�̂�𝜇, 𝑝𝜈 ] = 𝑖
(︁
𝜂𝜇𝜈 + 𝛼�̂�𝜇�̂�𝜈 + 𝛽𝑝𝜇𝑝𝜈 +

+
√
𝛼𝛽(�̂�𝜇𝑝𝜈 + 𝑝𝜇�̂�𝜈 − 𝐽𝜇𝜈)

)︁
,

(5)

i можна iнтерпретувати фазовий простiр як сумi-
жний простiр 𝑆𝑂(1, 5)/𝑆𝑂(1, 3)×𝑂(2).

Потрiйну спецiальну теорiю вiдносностi було
описано як деформацiю групи Галiлея в [14], а
її гамiльтонове формулювання було дослiджено в
[16]. Пiдхiд, який об’єднує її з моделлю Янга, було
запропоновано в [18].

Можливi двi iнтерпретацiї алгебри Янга:
∙ Беремо алгебру як вона є, з її 15 генераторами

[19, 20]. Це дозволяє побудувати структуру алге-
бри Хопфа з вiдповiдним зiрковим добутком, кру-
ченням тощо, використовуючи результати, вiдомi
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для загальних ортогональних алгебр [21]. Однак у
цьому випадку необхiдно розглядати розширений
фазовий простiр зi скалярними i тензорними сту-
пенями вiльностi, iнтерпретацiя яких неочевидна.

∙ Вiзьмемо нелiнiйну реалiзацiю в канонiчно-
му фазовому просторi змiнних 𝑥𝜇 i 𝑝𝜇, з 𝐽𝜇𝜈 =
= 𝑥𝜇𝑝𝜈 − 𝑥𝜈𝑝𝜈 i 𝐾 = 𝐾(𝑥, 𝑝) [22], за аналогiєю з
представленням, запропонованим Снайдером в йо-
го моделi [9]. У цьому випадку iнтерпретацiя лег-
ша, i можна включити модель Янга в те саме сi-
мейство нелiнiйних реалiзацiй 𝑜(1, 5), що й TSR,
ототожнюючи фазовий простiр iз сумiжним про-
стором. Однак бiльше не можна визначити алге-
бру Хопфа, зiрковi добутки тощо.

4. Реалiзацiї моделi Янга–Пуассона

Ми починаємо йти по другому шляху i обговорю-
вати класичну границю моделi Янга, у якiй ко-
мутатори замiненi дужками Пуассона. Це значно
полегшує дослiдження через вiдсутнiсть проблем
впорядкування. Ми називаємо цю границю модел-
лю Янга–Пуассона.

Ми маємо [24]

{�̂�𝜇, �̂�𝜈} = 𝛽𝐽𝜇𝜈 , {𝑝𝜇, 𝑝𝜈} = 𝛼𝐽𝜇𝜈 ,

{�̂�𝜇, 𝑝𝜈} = 𝜂𝜇𝜈𝐾,

{𝐾, �̂�𝜇} = 𝛽𝑝𝜇, {𝐾, 𝑝𝜇} = −𝛼�̂�𝜇,

(6)

i шукаємо вираз для 𝐾(𝑥, 𝑝), який задовольняє
дужки Пуассона

�̂�𝜇 = 𝑓(𝑝2, 𝑧)𝑥𝜇, 𝑝𝜇 = 𝑔(𝑥2, 𝑧) 𝑝𝜇,

𝐾 = 𝐾(𝑥2, 𝑝2, 𝑧),
(7)

де 𝑧 = 𝑥·𝑝, а 𝑓 i 𝑔 – функцiї, якi потрiбно визначити.
Єдиними нетривiальними дужками, якi потрi-

бно перевiрити, є дужки деформованої алгебри
Гайзенберґа, якi породжують рiвняння в частин-
них похiдних. Рiвняння, отриманi з дужок 𝑥–𝑥 i
𝑝–𝑝, мають розв’язки

𝑓 =
√︀

1− 𝛽𝑝2 + 𝜑1(𝑧), 𝑔 =
√︀
1− 𝛼𝑥2 + 𝜑2(𝑧), (8)

з довiльними функцiями 𝜑1 i 𝜑2, а дужки 𝑥–𝑝
дають

𝜑1𝜑2 + 𝜑1 + 𝜑2 = 𝛼𝛽𝑧2, 𝐾 = 𝑓𝑔, (9)

iз розв’язком, що залежить вiд одного параметра 𝑐,

𝜑1(𝑧) =

√︀
1 + 4𝑐(1− 𝑐)𝑧2 − 1

2(1− 𝑐)
,

𝜑2(𝑧) =

√︀
1 + 4𝑐(1− 𝑐)𝑧2 − 1

2𝑐
.

(10)

Тодi

�̂�𝜇 =
√︀

1− 𝛽𝑝2 + 𝜑1(𝑧) 𝑥𝜇,

𝑝𝜇 =
√︀
1− 𝛼𝑥2 + 𝜑2(𝑧) 𝑝𝜇,

(11)

𝐾 =
√︀
[1− 𝛽𝑝2 + 𝜑1(𝑧)][1− 𝛼𝑥2 + 𝜑2(𝑧)]. (12)

Особливо цiкавий розв’язок виходить, якщо
припустити симетрiю при замiнi 𝑥 i 𝑝, що є при-
родним з огляду на дуальнiсть Борна для даної
моделi. У цьому випадку 𝜑1 = 𝜑2 = 𝜑, тобто 𝑐 = 1

2 ,
i отримуємо

𝜑 =
√︀

1 + 𝛼𝛽𝑧2 − 1, (13)

i тодi

�̂�𝜇 =

√︁√︀
1 + 𝛼𝛽𝑧2 − 𝛽𝑝2 𝑥𝜇,

𝑝𝜇 =

√︁√︀
1 + 𝛼𝛽𝑧2 − 𝛼𝑥2 𝑝𝜇.

(14)

Це дає точну реалiзацiю моделi Янга–Пуассона,
симетричну вiдносно 𝑥 ↔ 𝑝 i 𝛼 ↔ 𝛽. Можна та-
кож записати 𝐾 через початковi змiннi,

𝐾 =

=

⎯⎸⎸⎷1−𝛼�̂�2−𝛽𝑝2

2

(︃
1+

√︃
1−4𝛼𝛽

�̂�2𝑝2− (�̂�·𝑝)2
(1−𝛼�̂�2−𝛽𝑝2)2

)︃
. (15)

Можна знайти також бiльш загальнi реалiзацiї
[24, 25].

5. Реалiзацiї квантової моделi Янга

У квантовому випадку знайти реалiзацiю складнi-
ше, i загальна форма у замкненому виглядi невi-
дома. Тому доводиться вдаватися до обчислення
параметрiв зв’язку 𝛼 i 𝛽 за теорiєю збурень.

Обчислення до четвертого порядку за теорiєю
збурень вперше було виконано в [22]. Бiльш розви-
нутi методи були використанi в [20], де також до-
слiджувалися представлення в розширеному фа-
зовому просторi.
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Реалiзацiї можна знаходити порядок за поряд-
ком, формулюючи анзац, який включає найзагаль-
нiшi лоренц-коварiантнi члени. Наприклад, у пер-
шому порядку вiдносно 𝛼 i 𝛽 можна знайти ермi-
тову реалiзацiю

�̂�𝜇 = 𝑥𝜇 +
(︀
𝑎1
√
𝛼𝛽𝑥𝜇 𝑥 · 𝑝 + 𝑎2𝛽𝑥𝜇𝑝

2 +

+ 𝑎3𝛽𝑝𝜇 𝑝 · 𝑥+ 𝑎4
√
𝛼𝛽𝑝𝜇𝑥

2 + h.c.
)︀
,

𝑝𝜇 = 𝑝𝜇 +
(︀
𝑏1
√
𝛼𝛽𝑝𝜇 𝑝 · 𝑥 + 𝑏2𝛼𝑝𝜇𝑥

2 +

+ 𝑏3𝛼𝑥𝜇 𝑥 · 𝑝 + 𝑏4
√
𝛼𝛽𝑥𝜇𝑝

2 + h.c.
)︀
,

𝐾 = 1 +
(︀
ℎ1𝛼𝑥

2 + ℎ2

√
𝛼𝛽 𝑥 · 𝑝 + ℎ3𝛽𝑝

2 + h.c.
)︀
,

(16)

i, пiдставляючи в (1), отримати зв’язки мiж вiль-
ними параметрами.

Примiтно, що найпростiший розв’язок для цих
зв’язкiв, симетричний вiдносно �̂� i 𝑝, дається у дру-
гому порядку [22]

�̂�𝜇 = 𝑥𝜇 − 𝛽

4
𝑥𝜇𝑝

2 − 𝛽2

16
𝑥𝜇𝑝

4 +

+
𝛼𝛽

8
𝑥𝜇 𝑥 · 𝑝 𝑝 · 𝑥 + h.c.,

𝑝𝜇 = 𝑝𝜇 − 𝛼

4
𝑝𝜇𝑥

2 − 𝛼2

16
𝑝𝜇𝑥

4 +

+
𝛼𝛽

8
𝑝𝜇 𝑝 · 𝑥 𝑥 · 𝑝 + h.c.,

(17)

iз

𝐾 = 1− 1

2

(︁
𝛼𝑥2+𝛽𝑝2

)︁
− 1

8

(︁
𝛼𝑥2−𝛽𝑝2

)︁2
+
𝛼𝛽

2
𝑥·𝑝 𝑝·𝑥.

(18)

Звичайно, це є не що iнше як розкладання ре-
зультату Янга–Пуассона (14) за степенями 𝛼 i 𝛽.
Однак, переходячи до вищих порядкiв по 𝛼 i 𝛽, мо-
жна знайти поправки до класичного розв’язку [20].

6. Зiрковий добуток для алгебри Янга

Одним з найбiльш ефективних пiдходiв до дослi-
дження некомутативної геометрiї є використання
алгебри Хопфа [4]. Цей формалiзм передбачає ви-
значення коалгебраїчної структури, що включає
кодобуток i антипод.

Такий формалiзм може бути застосований та-
кож до моделi Янга, якщо взяти всi її генератори
𝑀𝐴𝐵 як первиннi змiннi [20,26], i використовувати
реалiзацiю в розширеному фазовому просторi [25].
Тодi можна скористатись iзоморфiзмом (4) алге-
бри Янга з групою 𝑜(1, 5) i загальними результата-
ми роботи [21], де була обчислена алгебра Хопфа,
пов’язана iз загальними ортогональними групами.

Зауважте, що для цього необхiдно визначити
“моменти” 𝑠𝐴𝐵 , канонiчно спряженi до змiнних
𝑀𝐴𝐵 , фiзична iнтерпретацiя яких неочевидна.

Ми не будемо тут наводити подробицi, вiдсилаю-
чи читача до оригiнальної лiтератури. Нагадаємо
лише, що внаслiдок некомутативностi закон дода-
вання iмпульсiв 𝑠𝐴𝐵 деформується [4]. Використо-
вуючи формалiзм алгебри Хопфа, цю деформацiю
можна виразити за допомогою зiркового добутку,
знання якого може бути корисним, наприклад, при
побудовi квантової теорiї поля.

У нашому випадку зiрковий добуток для пло-
ских хвиль можна визначити як

𝑒
𝑖
2 𝑠

𝐴𝐵𝑀𝐴𝐵 ⋆ 𝑒
𝑖
2 𝑡

𝐶𝐷𝑀𝐶𝐷 = 𝑒
𝑖
2𝒟

𝐴𝐵(𝑠,𝑡)𝑀𝐴𝐵 , (19)

де 𝑠𝐴𝐵 i 𝑡𝐴𝐵 – антисиметричнi тензори, якi опи-
сують “моменти”, спряженi до первинних змiн-
них 𝑀𝐴𝐵 , а 𝒟𝐴𝐵 позначає деформований закон
додавання.

Використовуючи реалiзацiю алгебри Вейля, зiр-
ковий добуток можна обчислити за теорiєю збу-
рень [26].

Може бути корисно явно записати чотиривимiр-
ний вираз 𝒟𝐴𝐵(𝑠, 𝑡) у першому порядку: поклада-
ючи 𝒟𝜇 = 𝒟𝜇4, �̄�𝜇 = 𝒟𝜇5, 𝒟 = 𝒟45, отримуємо

𝒟𝜇𝜈(𝑠, 𝑡) = 𝑠𝜇𝜈 + 𝑡𝜇𝜈 − 1

2

(︁
𝑠𝜇𝜆𝑡𝜈𝜆 + 𝛽𝑠𝜇𝑡𝜈 +

+𝛼𝑠𝜇𝑡𝜈 +
√︀

𝛼𝛽(𝑠𝜇𝑡𝜈 + 𝑠𝜇𝑡𝜈)− (𝜇 ↔ 𝜈)
)︁
,

𝒟𝜇(𝑠, 𝑡) = 𝑠𝜇 + 𝑡𝜇 − 1

2

(︁
𝑠𝜇𝜆𝑡𝜆 − 𝑡𝜇𝜆𝑠𝜆 +

+
√︀
𝛼𝛽(𝑠𝜇𝑡− 𝑠𝑡𝜇) + 𝛼(𝑠𝜇𝑡− 𝑠𝑡𝜇)

)︁
,

�̄�𝜇(𝑠, 𝑡) = 𝑠𝜇 + 𝑡𝜇 − 1

2

(︁
𝑠𝜇𝜆𝑡𝜆 − 𝑠𝜆𝑡

𝜇𝜆 −

−
√︀
𝛼𝛽(𝑠𝜇𝑡− 𝑠𝑡𝜇) + 𝛽(𝑠𝜇𝑡− 𝑠𝑡𝜇)

)︁
,

𝒟(𝑠, 𝑡) = 𝑠+ 𝑡− 1

2

(︀
𝑠𝜆𝑡𝜆 − 𝑠𝜆𝑡𝜆

)︀
,

(20)

де 𝑠𝜇𝜈 , 𝑠𝜇 = 𝑠𝜇4, 𝑠𝜇 = 𝑠𝜇5, 𝑠 = 𝑠45 – чотиривимiр-
нi компоненти 𝑠𝐴𝐵 , спряженi до 𝐽𝜇𝜈 , 𝑥𝜇, 𝑝𝜇 i 𝐾,
вiдповiдно. З цих виразiв ясно, що чотиривимiр-
нi компоненти iмпульсiв змiшуються в зiрковому
добутку.

7. Узагальнення

Алгебра Янга може бути узагальнена кiлькома
способами. Найпростiший – допустити вiд’ємнi
значення параметрiв деформацiї 𝛼 або 𝛽, отриму-
ючи моделi на основi алгебр 𝑜(2, 4) або 𝑜(3, 3) [25].
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Цi моделi мають фiзичнi властивостi, вiдмiннi вiд
тих, що характернi для моделей iз позитивними 𝛼
i 𝛽 [10].

Ще одне просте узагальнення наведено в [27], де
введено лiнiйнi комбiнацiї генераторiв �̂� i 𝑝 за допо-
могою параметра 𝛾. У [18, 22] були запропонованi
ще бiльш загальнi визначення моделi Янга в роз-
ширеному фазовому просторi у поєднаннi з TSR.
Крiм того, суперсиметричне розширення алгебри
Янга було дослiджено в [28].

Нарештi, можливiсть включати 𝜅-деформацiї як
простору координат, так i простору iмпульсiв, iз
параметрами 𝑎𝜇 i 𝑏𝜇 в модель [27] дослiджувалася
в [26, 29]. Узагальнена алгебра має вигляд

[𝑥𝜇, 𝑥𝜈 ] = 𝑖 (𝛽𝐽𝜇𝜈 + 𝑎𝜇𝑥𝜈 − 𝑎𝜈𝑥𝜇),

[𝑝𝜇, 𝑝𝜈 ] = 𝑖 (𝛼𝐽𝜇𝜈 + 𝑏𝜇𝑝𝜈 − 𝑏𝜇𝑝𝜈),

[𝑥𝜇, 𝑝𝜈 ] = 𝑖 (𝜂𝜇𝜈ℎ+ 𝑏𝜇𝑥𝜈 − 𝑎𝜈𝑝𝜇 + 𝛾𝐽𝜇𝜈),

[𝐽𝜇𝜈 , 𝑥𝜆] = 𝑖 (𝜂𝜇𝜆𝑥𝜈 − 𝜂𝜈𝜆𝑥𝜇 + 𝑎𝜇𝐽𝜆𝜈 − 𝑎𝜈𝐽𝜆𝜇),

[𝐽𝜇𝜈 , 𝑝𝜆] = 𝑖 (𝜂𝜇𝜆𝑝𝜈 − 𝜂𝜈𝜆𝑝𝜇 + 𝑏𝜇𝐽𝜆𝜈 − 𝑏𝜈𝐽𝜆𝜇),

[𝐽𝜇𝜈 ,𝐾] = 𝑖 (𝑏𝜈𝑥𝜇 − 𝑏𝜇𝑥𝜈 − 𝑎𝜈𝑝𝜇 + 𝑎𝜇𝑝𝜈),

[𝐾,𝑥𝜇] = 𝑖 (𝛽𝑝𝜇 − 𝛾𝑥𝜇 − 𝑎𝜇𝐾),

[𝐾, 𝑝𝜈 ] = 𝑖 (−𝛼𝑥𝜇 + 𝛾𝑝𝜇 + 𝑏𝜇𝐾).

(21)

Ця алгебра все ще iзоморфна 𝑜(1, 5), але тепер дiя
групи Лоренца деформована. Проте все ще можли-
во отримати асоцiйовану з нею коалгебру [26].

8. Застосування

Фiзичним наслiдком моделi Янга є деформацiя
спiввiдношення невизначеностей Гайзенберґа [10].
Фактично, у своїй нерелятивiстичнiй тривимiрнiй
границi,

Δ𝑥𝑖Δ𝑝𝑗 ≥
1

2

⃒⃒
⟨[𝑥𝑖, 𝑝𝑗 ]⟩

⃒⃒
=

1

2

⃒⃒
⟨𝐾⟩

⃒⃒
𝛿𝑖𝑗 . (22)

Очевидно, що в реалiзацiї фазового простору з
𝐾 = 𝐾(𝑥, 𝑝) це приводить до узагальненого прин-
ципу невизначеностi, подiбного до того, що дiє для
TSR [30].

Наприклад, розглянемо одновимiрну iграшкову
модель: у головному порядку по ~, 𝛼 i 𝛽 можна
використати реалiзацiю (14), отримуючи 2

Δ�̂�Δ𝑝 ≥ ~
2

√︀
1− 𝛼(Δ�̂�)2 − 𝛽(Δ𝑝2). (23)

2 У цьому роздiлi ми явно вводимо ~.

З цього випливає, що

(Δ�̂�) ≥ ~

√︃
1− 𝛽(Δ𝑝)2

~2𝛼+ 4(Δ𝑝)2
,

(Δ𝑝) ≥ ~

√︃
1− 𝛼(Δ�̂�)2

~2𝛽 + 4(Δ�̂�)2
.

(24)

Зрозумiло, що спiввiдношення невизначеностей
сильно залежатимуть вiд знака констант зв’язку.
Наприклад, для 𝛼, 𝛽 > 0 невизначеностi задоволь-
няють умовам 0 ≤ Δ𝑝 ≤ 1/

√
𝛽 i 0 ≤ Δ𝑥 ≤ 1/

√
𝛼,

що очевидно через обмежений дiапазон варiацiї 𝑥
i 𝑝 у цьому випадку. Для 𝛼, 𝛽 < 0 натомiсть ми
отримуємо цiкавi спiввiдношення Δ𝑝 ≥ ~

√︀
|𝛼|/2 i

Δ𝑥 ≥ ~
√︀
|𝛽|/2. Бiльш складний випадок – якщо 𝛼

i 𝛽 мають рiзнi знаки [10].
Можна також розрахувати поправки до динамi-

ки на основi простих моделей завдяки нетривiаль-
нiй симплектичнiй структурi, з можливими засто-
суваннями до астрофiзичних спостережень, знову
ж таки за аналогiєю з результатами [30] для TSR.

Нарештi, бiльш амбiтною метою було б побуду-
вати квантову теорiю поля на основi цього пiдходу.
Iмовiрно, для цього знадобиться знання про зiр-
ковий добуток i, отже, використання розширено-
го фазового простору. У цьому випадку необхiдно
прояснити фiзичну iнтерпретацiю додаткових ко-
ординат.

9. Заключнi зауваження

Ми розглянули основнi властивостi моделi неко-
мутативної геометрiї у викривленому просторi, за-
пропонованої C.Н. Янгом в сорокових роках мину-
лого столiття, i вказали на деякi напрямки розви-
тку подiбних моделей i їх узагальнення, якi спо-
стерiгаються в останнi роки.

Актуальнiсть цих моделей для фiзики полягає
в тому, що вони певним чином об’єднують опис
простору-часу на надзвичайно малих вiдстанях i в
космологiчних масштабах, i що вони можуть бути
пов’язанi з низькоенергетичною границею кванто-
вої ґравiтацiї [13].

Були дослiдженi деякi прикладнi задачi, про-
те багато що потрiбно iще зрозумiти щодо фiзи-
чної iнтерпретацiї та передбачень фiзичних явищ
в рамках цих моделей.
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Переклад на українську мову Ю.А. Куца

S.Mignemi

YANG MODEL REVISITED

A long time ago, C.N. Yang proposed a generalization of the

Snyder model to the case of a curved background spacetime,

based on an algebra isomorphic to 𝑜(1, 5) which includes, as

subalgebras both the Snyder and the de Sitter algebras. His

proposal can, therefore, be interpreted as a model of noncom-

mutative curved spacetime, and could be useful for relating

physics on very small and very large scales. We review this

model and some recent progress concerning its generalizations

and its interpretation in the framework of Hopf algebras. We

also report some possibilities to relate it to more phenomeno-

logical aspects.

Ke yw o r d s: noncommutative geometry, de Sitter spacetime,
Yang model.
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