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НАПIВСИМЕТРИЧНА МЕТРИЧНА ҐРАВIТАЦIЯ 1
УДК 539

У цiй роботi ми вивчаємо геометричне розширення загальної теорiї вiдносностi, яке
базується на зв’язку з особливим типом кручення. Цей зв’язок полягає у тому, що
його тензор кручення повнiстю визначається векторним ступенем вiльностi, i вiн
був вперше введений Фрiдманом i Схоутеном. Ми дослiджуємо його фiзичнi наслiдки,
представляючи три космологiчнi моделi в рамках розглянутого геометричного розши-
рення загальної теорiї вiдносностi, i порiвнюємо прогнози моделей з передбаченнями
Λ𝐶𝐷𝑀-моделi (з холодною темною матерiєю i темною енергiєю), а також даними
спостережень для функцiї Хаббла. Нашi результати показують, що геометрiя, перед-
бачена Фрiдманом, може пояснити данi спостережень для функцiї Хаббла без потреби
в темнiй енергiї.
К люч о в i с л о в а: космологiчнi моделi, напiвсиметрична метрична ґравiтацiя, загальна
теорiя вiдносностi, тензор кручення, функцiя Хаббла.

1. Вступ
Загальна теорiя вiдносностi (ЗТВ) [1] була ду-
же успiшною в поясненнi багатьох спостережува-
них явищ, таких як змiщення перигелiю Меркурiя,
вiдхилення свiтла, ґравiтацiйна затримка сигналу
(ефект Шапiро), ефект Нордтведта, ґравiтацiйнi
хвилi [2, 3]. Однак загальновiдомо, що теорiя сти-
кається як зi спостережуваними, так i з теорети-
чними проблемами, у тому числi такими питан-
нями, як темна матерiя, темна енергiя, проблема
природностi i напруженiсть Хаббла. Тому протя-
гом останнiх кiлькох десятилiть для розв’язання
цих проблем були розробленi рiзноманiтнi розши-
рення ЗТВ, вiдомi як модифiкованi теорiї ґравi-
тацiї. Цi розширення можна розподiлити на три
групи:

1. Модифiкацiї, де змiнено дiю 𝑓(𝑅) = 𝑅.
2. Модифiкацiї зi змiненою геометрiєю.
3. Модифiкацiї, де змiнено як геометрiю, так

i дiю.
У цiй статтi ми вивчаємо розширення загальної

теорiї вiдносностi, у якому ми змiнюємо основний
зв’язок, отже, переходимо до нерiманової геоме-
трiї. У цьому пiходi афiнний зв’язок характеризує-
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C i t a t i o n: Csillag L., Harko T. Semi-symmetric metric gravi-
ty. Ukr. J. Phys. 69, No. 7, 484 (2024). https://doi.org/
10.15407/ujpe69.7.484.

ться трьома величинами: тензором Рiмана, тензо-
ром неметричностi i тензором кручення. Iснує вi-
сiм можливостей, як показано на рис. 1.

Запропоноване нами розширення базується на
особливому типi геометрiї Рiмана–Картана, яку ми
називаємо напiвсиметричною метричною геоме-
трiєю, де неметричнiсть дорiвнює нулю, але кру-
чення ненульове i приймає спецiальну форму. Цю
геометрiю вперше представили Дж. Схоутен i Оле-
ксандр Фрiдман [4], засновник сучасної космологiї,
в 1924 роцi незадовго до його смертi. У фiзичнiй
лiтературi цей зв’язок повсюдно iгнорується, не-
зважаючи на його фiзичну актуальнiсть: Схоутен
зазначив у своїй книзi, що якщо людина рухає-
ться по поверхнi Землi i завжди звернена облич-
чям до певної точки, її змiщення є напiвсиметри-
чним i метричним [5]. З iншого боку, математичнi
властивостi напiвсиметричних метричних зв’язкiв
досконально вивченi [6, 7]. Тому метою цiєї статтi
є дослiдження фiзичних i космологiчних наслiдкiв
геометрiї, передбаченої Фрiдманом.

2. Попереднi геометричнi позначення
У цьому роздiлi ми надаємо попереднi геометри-
чнi спiввiдношення, необхiднi для формулювання

1 Ця робота базується на результатах, якi доповiдалися на
мiжнароднiй конференцiї “XII Bolyai–Gauss–Lobachevsky
(BGL-2024): Non-Euclidean Geometry in Modern Physics
and Mathematics”.
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Рис. 1. Вiсiм можливих класiв геометрiй, якi описуються тензором кручення, тензором
неметричностi i тензором Рiмана

напiвсиметричної метричної ґравiтацiї. Для поча-
тку ми встановимо нашi умовнi позначення i ви-
значимо кручення як

𝑇𝜇
𝜈𝜌 = 2Γ𝜇

[𝜌𝜈]. (1)

Для напiвсиметричного метричного зв’язку, вве-
деного Фрiдманом i Схоутеном, тензор кручення
можна виразити як [4]

𝑇𝜇
𝜈𝜌 = 𝜋𝜌𝛿

𝜇
𝜈 − 𝜋𝜈𝛿

𝜇
𝜌 для деякої форми 𝜋𝜌. (2)

Пiдставляючи цю форму кручення в загальний
розклад

Γ𝜇
𝜈𝜌 = 𝛾𝜇

𝜈𝜌 +
1

2
𝑔𝜆𝜇(−𝑄𝜆𝜈𝜌 +𝑄𝜌𝜆𝜈 +𝑄𝜈𝜌𝜆)−

− 1

2
𝑔𝜆𝜇(𝑇𝜌𝜈𝜆 + 𝑇𝜈𝜌𝜆 − 𝑇𝜆𝜌𝜈), (3)

отримуємо символи Кристофеля
Γ𝜇

𝜈𝜌 = 𝛾𝜇
𝜈𝜌 − 𝜋𝜇𝑔𝜌𝜈 + 𝜋𝜈𝛿

𝜇
𝜌 . (4)

Тензор Рiмана напiвсиметричної метричної зв’я-
зностi

𝑅𝑖𝑒𝑚𝜇
𝜈𝜌𝜎=Γ𝜆

𝜈𝜎Γ
𝜇
𝜆𝜌−Γ𝜆

𝜈𝜌Γ
𝜇
𝜆𝜎+ 𝜕𝜌Γ

𝜇
𝜈𝜎−𝜕𝜎Γ

𝜇
𝜈𝜌

(5)

можна розкласти за допомогою тензора Рiмана
∘

𝑅𝑖𝑒𝑚𝜇
𝜈𝜌𝜎 зв’язку Левi-Чiвiта у виглядi [6]

𝑅𝑖𝑒𝑚𝜇
𝜈𝜌𝜎 =

∘
𝑅𝑖𝑒𝑚𝜇

𝜈𝜌𝜎 − 𝑆𝜎𝜈𝛿
𝜇
𝜌 + 𝑆𝜌𝜈𝛿

𝜇
𝜎 −

− 𝑔𝜎𝜈𝑆𝜌𝜆𝑔
𝜆𝜇 + 𝑔𝜌𝜈𝑆𝜎𝜆𝑔

𝜆𝜇, (6)

де тензор 𝑆𝜈𝜎 визначається як

𝑆𝜈𝜎 =
∘
∇𝜈𝜋𝜎 − 𝜋𝜈𝜋𝜎 +

1

2
𝑔𝜈𝜎𝜋𝜆𝜋

𝜆. (7)

Тензор i скаляр Рiччi можна отримати безпосере-
дньо, i вони мають вигляд

𝑅𝜈𝜎 =
∘
𝑅𝜈𝜎 − 2𝑆𝜎𝜈 − 𝑔𝜈𝜎𝑆𝜆𝛽𝑔

𝜆𝛽 ,

𝑅 =
∘
𝑅− 6𝑆𝛽𝜆𝑔

𝛽𝜆.
(8)

3. Напiвсиметрична метрична ґравiтацiя

У цьому роздiлi ми викладемо теорiю ґравiтацiїї,
побудовану на ранiше введеному напiвсиметрично-
му метричному зв’язку. Перш за все, ми постулює-
мо, що рiвняння ґравiтацiйного поля мають вигляд

𝑅(𝜈𝜎) −
1

2
𝑅𝑔𝜈𝜎 = 8𝜋𝑇𝜈𝜎, (9)

де 𝑅𝜈𝜎 i 𝑅 позначають кривизну Рiччi i скаляр на-
пiвсиметричної метричної зв’язностi, вiдповiдно, а
𝑇𝜈𝜎 позначає тензор енергiї-iмпульсу матерiї. Пiд-
ставляючи формули (8) у (9), отримуємо
∘
𝑅𝜈𝜎−

1

2
𝑔𝜈𝜎

∘
𝑅−𝑆𝜎𝜈−𝑆𝜈𝜎+2𝑔𝜎𝜈𝑆𝜆𝛽𝑔

𝜆𝛽 = 8𝜋𝑇𝜈𝜎. (10)

Щоб отримати повне пост-рiманове розширення
рiвняння Ейнштейна, ми також виражаємо 𝑆 че-
рез 𝜋 за допомогою (7). Пiсля деяких алгебраїчних
перетворень ми легко знаходимо:
∘
𝑅𝜈𝜎 − 1

2
𝑔𝜈𝜎

∘
𝑅−

∘
∇𝜎𝜋𝜈 −

∘
∇𝜈𝜋𝜎 + 2𝜋𝜎𝜋𝜈 +
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+2𝑔𝜎𝜈
∘
∇𝜆𝜋

𝜆 + 𝑔𝜈𝜎𝜋
𝜌𝜋𝜌 = 8𝜋𝑇𝜈𝜎. (11)

Як згадувалося у вступi до цiєї статтi, наша ме-
та – дослiдити космологiчнi наслiдки напiвсиме-
тричного метричного зв’язку. З цiєю метою ми оцi-
нюємо рiвняння поля (11) для iзотропної, однорi-
дної i просторово плоскої метрики Фрiдмана–Ле-
метра–Робертсона–Волкера (FLRW).

𝑑𝑠2 = −𝑑𝑡2 + 𝑎2(𝑡)𝛿𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 . (12)

У ролi матерiї ми розглядаємо iдеальну рiдину, яка
описується тензором енергiї-iмпульсу:

𝑇𝜈𝜎 = 𝜌𝑢𝜈𝑢𝜎 + 𝑝(𝑢𝜈𝑢𝜎 + 𝑔𝜈𝜎). (13)

Ця задача розглядається в супутнiй системi, в якiй
чотири-швидкiсть задається як

𝑢𝜈 = (−1, 0, 0, 0) ⇐⇒ 𝑢𝜈 = (1, 0, 0, 0). (14)

Нарештi, оскiльки це дуже симетричний випадок,
ми вибираємо

𝜋𝜈 = (−𝜔(𝑡), 0, 0, 0) ⇐⇒ 𝜋𝜈 = (𝜔(𝑡), 0, 0, 0). (15)

Iз врахуванням цих припущень, рiвняння Фрiдма-
на набувають вигляду

3𝐻2 = 8𝜋𝜌− 3𝜔2 + 6𝐻𝜔, (16)

2𝐻̇ + 3𝐻2 = −8𝜋𝑝+ 4𝐻𝜔 − 𝜔2 + 2𝜔̇, (17)

де ми позначили 𝐻 = 𝑎̇/𝑎.
Легко бачити, що рiвняння Фрiдмана ЗТВ вiд-

новлюються в границi 𝜔 → 0. Отже, ми тлумачимо
додатковi члени як ефективну темну енергiю гео-
метричного типу

𝜌eff =
1

8𝜋

(︀
6𝐻𝜔 − 3𝜔2

)︀
,

𝑝eff = − 1

8𝜋

(︀
4𝐻𝜔 − 𝜔2 + 2𝜔̇

)︀
.

(18)

Тому ми можемо переписати рiвняння Фрiдмана у
виглядi

3𝐻2 = 8𝜋(𝜌+ 𝜌eff), (19)

2𝐻̇ + 3𝐻2 = −8𝜋(𝑝+ 𝑝eff). (20)

Отже, рiвняння неперервностi набуває вигляду

𝜌̇+ 3𝐻 (𝜌+ 𝑝) + 𝜌̇eff + 3𝐻 (𝜌eff + 𝑝eff) = 0. (21)

Також можна записати в еквiвалентнiй формi

3𝐻 (𝜌+ 𝑝) +
3

8𝜋

[︂
𝑑

𝑑𝑡

(︀
2𝐻𝜔 − 𝜔2

)︀
+

+𝐻
(︀
2𝐻𝜔 − 2𝜔2 − 2𝜔̇

)︀]︂
= 0. (22)

Для спрощення формалiзму, введемо набiр без-
розмiрних змiнних, а саме

𝐻 = 𝐻0ℎ, 𝜏 = 𝐻0𝑡, 𝜔 = 𝐻0Ω,

𝜌 =
3𝐻2

0

8𝜋
𝑟, 𝑝 =

3𝐻2
0

8𝜋
𝑃.

(23)

У цих позначеннях рiвняння Фрiдмана можна пе-
реписати як

ℎ2 = 𝑟 + 𝑟eff , (24)

2
𝑑ℎ

𝑑𝜏
+ 3ℎ2 = −3(𝑃 + 𝑃eff), (25)

де

𝑟eff = 2ℎΩ− Ω2, 𝑃eff = −1

3

(︂
4ℎΩ− Ω2 + 2

𝑑Ω

𝑑𝜏

)︂
,

(26)
𝜌eff = (3𝐻2

0/8𝜋)𝑟eff та 𝑝eff = (3𝐻2
0/8𝜋)𝑃eff .

Для прямого порiвняння зi спостереженнями,
ми також вводимо змiнну червоного зсуву

1+𝑧=1/𝑎, що означає
𝑑

𝑑𝜏
=−(1+𝑧)ℎ(𝑧)

𝑑

𝑑𝑧
. (27)

Рiвняння еволюцiї в представленнi червоного зсу-
ву мають вигляд:

ℎ2(𝑧) = 𝑟(𝑧) + 2ℎ(𝑧)Ω(𝑧)− Ω2(𝑧),

2(1 + 𝑧)ℎ(𝑧)
𝑑ℎ(𝑧)

𝑑𝑧
+ 3ℎ2(𝑧) = −3𝑃 (𝑧)+

+4ℎ(𝑧)Ω(𝑧)− Ω2(𝑧)− 2(1 + 𝑧)ℎ(𝑧)
𝑑Ω

𝑑𝑧
.

(28)

4. Космологiчнi моделi

У цьому роздiлi ми будуємо три космологiчнi моде-
лi, формулюючи рiвняння стану для тиску матерiї
i густини енергiї речовини, а також для ефективно-
го тиску i ефективної густини речовини, вiдповiд-
но. Потiм ми порiвнюємо нашi результати зi стан-
дартною моделлю з холодною темною матерiєю i
Λ-членом (ΛCDM). Далi будемо вважати речови-
ною пил без тиску, тобто покладемо 𝑃 = 0.
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4.1. Аналiтична космологiчна модель

Враховуючи припущення 𝑃 = 0, ми маємо роз-
глянути лише рiвняння стану, якi пов’язують ефе-
ктивнi компоненти. В рамках першої моделi ми
припускаємо, що i ефективний тиск, i ефективна
густина є постiйними, але вони вiдрiзняються. Ма-
тематично це можна сформулювати так:

3𝜔 (2𝐻 − 𝜔) = Λ, 4𝐻𝜔 − 𝜔2 + 2𝜔̇ =
2

3
𝑘Λ, (29)

де 𝑘 i Λ є ненульовими константами, i 𝑘 вважа-
ється додатним. Виключаючи 𝐻 з рiвнянь стану,
ми отримаємо для 𝜔 диференцiйне рiвняння

2𝜔̇ + 𝜔2 + 2(1− 𝑘)
Λ

3
= 0, (30)

яка допускає аналiтичний розв’язок

𝜔(𝑡) =

√︂
2(𝑘 − 1)Λ

3
tanh

[︃√︀
(𝑘 − 1)Λ√

6
(𝑡− 𝑡0)

]︃
, (31)

де 𝑡0 – довiльна стала iнтегрування. Тодi, вико-
ристовуючи цей вираз, для функцiї Хаббла отри-
маємо

𝐻(𝑡) =

√
Λ

2
√︀
6(𝑘 − 1)

tanh

[︃√︀
(𝑘 − 1)Λ (𝑡− 𝑡0)√

6

]︃
×

×

{︃
coth2

[︃√︀
(𝑘 − 1)Λ (𝑡− 𝑡0)√

6

]︃
+ 2(𝑘 − 1)

}︃
. (32)

Густина речовини, отримана з першого рiвняння
Фрiдмана 𝜌 = 3𝐻2 − Λ, має вигляд

8𝜋𝜌(𝑡) =
Λ

8(𝑘 − 1)

{︃
coth

[︃√︂
(𝑘 − 1)Λ

6
(𝑡− 𝑡0)

]︃
−

− 2(𝑘 − 1) tanh

[︃√︂
(𝑘 − 1)Λ

6
(𝑡− 𝑡0)

]︃}︃2
. (33)

Аналогiчним чином можна виразити тиск:

8𝜋𝑝(𝑡) =
Λ

24(𝑘 − 1)

{︃
(4𝑘 − 7)csch2 ×

×

[︃√︂
(𝑘 − 1)Λ

6
(𝑡− 𝑡0)

]︃
+ 4(𝑘 − 1)2sech2 ×

×

[︃√︂
(𝑘 − 1)Λ

6
(𝑡− 𝑡0)

]︃
+ 4𝑘2 − 4𝑘 − 3

}︃
. (34)

Масштабний фактор цiєї космологiчної моделi ви-
значається як
𝑎(𝑡) = 𝑎0 sinh

2(𝑘−1)

[︃√︂
(𝑘 − 1)Λ

6
(𝑡− 𝑡0)

]︃
×

× cosh
√
6

[︃√︂
(𝑘 − 1)Λ

6
(𝑡− 𝑡0)

]︃
. (35)

4.2. Космологiчна модель
з лiнiйним рiвнянням стану
для темної енергiї

Для другої космологiчної моделi ми припускає-
мо, що темнi компоненти задовольняють лiнiйному
рiвнянню стану

𝑃eff(𝑧) = −𝜎(𝑧)𝑟eff(𝑧) + 𝜆, (36)

де 𝜆 є константою, а 𝜎(𝑧) задано параметризацiєю
Шевальє–Полярського–Лiндера

𝜎(𝑧) = 𝜎𝑎 + 𝜎0
𝑧

1 + 𝑧
. (37)

У цьому випадку рiвняння еволюцiї Всесвiту зада-
ються формулою

−2(1 + 𝑧)ℎ(𝑧)
𝑑ℎ(𝑧)

𝑑𝑧
+ 3ℎ2(𝑧) = 3𝜆+

+3𝜎(𝑧)
[︀
2ℎ(𝑧)Ω(𝑧)− Ω2(𝑧)

]︀
, (38)

−2(1 + 𝑧)ℎ(𝑧)
𝑑Ω(𝑧)

𝑑𝑧
= 2 [3𝜎(𝑧)− 2]ℎ(𝑧)Ω(𝑧)+

+ [1− 3𝜎(𝑧)] Ω2(𝑧) + 3𝜆. (39)

Систему рiвнянь (37) i (38) необхiдно розв’язу-
вати чисельно з початковими умовами ℎ(0) = 1 i
Ω(0) = Ω0. Як би там не було, завершальне спiв-
вiдношення визначає початкову умову Ω0, врахо-
вуючи сучасну густину речовини через формулу

Ω0 = 1 +
√︀
𝑟(0). (40)

Далi ми чисельно проiнтегруємо диференцiйнi
рiвняння (37) i (38) та порiвняємо передбачення
теорiї з тим, що дає модель з холодною темною ма-
терiєю i Λ-членом (ΛCMD), в якiй функцiя Хаббла
задана у виглядi

𝐻 = 𝐻0

√︂
Ω𝑚

𝑎3
+ΩΛ = 𝐻0

√︀
Ω𝑚(1 + 𝑧)3 +ΩΛ, (41)

де Ω𝑚 = Ω𝑏+ΩDM, з Ω𝑏 = 𝜌𝑏/𝜌cr, ΩDM = 𝜌DM/𝜌cr i
ΩΛ = Λ/𝜌cr, а 𝜌cr – критична густина Всесвiту. Па-
раметр уповiльнення задається спiввiдношенням

𝑞(𝑧) =
3(1 + 𝑧)3Ω𝑚

2 [ΩΛ + (1 + 𝑧)3Ω𝑚]
− 1. (42)

488 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2024. Т. 69, № 7



Напiвсиметрична метрична ґравiтацiя

Рис. 2. Безрозмiрна функцiя Хаббла як функцiя червоного зсуву 𝑧 (лiва панель) i рiзниця мiж безрозмiрними функцiями
Хаббла в данiй моделi i моделi ΛCMD як функцiя 𝑧 (права панель). Для моделi з лiнiйним рiвнянням стану вибрано
параметри 𝜆 = 0,79, 𝑟(0) = 0,311, 𝜎0 = −0,10 iз рiзними значеннями 𝜎𝑎

Рис. 3. Параметр уповiльнення 𝑞(𝑧) як функцiя червоного зсуву 𝑧 (лiва панель) i вектор кручення параметрами 𝜆 = 0,79,
𝑟(0) = 0,311, 𝜎0 = −0,10 для рiзних значень 𝜎𝑎

Для параметризацiї використано числовi значення
Ω𝑚 = 0,3075, 𝐻0 = 67,1, ΩΛ = 0,6911 [8]. Данi
взято з [9].

Варiацiї функцiї Хаббла i рiзницi мiж функцi-
єю Хаббла даної моделi i функцiєю моделi ΛCMD
зображенi на рис. 2. Можна побачити, що для роз-
глянутого дiапазону параметрiв модель iз лiнiйним
рiвнянням стану може добре вiдтворювати як да-
нi спостережень, так i передбачення стандартної
моделi ΛCMD. Однак при бiльших червоних зсу-
вах 𝑧 > 2 передбачення цiєї моделi вiдрiзняються
вiд того, що дає модель з холодною темною мате-
рiєю i Λ-членом (ΛCMD) i залежать вiд початко-
вих умов.

Варiацiї параметра гальмування 𝑞(𝑧) i вектора
кручення Ω(𝑧) зображено на рис. 3.

Як видно на рис. 3, в iнтервалi 0 < 𝑧 < 0,5, зда-
ється, є невеликi вiдхилення, наша модель перед-

Рис. 4. Поведiнка функцiї 𝑂𝑚(𝑧) для моделi II, для 𝜆 =

= 0,79, 𝑟(0) = 0,311, 𝜎0 = −0,10 i рiзних значень 𝜎𝑎

бачає дещо менший параметр уповiльнення, нiж
стандартна модель ΛCMD. З цього ж рисунка ви-
пливає, що кручення є зростаючою функцiєю чер-
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Рис. 5. Варiацiї безрозмiрної функцiї Хаббла ℎ(𝑧) (лiва панель) i рiзницi 𝛿ℎ(𝑧) (права панель) для полiтропної моделi з
𝐾 = −2 i кiлькома рiзними початковими умовами Ω0

Рис. 6. Параметр уповiльнення 𝑞(𝑧) i вектор кручення Ω(𝑧) як функцiї червоного зсуву 𝑧 у випадку полiтропної моделi
з 𝐾 = −2 для кiлькох рiзних початкових значень Ω(0)

воного зсуву i приймає позитивнi значення в про-
цесi космологiчної еволюцiї. Параметр 𝜎𝑎 дещо
змiнює Ω(𝑧) лише для бiльших значень 𝑧 > 2.

Поведiнка функцiї 𝑂𝑚(𝑧) вiдображена на рис. 4.
Вона суттєво вiдрiзняється вiд того, що дає модель
ΛCMD, вказуючи на можливiсть переходу мiж рi-
зними сценарiями процесу еволюцiї.

4.3. Космологiчна модель
з полiтропним рiвнянням стану
для темної енергiї

Третю космологiчну модель ми будуємо на основi
полiтропного рiвняння стану
𝑃eff = 𝐾𝑟2eff , (43)

де 𝐾 – константа. У цьому випадку космологiчна
еволюцiя Всесвiту описується системою рiвнянь

−2(1 + 𝑧)ℎ(𝑧)
𝑑ℎ(𝑧)

𝑑𝑧
+ 3ℎ2(𝑧)− 4ℎ(𝑧)Ω(𝑧)+

+Ω2(𝑧) + 2(1 + 𝑧)ℎ(𝑧)
𝑑Ω(𝑧)

𝑑𝑧
= 0, (44)

1

3

[︂
4ℎ(𝑧)Ω(𝑧)− Ω2(𝑧)− 2(1 + 𝑧)ℎ(𝑧)

𝑑Ω

𝑑𝑧

]︂
+

+𝐾
[︀
2ℎ(𝑧)Ω(𝑧)− Ω2(𝑧)

]︀2
= 0. (45)

Наведену вище систему необхiдно iнтегрувати з
початковими умовами ℎ(0) = 1 i Ω(0) = Ω0. Пiсля
iнтегрування ми отримуємо густину енергiї речо-
вини iз спiввiдношенням замикання

𝑟(𝑧) = ℎ2(𝑧)− 2ℎ(𝑧)Ω(𝑧) + Ω2(𝑧). (46)

Варiацiї як функцiя червоного зсуву 𝑧 безроз-
мiрної функцiї Хаббла ℎ(𝑧) i рiзницi 𝛿𝐻(𝑧) пред-
ставленi для 𝐾 = −2 i рiзних значень Ω(0) на
рис. 5.

Як видно на рис. 5, полiтропна модель дуже до-
бре описує як данi спостережень функцiї Хаббла,
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Рис. 7. Поведiнка функцiї 𝑂𝑚(𝑧) для полiтропної моделi
з 𝐾 = −2 i рiзними значеннями Ω(0)

Рис. 8. Поведiнка густини речовини 𝑟(𝑧) як функцiї чер-
воного зсуву 𝑧 для полiтропної моделi з 𝐾 = −2 i рiзними
значеннями Ω(0)

так i модель ΛCMD. Однак при червоному зсувi
𝑧 > 1,5 з’являються деякi невеликi вiдхилення вiд
моделi з холодною темною матерiєю i Λ-членом.

Еволюцiю параметра сповiльнення 𝑞(𝑧) i вектора
кручення Ω(𝑧) зображено на рис. 6.

З рис. 6 ми можемо побачити, що невеликi вiдхи-
лення параметра уповiльнення з’являються в дiа-
пазонi червоного зсуву 0 < 𝑧 < 1,5, де наша модель
передбачає трохи меншi значення для уповiльнен-
ня. Для 𝑧 > 1,5 передбачення нашої моделi i моде-
лi ΛCMD в основному збiгаються. Вектор кручен-
ня є спадною функцiєю червоного зсуву i приймає
позитивнi значення на iнтервалi 0 < 𝑧 < 3,5. Ви-
бране початкове значення не впливає на поведiнку
вектора кручення для великих значень червоного
зсуву.

Дiагностична функцiя 𝑂𝑚(𝑧)) полiтропної мо-
делi показана на рис. 7. Вона суттєво вiдрiзняє-

ться вiд функцiї 𝑂𝑚(𝑧) моделi з холодною темною
матерiєю i Λ-членом при менших червоних змiще-
ннях, оскiльки це монотонно зростаюча функцiя
замiсть константи. Однак при великих червоних
зсувах вона асимптотично наближається до стало-
го значення.

Сучасну густину речовини для випадку полiтро-
пної моделi можна побачити на рис. 8. Прогнози
цiєї моделi i моделi ΛCMD в основному збiгаються
до 𝑧 ≃ 1.

5. Пiдсумки i висновки

У цiй статтi ми дослiджували геометричне роз-
ширення загальної теорiї вiдносностi, у тому чи-
слi кручення особливого типу, вперше представле-
не Фрiдманом у 1924 роцi. Ми записали рiвняння
поля Ейнштейна в пост-рiмановому представлен-
нi, пiдкреслюючи ефекти кручення. Щоб показати
фiзичну актуальнiсть доданкiв, пов’язаних iз кру-
ченням, ми розглянули три космологiчнi моделi,
де ефективна темна енергiя i тиск були пов’яза-
нi трьома рiзними рiвняннями стану. Ми показали
на основi якiсних мiркувань, що наша модель зда-
тна вiдтворювати передбачення стандартної моде-
лi ΛCMD i пояснювати данi спостережень без не-
обхiдностi використання темної енергiї.

Тим не менш, важливо зазначити, що наш ана-
лiз має якiсний характер, i для кiлькiсних прогно-
зiв потрiбне детальне порiвняння з бiльшими набо-
рами даних, включно з аналiзом MCMC, щоб зву-
зити похибки для параметрiв моделей.

Подальшi перспективи поточної роботи включа-
ють, але не обмежуються:

1. Дослiдження сферично симетричних роз-
в’язкiв рiвнянь поля у вакуумi або в присутностi
речовини. У напiвсиметричнiй метричнiй ґравiта-
цiї можна дослiджувати або моделi чорних дiр, або
зорянi структури.

2. Знаходження нерелятивiстичної границi для
наших рiвнянь поля, щоб перевiрити, чи може
кручення пояснити кривi обертання галактики,
що зазвичай пояснюють iз залученням темної
матерiї.

Загалом, ми завершуємо роботу iдеєю, що перед-
бачена Фрiдманом геометрiя може бути ймовiрною
альтернативою до стандартної загальної теорiї вiд-
носностi, причому в такому пiдходi темна енергiя
має суто геометричне походження.

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2024. Т. 69, № 7 491



Л. Чiллог, Т. Харко

Робота бiблiотеки Конгресу США, пiдтриму-
ється Товариством талантiв Угорщини i дослi-
дницькою стипендiєю StarUBB.

1. A. Einstein. Die feldgleichungen der gravitation. Sitzungs-
berichte der Königlich Preussischen Akademie der Wi-
ssenschaften zur Berlin, page 844, 1915.

2. C.M. Will. The confrontation between general relativity and
experiment. Living Reviews in Relativity 17, 4 (2014).

3. B.P. Abbott et al. (LIGO Scientific Collaboration and Vi-
rgo Collaboration). Observation of gravitational waves from
a binary black hole merger. Phys. Rev. Lett. 116, 061102
(2016).

4. A. Friedmann, J.A. Schouten. Über die geometrie der
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Переклад на українську мову Ю.А. Куца

L.Csillag, T.Harko

SEMI-SYMMETRIC METRIC GRAVITY

We will study a geometric extension of general relativity, which

is based on a connection with a special type of torsion. This

connection satisfies that its torsion tensor is fully determined

by a vectorial degree of freedom, and it was first introduced by

Friedmann and Schouten. We explore its physical implications

by presenting three cosmological models within the considered

geometric extension of GR, and compare the predictions of

the models with those of ΛCDM and the observational data of

the Hubble function. Our results show that the geometry envi-

sioned by Friedmann could explain the observational data for

the Hubble function without the need of dark energy.

Ke yw o r d s: cosmological models, semi-symmetric metric
gravity, general relativity, torsion tensor, Hubble function.
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