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ПОРУШЕННЯ 𝛾 В ҐРАВIТАЦIЇ БРАНСА–ДIККЕ 1
УДК 539

Розв’язок Бранса класу I у ґравiтацiї Бранса–Дiкке (БД) є основним у вивченнi ґра-
вiтацiйних теорiй за межами загальної теорiї вiдносностi. Вiдкритий у 1961 роцi,
цей розв’язок вiдображає зовнiшнiй вакуум сферичної зiрки Бранса–Дiкке i характе-
ризується двома пiдгоночними параметрами. Дивно, але зв’язок мiж цими параме-
трами i властивостями зiрки не був точно встановлений. В данiй роботi ми запов-
нюємо цю прогалину, виводячи повний зовнiшнiй розв’язок Бранса класу I, виражений
через загальну енергiю i загальний тиск сферично симетричного джерела ґравiтацiї.
Розв’язок дозволяє точно вивести всi постньютонiвськi параметри ґравiтацiї Бранса–
Дiкке для вiддалених областей поля сферичного джерела. Зокрема, для параметра 𝛾 за-
мiсть традицiйного результату 𝛾PPN = 𝜔+1

𝜔+2
ми отримуємо аналiтичний вираз 𝛾exact =

= 𝜔+1+(𝜔+2)Θ
𝜔+2+(𝜔+1)Θ

, де Θ є вiдношенням загального тиску 𝑃 *
‖ + 2𝑃 *

⊥ до повної енергiї 𝐸*, що
мiститься в джерелi маси. Наша непертурбативна формула для 𝛾 дiйсна для всiх на-
пруженостей полiв i типiв матерiї, що входять до складу джерела маси. Отже, спо-
стережуванi обмеження на 𝛾 таким чином встановлюють спiльнi обмеження на 𝜔
i 𝛩, причому останнiй представляє загальну характеристику джерела маси. У бiльш
широкому сенсi наша формула пiдкреслює важливiсть тиску (коли 𝛩 ̸= 0)) у сфери-
чних зiрках Бранса–Дiкке i, можливо, у зiрках в межах iнших модифiкованих теорiй
ґравiтацiї.
К люч о в i с л о в а: ґравiтацiя Бранса–Дiкке, стацiонарний сферично симетричний роз-
в’язок, тензор енергiї-iмпульсу.

1. Вступ
Ґравiтацiя Бранса–Дiкке є другою за вивченiстю
теорiєю ґравiтацiї пiсля загальної теорiї вiдносно-
стi (ЗТВ). Вона являє собою одне з найпростiших
розширень теорiї ґравiтацiї за межами ЗТВ [1]. Во-
на характеризується додатковим динамiчним ска-
лярним полем 𝜑, яке, згiдно з початковим баче-
нням Бранса i Дiкке в 1961 роцi, дiє як оберне-
на змiнна “константа” Ньютона 𝐺. Скалярне поле
має кiнетичний член, який залежить вiд параме-
тра (Бранса–Дiкке) 𝜔 у ґравiтацiйнiй дiї:

𝑆 =
1

16𝜋

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︁
Φℛ− 𝜔

Φ
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇Φ𝜕𝜈Φ

]︁
. (1)

У границi нескiнченного значення для 𝜔, кiнети-
чний член зазвичай називають “замороженим”, що

Цит у в а н н я: Нгуєн Х.К., Шовiно Б. Порушення 𝛾 в ґра-
вiтацiї Бранса–Дiкке. Укр. фiз. журн. 69, № 6, 479 (2024).
C i t a t i o n: Nguyen H.K., Chauvineau B. Violation of 𝛾 in
Brans–Dicke gravity. Ukr. J. Phys. 69, No. 7, 478 (2024).
https://doi.org/10.15407/ujpe69.7.478.

робить Φ всюди постiйною величиною. У цiй гра-
ницi, якщо поле Φ наближається до свого (нену-
льового) постiйного значення зi швидкiстю поряд-
ка 𝒪 (1/𝜔), член 𝜔

Φ𝑔
𝜇𝜈𝜕𝜇Φ𝜕𝜈Φ буде наближатися

до нуля зi швидкiстю порядка 𝒪 (1/𝜔) i, отже, ним
можна нехтувати порiвняно з членом Φℛ, що при-
водить до ефективного вiдновлення класичної дiї
Ейнштейна–Гiльберта 2.

Разом з викладом своєї теорiї [1] Бранс також
визначив чотири класи точних розв’язкiв у стати-

1 Ця робота базується на результатах, якi доповiдалися на
мiжнароднiй конференцiї “XII Bolyai–Gauss–Lobachevsky
(BGL-2024): Non-Euclidean Geometry in Modern Physics
and Mathematics”.

2 Було показано, що для нестацiонарного випадку i/або за
наявностi сингулярностi, швидкiсть збiжностi становить
𝒪

(︀
1/

√
𝜔
)︀
. Однак це питання виходить за рамки даної ро-

боти, оскiльки ми розглянемо тут лише стацiонарний i ре-
гулярний випадок. Для отримання додаткової iнформацiї
ми вiдсилаємо читача до нашої нещодавньої роботи [3], де
ми також оглядали лiтературу про аномалiю 𝒪

(︀
1/

√
𝜔
)︀
.
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чнiй сферично-симетричнiй задачi [2]. Отримання
розв’язкiв Бранса було здiйснено в яному вигля-
дi Броннiковим у 1973 роцi [4]. Проте з чотирьох
класiв фiзично значущим є лише клас I Бранса.
Вiн може вiдновити розв’язок Шварцшильда в йо-
го просторi параметрiв.

Для порiвняння зi спостереженнями або експе-
риментами Бранс вивiв постньютонiвськi (PN) па-
раметри Робертсона (або Едiнгтона–Робертсона–
Шиффа) на основi свого розв’язку класу I:

𝛽PPN = 1, (2)

𝛾PPN =
𝜔 + 1

𝜔 + 2
. (3)

Параметр 𝛾 важливий, оскiльки вiн визначає ве-
личину просторової кривини, створюваної тiлом у
станi спокою, i може бути безпосередньо вимiряний
через детектування вiдхилення свiтла i часову за-
тримку сигналу (ефект Шапiро). Параметризова-
на постньютонiвська (PPN) формула 𝛾 вiдновлює
результат загальної теорiї вiдносностi 𝛾GR = 1, вi-
домий для ЗТВ у границi нескiнченного 𝜔, в якiй
скалярне поле БД стає постiйним всюди. Сучаснi
обмеження, отриманi з використанням спостере-
жень в межах Сонячної системи, для величини 𝜔
означають, що цей параметр перевищує 40,000 [6].

Слiд пiдкреслити, що ”традицiйнi” результати
(2) i (3) були отриманi в припущеннi нульового ти-
ску в джерелi сили тяжiння. Слiд зазначити, що
цi формули також можна вивести безпосередньо з
PPN формалiзму для дiї Бранса–Дiкке, не вдаю-
чись до розв’язку Бранса класу I [5, 7]. Виведення
в рамках PPN спирається на два важливi наближе-
ння: (i) слабке поле i (ii) повiльнi рухи. Стосовно
останнього наближення, часто недооцiнюється те,
що не тiльки зiрки повиннi рухатися повiльно, але
й мiкроскопiчнi компоненти, якi складають зiрки,
також повиннi бути повiльними. Це означає, що
речовина всерединi зiрок повинна мати низький
тиск, що характерно для “ньютонiвських” зiрок.

Мета нашої роботи двояка. По-перше, аналiти-
чна форма для зовнiшнього вакууму мiстить два
параметра, якi потрiбно задавати. Питання ви-
значення їх за функцiями розподiлу енергiї i ти-
ску всерединi джерела маси не було чiтко опи-
сано в лiтературi. Встановлення їхнього зв’язку
iз джерелом маси, як правило, потребує вико-
ристання повного формалiзму рiвнянь Толмена–
Оппенгеймера–Волкова (ТОВ), адаптованих до

ґравiтацiї Бранса–Дiкке [8]. Бiльше того, розв’я-
зування рiвнянь ТОВ, навiть у бiльш простiй тео-
рiї ЗТВ, зазвичай потребує чисельних методiв, за
винятком кiлькох окремих, нереалiстичних випад-
кiв, таких як нестисливi рiдини. Тому, на перший
погляд, отримати конкретнi вирази для цих зале-
жностей може здатися нереальним. Дивно, але, як
ми покажемо в цiй статтi, такий погляд є надто пе-
симiстичним. Виявляється, повний формалiзм рiв-
нянь ТОВ не потрiбен. Натомiсть знадобиться ли-
ше пiдсистема, яка мiстить рiвняння поля i ска-
лярне рiвняння БД. Це пояснюється тим, що для
фiксацiї двох вiльних параметрiв зовнiшнього ва-
кууму потрiбнi лише два рiвняння. Ми представи-
мо строге, але коротке виведення, яке стало досту-
пним лише завдяки нашiй недавнiй публiкацiї [9].

По-друге, повний розв’язок дозволяє отрима-
ти будь-якi постньютоновскi параметри, застосовнi
для далеких областей поля в стацiонарних сфери-
чних зiрках Бранса–Дiкке. Як ми покажемо в цiй
роботi, виведення є непертурбативним i не потре-
бує двох наближень PPN, якi вимагають слабкого
поля та низького тиску, згаданих вище.

Результати, представленi у цiй публiкацiї, були
отриманi пiд час пiдготовки наших двох останнiх
робiт [9, 10]. Для бiльш детального ознайомлення з
концепцiєю i технiчними моментами ми вiдсилаємо
читача до цих робiт.

2. Рiвняння поля
та тензор енергiї-iмпульсу

Добре вiдомо [4], що при вiдображеннi Вейля{︀
𝑔𝜇𝜈 := Φ 𝑔𝜇𝜈 , Φ̃ := lnΦ

}︀
, ґравiтацiйний сектор

дiї БД можна привести до системи Ейнштейна як∫︀
𝑑4𝑥

√
−𝑔

16𝜋

[︁
ℛ̃− (𝜔 + 3/2) ∇̃𝜇Φ̃∇̃𝜇Φ̃

]︁
. Скалярне поле

БД в системi Ейнштейна Φ̃ має кiнетичний член
зi знаком, який визначається як (𝜔 + 3/2). Якщо
не зазначено iнше, ми далi обмежимо наш розгляд
нормальним (“нефантомним”) випадком 𝜔 > −3/2,
де кiнетична енергiя для Φ̃ є позитивною.

Рiвняння поля є такими:

𝑅𝜇𝜈 − 𝜔

Φ2
𝜕𝜇Φ𝜕𝜈Φ− 1

Φ
𝜕𝜇𝜕𝜈Φ+ Γ𝜆

𝜇𝜈𝜕𝜆 lnΦ =

=
8𝜋

Φ

(︂
𝑇𝜇𝜈 − 𝜔 + 1

2𝜔 + 3
𝑇 𝑔𝜇𝜈

)︂
, (4)

𝜕𝜇
(︀√

−𝑔 𝑔𝜇𝜈𝜕𝜈Φ
)︀
=

8𝜋

2𝜔 + 3
𝑇
√
−𝑔. (5)

480 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2024. Т. 69, № 6



Порушення 𝛾 в ґравiтацiї Бранса–Дiкке

В iзотропнiй системi координат, яка є статичною i
сферично симетричною, метрику можна записати
у виглядi:

𝑑𝑠2 = −𝐴(𝑟)𝑑𝑡2 +𝐵(𝑟)
[︀
𝑑𝑟2 + 𝑟2

(︀
𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜙2

)︀]︀
.

(6)

Можна безпосередньо перевiрити з рiвнянь (4)–(6),
що найзагальнiша форма тензора енергiї-iмпульсу
у цьому пiдходi є такою:

𝑇 𝜈
𝜇 = diag

(︀
−𝜖, 𝑝‖, 𝑝⊥, 𝑝⊥

)︀
, (7)

де густина енергiї 𝜖, радiальний тиск 𝑝‖ i тангенцi-
альний тиск 𝑝⊥ є функцiями 𝑟. Зауважте, що тен-
зор енергiї-iмпульсу є анiзотропним, якщо 𝑝‖ ̸= 𝑝⊥.
Його слiд має вигляд:

𝑇 = −𝜖+ 𝑝‖ + 2𝑝⊥. (8)

3. Вакуумний розв’язок
Бранса класу I за межами зiрки

Вiдомо, що скалярна метрика для вакууму є
розв’язком Бранса класу I (який задовольняє рiв-
нянням (5)–(4) для 𝑇𝜇𝜈 = 0) [2]. В iзотропнiй си-
стемi координат (6) розв’язок має вигляд [2]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐴 =

(︂
𝑟 − 𝑘

𝑟 + 𝑘

)︂2
𝜆

,

𝐵 =

(︂
1 +

𝑘

𝑟

)︂4(︂
𝑟 − 𝑘

𝑟 + 𝑘

)︂2−2Λ+1
𝜆

,

Φ =

(︂
𝑟 − 𝑘

𝑟 + 𝑘

)︂Λ
𝜆

для 𝑟 > 𝑟*, (9)

де 𝑟* – радiус зiрки, i

𝜆2 = (Λ + 1)
2 − Λ

(︂
1− Λ

2
𝜔

)︂
. (10)

Оскiльки 𝜆 i Λ пов’язанi за допомогою (10), цей
розв’язок включає два незалежнi параметри, в
якостi яких можна вибрати (𝑘, Λ).

4. Рiвняння поля у внутрiшнiй областi

Для областi 𝑟 6 𝑟*, пiдставляючи метрику (6) i по-
ле БД Φ(𝑟) у рiвняння (5) i 00-компоненту рiвня-
ння (4), i використовуючи тензор енергiї-iмпульсу

в рiвняннi (7), отримаємо для функцiй 𝐴(𝑟), 𝐵(𝑟),
Φ(𝑟) два звичайнi диференцiйнi рiвняння:(︁
𝑟2
√
𝐴𝐵Φ′

)︁
′ =

8𝜋

2𝜔 + 3

[︁
−𝜖+𝑝‖+2𝑝⊥

]︁
𝑟2
√
𝐴𝐵3, (11)(︃

𝑟2Φ

√︂
𝐵

𝐴
𝐴′

)︃
′ =

= 16𝜋
[︁
𝜖+

𝜔 + 1

2𝜔 + 3

(︀
−𝜖+ 𝑝‖ + 2𝑝⊥

)︀]︁
𝑟2
√
𝐴𝐵3. (12)

Перевага цих рiвнянь полягає в тому, що в лiвiй
частинi у них стоять точнi похiднi. Проiнтегруємо
рiвняння (11) i (12) вiд центра зiрки, а саме 𝑟 = 0,
до координати 𝑟 > 𝑟*. Тодi функцiї (𝐴,𝐵,Φ) зада-

нi (9) у 𝑟. Для 𝑟 > 𝑟* члени 𝑟2
√
𝐴𝐵Φ′ i 𝑟2Φ

√︁
𝐵
𝐴𝐴′,

якi входять до лiвих частин (11) i (12), не залежать
вiд 𝑟, оскiльки правi частини цих рiвнянь дорiвню-
ють нулю у зовнiшньому вакуумi. З iншого боку,
вимога регулярностi всерединi зiрки накладає умо-
ву Φ′ (0) = 𝐴′ (0) = 0 (тобто вiдсутнiсть конiчної
сингулярностi) i скiнченнi значення самих полiв.
Розрахунок дає

𝑘Λ

𝜆
=

4𝜋

2𝜔 + 3

𝑟*∫︁
0

𝑑𝑟 𝑟2
√
𝐴𝐵3

[︁
−𝜖+ 𝑝‖ + 2𝑝⊥

]︁
, (13)

та
𝑘

𝜆
=

4𝜋

2𝜔 + 3

𝑟*∫︁
0

𝑑𝑟 𝑟2
√
𝐴𝐵3 ×

×
[︁
(𝜔 + 2)𝜖+ (𝜔 + 1)

(︀
𝑝‖ + 2𝑝⊥

)︀]︁
. (14)

Зауважимо, що 𝑟2
√
𝐴𝐵3 є квадратним коренем

iз визначника метрики з точнiстю до члена sin 𝜃.
(Вiдповiдно, iнтеграли в правих частинах рiв-
нянь (13) i (14) є iнварiантними вiдносно радiаль-
них перетворень координат, оскiльки комбiнацiя
𝑟2
√
𝐴𝐵3 sin 𝜃 еквiвалентна

√
−𝑔.) Тодi ми можемо

визначити iнтеграли енергiї i тискiв:

𝐸* = 4𝜋

𝑟*∫︁
0

𝑑𝑟 𝑟2
√
𝐴𝐵3 𝜖, (15)

𝑃 *
‖ = 4𝜋

𝑟*∫︁
0

𝑑𝑟 𝑟2
√
𝐴𝐵3 𝑝‖, (16)

𝑃 *
⊥ = 4𝜋

𝑟*∫︁
0

𝑑𝑟 𝑟2
√
𝐴𝐵3 𝑝⊥. (17)
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Пiдставляючи в (13) i (14), отримуємо

𝑘

𝜆
= 𝐸*

[︂
𝜔 + 2

2𝜔 + 3
+

𝜔 + 1

2𝜔 + 3
Θ

]︂
, (18)

та
Λ =

Θ− 1

𝜔 + 2 + (𝜔 + 1)Θ
, (19)

де безрозмiрний параметр Θ визначається як

Θ :=
𝑃 *
‖ + 2𝑃 *

⊥

𝐸* . (20)

Разом iз (9) i (10) цi спiввiдношення дають повний
вираз для зовнiшнього простору-часу i скалярно-
го поля сферичної зiрки Бранса–Дiкке. Наскiльки
нам вiдомо, цей спосiб не був чiтко викладений у
лiтературi до наших останнiх робiт [9, 10].

Для iдеальної рiдини 𝑝‖ = 𝑝⊥ ≡ 𝑝, отже 𝑃 *
‖ =

= 𝑃 *
⊥ ≡ 𝑃 . Рiвняння (10), (13) i (14) повнiстю ви-

значають зовнiшнiй розв’язок (9), коли вiдомi iн-
теграли (15)–(17), причому цi iнтеграли фiксую-
ться моделлю внутрiшньої структури зiрки. Це в
явному виглядi визначає рух частинок за межами
зiрки, як у вiддалених, так i в близьких до зiрки
областях.

5. Пост-ньютонiвськi параметри (𝛽, 𝛾, 𝛿)

У вiддалених просторових областях статичну сфе-
рично симетричну метрику в iзотропних коорди-
натах можна розкласти як [7]:

𝑑𝑠2 = −
(︂
1− 2

𝑀

𝑟
+ 2𝛽

𝑀2

𝑟2
+ ...

)︂
𝑑𝑡2+

+

(︂
1 + 2𝛾

𝑀

𝑟
+

3

2
𝛿
𝑀2

𝑟2
+ ...

)︂(︀
𝑑𝑟2 + 𝑟2𝑑Ω2

)︀
, (21)

де 𝛽 i 𝛾 є параметрами Робертсона (або Едiнгтона–
Робертсона–Шиффа), тодi як 𝛿 є пост-ньютонiвсь-
ким параметром другого порядку (як для свiтла,
так i для планетарних рухiв). Можна безпосере-
дньо перевiрити, що метрика Шварцшильда дає:

𝛽 Schwd = 𝛾 Schwd = 𝛿 Schwd = 1. (22)

Метрику у (6) можна переписати у формi таких
розкладiв:

𝑑𝑠2 = −
(︂
1− 4

𝜆

𝑘

𝜌
+

8

𝜆2

𝑘2

𝑟2
+ ...

)︂
𝑑𝑡2 +

+

(︂
1 +

4

𝜆
(1 + Λ)

𝑘

𝑟
+

2

𝜆2
(4(1 + Λ)2 − 𝜆2)

𝑘2

𝑟2
+ ...

)︂
×

×
(︀
𝑑𝑟2 + 𝑟2𝑑Ω2

)︀
. (23)

Порiвнюючи рiвняння (21) iз рiвнянням (23) i по-
кладаючи

𝑀 = 2
𝑘

𝜆
, (24)

ми отримаємо

𝛽 exact = 1, (25)
𝛾 exact = 1 + Λ, (26)

𝛿 exact =
1

3

(︀
4(1 + Λ)2 − 𝜆2

)︀
, (27)

де ми використали iндекс “exact” (“точний”) для
пiдкреслення результату. Звернiть увагу, що Λ без-
посередньо вимiрює вiдхилення параметра 𝛾 вiд
одиницi (𝛾GR = 1 для ЗТВ). З рiвняння (19) ви-
пливає, що Λ залежить як вiд 𝜔, так i вiд Θ. На-
рештi, ми приходимо до

𝛾 exact =
𝜔 + 1 + (𝜔 + 2)𝛩

𝜔 + 2 + (𝜔 + 1)𝛩
, (28)

що також можна для зручностi переписати як

𝛾exact =
𝛾PPN +Θ

1 + 𝛾PPN Θ
, (29)

якщо згадати, що 𝛾PPN = 𝜔+1
𝜔+2 . Наскiльки нам вi-

домо, замкнутий вираз (28) для 𝛾 був вiдсутнiй у
лiтературi до наших останнiх робiт [9, 10].

Щодо 𝛿:

𝛿exact =
1

[𝜔 + 2 + (𝜔 + 1)Θ]
2

[︂(︂
𝜔2 +

3

2
𝜔 +

1

3

)︂
+

+

(︂
2𝜔2 +

19

3
𝜔 +

13

3

)︂
Θ+

(︂
𝜔2 +

25

6
𝜔 +

13

3

)︂
Θ2

]︂
. (30)

На рисунку показано контурнi графiки 𝛾exact i
𝛿exact як функцiї 𝛾PPN (тобто 𝜔+1

𝜔+2 ) i Θ. Крiм то-
го, за допомогою рiвнянь (18) i (20), рiвняння (24)
дає активну ґравiтацiйну масу

𝑀 =
2𝜔 + 4

2𝜔 + 3
𝐸* +

2𝜔 + 2

2𝜔 + 3

(︁
𝑃 *
‖ + 2𝑃 *

⊥

)︁
, (31)

де очевидним є внесок тиску в активну ґравiтацiй-
ну масу [11, 12].
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6. Виродження при надвисокому тиску
Для Θ → 1− як 𝛾, так i 𝛿 прямують до 1, їхнiх зна-
чень у випадку ЗТВ. Взагалi кажучи, для Θ → 1−,
оскiльки Λ → 0 i 𝜆 → 1 незалежно вiд 𝜔 (за умови,
що 𝜔 ∈ (−3/2,+∞)), значення 𝑘 наближається до

𝑘 → 𝜔 + 2

2𝜔 + 3
𝐸* +

𝜔 + 1

2𝜔 + 3

(︁
𝑃 *
‖ + 2𝑃 *

⊥

)︁
. (32)

Таким чином, 𝜔-залежнiсть вмiщується у 𝑘, i
розв’язок класу I Бранса вироджується у розв’я-
зок Шварцшильда:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝐴 =

(︂
𝑟 − 𝑘

𝑟 + 𝑘

)︂2
,

𝐵 =

(︂
1 +

𝑘

𝑟

)︂4
,

Φ = 1

для 𝑟 > 𝑟*. (33)

Тому ультрарелятивiстичнi зiрки Бранса–Дiкке
неможливо вiдрiзнити вiд їхнiх аналогiв у ЗТВ,
коли це стосується їх зовнiшнього вакууму. Цей
факт можна пояснити наступним спостереженням:
для ультрарелятивiстичної матерiї слiд тензора
енергiї-iмпульса зникає вiдповiдно до рiвняння (8).
Тодi скалярне рiвняння (5) всюди спрощується до
�Φ = 0. У поєднаннi з умовою регулярностi в
центрi зiрки це забезпечує постiйнiсть Φ у всьо-
му просторi-часi, який тепер описується розв’яз-
ком Шварцшильда. Отже, скалярний ступiнь вiль-
ностi в ґравiтацiї БД подавляється в ультрареля-
тивiстичнiй границi. Це може бути пiдказкою про
iнтригуючу можливiсть повного вiдновлення тео-
реми Бiркгофа в цiй границi.

7. Обговорення

Формули (28) i (30) є основним результатом цiєї
роботи:

∙ Непертурбативний пiдхiд : нашi викладки є
непертурбативними за своєю природою. Наш пiд-
хiд використовує iнтегрованiсть 00-компоненти
рiвняння поля (4) разом iз рiвнянням скалярного
поля (5).

∙ Економнiсть пiдходу : наш висновок спирає-
ться виключно на скалярне рiвняння поля i 00-
компоненту рiвняння поля, без потреби дослiджу-
вати повний набiр рiвнянь, зокрема 11- та 22-
компонентну систему рiвнянь поля 3. Додатковими

3 Зауважте, що встановлення функцiональної форми
розв’язку Бранса класу I все ж потребує повного набо-
ру рiвнянь

Контурнi графiки 𝛾 exact (верхня панель) i 𝛿 exact (нижня
панель) в залежностi вiд 𝛩 i 𝜔+1

𝜔+2
для дiапазону 𝛩 ∈ [0, 1]

i 𝜔 ∈ (−3/2,+∞), останнiй вiдповiдає 𝜔+1
𝜔+2

∈ (−1, 1). Вимi-
ряне 𝛾 exact ≈ 1 може означати 𝜔+1

𝜔+2
≈ 1 (тобто 𝜔 ≫ 1) або

𝛩 ≈ 1 (тобто ультрарелятивiстична матерiя). Контури роз-
ташованi на однаковiй вiдстанi з кроком 0,01. Для заданого
контуру у верхнiй панелi вiдповiдне значення 𝛾 exact можна
прочитати на осi абсцис, де контур її перетинає. Вимiрюю-
чи як 𝛾, так i 𝛿, можна визначити значення 𝜔 i Θ

фiзичними припущеннями є регулярнiсть у центрi
зiрки та iснування поверхнi зiрки, що роздiляє вну-
трiшню i зовнiшню областi.

∙ Унiверсальнiсть результатiв: остаточнi фор-
мули (28) i (30) справедливi для всiх напружено-
стей полiв i всiх типiв матерiї (наприклад, конве-
ктивної або неконвективної). Ми не припускаємо,
що матерiя, з якої складаються зiрки, є iдеальною
рiдиною або є iзоентропiйним середовищем.

∙ Характеристики вищої похiдної : на вiдмiну
вiд однопараметричної метрики Шварцшильда,
розв’язок Бранса класу I залежить вiд двох па-
раметрiв, тобто розв’язок визначається не лише
своєю ґравiтацiйною масою, а й скалярною масою
на додачу до ґравiтацiйної [4]. Зовнiшнiй вакуум
БД має вiдображати внутрiшню структуру i склад
зiрки. Це очiкування пiдтверджується в рiвняннях
(28) i (30), пiдкреслюючи роль параметра Θ.
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∙ Роль тиску : на рисунку показано контурнi
графiки 𝛾 exact i 𝛿 exact як функцiї 𝜔+1

𝜔+2 i Θ. Є три
цiкавих спостереження:

– Ультра-релятивiстична границя 𝛩 ≃ 1− озна-
чає 𝛾 exact ≃ 1, незалежно вiд 𝜔.

– Для ньютонiвських зiрок, тобто зiрок iз низь-
ким тиском (𝛩 ≈ 0), результат PPN є хорошим
наближенням незалежно вiд напруженостi поля.

– Спiльне вимiрювання 𝛾 i 𝛿, в принципi, може
дозволити визначити 𝜔 i Θ. Однак через нелiнiйнi
зв’язки в (28) i (30) для заданої пари {𝛾, 𝛿} можуть
iснувати кiлька розв’язкiв для {𝜔, Θ}. Вимiрюва-
ння третього параметра PN (крiм 𝛽) в принципi
може вирiшити цю проблему.

8. Висновок

Ми отримали точнi аналiтичнi формули (28) i (30)
для пост-ньютонiвських параметрiв 𝛾 i 𝛿 для сфе-
ричних джерел маси в БД. Висновки ґрунтую-
ться на iнтегровностi 00-компоненти рiвняння по-
ля, що робить його незбуреним i застосовним для
будь-якої напруженостi поля i типу речовини, з
якої складається джерело. Традицiйний результат
PPN для ґравiтацiї БД, 𝛾PPN = 𝜔+1

𝜔+2 , не залежить
вiд фiзичних характеристик джерела маси. У свi-
тлi наших точних результатiв 𝛾PPN слiд розгляда-
ти як наближення для зiрок у змiненiй ґравiта-
цiї в умовах низького тиску. Нашi висновки ви-
являють обмеження формалiзму PPN, особливо
в сценарiях, що характеризуються високим зоря-
ним тиском. Розумно очiкувати, що роль тиску
може поширюватися на iншi модифiкованi теорiї
ґравiтацiї.
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Переклад на українську мову Ю.А. Куца

H.K.Nguyen, B.Chauvineau

VIOLATION OF 𝛾 IN BRANS–DICKE GRAVITY

The Brans Class I solution in Brans–Dicke gravity is a staple in

the study of gravitational theories beyond General Relativity.

Discovered in 1961, it describes the exterior vacuum of a spheri-

cal Brans–Dicke star and is characterized by two adjustable pa-

rameters. Surprisingly, the relationship between these param-

eters and the properties of the star has not been rigorously

established. In this article, we bridge this gap by deriving the

complete exterior solution of Brans Class I, expressed in terms

of the total energy and total pressure of the spherisymmetric

gravity source. The solution allows for the exact derivation of

all post-Newtonian parameters in Brans–Dicke gravity for far

field regions of a spherical source. Particularly for the 𝛾 pa-

rameter, instead of the conventional result 𝛾PPN = 𝜔+1
𝜔+2

, we

obtain the analytic expression 𝛾exact =
𝜔+1+(𝜔+2)Θ
𝜔+2+(𝜔+1)Θ

, where

Θ is the ratio of the total pressure 𝑃 *
‖ + 2𝑃 *

⊥ and total energy

𝐸* contained within the mass source. Our non-perturbative

𝛾 formula is valid for all field strengths and types of matter

comprising the mass source. Consequently, observational con-

straints on 𝛾 thus set joint bounds on 𝜔 and 𝛩, with the latter

representing a global characteristic of the mass source. More

broadly, our formula highlights the importance of pressure

(when 𝛩 ̸= 0) in spherical Brans–Dicke stars, and potentially

in stars within other modified theories of gravitation.

Ke yw o r d s: Brans–Dicke gravity, static spherically symmet-
ric solution, energy-momentum tensor.
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