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ДО ТЕОРIЇ ЛЕМБIВСЬКОГО ЗСУВУ
В РЕЛЯТИВIСТСЬКОМУ АТОМI ВОДНЮУДК 530.1, 538.9

Радiацiйнi поправки, якi усувають випадкове виродження в спектрi релятивiстсько-
го атома водню i приводять до модифiкацiї закону Кулона, розраховуються в рамках
нового пiдходу, заснованого на точному розв’язку рiвняння Дiрака з потенцiалом Ку-
лона. З урахуванням цих поправок отримано енергетичний спектр атома водню та
розраховано лембiвський зсув для найнижчих енергетичних станiв.
К люч о в i с л о в а: рiвняння Дiрака, релятивiстський атом водню, спiнорний iнварiант,
радiацiйна поправка, модифiкацiя закону Кулона, зсув Лемба.

1. Вступ

Найбiльш адекватний i повний опис електронних
станiв у полi ядра забезпечує рiвняння Дiрака
(РД) з потенцiалом Кулона [1,2]. Суттєвим наслiд-
ком релятивiстського РД є природна поява спiна
електрона. Було показано, що iснує тонка стру-
ктура розщеплення водневоподiбних енергетичних
рiвнiв, яка виникає внаслiдок спiн-орбiтальної вза-
ємодiї. Остання усуває орбiтальну виродженiсть у
нерелятивiстському розглядi проблеми в рамках
рiвняння Шредiнгера. Але виявляється, що вона
усуває виродження не повнiстю. Наприклад, згi-
дно з РД, 2𝑆1/2 та 2𝑃1/2 стани мають однакову
енергiю. Це так зване випадкове виродження ви-
никає внаслiдок специфiчних особливостей куло-
нiвського потенцiалу та пояснюється iснуванням
кiлькох cпiнорних iнварiантiв, а саме, iнварiантiв
Дiрака, Джонсона-Лiпмана, та Брижик–Єремка–
Локтєва [3], комутатори яких ненульовi.

У 1947 роцi В. Лемб повiдомив про несподiвану
особливiсть у тонкiй структурi атомарного водню:
роздiлення рiвнiв 2𝑆1/2 i 2𝑃1/2, яке вiдоме нинi
як зсув Лемба. Це вказує на те, що закон Куло-
на не виконується на вiдстанях малих масштабiв.
Це вiдкриття стало поштовхом для сучасного роз-
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витку квантової електродинамiки (КЕД). Поясне-
ння зсуву Лемба, а також аномального електрон-
ного 𝑔-фактора, є iсторично основними досягнен-
нями КЕД.

У рамках коварiантного формалiзму КЕД, за-
снованого на збуреному розширеннi 𝑆-матрицi,
електрон дослiджується з урахуванням впливу на
нього двох полiв, одним з яких є поле власного
випромiнювання (електрон-фотонної взаємодiї), а
другим – зовнiшнє електромагнiтне поле. Перша
взаємодiя призводить до появи радiацiйних попра-
вок (radiative corrections, RCs) до взаємодiї еле-
ктрона iз зовнiшнiм полем, тодi як зовнiшнiй цен-
тральний потенцiал призводить до появи зв’яза-
них електронних станiв з дискретними енергiями,
на якi впливають RC. Було показано, що коварiан-
тний формалiзм може бути, в принципi, узагаль-
нений i на зв’язанi стани, хоча обчислення дiаграм
Фейнмана вищого порядку є дуже громiздким. За-
звичай теорiя збурень використовується з описом
зв’язаних станiв розв’язками рiвняння Шредiнге-
ра. Обчислення зсуву Лемба в рамках такої схе-
ми описано в багатьох пiдручниках з КЕД (напри-
клад, [4]), а також в оглядах. Тим не менш, ва-
жливо, що саме РД забезпечує правильний пере-
хiд до нерелятивiстської границi. З урахуванням
повного набору iнварiантiв РД, повний набiр реля-
тивiстських поправок у рiвняннi Шредiнгера було
розраховано в роботах [5, 6]. Таким чином, варто
обчислити зсув Лемба з урахуванням цих фактiв.

У цiй статтi ми обчислюємо лембiвський зсув у
рамках традицiйного в квантовiй механiцi гамiль-
тонiвського опису, застосованого до РД. Розв’язу-
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ючи саме РД з потенцiалом Кулона, ми отриму-
ємо релятивiстський гамiльтонiан атома водню з
урахуванням усiх вiдомих RC, якi розраховуються
за допомогою точного розв’язку РД. Фактори, що
знижують симетрiю i виключають додатковi iнва-
рiанти з множини iнтегралiв руху, знiмають енер-
гетичне виродження. Одним iз таких факторiв є
вiдхилення електричного поля, що дiє на електрон
в атомi, вiд закону Кулона. RC, що зумовленi вза-
ємодiєю електрона iз зовнiшнiми полями, пiдсумо-
ванi в наступному роздiлi.

2. Радiацiйнi поправки
до кулонiвського потенцiалу

RC розглядалися в пiдручнику Боголюбова i Шир-
кова [7] (див. також [8]). До RC вiдноситься пе-
ренормування фотонного i спiнорного (електрон-
позитронного) полiв за рахунок взаємодiї мiж ни-
ми, а також поляризацiя вакууму електричним по-
лем зовнiшнього заряду. Якщо бути бiльш точним,
RC по сутi виникає з таких основних факторiв:

∙ створення та знищення вiртуальних електрон-
позитронних пар при поширеннi фотона, якi мо-
жуть бути врахованi пропагатором фотонної по-
ляризацiї (photon polarization, PP);

∙ народження та анiгiляцiя вiртуальних фотонiв
електроном, що дає внесок у власну енергiю (self-
energy, SE) електрона;

∙ залежнiсть енергiї вакууму вiд зовнiшнiх по-
стiйних магнiтного та електричного полiв, що при-
зводить до електричної та магнiтної поляризацiї
вакууму (наприклад, електричним полем точково-
го заряду).

Щоб обчислити зсув Лемба, розглянемо нижче
явнi вирази для цих RC.

2.1. Ефективний КЕД
потенцiал вiд поляризацiї фотонiв

Внесок, пов’язаний з ефектом PP, може бути ви-
дiлений пiсля використання деяких методiв у 𝑆-
матричному формалiзмi КЕД. У випадку точково-
го заряду 𝑍𝑒 (наприклад, заряд ядра з 𝑍 протона-
ми), електричне поле визначається кулонiвським
скалярним потенцiалом 𝜙C(𝑟). З урахуванням по-
ляризацiйних RC, це поле змiнюється на “ефектив-
не поле” [8–10]

𝜙(eff) = 𝜙C +
1

4𝜋
𝒫𝒟𝜙C, (1)

де 𝒫 – оператор РР, а 𝒟 – пропагатор фотона, який
можна взяти в нульовому наближеннi. Другий до-
данок у цьому виразi, (1/ (4𝜋))𝒫𝒟𝜙C ≡ 𝛿𝜙PP, є
вiдповiдною поправкою PP до кулонiвського по-
тенцiалу. У координатному просторi для атома во-
дню (𝑍 = 1), який ми розглянемо нижче, вiн має
вигляд [8, 9]

𝛿𝜙PP(𝑟) =
2𝛼

3𝜋

𝑒

𝑟

∞∫︁
1

𝑒−
2𝑚𝑐𝑟

~ 𝜁

(︂
1 +

1

2𝜁2

)︂ √︀
𝜁2 − 1

𝜁2
𝑑𝜁, (2)

де 𝑒 > 0 – елементарний заряд (вiдповiдно, заряд
електрона дорiвнює −𝑒), а 𝛼 = 𝑒2/ (~𝑐) ≈ 1/137 –
стала тонкої структури Зоммерфельда. Потенцi-
ал (2) названий на честь Улiнга (E.A. Uehling),
який першим розрахував його в 1935 роцi для то-
чкового заряду [11]. Для двох граничних випадкiв
цю поправку можна представити як [8, 9] (див. та-
кож [12])

𝛿𝜙PP(𝑟) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2𝛼

3𝜋

(︂
ln

𝜆C

𝑟
− 𝐶 − 5

6

)︂
𝑒

𝑟
(𝑟 ≪ 𝜆C),

𝛼

4
√
𝜋
𝑒−2𝑟/𝜆C

(︂
𝜆C

𝑟

)︂3/2
𝑒

𝑟
(𝑟 ≫ 𝜆C).

(3)

Тут 𝜆𝑐 = ℎ/ (𝑚𝑐) – це комптонiвська довжина хви-
лi, яка вiдiграє роль характерної довжини для про-
сторової поведiнки поправок PP, яка експоненцi-
ально зменшується при 𝑟 > 𝜆𝑐.

2.2. Ефективний КЕД
потенцiал вiд власної енергiї електрона

У КЕД, взаємодiя вiльного електрона iз зов-
нiшнiм джерелом потенцiалу описується членом
−𝑒𝛾𝜇𝐴

(𝑒)
𝜇 (𝑞), де 𝑞 = 𝑝2 − 𝑝1 – обмiн чотири-

iмпульсом. Вiн мiстить множник −𝑒𝛾𝜇, пов’язаний
з кожною точкою простору–часу (вершиною), де
𝛾𝜇 (𝜇 = 0, 1, 2, 3) є матрицi Дiрака. Вiдповiдне роз-
кладання 𝑆-матрицi можна комбiнувати за допо-
могою пiдстановки

𝛾𝜇 → Γ𝜇 = 𝛾𝜇 + Λ𝜇
𝑅(𝑝1, 𝑝2).

Тут

Λ𝜇
𝑅(𝑞) = 𝛾𝜇𝐹1(𝑞

2) + 𝑖
𝜎𝜇𝜈𝑞𝜈
2𝑚𝑐

𝐹2(𝑞
2), (4)

де

𝜎𝜇𝜈 =
1

2
[𝛾𝜇, 𝛾𝜈 ],
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є регуляризованою (фiзичною) функцiєю вершин-
ної корекцiї [8], яка вносить поправку вiд вла-
сної енергiї випромiнювання в ефективну взаємо-
дiю електрона iз зовнiшнiм полем, −𝑒Γ𝜇𝐴

(ext)
𝜇 (𝑞).

У формулi (4), функцiї 𝐹1 i 𝐹2 вiдомi як електри-
чнi та магнiтнi формфактори, вiдповiдно.

Використовуючи той факт, що ефективна взає-
модiя знаходиться мiж операторами поля вiльно-
го електрона (на масовiй оболонцi) 𝑢̄𝑝1

i 𝑢𝑝2
, поле

зовнiшнього точкового заряду 𝐴
(ext)
0 = 𝜙C генерує

потенцiал корекцiї вершин 𝛿𝑉SE(q) = −𝑒𝛿𝜙SE(q) у
формi
𝛿𝜙SE(q) = Λ0

𝑅(q)𝜙C(q) =
4𝜋𝑒

q2
Λ0
𝑅(q),

що є сумою електричних i магнiтних поправок до
потенцiалу Кулона, 𝛿𝜙SE(r) = 𝛿𝜙elec(r) + 𝛿𝜙mag(r),
що вiдповiдає вiдповiдним формфакторам.

Оскiльки вершинна функцiя залежить лише вiд
переданого iмпульсу q, вона дозволяє зручно отри-
мати локальний потенцiал у реальному просторi.
У координатному просторi електричний формфа-
ктор дає корекцiю до скалярного потенцiалу

𝛿𝜙elec (𝑟) = − 𝑒𝑒𝛼

2𝜋𝑟

∞∫︁
1

𝑑𝜁 𝑒
− 2𝜁𝑟

𝜆C ×

×
−3𝜁2 + 2 +

(︀
2𝜁2 − 1

)︀
ln 42𝑚2

𝜆2

(︀
𝜁2 − 1

)︀
𝜁2
√︀

𝜁2 − 1
. (5)

Магнiтний формфактор призводить до корекцiї
у формi
𝛿𝜙mag (r) =

𝑒𝛼𝜆C

4𝜋

𝑑𝜑 (𝑟)

𝑑𝑟
Γ̂ · er, (6)

де

𝜑 (𝑟) =
1

𝑟

⎛⎝1− ∞∫︁
1

𝑒−2𝑟𝜁/𝜆C
𝑑𝜁

𝜁2
√︀
𝜁2 − 1

⎞⎠, (7)

Γ̂ =
(︁
0 −𝑖𝜎̂
𝑖𝜎̂ 0

)︁
, er =

r

𝑟
,

𝜎̂r = 𝜎̂ · er, а 𝜎̂𝑗 (𝑗 = 𝑥, 𝑦, 𝑧) – це матрицi Паулi,

𝜎̂𝑥 =
(︁
0 1
1 0

)︁
, 𝜎̂𝑦 =

(︁
0 −𝑖
𝑖 0

)︁
, 𝜎̂𝑧 =

(︁
1 0
0 −1

)︁
. (8)

Цi ефективнi потенцiали власної енергiї були впер-
ше отриманi для точкового ядра (потенцiал Куло-
на) [13, 14].

Як випливає з рiвнянь (6) та (7), подiбно до по-
правок PP, комптонiвська довжина хвилi 𝜆C тут
також вiдiграє роль показника просторового зга-
сання RC.

2.3. Ефективний КЕД
потенцiал вiд поляризацiї вакууму

Квантування електроно-позитронного поля при-
зводить до появи нескiнченної константи 𝐸vac =

= −
∑︀

p,𝜎 𝐸
(−)
p , де значення −𝐸

(−)
p є вiд’ємними

власними значеннями РД. Ця константа iнтерпре-
тується як енергiя вакууму, вiд якої вiдраховую-
ться енергiї збуджень спiнорного поля. За наяв-
ностi постiйного електромагнiтного поля, енергiї
𝐸

(−)
p змiщуються, що призводить до залежностi

властивостей простору вiд поля та змiнює рiвня-
ння електромагнiтного поля у вакуумi. Це пере-
творює лiнiйнi рiвняння Максвелла в нелiнiйнi та
призводить до появи спостережуваних ефектiв, та-
ких як розсiювання свiтла свiтлом або зовнiшнiм
полем. В. Гейзенберг i Г. Ейлер [15] були перши-
ми, хто дослiдив це явище в рамках формалiзму
густини Лагранжа (див. також [16]). В результатi,
рiвняння Максвелла у вакуумi набувають вигляду
макроскопiчних рiвнянь для поля в матерiальному
середовищi,

∇ · ℰ = −1

𝑐

𝜕ℬ
𝜕𝑡

, ∇ ·ℬ = 0,

∇ · (ℬ − 4𝜋ℳ) =
𝜕

𝜕𝑡
(ℰ + 4𝜋𝒫) ,

∇ · (ℰ + 4𝜋𝒫) = 0,

(9)

де

𝒫 =
𝜕Δ𝐿

𝜕ℰ , ℳ =
𝜕Δ𝐿

𝜕ℬ
є векторами електричної та магнiтної, вiдповiдно,
поляризацiї вакууму [8, 9]. Тут Δ𝐿 – змiнна фун-
кцiонала Лагранжа, яка враховує енергiю вакуу-
му. У випадку ℬ = 0, вектор 𝒫 задається такими
виразами:

𝒫 =
𝜕Δ𝐿

𝜕ℰ =
~3𝛼2

90𝜋2𝑚4𝑐5
ℰ2ℰ.

Для центрального симетричного поля маємо
ℰ = ℰ(𝑟) er (er = r/𝑟), i з рiвняння Максвелла
∇ · (ℰ + 4𝜋𝒫) = 0 випливає, що

ℰ +
2~3𝛼2

45𝜋𝑚4𝑐5
ℰ3 =

𝑒

𝑟2
. (10)

Константа iнтегрування 𝑒 у виразi (10) визначає-
ться з умови, що при 𝛼 → 0 поле має збiгатися з ку-
лонiвським полем елементарного заряду 𝑒. Для ви-
падку заряду ядра 𝑍𝑒, задачу легко узагальнити.
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Припускаючи те, що поле точкового заряду ма-
ло вiдрiзняється вiд закону Кулона ℰ0(𝑟) = 𝑒/𝑟2

через малiсть коефiцiєнта 𝛼, ми можемо шукати
наближений розв’язок нелiнiйного рiвняння (10) у
виглядi розкладу ℰ = ℰ0+𝛼2ℰ1+ ... . Для поправки
першого порядку електричного поля отримуємо

ℰ1 = − 2~3

45𝜋𝑚4𝑐5
𝑒3

𝑟6

(︂
1 +

2~3𝛼2

15𝜋𝑚4𝑐5
𝑒2

𝑟4

)︂−1

.

Корисно ввести константу

𝑟0 =

(︂
2𝛼3

15𝜋

)︂1/4
𝜆C ≪ 𝜆C, (11)

яка має розмiрнiсть довжини. Тодi електричне по-
ле в першому порядку задається виразом

ℰ(𝑟) = 𝑒

𝑟2
+Δℰvac(𝑟), (12)

де
Δℰvac(𝑟) = −𝑒

3

𝑟40
𝑟2 (𝑟4 + 𝑟40)

. (13)

Для даного електричного поля скалярний потен-
цiал визначається iнтегруванням рiвностi 𝑑𝜙/𝑑𝑟 =
= −ℰ(𝑟) = − (ℰ0(𝑟) + Δℰvac(𝑟)); отже,

𝜙(𝑟) = 𝜙0(𝑟) + Δ𝜙vac(𝑟), 𝜙0(𝑟) =
𝑒

𝑟
,

𝑑(𝛿𝜙vac(𝑟))

𝑑𝑟
=

𝑒

3

𝑟40
𝑟2 (𝑟4 + 𝑟40)

.

Iнтегруючи це рiвняння, ми отримуємо поправку
на поляризацiю вакууму 𝛿𝜙vac(𝑟) до скалярного
потенцiалу точкового заряду,

𝛿𝜙vac(𝑟) = −𝑒

3

(︂
1

𝑟
+ 𝐹 (𝑟)− 𝜋

2
√
2𝑟0

)︂
, (14)

де

𝐹 (𝑟) =

∫︁
𝑟2𝑑𝑟

𝑟4 + 𝑟40
=

1

2
√
2𝑟0

[︃
1

2
ln

𝑟2 −
√
2𝑟0𝑟 + 𝑟20

𝑟2 +
√
2𝑟0𝑟 + 𝑟20

+

+arctan

(︃√
2𝑟

𝑟0
− 1

)︃
+ arctan

(︃√
2𝑟

𝑟0
+ 1

)︃]︃
. (15)

Тут константа iнтегрування 𝐶 = −𝜋/
(︀
2
√
2𝑟0
)︀

ви-
значається з граничної умови 𝛿𝜙vac(𝑟) = 0 при
𝑟 → ∞.

З цього наближення випливає, що перший поря-
док RC 𝛿𝜙vac(𝑟) при 𝑟 ≫ 𝑟0 зменшується за степе-
невим законом ∼ 1/𝑟5 (пор. рiвняння (3) i (7), де
поведiнка експоненцiальна).

Зауважимо також, що значення 𝒫 i ℳ стають
нульовими для плоских електромагнiтних хвиль.

3. Ефективний гамiльтонiан атома Дiрака

У КЕД, РД – це рiвняння Ейлера–Лагранжа,
яке випливає з мiнiмiзацiї функцiонала дiї 𝑆 =
=
∫︀
ℒ𝑑4𝑥, де ℒ – густина Лагранжа, яка залежить

вiд змiнних спiнорного та електромагнiтного по-
лiв. Спiнорне поле Дiрака описується бiспiнором
Ψ i дiракiвськи-спряженим бiспiнором Ψ̄ = Ψ†𝛽.
Змiнною електромагнiтного поля є 4-потенцiал
𝐴⃗ = (𝜙,A), контраварiантнi компоненти якого 𝐴𝜇

(𝜇 = 0, 1, 2, 3) є скалярним, 𝜙, i векторним, A, по-
тенцiалами, як зазначено вище.

Функцiонал Гамiльтона для спiнорного поля ви-
значається як

H =

∫︁ (︂
𝑖~Ψ† 𝜕Ψ

𝜕𝑡
− ℒ
)︂
𝑑r =

∫︁
ℋ𝑑r, (16)

де ℋ = Ψ†(r)𝐻̂𝐷Ψ(r) – густина гамiльтонiана, 𝐻̂𝐷

є гамiльтонiаном Дiрака, а просторове iнтегруван-
ня здiйснюється по всьому об’єму. З урахуванням
описаних вище RC, гамiльтонiан Дiрака за наявно-
стi потенцiалу Кулона 𝜙C(r), створеного зовнiшнiм
точковим зарядом 𝑒, дорiвнює

𝐻̂𝐷 = 𝑐𝛼̂ · p̂+𝑚𝑐2𝛽 − 𝑒2

𝑟
+ 𝑉RC (r). (17)

Тут 𝛼̂ =
∑︀

𝑗 e𝑗𝛼̂𝑗 – векторна матриця, компонен-
ти якої 𝛼̂𝑗 (𝑗 = 𝑥, 𝑦, 𝑧) разом з матрицею 𝛽 є ер-
мiтовими матрицями Дiрака, якi в стандартному
представленнi мають такий вигляд:

𝛼̂ =
(︁
0 𝜎̂
𝜎̂ 0

)︁
, 𝛽 =

(︂
𝐼2 0
0 −𝐼2

)︂
, (18)

де 𝐼2 – це одинична матриця 2×2. Нарештi, потен-
цiал у гамiльтонiанi Дiрака (17) визначається як

𝑉RC (r) = −𝑒𝛿𝜙PP(r)−
− 𝑒𝛿𝜙elec(r)− 𝑒𝛿𝜙vac(r)− 𝑒𝛿𝜙mag (r).

Бiспiнор Ψ(r) у рiвняннi (16) – це амплiтуда спi-
норного поля Дiрака, яку можна розкласти по пов-
нiй ортонормованiй бiспiнорнiй системi. Оператор
(17) можна представити як 𝐻̂𝐷 = 𝐻̂0 + 𝑉RC, де
𝐻̂0 = 𝑐𝛼̂ p̂+𝑚𝑐2𝛽−𝑒2/𝑟 – гамiльтонiан Дiрака, що
враховує тiльки потенцiал Кулона. РД з потенцiа-
лом Кулона 𝐻̂0Ψ = 𝐸Ψ дозволяє точний розв’язок
i дає повну ортонормовану систему власних бiспi-
норiв i спектр власних значень, який включає се-
ктор позитивних значень 𝐸𝑒,{𝜈} > 0 з власними
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бiспiнорами Ψ𝑒,{𝜈} (електрони) i сектор вiд’ємних
значень 𝐸𝑝,{𝜇} < 0 з власними бiспiнорами Ψ𝑝,{𝜇}
(позитрони), якi характеризуються власними на-
борами квантових чисел {𝜈} i {𝜇}.

Розклад Ψ(r) у рiвняннi (16) по цiй ортонормо-
ванiй системi бiспiнорiв

Ψ(r) =
∑︁
{𝜈}

𝑎{𝜈}Ψ𝑒,{𝜈} (r) +
∑︁
{𝜇}

𝑏†{𝜇}Ψ𝑝,{𝜇} (r) (19)

дає релятивiстський гамiльтонiан (16) у представ-
леннi чисел заповнення стацiонарних станiв га-
мiльтонiана 𝐻̂0, де 𝑎†{𝜈} (𝑎{𝜈}) i 𝑏†{𝜇} (𝑏{𝜇}) є опе-
раторами народження (анiгiляцiї) Фермi частинки
(електрона) та античастинки (позитрона) у станi з
квантовими числами {𝜈} та {𝜇}, вiдповiдно. Пiд-
ставляючи вираз (19) у функцiонал (16) i виклю-
чаючи нескiнченну енергiю вакуумного стану, ми
приходимо до релятивiстського позитивно визна-
ченого оператора

H = H𝑒 +H𝑝 + 𝑉𝑒−𝑝. (20)

Тут H𝑒, H𝑝, i 𝑉𝑒−𝑝 – гамiльтонiани електронiв i по-
зитронiв, вiдповiдно, у кулонiвському потенцiалi зi
збуренням 𝑉RC, а також оператор їх взаємних пе-
ретворень за рахунок збурення.

Для будь-якого нерелятивiстського збурення,
перенормування електронних i позитронних станiв
мiзерно мале, що дозволяє розглядати частинки i
античастинки як невзаємодiючi об’єкти. Для по-
зитивного точкового заряду 𝑒, вiд’ємнi власнi зна-
чення 𝐻̂0 входять лише до безперервного спектра,
а власнi стани позитрона є сферичними хвилями.
Позитивнi власнi значення РД визначають енергiю
електронiв, яка включає як безперервний спектр
незв’язаних електронiв, так i рiвнi дискретних еле-
ктронiв. Нижче ми розглядаємо лише дискретний
спектр. Вiн характеризується квантовими числами

{𝜈} = 𝑛, 𝑗,𝑚𝑗 , 𝜎, (21)

де

𝑛 = 1, 2, ..., 𝑗 =
1

2
,
3

2
, ..., 𝑛− 1

2
,

𝑚𝑗 = ±𝑗,±(𝑗 − 1), ...,±1

2

(22)

є головним квантовим числом, повним кутовим
моментом, i його проекцiєю на полярну вiсь, вiдпо-
вiдно, а 𝜎 є знаком спiнорного iнварiанту (див. [3]).

Власнi бiспiнори стацiонарних станiв зв’язано-
го електрона в атомi є добре вiдомими рiшеннями
Дарвiна, якi можна записати як

Ψ{𝜈}(r) =

=

(︃
𝑅

(𝜎)
𝑛,𝑗(𝑟)Ω𝑗−𝜎(1/2),𝑚𝑗 ,𝜎(𝜗, 𝜙)

𝑖𝜆𝑛,𝑗𝑄
(−𝜎)
𝑛,𝑗 (𝑟)𝜎̂𝑟Ω𝑗−𝜎(1/2),𝑚𝑗 ,𝜎(𝜗, 𝜙)

)︃
, (23)

де Ω𝑗∓1/2,𝑚𝑗 ,± – сферичнi спiнори, функцiї 𝑅(±)
𝑛𝑟,𝑗

i
𝐺

(∓)
𝑛𝑟,𝑗

– радiальнi функцiї, явнi вирази яких обчи-
слюються в [17], а параметр 𝜆𝑛,𝑗 ≪ 1 вказує на ма-
лiсть нижнього спiнора в бiспiнорi Ψ𝑛,𝑗,𝑚𝑗 ,𝜎 (див.
нижче). Вiдповiдно до повного набору iнтегралiв
руху, цi бiспiнори характеризуються квантовими
числами (21), (22), де 𝜎 = ± вказує на стани з пози-
тивним або негативним (дорiвнює 𝜎𝜅𝑗 ≡ 𝜎(𝑗+1/2))
власним значенням iнварiанта Дiрака.

Рiвнi атомiв водню задаються виразом

𝜀𝑛,𝑗 =

√︃
1− 𝛼2

𝒩 2
𝑛,𝑗

=
𝑛−Δ𝑗

𝒩𝑛,𝑗
, (24)

де

𝒩𝑛,𝑗 =

√︁
(𝑛−Δ𝑗)

2
+ 𝛼2, (25)

Δ𝑗 = 𝜅𝑗 − 𝛾𝜅 =
𝛼2

𝜅𝑗 + 𝛾𝜅
, (26)

𝛾𝜅 =
√︁
𝜅2
𝑗 − 𝛼2, 𝜅𝑗 = 𝑗 +

1

2
. (27)

Тут Δ𝑗 – це величина розщеплення мультиплетiв
тонкої структури, яке зазвичай розглядається як
таке, що виникає внаслiдок спiн-орбiтальної взає-
модiї. Параметр

𝜆𝑛,𝑗 =

√︃
1− 𝜀𝑛,𝑗
1 + 𝜀𝑛,𝑗

=
𝛼

𝒩𝑛,𝑗 + 𝑛−Δ𝑗
(28)

у бiспiнорi (23) визначає спiввiдношення мiж верх-
нiм i нижнiм спiнорами бiспiнора Дiрака.

Отже, гамiльтонiан зв’язаних станiв атома Дiра-
ка дорiвнює

H =
∑︁

𝑛,𝑗,𝑚𝑗 ,𝜎

𝐸𝑛,𝑗𝑎
†
𝑛,𝑗,𝑚𝑗 ,𝜎

𝑎𝑛,𝑗,𝑚𝑗 ,𝜎 + (29)

+
∑︁

{𝜈},{𝜈′}

𝑉{𝜈},{𝜈′}𝑎
†
{𝜈}𝑎{𝜈′}, (30)

де 𝐸𝑛,𝑗 = 𝑚𝑐2𝜀𝑛,𝑗 та

𝑉{𝜈},{𝜈′} =

∫︁
Ψ†

{𝜈}(r)𝑉RC (r)Ψ{𝜈′}(r)𝑑
3𝑟 (31)

є матричними елементами RC.
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4. Матричнi елементи
радiацiйних поправок (RC)

RC у рiвняннi (17) можна представити як суму
двох доданкiв,

𝑉RC(r) = 𝑉 (1)(r) + 𝑉 (2)(r),

де

𝑉 (1)(r) = −𝑒𝛿𝜙PP(𝑟)− 𝑒𝛿𝜙elec(𝑟)− 𝑒𝛿𝜙vac(𝑟) ≡

≡ 𝑉PP(𝑟) + 𝑉elec(𝑟) + 𝑉vac(𝑟) ≡ 𝑉 (1)(𝑟)

(див. рiвняння (2), (5), i (14)), а

𝑉 (2)(r) = −𝑒2𝛼𝜆C

4𝜋

𝑑𝜑 (𝑟)

𝑑𝑟
Γ̂× er ≡

≡ 𝑉mag(r) = 𝑉 (2)(𝑟) Γ̂× er

включає поправку вiд магнiтного електронного
формфактора (6).

Збурення 𝑉 (1)(r) = 𝑉 (1)(𝑟) – це скалярний по-
тенцiал, матричнi елементи якого дорiвнюють

𝑉
(1)
{𝜈},{𝜈′} =

∫︁
𝑉 (1)(𝑟)Ψ†

{𝜈}(r)Ψ{𝜈′}(r)𝑑
3𝑟 =

=

∫︁
𝑑𝜙 sin𝜗𝑑𝜗𝑟2𝑑𝑟𝑉 (1)(𝑟)

[︁
𝑅

(𝜎)
𝑛,𝑗(𝜌)𝑅

(𝜎′)
𝑛′,𝑗′(𝜌

′)+

+𝜆𝑛,𝑗𝜆𝑛′,𝑗′𝑄
(−𝜎)
𝑛,𝑗

(𝜌)𝑄
(−𝜎′)
𝑛′,𝑗′ (𝜌

′)
]︁
×

×Ω†
𝑗−𝜎1/2,𝑚𝑗 ,𝜎

(𝜗, 𝜙) Ω𝑗′−𝜎′1/2,𝑚′
𝑗 ,𝜎

′ (𝜗, 𝜙).

Оскiльки сферичнi спiнори є ортогональними, ма-
тричнi елементи в гамiльтонiанi (29) є дiагональ-
ними: 𝑉 (1)

{𝜈},{𝜈′} = 𝑉
(1)
𝑗,𝜎;𝑛,𝑛′𝛿𝑗′,𝑗𝛿𝑚′

𝑗 ,𝑚𝑗
𝛿𝜎′,𝜎 .

Вiдповiдно до (6), матричнi елементи збурення
𝑉2(r) дорiвнюють

𝑉
(2)
{𝜈},{𝜈′} =

∫︁
Ψ†

{𝜈}(r)Φ(𝑟) Γ̂× erΨ{𝜈′}(r) 𝑑
3𝑟 =

=

∫︁
𝑉 (2)(𝑟)

[︁
𝜆𝑛′,𝑗′𝑄

(𝜎)
𝑛,𝑗

(𝜌)𝑅
(−𝜎′)
𝑛′,𝑗′ (𝜌′)+

+ 𝜆𝑛,𝑗𝑄
(−𝜎)
𝑛,𝑗

(𝜌)𝑅
(𝜎′)
𝑛′,𝑗′(𝜌

′)
]︁
×

×Ω†
𝑗−𝜎1/2,𝑚𝑗 ,𝜎

(𝜗, 𝜙) Ω𝑗′−𝜎′1/2,𝑚′
𝑗 ,𝜎

′ (𝜗, 𝜙) 𝑑3𝑟 =

= 𝑉
(2)
𝑗,𝜎;𝑛,𝑛′𝛿𝑗′,𝑗𝛿𝑚′

𝑗 ,𝑚𝑗
𝛿𝜎′,𝜎.

Вони також є дiагональними вiдповiдно до чисел
𝑗,𝑚𝑗 , 𝜎.

Отже, гамiльтонiан зв’язаних станiв водню з
урахуванням RC має вигляд

H =
∑︁

𝑛,𝑗,𝑚𝑗 ,𝜎

(𝐸𝑛,𝑗 + 𝑉𝑛,𝑗,𝜎) 𝑎
†
𝑛,𝑗,𝑚𝑗 ,𝜎

𝑎𝑛,𝑗,𝑚𝑗 ,𝜎 +

+
∑︁

𝑛 ̸=𝑛′,𝑗,𝑚𝑗 ,𝜎

𝑉𝑛,𝑛′;𝑗,𝜎𝑎
†
𝑛,𝑗,𝑚𝑗 ,𝜎

𝑎𝑛′,𝑗,𝑚𝑗 ,𝜎.

Як i будь-яка квадратична форма, цей гамiльто-
нiан можна точно дiагоналiзувати. Але основний
внесок у зсув енергiї вiдбувається через дiагональ-
нi елементи 𝑉 (1)(r) i 𝑉 (2)(r), якi розраховуватиму-
ться нижче.

З урахуванням явних виразiв для радiальних
функцiй (див. [17]), дiагональнi елементи 𝑉

(𝑖)
𝑛,𝑗,𝜎

(𝑖 = 1, 2) дорiвнюють

𝑉
(𝑖)
𝑛,𝑗,𝜎 = 𝐴2

𝑛,𝑗

∞∫︁
0

𝑉
(𝑖)
RC (𝜌) 𝑒−𝜌𝜌2𝛾𝑗𝐾

(𝑖)
𝑛𝑟,𝑗,𝜎

(𝜌) 𝑑𝜌,

де 𝐾
(𝑖)
𝑛𝑟,𝑗,𝜎

– полiноми порядку 2𝑛𝑟, що становлять

𝐾
(1)
𝑛𝑟,𝑗,𝜎

(𝜌) =
(︁
𝑃

(𝜎)
𝑛𝑟,𝑗

(𝜌)
)︁2

+ 𝜆2
𝑛,𝑗

(︁
𝑊

(−𝜎)
𝑛𝑟,𝑗

(𝜌)
)︁2

=

=

2𝑛𝑟∑︁
𝜈=0

𝑎(1)𝜈 (𝑛, 𝑗, 𝜎)𝜌𝜈 , (32)

𝐾
(2)
𝑛𝑟,𝑗,𝜎

(𝜌) = 𝑃
(𝜎)
𝑛𝑟,𝑗

(𝜌)𝑊
(−𝜎)
𝑛𝑟,𝑗

(𝜌) =

=

2𝑛𝑟∑︁
𝜈=0

𝑎(2)𝜈 (𝑛, 𝑗, 𝜎)𝜌𝜈 . (33)

Тут коефiцiєнти 𝑎
(𝑖)
𝜈 (𝑛, 𝑗, 𝜎) залежать вiд явних ви-

разiв радiальних функцiй для даного стану. Отже,
дiагональнi елементи дорiвнюють

𝑉
(𝑖)
𝑛,𝑗,𝜎 = 𝐴2

𝑛,𝑗

2𝑛𝑟∑︁
𝜈=0

𝑎(𝑖)𝜈 (𝑛, 𝑗, 𝜎)

∞∫︁
0

𝑉
(𝑖)
𝑅𝐶 (𝜌) 𝑒−𝜌𝜌2𝛾𝑗+𝜈𝑑𝜌.

(34)

4.1. Модифiкацiя кулонiвського
поля поляризацiєю фотона

У цьому випадку, з урахуванням рiвняння (2), збу-
рення PP можна записати у виглядi

−𝑒𝛿𝜙PP(𝜌) = −4𝑚𝑐2𝛼3

3𝜋𝒩𝑛,𝑗

1

𝜌
𝐹 (𝜌), (35)
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де

𝐹 (𝜌) =

∞∫︁
1

𝑒−(𝒩𝑛,𝑗/𝛼)𝜌𝜁

(︂
1 +

1

2𝜁2

)︂ √︀
𝜁2 − 1

𝜁2
𝑑𝜁,

𝜌 =
2𝑟

𝑟𝐵𝒩𝑛𝑟,𝑗

(36)

– безрозмiрна радiальна змiнна, характерна для
кожного енергетичного стану, i 𝑟𝐵 = ~2/𝑚𝑒2 – бо-
рiвський радiус.

Елементи дiагональної матрицi (34) 𝑉
(1)
𝑛,𝑗,𝜎 =

= 𝑉PP (𝑛, 𝑗, 𝜎) пiсля iнтегрування по 𝜌 мають та-
кий вигляд:

𝑉PP (𝑛, 𝑗, 𝜎) = −𝑚𝑐2𝛼3

3𝜋

(1 + 𝜀𝑛,𝑗) (𝒩𝑛,𝑗 + 𝜅𝑗)𝑛𝑟!

𝒩 2
𝑛,𝑗Γ (𝑛𝑟 + 1 + 2𝛾𝑗)

×

×
2𝑛𝑟∑︁
𝜈=0

𝑎(1)𝜈 (𝑛, 𝑗, 𝜎)Γ (2𝛾𝑗 + 𝜈)

(︂
𝛼

𝒩𝑛,𝑗

)︂2𝛾𝑗+𝜈

𝐶
(PP)
2𝛾𝑗+𝜈 , (37)

де

𝐶(PP)
𝜇 =

∞∫︁
1

(︂
1 +

1

2𝜁2

)︂ √︀
𝜁2 − 1

𝜁2 (𝜁 + 𝛼/𝒩𝑛,𝑗)
𝜇 𝑑𝜁. (38)

Через малiсть параметра 𝛼 ≪ 1, можна апрокси-
мувати 𝛾𝑗 цiлим числом, 𝛾𝑗 ≃ 𝜅𝑗 . Також, з огляду
на нерiвнiсть 𝜁 ≫ 𝛼/𝒩𝑛,𝑗 (𝜁 ≥ 1), розклад в ряд(︂
𝜁 +

𝛼

𝒩𝑛,𝑗

)︂−𝜇

≈

≈ 𝜁−𝜇

[︃
1− 𝜇

𝛼

𝒩𝑛,𝑗
+

𝜇(𝜇+ 1)

2!

(︂
𝛼

𝒩𝑛,𝑗

)︂2
1

𝜁2
− ...

]︃
можна застосувати пiд iнтегралом у рiвняннi (38).

Нижче наведено явнi вирази для елементiв дiа-
гональної матрицi потенцiалу Улiнга для найниж-
чих енергетичних станiв.

i) Для основного стану 1𝑆1/2 з квантовими чи-
слами 𝑛 = 1, 𝑗 = 1/2, 𝜎 = + (𝑛𝑟 = 0, 𝜅1/2 = 1), ми
маємо такi значення:

𝒩1,1/2 = 1, 𝜇 = 2𝛾1 ≃ 2, 𝑎
(1)
0 (1, 1/2,+) =

2

1 + 𝜀1,1/2
,

якi дають 𝐶
(PP)
2

∼= 2/5 i

𝑉PP

(︀
1𝑆1/2

)︀
≈ −4𝑚𝑐2𝛼3+2𝛾1

15𝜋𝛾1
≃ −4𝑚𝑐2𝛼5

15𝜋
.

ii) Збуджений стан 2𝑃3/2 з квантовими числами
𝑛 = 2, 𝑗 = 3/2, 𝜎 = + (𝑛𝑟 = 0, 𝜅3/2 = 2) характе-
ризується числами

𝒩2,3/2 = 2, 𝜇 = 2𝛾2 ≃ 4, 𝑎
(1)
0 (2, 3/2,+) =

2

1 + 𝜀2,3/2
,

що в тому самому наближеннi дає 𝐶
(PP)
4 ≃ 6/35 i

𝑉PP

(︀
2𝑃3/2

)︀
≈ −𝑚𝑐2𝛼7

560𝜋
.

iii) Для стану 2𝑆1/2 з квантовими числами 𝑛 = 2,
𝑗 = 1/2, 𝜎 = + (𝑛𝑟 = 1, 𝜅1/2 = 1) i для полiному
радiальної функцiї (32)

𝐾
(1)
1,1/2,+ =

2

1 + 𝜀2,1/2

[︁(︀
𝒩2,1/2 − 1

)︀2 (︀𝒩2,1/2 + 2
)︀
−

−
(︀
𝒩2,1/2 − 1

)︀ (︀
𝒩2,1/2 + 2

)︀
𝜌+ 𝜌2

]︀
, (39)

матричний елемент у рiвняннi (37) у наближеннi
𝒩2,1/2 ≃ 2 i 𝛾1 ≃ 1 дорiвнює

𝑉PP

(︀
2𝑆1/2

)︀
≃ −𝑚𝑐2𝛼5

6𝜋

(︂
1

5
− 15𝜋

128
𝛼

)︂
.

iv) Для стану 2𝑃1/2 з квантовими числами 𝑛 =
= 2, 𝑗 = 1/2, 𝜎 = − (𝑛𝑟 = 1, 𝜅1/2 = 1), полiном ра-
дiальної функцiї (32) дорiвнює

𝐾1
1,1/2,−(𝜌) =

2 (1 + 2𝛾1)

1 + 𝜀2,1/2

[︂ (︀
2−𝒩2,1/2

)︀
+

+
2−𝒩2,1/2

𝒩2,1/2 + 1
𝜌+

𝜌2(︀
𝒩2,1/2 + 1

)︀2 ]︂.
Тут 𝒩2,1/2 ≈ 2 i 2 − 𝒩2,1/2 ≃ 𝛼2/4. Тому полiном
можна апроксимувати виразом

𝐾1
1,1/2,−(𝜌) ≃

2 (1 + 2𝛾1)

1 + 𝜀2,1/2

[︂
𝛼2

4
+

𝛼2

12
𝜌+

1

9
𝜌2
]︂
, (40)

i для матричного елемента (37) отримуємо вираз

𝑉PP (2, 1/2,−) = −𝑚𝑐2𝛼7

32𝜋

(︂
9

35
+

5𝜋

128
𝛼

)︂
.

4.2. Модифiкацiя кулонiвського поля
електричним формфактором електрона

Вираз для електричного формфактора 𝐹1(𝑞
2) у

рiвняннi (4) мiстить в аргументi логарифма пара-
метр 𝜆 → 0, який є “кiнцевою вiртуальною ма-
сою фотона”, введеною для усунення iнфрачер-
воної сингулярностi. Вiн вiдiграє роль параметра
обрiзання на низьких частотах. У стандартному
розрахунку значення цього параметра у загально-
му випадку довiльного 𝑍 приймається в iнтервалi
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(𝑍𝛼)
2
𝑚 ≪ 𝜆 ≪ 𝑚, i пiсля додавання параметр

низькочастотного внеску 𝜆 компенсується. Мiнiмi-
зацiя низькочастотного внеску призводить до рiв-
ностi ln

(︀
4𝑚2/𝜆2

)︀
= 4 ln (1/𝛼) + const, де значення

const близьке до 1 [8, 9, 13], якщо 𝑍𝛼 ≪ 1.
Ефективнi потенцiали SE (5) i (6) вперше були

розглянутi в [13] i використанi як в розрахунках
релятивiстських важких елементiв, так i в моле-
кулярних розрахунках (див. [14, 18]). Як i вище,
тут ми розглядаємо спектр водню (𝑍 = 1). Отже,

ln
2𝑚

𝜆
= 2 ln

1

𝛼
. (41)

Вiдповiдно до рiвняння (5), збурення 𝑉elec(𝜌) =
= −𝑒𝛿𝜙𝐸(𝜌) набуває вигляду

𝑉elec(𝜌) =
𝑚𝑐2𝛼3

𝜋𝒩𝑛,𝑗

1

𝜌
𝐹2(𝜌), (42)

де

𝐹2(𝜌) =

∞∫︁
1

𝑑𝜁𝑓elec(𝜁) 𝑒
−

𝒩𝑛,𝑗
𝛼 𝜁𝜌,

𝑓elec(𝜁) =
2− 3𝜁2 +

(︀
2𝜁2 − 1

)︀
ln
[︁(︀

4𝑚
𝜆

)︀2 (︀
𝜁2 − 1

)︀]︁
𝜁2
√︀
𝜁2 − 1

.

Таким чином, дiагональнi матричнi елементи, ви-
значенi в рiвняннi (42), дорiвнюють

𝑉elec (𝑛, 𝑗, 𝜎) = −𝑚𝑐2𝛼3

4𝜋

(1 + 𝜀𝑛,𝑗)(𝒩𝑛,𝑗 + 𝜅𝑗)𝑛𝑟!

𝒩 2
𝑛,𝑗Γ (𝑛𝑟 + 1 + 2𝛾𝑗)

×

×
2𝑛𝑟∑︁
𝜈=0

𝑎(1)𝜈 (𝑛, 𝑗, 𝜎)Γ (2𝛾𝑗 + 𝜈)

(︂
𝛼

𝒩𝑛,𝑗

)︂2𝛾𝑗+𝜈

𝐶
(elec)
2𝛾𝑗+𝜈 , (43)

де

𝐶(elec)
𝜇 =

∞∫︁
1

𝑓elec(𝜁)(︀
𝜁 + 𝛼

𝒩𝑛,𝑗

)︀𝜇 𝑑𝜁.
Знову в цих iнтегралах ми можемо використати
розклад виразу (𝜁 + 𝛼/𝒩𝑛,𝑗)

−𝜇 в ряд та обчислити
iнтеграли, використовуючи ту саму змiну змiнної,
що й у випадку формфактора електрона [8].

Для станiв iз максимально можливим значенням
𝑗 = 𝑗𝑛 = 𝑛 − 1/2, при заданому 𝑛, коли 𝐾

(+)
𝑛 =

= 2/(1 + 𝜀𝑛), маємо

𝑉elec(𝑛,+) =
𝑚𝑐2𝛼2𝛾𝑛+3

2𝜋𝑛2𝛾𝑛+1𝛾𝑛
𝐶

(elec)
2𝛾𝑛

, 𝛾𝑛 ≃ 𝑛.

Нижче ми записуємо явнi вирази для дiагональ-
них матричних елементiв для найнижчих енерге-
тичних станiв у наближеннi 𝒩2,1/2 ≃ 2 i 𝛾1 ≃ 1.

i) Для основного стану 1𝑆1/2 з урахуванням рiв-
няння (41), ми маємо

𝐶
(elec)
2 ≃ 8

3

(︂
2 ln

1

𝛼
− 3

8

)︂
.

Тому

𝑉elec(1𝑆1/2) =
4𝑚𝑐2𝛼5

3𝜋

(︂
2 ln

1

𝛼
− 3

8

)︂
.

ii) Для першого збудженого стану 2𝑃3/2 (тобто
𝑛 = 2, 𝑗 = 3/2, 𝜎 = +), маємо

𝐶
(elec)
4 =

8

5

(︂
2 ln

1

𝛼
− 11

12

)︂
.

Отже,

𝑉elec(2𝑃3/2) =
𝑚𝑐2𝛼7

80𝜋

(︂
2 ln

1

𝛼
− 11

12

)︂
.

iii) Для стану 2𝑆1/2 (𝑛 = 2, 𝑗 = 1/2, 𝜎 = +,
i 𝑛𝑟 = 1) з полiномом радiальної функцiї (39) i
приймаючи

𝐶
(elec)
3 ≈ 𝜋

8

(︂
10 ln

1

𝛼
− 7

)︂
,

отримуємо, що дiагональний матричний елемент
дорiвнює

𝑉elec(2𝑆1/2) =

=
𝑚𝑐2𝛼5

6𝜋

[︂
2 ln

1

𝛼
− 3

8
− 3𝜋

64

(︂
10 ln

1

𝛼
− 7

)︂
𝛼

]︂
.

iv) Для стану 2𝑃1/2 (𝑛 = 2, 𝑗 = 1/2, 𝜎 = −
i 𝑛𝑟 = 1) з 𝐾

(1)
1,1/2,−(𝜌), що описується формулою

(40), отримуємо такий вираз дiагонального матри-
чного елемента для електричного формфактора:

𝑉elec(2𝑃1/2) ≃
𝑚𝑐2𝛼7

24𝜋

(︂
7

5
ln

1

𝛼
− 89

240
+

𝛼

6
𝐶

(elec)
3

)︂
.

4.3. Модифiкацiя кулонiвського поля
поляризацiєю вакууму за рахунок поля
заряду ядра

Це збурення описується членом 𝑉vac(𝑟) =
= −𝑒𝛿𝜙vac(𝑟), який, враховуючи вираз (14),
має вигляд

𝑉vac(𝜌) =
2𝑚𝑐2𝛼2

3𝒩𝑛,𝑗
Φ̃(𝜌).
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Тут, згiдно з (15),

Φ̃(𝜌) =
1

𝜌
− 𝜋

2
√
2𝛽𝑛,𝑗

−

− 1

4
√
2𝛽𝑛,𝑗

1

2
ln

𝜌2 +
√
2𝛽𝑛,𝑗𝜌+ 𝛽2

𝑛,𝑗

𝜌2 −
√
2𝛽𝑛,𝑗𝜌+ 𝛽2

𝑛,𝑗

+
1

2
√
2𝛽𝑛,𝑗

×

×

[︃
arctan

(︃√
2𝜌

𝛽𝑛,𝑗
− 1

)︃
+ arctan

(︃√
2𝜌

𝛽𝑛,𝑗
+ 1

)︃]︃
, (44)

де введене таке позначення:

𝛽𝑛,𝑗 =
2𝛼

𝒩𝑛,𝑗

(︂
2𝛼3

15𝜋

)︂1/4
.

Дiагональнi матричнi елементи цього збурення
описуються виразом

𝑉vac(𝑛, 𝑗, 𝜎) =
2𝑚𝑐2𝛼2

3𝒩𝑛,𝑗
𝐴2

𝑛,𝑗ℐ
(𝜎)
𝑛,𝑗 , (45)

де

ℐ(𝜎)
𝑛,𝑗 =

∞∫︁
0

Φ̃(𝜌)𝑒−𝜌𝜌2𝛾𝑗𝐾
(1)
𝑛𝑟,𝑗,𝜎

(𝜌) 𝑑𝜌,

Φ̃ визначено в рiвняннi (44), i 𝐾(1)
𝑛𝑟,𝑗,𝜎

є полiномом
(32). Пiдставляючи явнi вирази цих полiномiв у
матричний елемент, останнiй набуває вигляду

ℐ(𝜎)
𝑛,𝑗 =

2𝑛𝑟∑︁
𝜈=0

𝑎(1)𝜈 (𝑛, 𝑗, 𝜎)

∞∫︁
0

Φ̃(𝜌)𝑒−𝜌𝜌2𝛾𝑗+𝜈𝑑𝜌.

Тому задача зводиться до обчислення iнтегралiв

𝒥2𝜅𝑗+𝜈 =

∞∫︁
0

Φ̃(𝜌)𝑒−𝜌𝜌2𝛾𝑗+𝜈𝑑𝜌, (46)

де Φ̃ визначено формулою (44). Степiнь 2𝛾𝑗+𝜈 = 𝜇
змiнної 𝜌 можна апроксимувати цiлими числами,
𝜇 = 2𝜅𝑗 + 𝜈, з огляду на малiсть константи 𝛼 ≪ 1
(𝛾𝑗 ≃ 𝜅𝑗). Але навiть у цьому випадку ми не має-
мо аналiтичного виразу для таких iнтегралiв. То-
му, щоб аналiтично отримати залежнiсть iнтегра-
лiв 𝒥2𝜅𝑗+𝜈 вiд малого параметра 𝛽𝑛,𝑗 , виразимо
функцiї логарифма та арктангенса в рiвняннi (44)
через iнтеграли:

1

4
√
2𝛽𝑛,𝑗

1

2
ln

𝜌2 +
√
2𝛽𝑛,𝑗𝜌+ 𝛽2

𝑛,𝑗

𝜌2 −
√
2𝛽𝑛,𝑗𝜌+ 𝛽2

𝑛,𝑗

=

=
1

4

1∫︁
−1

𝑑𝑡
𝜌

𝜌2 +
√
2𝛽𝑡𝜌+ 𝛽2

,

1

𝛽𝑛,𝑗

[︃
arctan

(︃√
2𝜌

𝛽𝑛,𝑗
− 1

)︃
+ arctan

(︃√
2𝜌

𝛽𝑛,𝑗
+ 1

)︃]︃
=

=
1√
2

1∫︁
0

𝑑𝑡

[︃
𝜌− 𝛽/

√
2

𝛽2/2 +
(︀
𝜌− 𝛽/

√
2
)︀2

𝑡2
+

+
𝜌+ 𝛽/

√
2

𝛽2 +
(︀
𝜌+ 𝛽/

√
2
)︀2

𝑡2

]︃
.

Переходячи вiд змiнної 𝜌 до змiнної 𝑥 = 𝜌∓ 𝛽/
√
2,

можна виконати iнтегрування по радiальнiй змiн-
нiй у рiвняннi (46), що призводить до представлен-
ня матричних елементiв поляризацiї вакууму (45)
за допомогою таких iнтегралiв:
∞∫︁
0

𝑒−𝑥𝑥2𝑛+1

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 = (−1)

𝑛−1
𝑎2𝑛 [ci (𝑎) cos 𝑎 +

+ si (𝑎) sin 𝑎] +

𝑛∑︁
𝑘=1

(2𝑛− 2𝑘 + 1)!
(︀
−𝑎2

)︀𝑘−1
,

якщо 𝜇 = 2𝜅𝑗 + 𝜈 є непарне число, або
∞∫︁
0

𝑒−𝑥𝑥2𝑛

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 = (−1)

𝑛
𝑎2𝑛−1 [ci (𝑎) sin 𝑎 −

− si (𝑎) cos 𝑎] +

𝑛∑︁
𝑘=1

(2𝑛− 2𝑘)!
(︀
−𝑎2

)︀𝑘−1

при парному 𝜇. Тут si(𝑎) i ci(𝑎) є iнтегральними
функцiями синуса та косинуса, вiдповiдно, а 𝑎 ∼
∼ 𝛽𝑛,𝑗 . Оскiльки 𝛽𝑛,𝑗 ≪ 1, можна використовувати
для ci(𝑎) i si(𝑎) такi розклади:

si(𝜉) = −𝜋

2
+

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘+1𝜉2𝑘−1

(2𝑘 − 1) (2𝑘 − 1)!
,

ci(𝜉) = C− ln 𝜉 +

∞∑︁
𝑘=1

(−1)
𝑘 𝜉2𝑘

2𝑘(2𝑘)!
,

де C = 0,5772 ... – стала Ейлера.
Нижче, оминаючи громiздкi деталi розрахунку з

використанням табличних iнтегралiв [19], запише-
мо явнi вирази для дiагональних матричних еле-
ментiв для найнижчих енергетичних станiв.
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i) Для основного стану 1𝑆1/2 з квантовими чи-
слами 𝑛 = 1, 𝑗 = 1/2, 𝜎 = + (𝑛𝑟 = 0, 𝜅1/2 = 1,
𝛾1/2 ≃ 1), i

𝒩1,1/2 = 1, 𝑎10 =
2

1 + 𝜀1
, 𝛽1,1/2 ≡ 𝛽1 = 2𝛼

(︂
2𝛼3

15𝜋

)︂1/4
,

елементом дiагональної матрицi буде

𝑉vac(1, 1/2,+) =
𝑚𝑐2𝛼2

3

(︂
2

3
C +

2

3
ln

√
2

𝛽1
+

+
1

3

√
2 ln

√
2 + 1√
2− 1

+
5

12
ln 2 +

𝜋

12
− 1

3

)︃
𝛽2
1

2
.

ii) Для збудженого стану 2𝑃3/2 з 𝑛 = 2, 𝑗 =
= 3/2, 𝜎 = + (тут 𝑛𝑟 = 0, 𝜅3/2 = 2, 𝛾3/2 ≃ 2), а
також
𝒩2,3/2 = 2, 𝑎

(1)
0 (2, 1/2) =

2

1 + 𝜀2
,

𝛽2,3/2 ≡ 𝛽2 = 𝛼

(︂
2𝛼3

15𝜋

)︂1/4
,

у цьому ж наближеннi дiагональний матричний
елемент становить

𝑉vac(2, 3/2,+) = −5𝑚𝑐2𝛼2

216

(︁
2−

√
2
)︁ 𝛽2

2

2
.

iii) Для збудженого стану 2𝑆1/2 з 𝑛 = 2, 𝑗 =
= 1/2, 𝜎 = + (𝑛𝑟 = 1, 𝜅𝑗 = 1), та в наближеннях
𝛾1/2 ≃ 1,

𝒩2,1/2 ≈ 2, 𝐾+
1,1/2(𝜌) ≃

2

1 + 𝜀2,1/2

(︀
4− 4𝜌+ 𝜌2

)︀
,

𝛽2,1/2 ≈ 𝛽2,

елемент дiагональної матрицi дорiвнює

𝑉vac(2, 1/2,+) =
𝑚𝑐2𝛼2

24

(︃
8

3
C+

8

3
ln

√
2

𝛽2
+

+
4

3

√
2 ln

√
2 + 1√
2− 1

+
5

3
ln 2 +

𝜋

3
+

4

3
+

5
√
2

3

)︃
𝛽2
2

2
.

iv) Для збудженого стану 2𝑃1/2 з 𝑛 = 2, 𝑗 =
= 1/2, 𝜎 = − (𝑛𝑟 = 1, 𝜅𝑗 = 1) у тих самих набли-
женнях 𝒩2,1/2 ≈ 2, 𝛽2,1/2 ≈ 𝛽2, та з урахуванням
наближень
2−𝒩2,1/2 ≃ 𝛼2

4
,

𝐾−
1,1/2(𝜌) ≃

2 (1 + 2𝛾1)

1 + 𝜀2,1/2

(︂
𝑍2𝛼2

4
+

𝑍2𝛼2

12
𝜌+

1

9
𝜌2
)︂
,

елемент дiагональної матрицi для стану 2𝑃1/2 ста-
новить
𝑉vac(2, 1/2,−) = −𝑚𝑐2𝛼5

48𝜋

(︂
1 +

3

8
𝛼2

)︂
.

4.4. Модифiкацiя кулонiвського поля
магнiтним формфактором електрона

Дiагональнi матричнi елементи збурення

𝑉mag(r) = −𝑒𝛿𝜙mag(𝑟)

завдяки магнiтному формфактору (6) визначаю-
ться iнтегралом з полiномом (33),

𝑉mag(𝑛, 𝑗,𝑚𝑗 , 𝜎) =

= 𝜆𝑛,𝑗𝐴
2
𝑛,𝑗

∞∫︁
0

𝑉 (2)
mag (𝜌) 𝑒

−𝜌𝜌2𝛾𝑗𝐾
(2)
𝑛𝑟,𝑗,𝜎

(𝜌) 𝑑𝜌𝑑𝜌.

Згiдно з рiвняннями (6), (7) та визначення (36),

𝑉 (2)
mag (𝜌) =

𝑚𝑐2𝛼4

𝜋𝒩 2
𝑛,𝑗

𝑑𝜑

𝑑𝜌
,

де

𝜑 (𝜌) =
1

𝜌

⎛⎝1− ∞∫︁
1

𝑒−
𝒩𝑛,𝑗

𝛼 𝜁𝜌 𝑑𝜁

𝜁2
√︀

𝜁2 − 1

⎞⎠. (47)

Тому,

𝑉mag(𝑛, 𝑗, 𝜎) = −2𝑚𝑐2𝛼5

𝜋𝒩 3
𝑛,𝑗

(𝒩𝑛,𝑗 + 𝜅𝑗)𝑛𝑟!

4𝒩𝑛,𝑗Γ (𝑛𝑟 + 1 + 2𝛾𝑗)
×

×
2𝑛𝑟∑︁
𝜈=0

𝑎(2)𝜈 (𝑛, 𝑗, 𝜎)

∞∫︁
0

𝑑𝜑

𝑑𝜌
𝑒−𝜌𝜌2𝛾𝑗+𝜈𝑑𝜌.

Тут iнтеграл можна обчислити за допомогою спiв-
вiдношення

∞∫︁
0

𝑑𝜑 (𝜌)

𝑑𝜌
𝑒−𝜌𝜌2𝛾𝑗+𝜈𝑑𝜌 =

= −
∞∫︁
0

𝜑 (𝜌)
𝑑

𝑑𝜌
𝑒−𝜌𝜌2𝛾𝑗+𝜈𝑑𝜌,

яке з урахуванням явного виразу для 𝜑 (𝜌) дозво-
ляє iнтегрувати результат по 𝜌. Таким чином, ми
отримуємо такий вираз для дiагональних елемен-
тiв матрицi:

𝑉mag(𝑛, 𝑗,𝑚𝑗 , 𝜎) =
2𝑚𝑐2𝛼5

𝜋𝒩 3
𝑛,𝑗

(𝒩𝑛,𝑗 + 𝜅𝑗)𝑛𝑟!

4𝒩𝑛,𝑗 Γ (𝑛𝑟 + 1 + 2𝛾𝑗)
×

×
2𝑛𝑟∑︁
𝜈=0

𝑎(2)𝜈 (𝑛, 𝑗, 𝜎) Γ (2𝛾𝑗 + 𝜈 − 1)×
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×

[︃
1− (2𝛾𝑗 + 𝜈)𝐶

(mag)
2𝛾𝑗+𝜈−1

(︂
𝛼

𝒩𝑛,𝑗

)︂2𝛾𝑗+𝜈−1

+

+(2𝛾𝑗 + 𝜈 − 1)𝐶
(mag)
2𝛾𝑗+𝜈

(︂
𝛼

𝒩𝑛,𝑗

)︂2𝛾𝑗+𝜈
]︃
,

де

𝐶(mag)
𝜇 =

∞∫︁
1

𝑑𝜁(︂
𝜁 +

𝛼

𝒩𝑛,𝑗

)︂𝜇
𝜁2
√︀
𝜁2 − 1

≈

≈
∞∫︁
1

𝑑𝜁

𝜁2+𝜇
√︀
𝜁2 − 1

.

Для станiв iз максимально можливим значен-
ням 𝑗 при заданому 𝑛, коли 𝑛𝑟 = 0, 𝒩𝑛,𝑗 = 𝑛.
i 𝑃 (+)

0,𝑗 𝑊
(−)
0,𝑗 = 1, матричний елемент 𝑉mag(𝑛,+) в

наближеннi 𝛾𝑛 ≃ 𝑛 дорiвнює

𝑉mag(𝑛, 𝑗𝑛,+) =
𝑚𝑐2𝛼5

2𝜋𝑛4 (2𝑛− 1)
×

×
[︂
1− (2𝑛)𝐶

(mag)
2𝑛−1

(︁𝛼
𝑛

)︁2𝑛−1

+

+(2𝑛− 1)𝐶
(mag)
2𝑛

(︁𝛼
𝑛

)︁2𝑛]︂
.

Як i ранiше, нижче ми обчислимо матричнi еле-
менти для найнижчих енергетичних станiв у на-
ближеннi 𝛾1 ≃ 1.

i) Для основного стану 1𝑆1/2 з квантовими чи-
слами 𝑛 = 1, 𝑗 = 1/2, 𝜎 = + (𝑛𝑟 = 0, 𝜅1/2 = 1,
𝛾1/2 ≃ 1), i

𝒩1,1/2 = 1, 𝑎
(2)
0 = 1,

дiагональний матричний елемент становить

𝑉mag(1, 1/2,+) =
𝑚𝑐2𝛼5

2𝜋

(︂
1− 𝜋

2
𝛼+

2

3
𝛼2

)︂
.

ii) Для збудженого стану 2𝑃3/2 з 𝑛 = 2, 𝑗 =
= 3/2, 𝜎 = + (𝑛𝑟 = 0, 𝜅3/2 = 2, 𝛾3/2 ≃ 2), i

𝒩2,3/2 = 2, 𝑎
(1)
0 (2, 1/2) = 1,

у цьому ж наближеннi дiагональний матричний
елемент дорiвнює

𝑉mag(2, 3/2,+) =
𝑚𝑐2𝛼5

96𝜋

(︂
1− 3𝜋

32
𝛼3 +

3

16
𝐶4𝛼

4

)︂
.

iii) Для збудженого стану 2𝑆1/2 з 𝑛 = 2, 𝑗 =
= 1/2, 𝜎 = + (𝑛𝑟 = 1, 𝜅𝑗 = 1), а також

𝐾
(2)
1,1/2,+(𝜌) ≈ 8− 6𝜌+ 𝜌2, 𝑎

(2)
0 (2, 1/2,+) = 8,

𝑎
(2)
1 (2, 1/2,+) = −6, 𝑎

(2)
2 (2, 1/2,+) = 1,

у наближеннi 𝒩2,1/2 ≃ 2, i нехтуючи вищими по-
рядками 𝛼, отримуємо матричний елемент для ста-
ну 2𝑆1/2:

𝑉mag(2, 1/2,+) ≃ 𝑚𝑐2𝛼5

6𝜋

3

8

(︁
1− 𝜋

2
𝛼
)︁
.

iv) Для збудженого стану 2𝑃1/2 з 𝑛 = 2, 𝑗 =
= 1/2, 𝜎 = − (𝑛𝑟 = 1, 𝜅𝑗 = 1), у тому самому на-
ближеннi 𝒩2,1/2 ≈ 2, 2−𝒩2,1/2 ≃ 𝛼2/4, та з ураху-
ванням
𝐾−

(2)(𝜌) =
(︁
𝒩 2

2,1/2 − 1
)︁
𝒩2,1/2

(︀
𝒩2,1/2 − 2

)︀
−

− 2
(︀
𝒩2,1/2 − 1

)︀2
𝜌+

𝒩2,1/2 − 1

𝒩2,1/2 + 1
𝜌2 ≃

≃ −3

2
𝛼2 − 2𝜌+

1

3
𝜌2,

елемент дiагональної матрицi для стану 2𝑃1/2 до-
рiвнює

𝑉mag(2, 1/2,−) = −𝑚𝑐2𝛼5

48𝜋

(︂
1 +

3

8
𝛼2

)︂
.

5. Лембiвський зсув
рiвнiв водню 2𝑆1/2 та 2𝑃1/2

У КЕД, РД нульового порядку з кулонiвським по-
тенцiалом,(︂
𝑐𝛼̂ · p̂+𝑚𝑐2𝛽 − 𝑒2

𝑟

)︂
Ψ = 𝐸Ψ,

дає лише приблизний опис водневоподiбних зв’яза-
них станiв. Це рiвняння дає енергетичний спектр iз
рiвнями зв’язаного стану (24), якi залежать лише
вiд головного квантового числа 𝑛 i повного куто-
вого моменту 𝑗, та є виродженими вiдносно числа
𝜎. Це виродження є випадковим у тому сенсi, що
воно вiдбувається, лише якщо взаємодiя мiж еле-
ктроном i протоном точно пропорцiйна ∼1/𝑟, як
це передбачено законом Кулона. Таке виродження
пояснюється наявнiстю в кулонiвському полi дода-
ткового iнтеграла руху Джонсона–Лiпмана, який
не комутує з iнварiантом Дiрака.

У 1947 роцi, в експериментi Лемба–Резерфор-
да [20], була визначена рiзниця мiж рiвнями енергiї
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станiв 2𝑆1/2 i 2𝑃1/2 атома водню. Розщеплення мiж
цими рiвнями, вiдоме як зсув Лемба, усуває виро-
дження в спектрi РД в кулонiвському полi. Саме
iснування зсуву Лемба вказує на те, що закон Ку-
лона не виконується на малих вiдстанях поблизу
атомного ядра. У цiй статтi ми розглянули основ-
нi фактори, якi порушують кулонiвську симетрiю,
а саме, модифiкацiю закону Кулона, передбачену
в КЕД.

Перш за все, КЕД – це теорiя взаємодiючих спi-
норних (дiракiвських) та електромагнiтних (фо-
тонних) полiв, в яких електрично зарядженi ча-
стинки взаємодiють шляхом обмiну фотонами, а
пропагатор фотонiв описує цю взаємодiю. Взає-
модiя фотона з електрон-позитронним спiнорним
полем вводить поляризацiйний оператор, пов’яза-
ний з вiртуальним випромiнюванням i поглинан-
ням електрон-позитронних пар, у фотонний про-
пагатор. Цей ефект призводить до модифiкацiї по-
тенцiалу Кулона до форми потенцiалу Улiнга (2).

По-друге, електрон безперервно випромiнює та
поглинає вiртуальнi фотони, i в результатi його
електричний заряд поширюється на кiнцевий об’-
єм, описаний формфакторами електрона в рiвнян-
нi (1). Це також призводить до ефективних моди-
фiкацiй (2)–(3) взаємодiї електрона iз зовнiшнiм
зарядом. Електричний формфактор змiнює закон
Кулона, а магнiтний формфактор описує радiацiй-
нi поправки до спiн-орбiтального зв’язку.

По-третє, ми враховуємо також вакуумну по-
ляризацiю зовнiшнього заряду електричним по-
лем. При сильних зовнiшнiх електричних полях
ℰ ∼ 𝜋𝑚2𝑐3/ (𝑒~) можливе народження реальних
електрон-позитронних пар iз вакууму (так званий
ефект Швiнгера). Легко оцiнити, що для точко-
вого заряду такi поля вiдповiдають вiдстанi 𝑟2 =
= (𝛼/𝜋)𝜆2

C (тут 𝛼 = 𝑒2/ (~𝑐) – постiйна тонкої стру-
ктури, а 𝜆𝑐 = ℎ/ (𝑚𝑐) – комптонiвська довжина
хвилi). Перешкоджає таким процесам поляризацiя
вакууму, яку вперше розглянули В. Гейзенберг i
Г. Ейлер. Наскiльки нам вiдомо, вплив поляриза-
цiї вакууму електричним полем зовнiшнього заря-
ду на зсув Лемба ранiше не розглядався.

У цiй статтi розв’язки (23)–(24) РД з куло-
нiвським потенцiалом було використано як вихi-
дну точку для отримання зв’язаного енергетично-
го спектра атома водню, коли всi три вищезгаданi
ефекти призводять до зсуву Лемба. В результатi,
енергетичний спектр атома водню описується га-

мiльтонiаном

H =
∑︁

𝑛,𝑗,𝑚𝑗 ,𝜎

𝐸̃𝑛,𝑗,𝜎𝑎
†
𝑛,𝑗,𝑚𝑗 ,𝜎

𝑎𝑛,𝑗,𝑚𝑗 ,𝜎,

де

𝐸̃𝑛,𝑗,𝜎 = 𝑚𝑐2𝜀𝑛,𝑗 +Δ𝑛,𝑗,𝜎.

Тут величина

Δ𝑛,𝑗,𝜎 ≡ 𝑉PP (𝑛, 𝑗, 𝜎) + 𝑉elec (𝑛, 𝑗, 𝜎)+

+𝑉vac(𝑛, 𝑗, 𝜎) + 𝑉mag(𝑛, 𝑗, 𝜎)

визначає лембiвськi зсуви рiвнiв. Хоча спочатку
зсув Лемба визначався як розщеплення мiж ста-
нами 2𝑆1/2 i 2𝑃1/2, рiзницю в рiвнях з 𝑛 ̸= 2 та-
кож називають зсувом Лемба. Зокрема, для Δ𝐿 ≡
≡ Δ2𝑆1/2

−Δ2𝑃1/2
маємо

Δ𝐿 ≃ 𝑚𝑐2𝛼5
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)︃]︃
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Нагадаємо, що вираз для електричного форм-
фактора 𝐹1(𝑞

2) у рiвняннi (4) мiстить в аргументi
логарифма параметр 𝜆 → 0, який є “скiнченною
вiртуальною масою фотона”, введеною для усуне-
ння iнфрачервоної розбiжностi. Вiн вiдiграє роль
параметра обрiзання на низьких частотах. У стан-
дартних розрахунках цей параметр у загальному
випадку довiльного 𝑍 приймається зi значенням в
iнтервалi (𝑍𝛼)

2
𝑚 ≪ 𝜆 ≪ 𝑚, i пiсля додавання па-

раметр низькочастотного внеску 𝜆 компенсується.
Мiнiмiзацiя низькочастотного внеску призводить
до рiвностi ln (2𝑚/𝜆) → ln

(︀
1/𝑍2𝛼2

)︀
+ const , де

const ∼ 1 [8, 9, 13], що дозволяє використовувати
його як певний параметр пiдгонки.

Ефективнi потенцiали (5) i (6) були вперше роз-
глянутi в роботi [13] i використанi в розрахунках
релятивiстських важких елементiв та в молеку-
лярних розрахунках (див. [14, 18]). Як i вище, тут
ми розглядаємо спектр водню (𝑍 = 1) i, вiдповiдно
до аналiзу Швiнгера [21], вибираємо

ln
2𝑚

𝜆
→ ln

1

𝛼2
− 2,8118 (48)
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замiсть рiвняння (41). Джулiан Швiнгер викори-
стовував такi числовi значення:

𝛼 =
1

137,06
, ln

𝑚

|𝐸1|
= ln

2

𝛼2
≈ 10,5,

𝛼3

3𝜋
=

𝑚𝑐2𝛼5

6𝜋
= 135,644 MHz,

а для маси електрона вiн використав еквiвалентну
масу (множник 𝑀𝑝/(𝑀𝑝 +𝑚𝑒)), що дає значення

Δ𝐿 = 𝐸2𝑆1/2
− 𝐸2𝑃1/2

= 1050,55 MHz.

На даний час прийнятi такi значення:

𝛼 =
1

137,036
, Δ

(theor)
𝐿 = 1057,864 MHz,

Δ
(exp)
𝐿 = 1057,845 MHz.

Для нашої оцiнки зсув Лемба Δ𝐿 можна предста-
вити у виглядi

Δ𝐿 =
𝑚𝑐2𝛼5

6𝜋
𝐶𝐿,
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.

Тут константа 𝐶𝐿 може бути представлена як
𝐶𝐿 = ln 2𝑚

𝜆 + 𝐷, де 𝐷 = 0,400759. Оцiнюючи те-
пер 𝐶𝐿, виходячи з Δ

(exp)
𝐿 , ми можемо обчислити

значення ln(2𝑚/𝜆) i оцiнити рiзницю

ln
2𝑚

𝜆
− ln

1

𝛼2
≈ −2,44262,

що дуже близько до ∼−2,8118. Отже, ми маємо
вагомий аргумент на користь правильностi наших
розрахункiв.

6. Висновки

Беручи до уваги, що правильний опис атома во-
дню може бути забезпечений лише з використан-
ням РД, ми розрахували зв’язанi електроннi ста-
ни атома водню з урахуванням модифiкацiї зако-
ну Кулона в околi атомного ядра, передбаченої
КЕД. Вiдхилення електричного поля вiд закону

Кулона є основним чинником, який усуває “випад-
кове” виродження водневоподiбних рiвнiв енергiї
та призводить до зсуву Лемба. РД та зсув Лемба
обговорюються у багатьох пiдручниках з кванто-
вої електродинамiки та квантової теорiї поля (див.,
наприклад, [8–10]). Першi результати щодо зсуву
Лемба можна знайти в класичнiй монографiї Бете
та Солпiтера [4], а сучасний стан теорiї наведено у
вичерпному оглядi [22].

У теоретико-польовому пiдходi, розрахунки по-
правок до енергетичних рiвнiв базуються на кова-
рiантнiй формi функцiонала Лагранжа КЕД. Еле-
ктродинамiчнi поправки шукаються у виглядi роз-
кладу в степеневий ряд за малим параметром 𝛼
[8–10]. У цiй схемi, зсув Лемба традицiйно отри-
мується з використанням теорiї збурень у формi
розкладу у степеневий ряд до заданого ступеня 𝛼,
а для обчислення фiзичних величин завжди вико-
ристовуються власнi функцiї рiвняння Шредiнге-
ра як нерелятивiстського наближення РД.

Наша iдея заснована на РД i принципово вiд-
рiзняється вiд цiєї схеми. Ми отримали реляти-
вiстський гамiльтонiан, поданий у рiвняннi (29),
для атома водню iз зовнiшнiми полями, викори-
стовуючи розв’язок РД з потенцiалом Кулона як
вихiдну точку. Як збурення в цьому гамiльтонiа-
нi ми розглянули вiдхилення електричного поля,
що дiє на електрон, вiд закону Кулона та розра-
хували лембiвський зсув у рамках традицiйного в
квантовiй механiцi гамiльтонiвського опису. Еле-
менти матрицi збурень 𝑉{𝜈},{𝜈′} визначаються то-
чним розв’язком РД з потенцiалом Кулона. Тому
релятивiстський гамiльтонiан у формi (29) мiстить
усi так званi релятивiстськi або зв’язанi поправ-
ки [22]. Цей пiдхiд здається бiльш послiдовним
у порiвняннi з iншими розрахунками (наприклад,
дiаграмами).

Варто зазначити, що тут ми взяли до уваги ли-
ше RC, якi змiнюють закон Кулона поблизу ядра,
що призводить до розщеплення Лемба мiж рiзни-
ми рiвнями енергiї в загальному випадку. У ви-
падку найнижчих станiв водню 2𝑆1/2 i 2𝑃1/2, зсув
Лемба дорiвнює, згiдно з нашими розрахунками,
1340 МГц, нехтуючи членами ∼𝛼2.

Новою особливiстю нашого пiдходу є послiдов-
ний розрахунок внеску поляризацiї вакууму в рiв-
нi енергiї, виконаний у пiдроздiлi 4 4.3. Наскiльки
нам вiдомо, це перший такий розрахунок. Зазви-
чай у цьому контекстi поляризацiя вакууму роз-
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глядається як фактор, який призводить до моди-
фiкацiї закону Кулона у формi потенцiалу Улiн-
га. Крiм того, як було показано вище, поляриза-
цiя вакууму зарядом протона автоматично (тоб-
то без будь-яких додаткових припущень) супрово-
джується появою деякого просторового масштабу
𝑟0 (див. рiвняння (11)), який, згiдно з рiвняннями
(12) та (13), характеризує якiсно рiзну просторову
поведiнку закону Кулона при 𝑟 ≪ 𝑟0 та 𝑟 ≫ 𝑟0, i
може розглядатися як довжина поляризацiї ядра
у вакуумi. Його можна опосередковано пов’язати
з радiусом протона, хоча вiн має iнше значення.

Будучи найпростiшим з усiх стабiльних ато-
мiв, водень є унiкальним у сенсi його корисно-
стi для порiвняння теорiї та експериментiв стосов-
но структур енергетичних рiвнiв зв’язаного ста-
ну. У наш час точна оптична спектроскопiя та те-
оретичнi розрахунки [22] надзвичайно вдоскона-
лилися й досягли точки, коли розмiр протона є
обмежуючим фактором при порiвняннi експери-
менту з теорiєю. Хоча зсуви рiвнiв енергiї, пов’яза-
нi зi скiнченним розмiром протона, невеликi, сере-
дньоквадратичний радiус заряду можна визначи-
ти на основi високоточної спектроскопiї та КЕД
розрахункiв зв’язаних станiв. У зсувi Лемба пе-
реважають чисто радiацiйнi ефекти, i щоб отри-
мати значення радiуса протона 𝑟𝑝 зi спектроско-
пiчних даних, необхiдно мiнiмiзувати теоретичну
невизначенiсть у радiацiйних поправках КЕД. У
[23, 24], 𝑟𝑝 було визначено за допомогою спектро-
скопiї мюонного водню (𝜇𝑝, тобто протона, навко-
ло якого обертається мюон). Отриманий за допо-
могою вимiрювання мюонного зсуву Лемба та на
основi поточних КЕД розрахункiв радiус протона
вiдрiзняється вiд визначеного в експериментах з
електронно-протонного розсiювання та вiд значе-
ння CODATA [25], i автори дiйшли висновку про
те, що причиною розбiжностi можуть слугувати
неправильнi або вiдсутнi члени КЕД, або неочiку-
вано великi внески вiд ще не врахованих членiв
вищого порядку.

На даний час, теоретичне значення для рiзницi
енергiї 2𝑆1/2 − 2𝑃1/2 (1057,833 МГц) дуже близь-
ке до найкращого експериментального значення
1057,845 МГц, що є видатним доказом достовiр-
ностi КЕД. Рiзниця може бути пов’язана з радiу-
сом 𝑟0, визначеним у формулi (11) через поляриза-
цiю вакууму зарядом ядра, яка була розглянута в
цiй статтi i яка ранiше не була врахована. Точний

розв’язок РД з потенцiалом Кулона, який викори-
стовується для розрахунку елементiв матрицi, дає
врахування членiв вищого порядку за 𝛼.

Тут ми не ставили за мету отримати вирази для
зсуву Лемба з високим порядком точностi вiдно-
сно константи 𝛼, оскiльки, як було зазначено ви-
ще, розглянутi тут RC є лише частиною електроди-
намiчних ефектiв, якi сприяють зсуву Лемба. То-
му кiлькiсну оцiнку лембiвського зсуву неможливо
зробити без урахування магнiтного моменту про-
тона (надтонка структура) та ефекту вiддачi (по-
правки приведеної електрон-протонної маси). Вра-
хування вiдповiдних ефектiв потребує окремого
дослiдження.

Робота виконана за пiдтримки Вiддiлення фi-
зики та астрономiї НАН України (фундамен-
тальна наукова програма 0122U000887) та Фонду
Саймонса (США).
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TO THE THEORY OF THE LAMB SHIFT
IN THE RELATIVISTIC HYDROGEN ATOM

Radiative corrections which remove the accidental degeneracy

in the spectrum of the relativistic hydrogen atom and lead to

the modification of the Coulomb law, are calculated within the

novel approach, based on the exact solution of the Dirac equa-

tion with the Coulomb potential. The energy spectrum of the

hydrogen atom is obtained with account for these corrections,

and the Lamb shift is calculated for the lowest energy states.

Ke yw o r d s: Dirac equation, relativistic hydrogen atom, spi-
nor invariant, radiative correction, modification of the Coulomb
law, Lamb shift.
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