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ПОШУК ЧАСТИНОК КЕРРОЛЛА
У ДВОЧАСОВОМУ ПРОСТОРI-ЧАСI 1

УДК 539

Ми намагаємось описати частинки Керролла з ненульовим значенням енергiї (тобто
частинки Керролла, якi завжди перебувають у спокої) у рамках двочасової фiзики, роз-
робленої в серiї робiт I. Барса i його спiвавторiв. У просторi-часi з одним додатковим
часовим вимiром i одним додатковим просторовим вимiром можна локалiзувати симе-
трiю, яка iснує мiж узагальненою координатою та її спряженим iмпульсом. Така ло-
калiзацiя передбачає введення калiбрувальних полiв, що, у свою чергу, передбачає появу
деяких додаткових умов першого класу. Вибираючи рiзнi умови фiксацiї калiбрування i
розв’язуючи додатковi умови, можна отримати рiзнi часовi параметри, гамiльтонiани
i загалом фiзичнi системи в стандартному одночасовому просторi-часi. Ми знаходимо
набiр умов фiксацiї калiбрування, який вiдображає частинки Керролла в одночасовому
свiтi. Крiм того, ми будуємо квантову теорiю такої частинки, використовуючи не-
очiкувану вiдповiднiсть мiж нашою параметризацiєю i параметризацiєю, отриманою
Барсом для атома водню в 1999 р.
К люч о в i с л о в а: двочасовий простiр-час, група Керролла, частинки.

1. Вступ
Теорiї з додатковими просторовими вимiрами ста-
ли цiлком традицiйними з часiв, коли вони були
запропонованi у вiдомих роботах Калуци i Клейна.
Теорiї з бiльш нiж одночасовим вимiром вигляда-
ють набагато менш iнтуїтивно зрозумiлими i прав-
доподiбними. Проте, починаючи з 1996 р., I. Бар-
сом i його спiвавторами була написана вражаюча
серiя робiт, присвячених так званiй фiзицi двох ча-
сiв або 2Т [1–6]. Класична i квантова фiзика про-
стих систем, таких як: нерелятивiстична частин-
ка, масивна i безмасова релятивiстичнаа частин-
ка, гармонiчний осцилятор, воднеподiбний атом —
можуть бути описанi в рамках 2T-фiзики з єдиної
точки зору. У книзi [6] пояснюється, що рiзнi одно-

Цит у в а н н я: Каменщик А., Мусколiно Ф. Пошук части-
нок Керролла у двочасовому просторi-часi. Укр. фiз.
журн. 69, № 7, 448 (2024).
C i t a t i o n: Kamenshchik A., Muscolino F. Looking for Car-
roll particles in the two-time spacetime. Ukr. J. Phys. 69,
No. 7, 448 (2024). https://doi.org/10.15407/ujpe69.7.448.

часовi фiзичнi системи виникають як деякi “тiнi”
в печерi Платона, яка є нiчим iншим, як свiтом
з одним додатковим часовим вимiром i одним до-
датковим просторовим вимiром. Мова двочасової
фiзики цiлком адаптована також для опису тео-
рiй поля [7] i ґравiтацiї [8]. Новий пiдхiд до космо-
логiї, стимульований двочасовою фiзикою, вiдкрив
шлях до цiкавого розгляду проблеми проходження
через космологiчнi сингулярностi [9]. Зв’язки мiж
двочасовою фiзикою i симетрiєю Керролла ранi-
ше не дослiджувалися. Це було зроблено в нашiй
роботi [10].

Симетрiя Керролла була вiдкрита в 1965 р. [11]
як iнша контракцiя типу Iньону–Вiгнера [12] алге-
бри Пуанкаре, альтернативна контракцiї, яка при-
водить до появи алгебри Лi групи Галiлея. Неза-
лежно це було вiдкрито Сен Гуптом в 1966 р. [13].

1 Ця робота базується на результатах, якi доповiдалися на
мiжнароднiй конференцiї “XII Bolyai–Gauss–Lobachevsky
(BGL-2024): Non-Euclidean Geometry in Modern Physics
and Mathematics”.
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Тодi як група Галiлея виникає, коли швидкiсть свi-
тла прямує до нескiнченностi, симетрiя Керролла
вiдповiдає швидкостi свiтла, що прямує до нуля.
Останнiм часом симетрiя Керролла стала дуже по-
пулярною i знайшла кiлька цiкавих i несподiваних
застосувань [14–17].

Далi у вступнiй частинi ми стисло опишемо
основнi iдеї фiзики двох часiв i симетрiї Керрол-
ла. У другому роздiлi ми описуємо класичну те-
орiю частинки Керролла, яка виникає у двочасо-
вому просторi-часi. Третiй роздiл присвячений її
квантовiй теорiї, а останнiй роздiл мiстить деякi
заключнi зауваження.

З точки зору фiзики 2Т, звичайнi фiзичнi систе-
ми, якi iснують в одночасовому свiтi, являють со-
бою проекцiї з простору-часу з одним додатковим
часовим вимiром i одним додатковим просторовим
вимiром. Цi додатковi вимiри вводяться для по-
будови нової калiбрувальної теорiї, заснованої на
локалiзацiї симетрiї фазового простору, яка опи-
сується симплектичною групою Sp(2,R). Звичай-
на фiзика з 1T отримується за допомогою фiксацiї
калiбрування.

Координати фазового простору для двочасового
свiту мають вигляд
𝑋𝑀 =

(︀
𝑋0′, 𝑋1′, 𝑋𝜇

)︀
, 𝑃𝑀 =

(︀
𝑃 0′, 𝑃 1′, 𝑃𝜇

)︀
.

Тут iндекси 0′ i 1′ позначають додатковий час i до-
датковий вимiр простору. Додатковий вимiр про-
стору необхiдний для отримання потрiбної кiль-
костi ступенiв вiльностi в теорiї 1Т. Iндекс 𝜇 =
= 0, ..., 𝑑− 1 позначає звичайнi координати в одно-
часовому свiтi. Це зручно написати таким чином:
𝑋𝑀

𝑖 =
(︀
𝑋𝑀, 𝑃𝑀

)︀
,

де iндекси 𝑖 = 1, 2 означають положення та iм-
пульс, вiдповiдно.

Два типи фазових змiнних можна змiшувати за
допомогою перетворень Sp(2,R).

Дiя для вiльної частинки на свiтовiй лiнiї в пло-
скому двочасовому просторi-часi

𝑆 =
1

2

∫︁
𝑑𝜏 𝜖𝑖𝑗𝜂𝑀𝑁 𝜕𝜏𝑋

𝑀
𝑖 𝑋𝑁

𝑗 ,

де 𝜂𝑀𝑁 = Diag(−1, 1,−1, 1, ..., 1) – плоска метрика
з сигнатурою (2, 𝑑), а 𝜖𝑖𝑗 є антисиметричним тен-
зором iз 𝜖12 = 1, i 𝜏 – параметр власного часу.

Дiя є iнварiантною вiдносно глобальних пере-
творень Sp(2,R)
𝛿𝜔𝑋

𝑀
𝑖 = 𝜖𝑖𝑗𝜔

𝑗𝑘𝑋𝑀
𝑘 .

Параметри перетворення 𝜔𝑗𝑘 є симетричними вiд-
носно 𝑗, 𝑘. Коли 𝜔𝑖𝑗 → 𝜔𝑖𝑗(𝜏), нам потрiбно запро-
вадити зв’язок, який враховує нову калiбрувальну
симетрiю. Коварiантна похiдна є

𝜕𝜏𝑋
𝑀
𝑖 → 𝐷𝜏𝑋

𝑀
𝑖 = 𝜕𝜏𝑋

𝑀
𝑖 − 𝜖𝑖𝑗𝐴

𝑗𝑘(𝜏)𝑋𝑀
𝑘 ,

де 𝐴𝑗𝑘(𝜏) є симетричним вiдносно iндексiв 𝑖, 𝑗 i
належить до приєднаного представлення алгебри
Лi Sp(2,R) (яке ми називаємо sp(2,R)). Цей тен-
зор перетворюється як калiбрувальне поле пiд дi-
єю групи Sp(2,R):

𝛿𝜔𝐴
𝑖𝑗(𝜏) = 𝜕𝜏𝜔

𝑖𝑗 + 𝜔𝑖𝑘𝜖𝑘𝑙𝐴
𝑙𝑗 + 𝜔𝑗𝑘𝜖𝑘𝑙𝐴

𝑙𝑖.

Iнварiант дiї на свiтовiй лiнiї вiдносно цих калi-
брувальних перетворень є

𝑆 =
1

2

∫︁
𝑑𝜏 𝜖𝑖𝑗𝜂𝑀𝑁𝐷𝜏𝑋

𝑀
𝑖 𝑋𝑁

𝑗 =

=

∫︁
𝑑𝜏

[︀
𝜂𝑀𝑁𝜕𝜏𝑋𝑀𝑃𝑁 −𝐴𝑖𝑗(𝜏)𝑄𝑖𝑗

]︀
,

де

𝑄11 =
1

2
𝑋 ·𝑋, 𝑄22 =

1

2
𝑃 · 𝑃,

𝑄12 = 𝑄21 =
1

2
𝑋 · 𝑃

є sp(2,R) струмами додаткових зв’зкiв, якi зберi-
гаються.

Калiбрувальнi поля 𝐴𝑖𝑗 не є динамiчними i вi-
дiграють роль множникiв Лагранжа. Коли виби-
рається калiбруванняч, мають бути виконанi такi
додатковi умови (в’язi):

𝑋 ·𝑋 = 0,
𝑋 · 𝑃 = 0,
𝑃 · 𝑃 = 0.

Цi умови приводять до нетривiальної параметри-
зацiї простору-часу 1T лише тодi, коли початкова
теорiя має бiльше одного часоподiбного вимiру.

Коли калiбрування фiксоване i додатковi умо-
ви задовольняються, отримується правильна кiль-
кiсть 1T змiнних 𝑋𝑀

𝑖 (𝜏) = 𝑋𝑀
𝑖 (x(𝜏),p(𝜏)). Дiя

має вигляд

𝑆 =

∫︁
𝑑𝜏 (ẋ · p−𝐻),

де 𝐻 – гамiльтонiан теорiї 1Т. Рiзнi фiксацiї калi-
брування вiдповiдають рiзним виборам гамiльто-
нiана (i рiзним виборам часу). Таким чином, рiзнi
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системи у фiзицi 1T описуються однiєю двочасо-
вою моделлю. Цi системи дуальнi одна до одної
при локальних Sp(2,R) перетвореннях.

Опишемо тепер симетрiю Керролла. Загальновi-
домо, що для групи Пуанкаре властиве контракцiї,
яка отримується шляхом спрямуванням швидко-
стi свiтла до нескiнченностi 𝑐 → ∞. Ця границя
приводить до групи Галiлея, яка описує нереляти-
вiстичну динамiку.

Що станеться, якщо ми розглянемо протилежну
границю: 𝑐 → 0? Давайте визначимо новi змiннi:

𝑡 =
1

𝑐
𝑥0, v̂ =

1

𝑐
𝛽, 𝑏 =

1

𝑐
𝑎0,

вимагаючи, щоб вони залишалися сталими пiсля
того, як 𝑐 буде спрямоване до нуля. Отримуємо
такi перетворення:{︂
𝑡′ = 𝑡+ v̂ · (𝑅x) + 𝑏,
x′ = 𝑅x+ a.

Цi перетворення утворюють групу Керролла
[11, 13].

Алгебра Лi Керролла має такий вигляд:

[𝐿𝑖𝑗 , 𝐿𝑘𝑙] = 𝛿𝑖𝑘𝐿𝑗𝑙 + 𝛿𝑗𝑙𝐿𝑖𝑘 − 𝛿𝑖𝑙𝐿𝑗𝑘 − 𝛿𝑗𝑘𝐿𝑖𝑙,

[𝐿𝑖𝑗 , 𝑃 𝑘] = 𝛿𝑖𝑘𝑃 𝑗 − 𝛿𝑗𝑘𝑃 𝑖,

[𝐿𝑖𝑗 , 𝐵𝑘] = 𝛿𝑖𝑘𝐵𝑗 − 𝛿𝑗𝑘𝐵𝑖,

[𝐿𝑖𝑗 , 𝐻] = 0,

[𝑃 𝑖, 𝑃 𝑗 ] = 0,

[𝑃 𝑖, 𝐵𝑗 ] = 𝛿𝑖𝑗𝐻,

[𝑃 𝑖, 𝐻] = 0,

[𝐵𝑖, 𝐵𝑗 ] = 0,

[𝐵𝑖, 𝐻] = 0,

де 𝐿𝑖𝑗 – просторовi повороти, 𝑃 𝑘 – просторовi
трансляцiї, 𝐵𝑘 – бусти, а 𝐻 – генератор часових
трансляцiй.

2. Частинка Керролла
у двочасовому просторi-часi:
класична теорiя

Вiдомо (див., наприклад, [17]), що частинка Кер-
рола з ненульовою енергiєю повинна завжди пере-
бувати в спокої. З iншого боку, частинка Керрол-
ла з нульовою енергiєю завжди рухається. Цi два

випадки не пов’язанi мiж собою. Причина цього
явища полягає в тому, що бусти Керролла не змi-
нюють значення енергiї на вiдмiну вiд бустiв Ло-
ренца i Галiлея. Дiйсно, генератори алгебри Лi, що
вiдповiдають бустам Лоренца, мають вигляд:

𝐵𝑥
Lorentz = 𝑡

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑥

𝜕

𝜕𝑡
,

Галiлеєвi бусти можуть бути представленi генера-
торами

𝐵𝑥
Galilei = 𝑡

𝜕

𝜕𝑥
,

в той час як бусти Керролла — це

𝐵𝑥
Carroll =

𝜕

𝜕𝑡
.

Гамiльтонiан завжди пропорцiйний оператору

𝐻 =
𝜕

𝜕𝑡
.

Буст Керролла комутує з гамiльтонiаном на вiдмi-
ну вiд буста Лоренца i буста Галiлея. Неможливо
змiнити значення енергiї за рахунок бусту у свiтi
Керролла, i слiд розглядати випадки прямуючої до
нуля i вiдмiнної вiд нуля енергiї окремо. Збереже-
ння тензора енергiї-iмпульсу передбачає зникнен-
ня потоку енергiї, якщо енергiя вiдмiнна вiд нуля.
Дiю для частинки Керролла можна представити у
виглядi

𝑆 = −
∫︁

𝑑𝜏
{︀
𝑡𝐸 − 𝑥̇ · 𝑝− 𝜆 (𝐸 − 𝐸0)

}︀
,

де 𝜏 – власний час, 𝑡 – фiзичний час, 𝐸 — класи-
чний гамiльтонiан, а 𝑥𝑖 i 𝑝𝑖 – просторовi коорди-
нати i iмпульси для 𝑖 = 1, ..., 𝑑 − 1. Тодi 𝐸0 ̸= 0
є енергiєю спокою частинки Керрола, а 𝜆 вiдiграє
роль множника Лагранжа. Ця дiя є iнварiантною
вiдносно перетворень, породжених

𝐿𝑖𝑗 = 𝑥𝑖𝑝𝑗 − 𝑥𝑗𝑝𝑖, 𝐵𝑖 = 𝐸𝑥𝑖, 𝑝𝑖 and 𝐸.

Дужки Пуассона цих генераторiв задовольняють
алгебру Керрола. Рiвняння руху виглядають як

𝑡 = 𝜆, 𝐸̇ = 0,

𝑥̇𝑖 = 0, 𝑝̇𝑖 = 0.
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Ми хотiли б отримати цю дiю вiд дiї 2T. Введемо
координати свiтлового конуса

𝑋+ =
1

2

(︁
𝑋1′ +𝑋0′

)︁
, 𝑋− =

1

2

(︁
𝑋1′ −𝑋0′

)︁
.

Фiксуємо калiбрувальнi поля як

𝐴11 = 𝐴12 = 0, 𝐴22 = 𝜆 = const.

Двочасовi координати i iмпульси є

𝑋+ = 𝐸0𝑡,

𝑋− =
𝑥𝑖𝑝

𝑖

𝐸0
+

𝑡

𝐸0

(︂
𝐸 − 𝐸0 +

𝑝𝑖𝑝
𝑖

2

)︂
,

𝑋0 =
√
𝑥𝑖𝑥𝑖,

𝑋𝑖 = 𝑥𝑖 + 𝑡𝑝𝑖,

𝑃+ = 𝐸0,

𝑃− =
1

𝐸0

(︂
𝐸 − 𝐸0 +

𝑝𝑖𝑝
𝑖

2

)︂
,

𝑃 0 = 0,

𝑃 𝑖 = 𝑝𝑖.

У термiнах цiєї параметризацiї (фiксацiї калiбру-
вання) додатковi умови (в’язi) мають вигляд

𝑋 ·𝑋 = −2𝑡2(𝐸 − 𝐸0),

𝑋 · 𝑃 = −2𝑡(𝐸 − 𝐸0),

𝑃 · 𝑃 = −2(𝐸 − 𝐸0)

i виконуються тодi i тiльки тодi, коли 𝐸 = 𝐸0.
Пiдставляючи наведену параметризацiю в дво-

часову дiю, отримуємо одночасову дiю для частин-
ки Керролла. Система також має симетрiю вiдно-
сно 𝑆𝑂(2, 𝑑) двочасової групи Лоренца. Генерато-
рами групи 𝑆𝑂(2, 𝑑) є

𝐿𝑀𝑁 = 𝑋𝑀𝑃𝑁 −𝑋𝑁𝑃𝑀 ,

i вони iнварiантнi вiдносно 𝑆𝑝(2,R) перетворень.
Записанi у термiнах нашої нової параметризацiї,

вони мають вигляд

𝐿𝑖𝑗 = 𝑥𝑖𝑝𝑗 − 𝑥𝑗𝑝𝑖,

𝐿0𝑖 =
√︀
𝑥𝑗𝑥𝑗 𝑝𝑖,

𝐿+𝑖 = −𝐸0𝑥
𝑖

𝐿−𝑖 = −𝐸 − 𝐸0

𝐸0
𝑥𝑖 − 𝑝𝑗𝑝

𝑗

2𝐸0
𝑥𝑖 +

𝑝𝑗𝑥𝑗

𝐸0
𝑝𝑖,

𝐿+− = −𝑝𝑖𝑥𝑖,

𝐿−0 = −
√
𝑥𝑖𝑥𝑖

(︂
𝐸 − 𝐸0

𝐸0
+

𝑝𝑖𝑝
𝑖

2𝐸0

)︂
,

𝐿+0 = −𝐸0

√
𝑥𝑖𝑥𝑖.

Дужки Пуассона цих генераторiв не утворюють
so(2, 𝑑) алгебру, якщо не виконується умова 𝐸−
−𝐸0 = 0. Пряме обчислення дає

{𝐿−𝑖, 𝐿−𝑗} = −2
𝐸 − 𝐸0

𝐸0
𝐿𝑖𝑗 ,

що є новим елементом алгебри. Коли 𝐸 − 𝐸0 = 0,
цi дужки Пуассона дорiвнюють нулю, i всi генера-
тори утворюють алгебру so(2, 𝑑), яка описується
такою формулою:

{𝐿𝑀𝑁 , 𝐿𝑅𝑆} = 𝜂𝑀𝑅𝐿𝑁𝑆 + 𝜂𝑁𝑆𝐿𝑀𝑅 −
− 𝜂𝑀𝑆𝐿𝑁𝑅 − 𝜂𝑁𝑅𝐿𝑀𝑆 .

Завершуючи цей роздiл, ми запишемо (для по-
рiвняння) двочасову параметризацiю, яка створює
одночасову дiю для нерелятивiстичної масивної
частинки вiдповiдно до статтi [5]:

𝑋+ = 𝑡,

𝑋− =
r · p
𝑚

− 𝑡
𝐻

𝑚
,

𝑋0 =

√︂
r2 − 2𝑡

r · p
𝑚

+ 2
𝐻

𝑚
𝑡2,

𝑋𝑖 = r𝑖,

𝑃+ = 0,

𝑃− = 𝐻,

𝑃 0 = 0,

𝑃 𝑖 = p𝑖.

Можна бачити, що пошук правильної параме-
тризацiї для переходу вiд двочасового простору-
часу до вiдносно простої одночасової системи не є
легкою задачею, i результати не є очевидними.

3. Частинка Керрола
у двочасовому просторi-часi:
квантова теорiя

Спробуємо побудувати квантову теорiю частинки
Керрола за рецептом, поданим у статтi [4]. Кому-
тацiйнi спiввiдношення для операторiв положення
i iмпульсу в стандартному (𝑑 − 1)-вимiрному про-
сторi є

[𝑥𝑖, 𝑝𝑗 ] = 𝑖 𝛿𝑖𝑗 .

Коли ми квантуємо деякi класичнi функцiї цих
операторiв, виникає проблема вибору порядку. Усi
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оператори мають бути ермiтовими, але цiєї вимоги
недостатньо. Наприклад,

𝑝2𝑟 → 𝑝𝑖𝑟𝑝
𝑖,

який явно є ермiтовим. Однак це впорядкування
не є єдино можливим, яке забезпечує ермiтовiсть.
Ми можемо вибрати iншу форму оператора

𝑝2𝑟 → 𝑟𝑝𝑖𝑟
−1𝑝𝑖𝑟 = 𝑝𝑖𝑟𝑝

𝑖 − 𝑑− 3

2𝑟
.

У бiльш загальному випадку

𝑝2𝑟 → 𝑟𝜆𝑝𝑖𝑟
1−2𝜆𝑝𝑖𝑟𝜆 = 𝑝𝑖𝑟𝑝

𝑖 +
𝜆(𝜆− 𝑑+ 2)

2𝑟
.

Ми повиннi вдатися до коварiантного квантуван-
ня в 2T просторi-часi. Це означає, що генератори
𝐿𝑀𝑁 , якi стають операторами, повиннi складати
алгебру Лi вiдносно комутаторiв.

Ця вимога також не визначає впорядкування
в квантових генераторах однозначним чином, i
слiд також використовувати властивостi опера-
торiв Казимира унiтарних зображень обох груп
𝑆𝑂(2, 𝑑) i Sp(2,R). В’язi вiдiграють роль генерато-
рiв симетрiї вiдносно групи Sp(2,R). Їх слiд засто-
совувати до прийнятних квантових станiв систе-
ми згiдно з рецептом квантування Дiрака систем
з в’язями першого класу:

𝑄|Ψ⟩ = 0.

Те саме має бути справедливим i для операторiв
Казимира.

Якщо вибрати базис ермiтових квантових гене-
раторiв групи Sp(2,R) таким чином:

𝐽0 =
1

4
(𝑃 2 +𝑋2), 𝐽1 =

1

4
(𝑃 2 −𝑋2),

𝐽2 =
1

4
(𝑋 · 𝑃 + 𝑃 ·𝑋),

тодi

[𝐽0, 𝐽1] = 𝑖𝐽2, [𝐽0, 𝐽2] = −𝑖𝐽1,

[𝐽1, 𝐽2] = −𝑖𝐽0.

Квадратичний оператор Казимира визначається
як

𝐶2(Sp(2,R)) = 𝐽2
0 − 𝐽2

1 − 𝐽2
2 .

Використовуючи правила комутацiї

[𝑋𝑀 , 𝑃𝑁 ] = 𝑖𝜂𝑀𝑁 ,

ми можемо показати

𝐶2(Sp(2,R) =

=
1

4

(︂
𝑋𝑀𝑃 2𝑋𝑀 − (𝑋 · 𝑃 )(𝑃 ·𝑋) +

𝑑2

4
− 1

)︂
.

З iншого боку, ми визначаємо квадратичний опе-
ратор Казимира для групи 𝑆𝑂(2, 𝑑) як

𝐶2(𝑆𝑂(2, 𝑑)) =
1

2
𝐿𝑀𝑁𝐿𝑀𝑁 ,

i прямий розрахунок показує, що

𝐶2(𝑆𝑂(2, 𝑑)) = 4𝐶2(Sp(2,R) + 1− 𝑑2

4
.

Якщо генератори Sp(2,R) вибирають квантовi
стани i їхнiй квадратичний оператор Казимира має
дорiвнювати нулю, квадратичний оператор Кази-
мира на тих самих квантових станах, що розгля-
даються як такi, що належать до представлен-
ня групи 𝑆𝑂(2, 𝑑), має дорiвнювати 1 − 𝑑2

4 . Са-
ме ця вимога фiксує порядок у генераторах групи
𝑆𝑂(2, 𝑑). У статтi [4] ця методика була реалiзова-
на для вiдтворення схеми квантування i спектра
водневоподiбного атома. Вiдомо, що на початку
розвитку квантової механiки у двадцятих роках
цей спектр отримували двома рiзними способами:
розв’язуванням вiдповiдного рiвняння Шредiнге-
ра i суто алгебраїчним методом з використанням
симетрiї розширеної групи цiєї системи. Примiтно,
що автору статтi [4] за допомогою методики, наве-
деної вище, вдалося узагальнити стандартнi фор-
мули для спектра водню на випадк ((𝑑 − 1) + 1)-
вимiрного простору-часу, починаючи з (𝑑 + 2)-
вимiрного простору-часу.

Процедура фiксацiї впорядкованостi операторiв
при переходi вiд класичної теорiї до її квантово-
го аналогу має цiкаву особливiсть: якщо нам вда-
ється зафiксувати впорядкованiсть у генераторах
групи 𝑆𝑂(2, 𝑑) у початковий момент 𝜏 = 0, то цей
самий порядок буде збережено. Можна вiдзначи-
ти досить незвичайний факт: наша параметриза-
цiя змiнних 𝑋𝑀 , 𝑃𝑀 при 𝜏 = 0 збiгається з тi-
єю, що використовується для опису атома водню
в [4], якщо ми вже ввели 𝐸 = 𝐸0. Це дивовижно,
оскiльки цi фiзичнi системи дуже рiзнi, i їх дiї та-
кож рiзнi. Дiйсно, коли ми обчислюємо одночасову
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дiю, стартуючи з певної параметризацiї двочасо-
вих змiнних, у гру вступають похiднi вiдносно вла-
сного параметра часу. Таким чином, коли ми обчи-
слюємо цю дiю, важлива залежнiсть вiд часу, при-
сутня в параметризацiї часу або, iншими словами,
в процедурi фiксацiї калiбрування. Однак для ви-
ведення правил квантування залежнiсть вiд часу
неважлива. Це означає, що маючи двi абсолютно
рiзнi параметризацiї, якi збiгаються в певний мо-
мент, ми можемо використовувати подiбнi проце-
дури квантування для зовсiм рiзних систем. Таким
чином, ми можемо використати результати статтi
[4] для квантування нашої частинки Керролла в
станi спокою. Тут ми наведемо формули, якi явно
показують, як вибирається порядок операторiв у
квантових генераторах групи 𝑆𝑂(2, 𝑑):

𝐿𝑖𝑗 = 𝑥𝑖𝑝𝑗 − 𝑥𝑗𝑝𝑖,

𝐿0𝑖 =
1

2

(︀
𝑟 𝑝𝑖 + 𝑝𝑖𝑟

)︀
,

𝐿+𝑖 = −𝐸0𝑥
𝑖,

𝐿−𝑖 = − 1

2𝐸0
𝑝𝑗𝑥

𝑖𝑝𝑗+
1

2𝐸0

(︀
𝑝 · 𝑥𝑝𝑖 + 𝑝𝑖𝑥 · 𝑝

)︀
+

𝑥𝑖

8𝐸0𝑟2
,

𝐿+− = −1

2
(𝑥 · 𝑝+ 𝑝 · 𝑥),

𝐿−0 = − 1

2𝐸0
𝑝𝑖𝑟𝑝

𝑖 − 5− 2𝑑

8𝐸0𝑟
,

𝐿+0 = −𝐸0𝑟.

Може скластися враження, що результати та-
кого квантування можуть суперечити iнтуiтивним
мiркуванням. Дiйсно, спектр атома водню є дис-
кретним, i частинка Керролла в спокої не вигля-
дає як система, яка може мати дискретний спектр.
Проте той факт, що ми використовуємо вiдповiд-
нiсть мiж цими двома квантовими системами, не
означає, що ми отримаємо дискретний спектр для
частинки Керролла в спокої. Дiйсно, процедура
квантування говорить нам про те, що комбiнацiя
квадрата iмпульсу i оберненого радiуса, яка дає га-
мiльтонiан атома водню, має дискретний спектр.
Однак ця сама комбiнацiя не представляє гамiль-
тонiан частинки Керрола. Дiйсно, цей гамiльтонi-
ан не пов’язаний як з просторовими координатами,
так i з iмпульсами. Крiм того, iмпульс не пов’яза-
ний зi швидкiстю частинки Керрола (яка завжди
дорiвнює нулю).

Яка роль iмпульсу? Для стандартних квантово-
механiчних систем, iмпульси входять у комутацiй-
нi спiввiдношення з координатами i, отже, нерiв-
нiсть невизначеностей Гейзенберга

Δ𝑥𝑖 ·Δ𝑝𝑗 ≥ 1

4
𝛿𝑖𝑗

виконується. Звiдси виникає ще одне питання: чи
означає це, що ми не можемо локалiзувати частин-
ку Керролла в спокої? Знову ж таки, вiдповiдь
негативна. На вiдмiну вiд стандартної нереляти-
вiстичної квантової механiки, ми можемо вибира-
ти квантовi стани з як завгодно малою дисперсi-
єю координати Δ𝑥, оскiльки зростання дисперсiї
iмпульсу Δ𝑝 не має значення. Таким чином, ча-
стинку можна локалiзувати з як завгодно високою
точнiстю.

4. Заключнi зауваження

Група Керролла i симетрiя Керролла набули ве-
ликої популярностi в останнi роки. Їх властивостi,
досить цiкавi з суто математичної точки зору, зна-
йшли численнi й iнодi несподiванi фiзичнi засто-
сування. Двочасова фiзика менш вiдома, але її ре-
зультати також дуже цiкавi, оскiльки вони дозво-
ляють побачити досить рiзнi фiзичнi системи та
явища з єдиної точки зору. Наскiльки нам вiдо-
мо, дослiджень, присвячених опису частинок Кер-
рола з точки зору фiзики двох часiв, не було. Таку
спробу ми зробили в нашiй роботi [10]. Ми обмежи-
лися дослiдженням вiдносно простого випадку ча-
стинок Керролла, якi мають незникаючу енергiю i
повиннi залишатися в спокої в ((𝑑−1)+1)-просто-
рi-часi. Для цього випадку ми знайшли такi умови
фiксацiї калiбрування в розширеному (𝑑+2)-вимiр-
ному просторi-часi (який має двочасовi змiннi), якi
разом з додатковими умовами теорiї дають пара-
метризацiю змiнних фазового простору в розши-
реному просторi-часi, що створює частинку Кер-
ролла в стандартному одночасову простору-часу.

Примiтно, що якщо розглядати нашi фазовi
змiннi як квантовi оператори, то в момент, коли
парамет власного часу дорiвнює нулю, наша пара-
метризацiя збiгається з отриманою в [4] для ато-
ма водню з точнiстю до деяких коефiцiєнтiв. Це
дозволяє нам слiдувати схемi квантування, роз-
робленiй у [4] для цього випадку. Рiвняння, якi
ми отримуємо, дуже близькi до отриманих там,
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тодi як їхнiй фiзичний змiст i iнтерпретацiя зов-
сiм iншi. Корiння цiєї вiдмiнностi полягає в тому,
що наш гамiльтонiан не залежить нi вiд iмпуль-
сiв, нi вiд координат системи. Крiм того, iмпульси
не пов’язанi зi швидкостями на вiдмiну вiд тради-
цiйних формул, до яких вченi звикли, працюючи
з симетричними системами Лоренца або Галiлея.
Роль iмпульсiв полягає в тому, що вони пiдкоряю-
ться стандартним комутацiйним спiввiдношенням
з операторами положення, i, отже, справедлива не-
рiвнiсть невизначеностi Гейзенберга. Проте роль
дисперсiй координат i дисперсiй iмпульсiв рiзна.
У той час як дисперсiя координати характеризує
локалiзацiю частинки, дисперсiя iмпульсiв не має
прямого фiзичного сенсу, i можна вибрати фiзи-
чний стан iз довiльно високим ступенем просторо-
вої локалiзацiї, який сумiсний з тим фактом, що
класична частинка Керролла завжди повинна пе-
ребувати в спокої. Все вищесказане стосується ча-
стинок з ненульовим значенням енергiї. Випадок iз
нульовою енергiєю, коли частинки Керролла по-
стiйно рухаються, є бiльш складним, i ми сподi-
ваємося представити аналiз цього випадку в май-
бутньому. Iншим можливим i цiкавим напрямком
дослiдження є пошук теоретико-польових систем
iз симетрiєю Керрола у двочасовому свiтi.

На завершення цiєї статтi ми хочемо сказати, що
для нас було особливо приємно представити на-
шу роботу на XII конференцiї, присвяченiй Бояї,
Гауссу i Лобачевському (BGL-2024): “Неевклiдо-
ва геометрiя в сучаснiй фiзицi та математицi”. У
нашiй роботi ми спробували поєднати двi досить
незвичайнi геометрiї простору-часу: геометрiю з
простором-часом, який має бiльше нiж один ча-
совий напрямок, i геометрiю, де замiсть симетрiї
Галiлея або Пуанкаре присутня набагато бiльш не-
iнтуїтивна симетрiя Керролла. На перший погляд,
цi двi геометрiї не так вже й близькi до робiт Бояї,
Гаусса i Лобачевського. Проте обидвi цi геометрiї
простору-часу навряд чи можна було б винайти,
якби iдея можливостi iснування неевклiдових гео-
метрiй не була вiдкрита, розроблена i захищена ци-
ми вченими. Ми знаємо, що в дев’ятнадцятому сто-
лiттi прийняття неевклiдової геометрiї було нелег-
ким, i важкою була доля Лобачевського i особливо
Больяї (див., наприклад, книгу [18]). Ми можемо
вiрити, що завдяки їхнiм зусиллям тепер ми мо-
жемо легко розглядати не лише рiзнi типи рiмано-
вих геометрiй, а й простiр-час iз крученням геоме-

трiї Фiнслера i деякi ще бiльш екзотичнi геометрiї,
частина яких була згадана пiд час цiєї конферен-
цiї. Повертаючись до теми нашого виступу, можна
сказати, що геометрiя простору-часу з двома часо-
подiбними напрямками навряд чи може бути узго-
джена з нашою iнтуїцiєю. Дiйсно, здається цiлком
очевидним, що час є чимось лiнiйним i одновимiр-
ним. З iншого боку, в рамках сучасної фiзики, осо-
бливо в квантовiй ґравiтацiї i космологiї, виникає
так звана “проблема часу”. Дiйсно, через iнварi-
антнiсть репараметризацiї загальної теорiї вiдно-
сностi гамiльтонiан закритого Всесвiту пропорцiй-
ний лiнiйнiй комбiнацiї додаткових умов першого
класу. Тодi, якщо ми реалiзуємо процедуру Дiрака
квантування системи з в’язями, ми побачимо, що,
застосувавши гамiльтонiан до прийнятного кван-
тового стану Всесвiту, ми отримаємо нуль. Це дає
нам знамените рiвняння Вiлера–ДеВiтта [19], яке
можна розглядати як рiвняння Шредiнгера без ча-
су. Час зникає i змушує його виникати знову, дово-
диться застосовувати скорiше складну процедуру
фiксацiї калiбрування, подiлу ступенiв вiльностi,
що вiдiграє роль параметра часу, конструювання
гiльбертового простору зi скалярним добутком, що
забезпечує розумну ймовiрнiсть iнтерпретацiї при-
веденої хвильової функцiї тощо. Ми згадали цю
проблему, щоб показати, що ситуацiї, коли час зни-
кає, а потiм знову з’являється, не такi вже й незви-
чайнi в сучаснiй фiзицi. Бiльш того, навiть у не-
релятивiстичнiй квантовiй механiцi можна зiткну-
тися з цiєю проблемою в подiбному виглядi (див.,
наприклад, книгу [20]). Дiйсно, якщо ми маємо за-
криту квантову систему, яка знаходиться у вла-
сному енергетичному станi, параметр часу входить
у розв’язок вiдповiдного рiвняння Шредiнгера як
простий фазовий фактор exp(−𝑖𝐸𝑡/~), i, здається,
еволюцiя зникає. Таким чином, потрiбно зробити
процедури, подiбнi до тих, що застосовуються в
квантовiй космологiї, щоб час знову з’явився. У
цьому випадку ми бачимо деякi переходи мiж фi-
зикою без часових вимiрiв i фiзикою в одному ча-
совому вимiрi. З цiєї точки зору перехiд мiж свiтом
з двочасовими вимiрами i свiтом з одним часовим
вимiром не виглядає таким дивним.

Що стосується iсторiї симетрiї Керролла, то
вона описана в нещодавньому препринтi Левi-
Леблонда [21]. Фiзика свiту, де швидкiсть свiтла
дорiвнює нулю, довгий час вважалася математи-
чною цiкавиною, а потiм були виявленi i вивченi
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кориснi застосування цiєї iдеї. Сюди можна дода-
ти, що в рiзних галузях фiзики зустрiчаються си-
туацiї, коли швидкiсть передачi сигналiв менша за
швидкiсть частинок, i свiт Керрола може являти
собою екстремальний випадок такого явища.
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Переклад на українську мову Ю.А. Куца

A.Kamenshchik, F.Muscolino

LOOKING FOR CARROLL
PARTICLES IN THE TWO-TIME SPACETIME

We make an attempt to describe Carroll particles with a non-

vanishing value of energy (i.e., the Carroll particles which al-

ways stay in rest) in the framework of two-time physics, devel-

oped in the series of papers by I. Bars and his co-authors. In

the spacetime with one additional time dimension and one

additional space dimension, where one can localize the sym-

metry which exists between generalized coordinates and their

conjugate momenta. Such a localization implies the introduc-

tion of the gauge fields, which, in turn, implies the appearance

of some first-class constraints. Choosing different gauge-fixing

conditions and solving the constraints, we obtain different time

parameters, Hamiltonians, and, generally, physical systems in

the standard one-time spacetime. We find a set of gauge fixing

conditions which gives the description of a Carroll particle in

the one-time world. We construct the quantum theory of such

a particle using an unexpected correspondence between our

parametrization and that obtained by Bars for the hydrogen

atom in 1999.

Ke yw o r d s: two-time spacetime, Carroll group, particles.
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