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ПРО ЕЛЕКТРИЧНИЙ СТРУМ ПРИ НУЛЬОВIЙ
ТЕМПЕРАТУРI ЧЕРЕЗ АТОМНИЙ ЛАНЦЮЖОК
ПIД ДIЄЮ ПОЛЯ, ЩО ЗМIНЮЄТЬСЯ
РIВНОМIРНО: ФОРМАЛIЗМ ФУНКЦIЙ ГРIНАУДК 539

На основi формалiзму теорiї сильного зв’язку та технiки функцiй Грiна одержано усi
матричнi елементи функцiй Грiна для ланцюжка пiд дiєю поля, що змiнюється рiвно-
мiрно. Проаналiзовано їх залежнiсть вiд параметрiв системи у контекстi електрон-
ного транспорту через молекулярнi системи.
Ключ о в i с л о в а: електронний транспорт, функцiї Грiна, коефiцiєнт пропускання.

1. Вступ
Протягом останнiх десятилiть процес виготовлен-
ня рiзноманiтних молекулярних контактiв типу
“метал–молекулярна система–метал” отримав вра-
жаючий експериментальний розвиток, що дозво-
ляє проводити високоточнi вимiрювання електри-
чного струму через окремi молекули, нанотруб-
ки, самоорганiзованi моношари, та нанометровi
дiелектричнi та напiвпровiдниковi плiвки. Однак
iнтерпретацiя цих експериментiв на основi конце-
пцiї провiдностi Ландауера вимагає, як правило,
використання обчислювального моделювання мо-
лекулярних електронних структур. Цi дослiджен-
ня часто дають досить обмежену та залежну вiд
методiв iнформацiю, що стимулює розвиток аналi-
тичних пiдходiв до дослiдження електричних вла-
стивостей молекулярних контактiв.

У цiй статтi ми використовуємо аналiтичне
виведення виразу для коефiцiєнта пропускання
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𝑇 (𝐸, 𝑉 ), тобто вiдношення потоку пропущених
електронiв до потоку падаючих електронiв, при
заданiй енергiї 𝐸 та прикладенiй напрузi 𝑉 в тер-
мiнах матрицi функцiї зв’язку [1–10]. Ця матриця
визначається функцiями Грiна iдеальних проводiв
i матрицею взаємодiї мiж молекулою та провода-
ми. Ми застосуємо формулювання, використане в
роботi [7], яке точно описує молекулярнi контакти
за допомогою реалiстичних модельних гамiльто-
нiанiв. Таким чином, ми використовуємо точний
аналiтичний вираз для коефiцiєнта пропускання,
отриманий для тривимiрного провода, змодельо-
ваного кубiчною напiвнескiнченною ґраткою з до-
вiльною кiлькiстю атомiв на поверхнi та в припо-
верхневих шарах, що взаємодiють з молекулою [3].

У 1960-х роках Ваньє ввiв концепцiю квантува-
ння енергiї електронiв у твердих тiлах, що пiдда-
ються дiї постiйних однорiдних електричних полiв
[11, 12]. Фактично, його концепцiя була сформу-
льована для нескiнченного моноатомного ланцюж-
ка, описаного в наближеннi сильного зв’язку Ва-
ньє. Її можна розглядати як теорiю ефекту Штар-
ка для ланцюжка взаємодiючих однорiвневих ато-
мiв. Тому отриманий електронний спектр був на-
званий драбиною Ваньє–Штарка (WS) або WS-
квантуванням енергiї електронiв, а саме, 𝐸𝜇 = 𝜇𝜀,
де 𝜇 – цiле число. Параметр поля 𝜀 (−𝜀) визначає
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Рис. 1. Фрагменти напiвнескiнченних (у напрямку 𝑛𝑥) лiвого i правого проводiв iз молекуляр-
ним ланцюжком мiж ними. Зв’язуючi атоми ланцюжка знаходяться у верхнiй позицiї. Енергiя
переносу електронiв мiж сусiднiми атомами становить 𝛽 у проводах, 𝛽cont у молекулярному
ланцюжку, та 𝛾 на межi електрод-молекула (a). Одновимiрний випадок, 𝑁𝑦 = 𝑁𝑧 = 1 (b) )

змiни потенцiальної енергiї електрона вiд атома до
наступного атома вздовж (проти) напряму поля.

У роботах [7, 13–21] було виведено багато яв-
них точних виразiв, що демонструють вплив еле-
ктричного поля на електронний спектр ланцюжка.
Було отримано полiномiальне представлення для
точного розв’язку спектральної задачi про вплив
поля на ланцюжок довжиною 𝒩 атомiв з силь-
ним зв’язком в контекстi транспорту через моле-
кулу [22].

Далi ми представимо всi явнi вирази для мат-
ричних елементiв функцiй Грiна для змiщеного
ланцюжка з лiнiйними варiацiями енергiї електро-
на на вузлах, виведенi з точного характеристично-
го рiвняння для гамiльтонової матрицi ланцюж-
ка довжиною 𝒩 атомiв. Отриманi результати ви-
користовуються для виведення явного виразу для
коефiцiєнта пропускання електронiв через просто-
рово скiнченну нахилену смугу. Цей вираз демон-
струє резонансну структуру спектра пропускан-
ня та його залежнiсть вiд характерних параметрiв
системи.

2. Коефiцiєнт пропускання

Розглянемо металевий дрiт, який пiд’єднаний до
областi розсiювання, але, в той самий час, який є
iдеальним у тому сенсi, що за вiдсутностi дефектiв
електрони можуть вiльно рухатись вздовж дроту.
Припустимо, що, як показано на рис. 1, a, iснує
молекула, з’єднана певним чином iз лiвою та пра-
вою частинами дроту (лiвим та правим провода-
ми), якi вiдiграють роль дефекта. В рамках тео-
рiї Ландауера–Буттiкера [23–25], ймовiрнiсть про-
пускання безпосередньо пов’язана зi спiввiдноше-
нням струм-напруга. Для ефективного обчислен-
ня та аналiтичного опису коефiцiєнта пропуска-
ння, метод функцiй Грiна виявляється особливо

корисним при розробцi надiйних обчислювальних
схем. У роботi [26] було запропоновано описува-
ти тунельний струм у гетероструктурах метал–
iзолятор–метал на мовi функцiй Грiна. Пiзнiше
цей пiдхiд було переформульовано в багатьох фi-
зичних контекстах, щоб дослiдити, зокрема, кван-
тову провiднiсть у молекулярних дротах [3,13–17].

У рамках формалiзму функцiй Грiна, коефiцi-
єнт пропускання 𝑇 (𝐸, 𝑉 ) можна виразити через
функцiї Грiна, пов’язанi з невзаємодiючими лi-
вим i правим проводами та областю розсiюван-
ня. Щоб знайти 𝑇 (𝐸, 𝑉 ), ми конкретизуємо на-
шу модель таким чином: в bra-ket позначеннях,
|n⟩ ≡ 𝑎+n |0⟩ = 𝑎+𝑛𝑥

𝑎+𝑛𝑦
𝑎+𝑛𝑧

|0⟩, ⟨n|n′⟩ = 𝛿n,n′ , а гамiль-
тонiан системи “лiвий провiд–молекулярний кон-
такт–правий провiд”, що зображене на рис. 1, на-
буває вигляду

𝐻̂ = 𝐻̂L + 𝐻̂cont + 𝐻̂R + 𝐻̂ int. (1)

Рис. 1 пояснює параметри моделi та показує про-
фiль потенцiалу на шляху електрона вiд лiвого
електрода до правого. Ми припускаємо, що за вiд-
сутностi взаємодiї мiж лiвим/правим проводом та
контактом власнi стани Ψ𝜇 гамiльтонових опера-
торiв 𝐻̂𝜇 проводiв i контакту (𝜇 = L,R, i cont,
вiдповiдно) можна розкласти в ряд у вiдповiд-
ному базисному наборi атомних орбiталей Ψ𝜇 =
=

∑︀
n∈n𝜇

𝜓𝜇
n|n⟩. Ми також розглядаємо гамiльто-

нiани 𝐻̂L i 𝐻̂R, що використовуються для опису
проводiв, як гамiльтонiани вiльних електронiв у
напiвнескiнченнiй кубiчнiй ґратцi з iнтегралом пе-
рескокiв мiж найближчими сусiднiми атомами, по-
значеним як −𝛽 (𝛽 > 0). Таким чином, енергiя пе-
реданої хвилi становить

𝐸(𝑘𝑗𝑦,𝑗𝑧 ) = 6𝛽−2𝛽[cos(𝑘𝑗𝑦,𝑗𝑧 )+cos(𝜉𝑦)+cos(𝜉𝑧)], (2)

614 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2024. Т. 69, № 8



Про електричний струм при нульовiй температурi

де
𝜉(𝑦,𝑧) ≡

𝜋𝑗(𝑦,𝑧)

𝑁(𝑦,𝑧) + 1
, 𝑗(𝑦,𝑧) = 1, ..., 𝑁(𝑦,𝑧),

а 𝑘𝑗𝑦,𝑗𝑧 є дiйсним (уявним) числом для режиму по-
ширення (згасання) хвилi.

Падiння злiва направо прикладеного потенцiалу
𝑒𝑉 враховується як зсув вузлових енергiй кожного
атома на величину параметр поля 𝜀 = 𝑒𝐹𝑎/𝛽, де
𝑒 – абсолютне значення заряду електрона, 𝐹 – на-
пруженiсть електричного поля, i 𝑎 – постiйна ґра-
тки. Таким чином, ми припустили, що рiзниця по-
тенцiалiв мiж лiвим i правим електродами лiнiйно
зменшується всерединi контакту: 𝑒𝑉 = 𝜀(𝒩 + 1),
а гамiльтонiан молекулярного ланцюжка набуває
вигляду

𝐻̂cont =

𝒩∑︁
𝑛=1

{︁
(𝜀cont − 𝑛𝜀) 𝑎+𝑛 𝑎𝑛 −

−𝛽cont
[︀
(1− 𝛿𝑛,1) 𝑎

+
𝑛−1 + (1− 𝛿𝑛,𝒩 ) 𝑎+𝑛+1

]︀
𝑎𝑛

}︁
. (3)

Ми розглядаємо спрощену модель метал-молеку-
лярної взаємодiї, яка включає лише два атоми у
всiй сукупностi атомiв молекули: цi зв’язуючi ато-
ми мають координати 𝑛 = 1 i 𝑛 = 𝒩 . Тодi оператор
взаємодiї задається формулою

𝐻̂ int = 𝛾
∑︁
n∈nL

|1⟩⟨n|+ 𝛾
∑︁
n∈nR

|𝒩 ⟩⟨n|, (4)

тобто параметр 𝛾 визначає рiзницю мiж швидко-
стями переходу електронiв вiд контакту до еле-
ктродiв i назад.

За визначенням, коефiцiєнт пропускання дорiв-
нює вiдношенню потоку електронiв, що пройшли,
до потоку падаючих електронiв. Процедура ана-
лiтичного виведення коефiцiєнта пропускання до-
бре вiдома [1–3,7]. Завдяки спрощенню модельних
припущень, цю головну величину можна отримати
в повнiстю аналiтичнiй формi шляхом розв’язання
рiвняння Лiппмана–Швiнгера з гамiльтонiаном 𝐻̂.
Тут ми використовуємо 𝑇 (𝐸, 𝑒𝑉 ) у такiй формi:

𝑇 (𝐸, 𝑒𝑉 ) = 4Im(𝐴L)Im(𝐴R)(𝐺
cont
1,𝒩 )2

⃒⃒⃒(︀
1−𝐴L𝐺

cont
1,1

)︀
×

×
(︀
1−𝐴R𝐺

cont
𝒩 ,𝒩

)︀
−𝐴L𝐴R(𝐺

cont
1,𝒩 )2

⃒⃒⃒−2

, (5)

де 𝐺
cont
𝑛,𝑛′ – функцiї Грiна для гамiльтонiана (3),

функцiї зв’язку 𝐴L i 𝐴R заданi формулами

𝐴(L,R) = 𝛾2
∑︁

n,n′∈n(L,R)

𝐺
(L,R)
n,n′ ,

а функцiї Грiна лiвого та правого проводiв для
𝑛𝑥 = 𝑛𝑥′ = 1 мають такий вигляд:

𝐺
(L,R)
1,𝑛𝑦,𝑛𝑧 ;1,𝑛′

𝑦,𝑛
′
𝑧
= − 1

𝛽

4

(𝑁𝑦 + 1)(𝑁𝑧 + 1)
×

×
𝑁𝑦∑︁

𝑗𝑦=1

𝑁𝑧∑︁
𝑗𝑧=1

𝑒
𝑖𝑘

(L,R)
𝑗𝑦,𝑗𝑧 sin(𝜉𝑦𝑛𝑦) sin(𝜉𝑧𝑛𝑧)×

× sin(𝜉𝑦𝑛
′
𝑦) sin(𝜉𝑧𝑛

′
𝑧). (6)

Щоб знайти коефiцiєнт пропускання для моделi,
заданої оператором Гамiльтона в рiвняннi (3), не-
обхiдно знати матричнi елементи функцiй Грiна,
якi з’являються в рiвняннi (5). Вiдповiднi вирази
будуть знайденi в наступному роздiлi. Далi пара-
метри моделi 𝜀cont, 𝛽cont, 𝛾, i 𝜀 виражаються за
допомогою 𝛽 як одиницi енергiї.

3. Функцiї Грiна для нахиленого
ланцюжка в моделi сильного зв’язку

Система рiвнянь для знаходження потрiбних фун-
кцiй Грiна має такий вигляд:(︀
𝐸 − 𝜀cont + 𝑛𝜀

)︀
𝐺

cont
𝑛,𝑛′ = −𝛽cont[(1− 𝛿𝑛,1)𝐺

cont
𝑛−1,𝑛′ +

+(1− 𝛿𝑛,𝑁 )𝐺
cont
𝑛+1,𝑛′ ] + 𝛿𝑛,𝑛′ , (7)

де 𝑛, 𝑛′ = 1, ...,𝒩 . Щоб знайти всi елементи ма-
трицi 𝐺cont

𝑛,𝑛′ , зручно використати метод генерую-
чих функцiй. Ми визначаємо генеруючу функцiю
таким чином:

𝒢𝑛′(𝜙) =

𝒩∑︁
𝑛=1

𝐺
cont
𝑛,𝑛′(𝐸, 𝑒𝑉 ) 𝑒𝑖𝑛𝜙. (8)

Шляхом прямої пiдстановки можна показати, що
𝒢𝑛′(𝜙) задовольняє таке диференцiальне рiвняння:

(𝐸 − 𝜀cont + 2𝛽cont cos𝜙)𝒢𝑛′(𝜙)− 𝑖𝜀
𝑑𝒢𝑛′(𝜙)

𝑑𝜙
=

= 𝑒𝑖𝑛
′𝜙 + 𝛽cont𝐺

cont
1,𝑛′ + 𝛽cont𝑒𝑖(𝒩+1)𝜙𝐺

cont
𝒩 ,𝑛′ . (9)

Розв’язок цього лiнiйного диференцiального рiвня-
ння дозволяє нам виразити розв’язок рiвняння (7)
через функцiї Бесселя першого та другого роду,
𝐽𝜈(𝑧) та 𝑌𝜈(𝑧). А саме, розв’язок має вигляд

𝐺
cont
𝑛,𝑛′(𝐸, 𝑒𝑉 ) =

= − 𝜋

𝜀
[︀
𝐽𝜈(𝑧)𝑌𝜈−𝒩−1(𝑧)− 𝐽𝜈−𝒩−1(𝑧)𝑌𝜈(𝑧)

]︀ ×
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×

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[︀
𝐽𝜈−𝑛(𝑧)𝑌𝜈−𝒩−1(𝑧)− 𝐽𝜈−𝒩−1(𝑧)𝑌𝜈−𝑛(𝑧)

]︀
×

×
[︀
𝐽𝜈(𝑧)𝑌𝜈−𝑛′(𝑧)− 𝐽𝜈−𝑛′(𝑧)𝑌𝜈(𝑧)

]︀
, 𝑛 ≥ 𝑛′,

𝑛↔ 𝑛′, 𝑛 ≤ 𝑛′, 𝑧 =
2𝛽cont

𝜀
,

𝜈 = −(𝐸 − 𝜀cont)
𝒩 + 1

𝑒𝑉
= −(𝐸 − 𝜀cont)

1

𝜀
.

(10)

Для конкретних значень 𝑛, 𝑛′ = 1, 𝒩 , рiвнян-
ня (10) дає вирази для функцiй Грiна, якi викори-
стовуються у визначеннi коефiцiєнта пропускання
𝑇 (𝐸, 𝑒𝑉 ):

𝒟𝐺(𝐸, 𝑒𝑉 )𝐺
cont
1,1 (𝐸, 𝑒𝑉 ) =

= 𝐽𝜈−1(𝑧)𝑌𝜈−𝒩−1(𝑧)− 𝑌𝜈−1(𝑧)𝐽𝜈−𝒩−1(𝑧) ≡ 𝐺̃1,1,

𝒟𝐺(𝐸, 𝑒𝑉 )𝐺
cont
𝒩 ,𝒩 (𝐸, 𝑒𝑉 ) =

= 𝐽𝜈(𝑧)𝑌𝜈−𝒩 (𝑧)− 𝑌𝜈(𝑧)𝐽𝜈−𝒩 (𝑧) ≡ 𝐺̃𝒩 ,𝒩 ,

𝒟𝐺(𝐸, 𝑒𝑉 )𝐺
cont
1,𝒩 (𝐸, 𝑒𝑉 ) =

1

𝜋

𝜀

𝛽cont
≡ 𝐺̃1,𝒩 ,

𝑄(𝐸, 𝑒𝑉 ) = 𝒟𝐺(𝐸, 𝑒𝑉 )
{︁
𝐺

cont
1,1 (𝐸, 𝑒𝑉 )𝐺

cont
𝒩 ,𝒩 (𝐸, 𝑒𝑉 )−

−
[︀
𝐺

cont
1,𝒩 (𝐸, 𝑒𝑉 )

]︀2}︁
=

=
−1

𝛽cont
[𝐽𝜈−1(𝑧)𝑌𝜈−𝒩 (𝑧)− 𝑌𝜈−1(𝑧)𝐽𝜈−𝒩 (𝑧)],

(11)

та
𝒟𝐺(𝐸, 𝑒𝑉 ) = −𝛽cont[𝐽𝜈(𝑧)𝑌𝜈−𝒩−1(𝑧)−
−𝑌𝜈(𝑧)𝐽𝜈−𝒩−1(𝑧)]. (12)

Звернiмо увагу на те, що при 𝒩 = 1, використо-
вуючи у рiвняннях (11) i (12) добре вiдомi спiввiд-
ношення для функцiй Бесселя,

𝐽𝜈−1(𝑧)𝑌𝜈−2(𝑧)− 𝑌𝜈−1(𝑧)𝐽𝜈−2(𝑧) =
2

𝜋𝑧
,{︂

𝐽
𝑌

}︂
𝜈−1

(𝑧) +

{︂
𝐽
𝑌

}︂
𝜈+1

(𝑧) =
2𝜈

𝑧

{︂
𝐽
𝑌

}︂
𝜈

(𝑧),

ми отримуємо таке очевидне спiввiдношення:

𝐺
cont
1,1 (𝐸, 𝑒𝑉 ) =

1

𝐸 − (𝜀cont − 𝑒𝑉/2)
. (13)

Спiввiдношення (10) дають аналiтичнi вирази
для функцiй Грiна для змiщеного лiнiйного лан-
цюжка, якi можна використовувати для аналiти-
чного моделювання у великiй кiлькостi застосу-
вань. Пiдставляючи рiвняння (11) у рiвняння (5),
ми можемо знайти коефiцiєнт пропускання для си-
стеми, наведеної на рис. 1. У наступному роздi-
лi ми використаємо цi результати, щоб отримати
𝑇 (𝐸, 𝑒𝑉 ) для випадку 𝑁𝑦 = 𝑁𝑧 = 1, тобто для
атомного ланцюжка, зображеного на рис. 1, b.

4. Одновимiрний випадок

4.1. Коефiцiєнт пропускання

У випадку 𝑁𝑦 = 𝑁𝑧 = 1 наша модель вiдповiд-
ає атомному ланцюжку, показаному на рис. 1, b.
Енергiя вузла вздовж ланцюжка дорiвнює 2 (на-
гадаємо, що це – в 𝛽 одиницях) для 𝑛𝑥 ≤ 0 (у лi-
вому електродi), 2 − 𝑒𝑉 для 𝑛𝑥 > 𝒩 (у правому
електродi), та 2− 𝜀𝑛, 𝜀 = 𝑒𝑉/(𝒩 +1), для 𝑛 ∈ 1,𝒩
(в контактi). Власнi енергiї (2) для гамiльтонiана
(1) у цьому випадку спрощуються до виразу

𝐸 = 2
(︀
1− cos 𝑘L

)︀
= 2

(︀
1− cos 𝑘R

)︀
− 𝑒𝑉, (14)

де 0 ≤ 𝑘L, 𝑘R ≤ 𝜋 i хвильовi вектори вимiрю-
ються в одиницях оберненої мiжатомної вiдстанi
𝑎−1. Спiввiдношення (5) тепер можна переписати
у виглядi

𝑇 (𝐸, 𝑒𝑉 ) = 4𝛾4 sin 𝑘L sin 𝑘R(𝐺
cont
1,𝒩 )2 ×

×
⃒⃒⃒⃒
1 + 𝛾2

(︁
𝑒𝑖𝑘

L

𝐺
cont
1,1 + 𝑒𝑖𝑘

R

𝐺
cont
𝒩 ,𝒩

)︁
+

+ 𝛾4𝑒𝑖(𝑘
L+𝑘R)

[︂
𝐺

cont
1,1 𝐺

cont
𝒩 ,𝒩 −

(︁
𝐺

cont
1,𝒩

)︁2
]︂⃒⃒⃒⃒−2

. (15)

Використовуючи спiввiдношення для функцiй Грi-
на (11) та пiсля деяких алгебраїчних перетворень,
ми отримуємо

𝒟𝑇𝑇 (𝐸, 𝑒𝑉 ) = 4𝛾4 sin 𝑘L sin 𝑘R𝐺̃2
1,𝒩 ,

𝒟𝑇 ≡
[︁
𝒟𝐺 + 𝛾2

(︁
cos 𝑘L𝐺̃1,1 + cos 𝑘R𝐺̃𝒩 ,𝒩

)︁
+

+ 𝛾4 cos
(︀
𝑘L − 𝑘R

)︀
𝑄(𝐸, 𝑒𝑉 )

]︁2
+

+ 𝛾4
[︁
sin 𝑘L𝐺̃1,1 −− sin 𝑘R𝐺̃𝒩 ,𝒩 +

+ 𝛾2 sin
(︀
𝑘L − 𝑘R

)︀
𝑄(𝐸, 𝑒𝑉 )

]︁2
+

+4𝛾4 sin 𝑘L sin 𝑘R𝐺̃2
1,𝒩 .

(16)

Умова пропускання без зворотного розсiювання,
𝑇 (𝐸, 𝑒𝑉 ) = 1, прямо випливає з рiвняння (16):[︁
𝛾−2𝒟𝐺 + cos 𝑘L𝐺̃1,1 + cos 𝑘R𝐺̃𝒩 ,𝒩 +

+ 𝛾2 cos
(︀
𝑘L − 𝑘R

)︀
𝑄(𝐸, 𝑒𝑉 )

]︁2
+

+
[︁
sin 𝑘L𝐺̃1,1 − sin 𝑘R𝐺̃𝒩 ,𝒩 +

+ 𝛾2 sin
(︀
𝑘L − 𝑘R

)︀
𝑄(𝐸, 𝑒𝑉 )

]︁2
= 0. (17)
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В окремому випадку 𝛽cont = 1 i 𝑒𝑉 = 0 (а, отже,
𝑘L = 𝑘R = 𝑘), рiвняння (16) повторює результат,
отриманий у роботi [7],

𝑇 (𝐸, 0) = 4𝛾4sin4 𝑘
{︁[︁
sin(𝒩 +1)𝑘−2𝛾2cos 𝑘 sin𝒩𝑘+

+ 𝛾4 sin[(𝒩 − 1)𝑘]
]︁2

+ 4𝛾4 sin4 𝑘
}︁−1

. (18)

Для одноатомного контакту, 𝒩 = 1, ми легко отри-
муємо 𝜀 = 𝑒𝑉/2, 𝐺̃1,1 = 1, та 𝒟𝐺 = 𝐸 − 2 + 𝑒𝑉/2.
Тодi рiвняння (16) можна представити в явному
виглядi

𝑇 (𝐸, 𝑒𝑉 ) = 2𝛾4𝑅
{︁
2(𝐸 − 2 + 𝑒𝑉/2)2(1− 2𝛾2)+

+ 𝛾4 [4 + (2− 𝐸)(2− 𝐸 − 𝑒𝑉 ) +𝑅]
}︁−1

,

𝑅 ≡
√︀
𝐸(4− 𝐸)

√︀
(𝐸 + 𝑒𝑉 )(4− 𝐸 − 𝑒𝑉 ),

𝑇 (𝐸, 0) =
𝛾4𝐸(4− 𝐸)

(𝐸 − 2)2(1− 2𝛾2) + 4𝛾4
.

(19)

При 𝒩 ≥ 2 аналоги рiвнянь (19) є надто громiздкi
для приведення в цiй роботi.

Вираз (16) набагато простiший, нiж форму-
ла (5), але все ще залишається досить складним.
Однак у випадку малої рiзницi потенцiалiв, 𝑒𝑉 ≪
1, її можна значно спростити за допомогою апро-
ксимацiї, подiбної до тої, що була використана
в роботi [20]. А саме, для будь-якого параметра
зв’язку 𝛾 i будь-якого 𝒩 , коефiцiєнт пропускання
𝑇 (𝐸, 𝑒𝑉 ) можна апроксимувати таким чином:

𝑇 (𝐸, 𝑒𝑉 ) ≈ 4𝛾4
{︂
4𝛾4 + (1− 𝛾4)2 ×

× sin2
[︂
𝑝+

𝒩 + 1

2

(︂
𝐸 − 2 +

𝑒𝑉

2

)︂]︂}︂−1

, (20)

де

𝑝 ≡ 𝜋

4
[(−1)𝒩 + 1].

У наступному пiдроздiлi ми застосуємо отрима-
нi результати для визначення вольт-амперних ха-
рактеристик розглянутої системи “лiвий провiд–
контакт–правий провiд”.

4.2. Вольт-ампернi характеристики

Дотримуючись теорiї Ландауера–Буттiкера [23,
24], виразимо спiввiдношення струм–напруга через

коефiцiєнт пропускання у формi

𝐼(𝑒𝑉 ) =
2𝑒

ℎ

min(2,4−𝑒𝑉 )∫︁
max(0,2−𝑒𝑉 )

𝑇 (𝐸, 𝑒𝑉 )𝑑𝐸. (21)

Межi iнтегрування [2 − 𝑒𝑉, 2], 0 ≤ 𝑒𝑉 ≤ 2, та
[0, 4 − 𝑒𝑉 ], 2 ≤ 𝑒𝑉 ≤ 4, вiдповiдають ненульовим
значенням коефiцiєнта пропускання та визначаю-
ться принципом заборони Паулi.

Вольт-ампернi характеристики, що наведенi на
рис. 2–4, обчислювалися за допомогою точного ви-
разу для коефiцiєнта пропускання (16). На всiх
представлених графiках, енергiї вираженi в оди-
ницях 𝛽 (абсолютне значення iнтеграла перескокiв
мiж найближчими атомами у проводах). В рам-
ках моделi сильного зв’язку мiж найближчими су-
сiдами, ширина зони становить 12𝛽 у тривимiр-
ному випадку i 4𝛽 в одновимiрному. Тодi, якщо
припустити, що ширина смуги у металi дорiвнює
10 еВ, ми можемо використовувати 𝛽 ∼ 1 еВ
для тривимiрної моделi проводiв, зображеної на
рис. 1, a, i 𝛽 ∼ 2, 5 еВ в одновимiрному випадку
(рис. 1, b).

Вибiр безрозмiрних параметрiв 𝛾 (взаємодiя
метал-контакт) i 𝛽cont (взаємодiя в нахиленому
ланцюжку) залежить вiд конкретної молекулярної
системи. Для наших розрахункiв ми вибрали такi
два набори параметрiв: 𝛽cont = 1 з кiлькома зна-
ченнями 𝛾 (рис. 2 i 4), i 𝛽cont = 𝛾 (рис. 3). Таким
чином, перший набiр можна використати, зокрема,
для опису транспорту електронiв в одновимiрному
випадку, якщо iнтеграл перескокiв мiж атомами
молекулярного ланцюжка має порядок 2,5 еВ, що
характерно, наприклад, для ланцюжкiв на осно-
вi графену. Другий набiр може бути застосований
для оцiнки властивостей провiдностi одномолеку-
лярних з’єднань (див., наприклад, [8]) або обмеже-
них ланцюжкiв алканiв (див., наприклад, [10]).

На верхнiх панелях рис. 2 показанi ВАХ для
контактiв iз кiлькiстю атомiв 𝒩 = 1, 9, 49, якi iде-
ально (𝛾 = 1) або слабо (𝛾 = 0, 5 та 0,25) пов’язанi
з емiтером i колектором. Панелi нижнього рядка
представляють залежностi 𝐼(𝑒𝑉 ) для 𝒩 = 3, 5, 7 i
𝛾 = 1, 0, 25, 0, 1.

Вольт-амперна характеристика, що зображена
на рис. 3 i вiдповiдає 𝒩 = 49 i 𝛾 = 1, має форму
рiвнобедреного трикутника. При 𝒩 . 10 iдеаль-
на трикутна I–V форма погiршується лише незна-
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Рис. 2. ВАХ контактiв довжиною 𝒩 = 1, 9, 49 (верхнi панелi) i 𝒩 = 3, 5, 7 (нижнi панелi) для 𝛽cont = 1 i рiзних значень 𝛾.
Лiва сторона iдеального рiвнобедреного трикутника (𝒩 = 49, 𝛾 = 1) вiдповiдає вольт-ампернiй характеристицi 𝐼 = 2𝑒2

ℎ
𝑉 ,

ℎ/(2𝑒2) = 12,9 kΩ

Рис. 3. ВАХ контактiв довжиною 𝒩 = 1, 9, 49 (лiва та середня панелi) та 𝒩 = 3, 5, 7 (права панель) для 𝛽cont = 𝛾 i
рiзних значень 𝛾. Крива для 𝑁 = 49 на середнiй панелi позначена червоним кольором для наочностi

чно i в основному залишається незмiнною. Рiзни-
ця мiж ВАХ контактiв довжиною 9 . 𝒩 . 49 стає
незначною, тодi як для 𝒩 & 49 залежнiсть 𝐼 вiд
𝑒𝑉 не змiнюється для всiх доступних рiвнiв точно-
стi чисельного iнтегрування. Цей висновок однако-
во справедливий для непарної та парної кiлькостi
атомiв у контактi.

Слабкий зв’язок (приклади для 𝛾 = 0,5, 0,25, та
0,1 показанi на рис. 2) якiсно змiнює вольт-ампернi
характеристики атомарного дроту з iдеальним
зв’язком. По-перше, для контактiв з будь-якою
кiлькiстю атомiв, форма вольт-амперних кривих
не має нiчого спiльного з трикутником. По-друге,
для кожного окремого значення 𝑁 < 10, зале-
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Рис. 4. Лiва панель: точна залежнiсть 𝐼(𝑒𝑉 ), задана рiвнянням (21), зображена суцiльними лiнiями, тодi як її набли-
ження (22) вiдображається пунктирними лiнiями, розрахованими для 𝒩 = 49, 𝛽cont = 1, та рiзних 𝛾 = 0,1, 0,2, 0,3, 0,4,
0,5, 0,7, i 1,0. Центральна панель вiдтворює залежностi, зображенi на лiвiй панелi, але у збiльшеному масштабi по струму.
Права панель: тi самi залежностi для 𝑁 = 3 (чорний), 𝑁 = 5 (червоний), та рiзних 𝛾 = 0,2, 0,5, i 0,7

жнiсть 𝐼(𝑒𝑉 ) є унiкальною. Єдина спiльна риса по-
лягає в тому, що омiчний струм можна спостерiга-
ти в малому iнтервалi значень рiзницi потенцiалiв.

На рис. 2 можна легко бачити, що для 𝒩 & 9
i 𝛾 . 0,5 вольт-амперна характеристика набуває
чiткої форми драбини в iнтервалi 0 < 𝑒𝑉 < 2. По-
ява першої сходинки у струмовiй (або провiднiй)
драбинi для контактiв iз непарною кiлькiстю ато-
мiв пов’язана зi станом у центрi контактного спе-
ктра 2−𝑒𝑉/2, тобто з центральним пiком у спектрi
пропускання i єдиним пiком, для якого коефiцiєнт
пропускання дорiвнює одиницi при 𝐸 = 2 − 𝑒𝑉/2.
Наступнi сходинки драбини вiдповiдають парi бi-
чних резонансiв (тобто двом новим станам), що
з’являються в iнтервалi змiни струму; отже, вони
вдвiчi вищi за першу сходинку. У спектрах пропу-
скання контактiв з парною кiлькiстю атомiв цен-
тральний пiк вiдсутнiй, тому всi сходинки мають
однакову висоту. Наявнiсть чи вiдсутнiсть першої
та найнижчої сходинки у драбинi провiдностi слу-
гує ознакою впливу парностi чи непарностi на про-
вiднiсть контактiв зi слабким зв’язком.

Подiбнi особливостi вольт-амперної характери-
стики у випадку 𝛽cont = 𝛾 можна спостерiгати на
рис. 3 (очевидно, що кривi для 𝒩 = 1 не залежать
вiд 𝛽cont). Як видно з порiвняння вiдповiдних гра-
фiкiв, максимальнi значення струмiв є досить по-
дiбними, тобто вони в основному контролюються
значеннями параметра зв’язку. Основною вiдмiн-
нiстю мiж випадками 𝛽cont = 1 i 𝛽cont = 𝛾 є поло-
ження максимумiв, а саме, при 𝛽cont = 𝛾 . 0,5 ма-
ксимуми помiтно змiщенi в бiк нижчих значень 𝑒𝑉 .

4.3. Низька рiзниця потенцiалiв

За умови 𝑒𝑉 ≪ 1, отримана апроксимацiя коефi-
цiєнта пропускання (20) допускає точне iнтегрува-
ння. А саме, ми отримуємо такий явний вираз для
струму як функцiї рiзницi потенцiалiв, 𝛾, i 𝒩 :

𝐼(𝑒𝑉 ) =
2𝑒

ℎ

8𝛾2

(𝒩 + 1)(1 + 𝛾4)
×

× arctan

{︂
1 + 𝛾4

2𝛾2
tan

[︂
𝑝+

(𝒩 + 1)𝑒𝑉

4

]︂}︂
, (22)

при 𝑒𝑉 . 1. Як показано на рис. 4, це наближення
працює достатньо добре для 0 < 𝑒𝑉 . 1. Таким чи-
ном, просте аналiтичне наближення (22) задовiль-
но вiдтворює залежностi струму вiд напруги для
молекулярного контакту, зображеного на рис. 1, в
iнтервалi рiзницi потенцiалiв, що змiнюються вiд
нуля до кiлькох електрон-вольт, при рiзних значе-
ннях параметра зв’язку та довжини контакту.

Зауважимо, що поклавши 𝛾 = 1 в аргументi
arctan, ми отримаємо грубе, але розумне набли-
ження

𝐼(𝑒𝑉 ) ≈ 2𝛾2

1 + 𝛾4
2𝑒2

ℎ
𝑉, 𝑒𝑉 . 1. (23)

Зокрема, це дає той самий результат 𝐼(𝑒𝑉 ) = 2𝑒2

ℎ 𝑉
для 𝛾 = 1, який випливає з рiвняння (22). Однак
рiвняння (23) не вiдтворює драбинчасту форму
ВАХ, показану на рис. 4, де результати, отрима-
нi з наближених рiвнянь, порiвнюються з даними
точних розрахункiв.

Лiва та центральна панелi на рис. 4 пiдкреслю-
ють той факт, що форма драбини для провiдностi
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довгих контактiв може спостерiгатися, якщо кон-
тактна область слабо пов’язана з емiтером i ко-
лектором. Двi рiзнi шкали струму використовую-
ться, щоб продемонструвати, що експерименталь-
не спостереження квантування провiдностi вима-
гає адекватної чутливостi вимiрювань струму. За-
уважимо також, що в iнтервалi рiзницi потенцiалiв
(0,1–10 еВ) вплив температури на ВАХ є незна-
чним при температурах аж до кiмнатної.

На вiдмiну вiд контактiв з великою кiлькiстю
атомiв, ВАХ коротких контактiв, якi зображенi
на правiй панелi рис. 4, мають безструктурний
вигляд. Два з них представляють контакти при
𝒩 = 3, 5 та 𝛾 = 0,2 i демонструють виражену
тенденцiю струму до насичення пiсля початково-
го зростання. Однак у бiльшому iнтервалi рiзни-
цi потенцiалiв, ВАХ тiєї самої контактної пари з
𝒩 = 3–5, зображенi на нижнiй середнiй панелi на
рис. 2, демонструють помiтно iншу поведiнку. Цi
та iншi приклади, розглянутi вище, демонструють,
що навiть найпростiшi на атомарному рiвнi кон-
струкцiї контактiв пропонують велику рiзноманi-
тнiсть електронних характеристик нанорозмiрних
пристроїв.

5. Висновки

Пiдсумовуючи, зазначимо, що точнi та наближе-
нi вирази для коефiцiєнта пропускання та вольт-
амперних спiввiдношень було знайдено для дра-
бини Ваньє–Штарка взаємодiючих рiвнiв. Отрима-
но аналiтичнi вирази для коефiцiєнта пропускання
струму через атомнi дроти при нульовiй темпера-
турi. Побудованi ВАХ є точними i можуть бути
апроксимованi достатньо точними явними аналi-
тичними виразами.

Оскiльки атомнi дроти рiзної довжини тепер є
реальними об’єктами [27, 28], передбачається, що
описанi властивостi поведiнки ВАХ будуть спосте-
рiгатися в експериментальних дослiдженнях мо-
лекулярних контактiв типу “метал–молекулярний
ланцюжок–метал”.
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ON ZERO-TEMPERATURE CURRENT
THROUGH AN ATOMIC CHAIN SUBJECTED
TO A UNIFORMLY VARYING FIELD:
GREEN’S FUNCTION FORMALISM

On the basis of the tight-binding formalism and Green’s func-

tion technique, we obtain all matrix elements of Green’s func-

tions for a biased chain with linear variations of the electron

on-site energy. Their dependence on system parameters is an-

alyzed in the context of through-molecule electron transport.

Ke yw o r d s: electron transport, Green’s functions, transmi-
ssion coefficient.
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