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ВПЛИВ В’ЯЗКОСТI IОНIВ
НА РОЗПОДIЛ ПАРАМЕТРIВ ПЛАЗМИ
В СТАЦIОНАРНИХ ГАЗОВИХ РОЗРЯДАХУДК 533.915

Для плоского шару стацiонарної слабоiонiзованої сильнонеiзотермiчної плазми, обме-
женого дiелектричними стiнками, на основi рiвнянь гiдродинамiки отримано розподi-
ли параметрiв плазми – потенцiалу, густини iонiв i електронiв та швидкостi потоку
iонiв у напрямку стiнок. Припускалось, що температури iонiв i електронiв та густина
нейтралiв є постiйними. При цьому замiсть знаходження власних функцiй i власних
значень цiєї задачi, розв’язувалась задача Кошi для початкових значень, якi є задани-
ми в центрi плазми. Положення стiнки визначалось з умови рiвностi потокiв iонiв i
електронiв. Запропоновано метод розв’язання проблеми сингулярностi, що присутня в
системi рiвнянь гiдродинамiки. Проведено оцiнки ефекту в’язкостi iонiв у рiвняннi руху
iонiв. Отримано розподiли параметрiв плазми з урахуванням в’язкостi iонiв в областi
квазiнейтральностi.
К люч о в i с л о в а: стацiонарний газовий розряд, в’язкiсть, перехiдний шар, гiдродина-
мiчне наближення, радiус Дебая.

1. Вступ

Проблемi вивчення стацiонарного стану газового
розряду близько 100 рокiв. Особливе мiсце в цих
дослiдженнях займає взаємодiя плазми з поверх-
нями, що її оточують. У простiй формi взаємо-
дiю плазми зi стiнкою, яка її обмежує, можна опи-
сати таким чином: через високу рухливiсть еле-
ктронiв потенцiал стiнки стає негативним по вiд-
ношенню до навколишньої плазми; вiдштовхуван-
ня електронiв призводить до утворення областi по-
зитивного об’ємного заряду, що екранує нейтраль-
ну плазму вiд негативно зарядженої стiнки. Ти-
пова ширина такої областi визначається декiлько-
ма радiусами екранування Дебая–Хюккеля: 𝑟D𝑒 =
=
√︀

𝑇𝑒/(4𝜋𝑒2𝑛𝑒0), де 𝑇𝑒 – температура електронiв,
𝑒 – заряд електрона, а 𝑛𝑒0 – гiдродинамiчна гу-
стина електронiв в серединi плазми. Зазвичай де-
баєвський радiус 𝑟D𝑒 малий у порiвняннi з iнши-
ми характерними величинами, такими як розмiр
плазми 𝐿 або довжини вiльного пробiгу iонiв, якi
зумовленi процесами iонiзацiї, перезарядки або зi-
ткненнями. Плазму в цьому випадку можна роз-
дiлити на двi частини: область квазiнейтральностi
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(presheath, передшар) з характерним розмiром 𝐿 i
перехiдний шар (sheath) з характерним розмiром
𝑟D𝑒. Як показав Бом [1], утворення стацiонарно-
го шару об’ємного заряду можливо тiльки в тому
випадку, коли iони входять в область перехiдно-
го шару зi швидкiстю, не меншою за швидкiсть
звуку iонiв, 𝑣B = 𝑣𝑠 =

√︀
𝑇𝑒/𝑚𝑖 (𝑇𝑖 i 𝑚𝑖 – тем-

пература i маса iонiв), яка в разi неiзотермiчної
плазми (𝑇𝑒 > 𝑇𝑖) бiльше теплової швидкостi iонiв.
Цю умову було отримано для випадку холодних
iонiв (𝑇𝑖 = 0). При 𝑇𝑖 ̸= 0 швидкiсть Бома до-
рiвнює 𝑣B = 𝑣𝑠

√
1 + 𝜏 , де 𝜏 = 𝑇𝑖/𝑇𝑒 6 1. Отже,

iони попередньо прискорюються самоузгодженим
електричним полем в областi квазiнейтральностi.
Якщо iони рухаються до поверхонь, якi обмежу-
ють плазму, пiд дiєю самоузгодженого електри-
чного поля, в плазмi повинен iснувати максимум
потенцiалу. У плоскому випадку, який буде розгля-
датися в роботi, з мiркувань симетрiї цей макси-
мум розташований в площинi посерединi плазми.
У цiй площинi зручно вибрати початок координат
𝑥 = 0. Тодi дiелектричнi стiнки, якi обмежують
плазму, будуть розташованi при 𝑥 = ±𝐿. Узагаль-
нення на цилiндричний або сферичний випадки не
становить труднощiв.
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Вплив в’язкостi iонiв на розподiл параметрiв плазми

Найбiльш цитованими з раннiх робiт з цiєї про-
блеми є [2] i [3], постановка задачi в яких часто ви-
користовується до цих пiр. В роботi [2] вперше було
припущено, що швидкiсть iонiв визначається ста-
тичним самоузгодженим електричним полем, яке
пiдтримується балансом зарядiв електронiв та iо-
нiв, i було отримано iнтегральне рiвняння розподi-
лу потенцiалу плазми – шару для рiзних геометрiй,
довжин вiльного пробiгу iонiв i способiв iонiзацiї.
Рiшення цього рiвняння для випадку малої дов-
жини вiльного пробiгу iонiв у цилiндрi з генерацi-
єю iонiв, яка пропорцiйна густинi електронiв, да-
ло такий самий розподiл потенцiалу, який виявив
Шотткi [3] для позитивного стовпа з використан-
ням теорiї амбiполярної дифузiї.

З бiльш пiзнiх робiт, що використовують гiдро-
динамiчне наближення, слiд зазначити [4], де за-
дача була розв’язана аналiтично в областi квазi-
нейтральностi вперше з урахуванням iнерцiї iонiв,
i [5], де врахована залежнiсть рухливостi iонiв вiд
величини самоузгодженого поля.

У багатьох роботах, наприклад, в [6], в перехi-
дному шарi, через його малу товщину в порiвнян-
нi з довжиною вiльного пробiгу, вважається, що
в плазмi немає зiткнень i в рiвняннях руху iонiв
i безперервностi нехтується доданками, якi опису-
ють зiткнення, що приводить до бiльш простого
вигляду рiшення, проте створює iстотнi проблеми
при зшивцi з рiшенням в областi квазiнейтрально-
стi. (Численнi посилання можна знайти в роботах
Рiманна [7, 8], який зробив великий внесок у ви-
вчення цiєї проблеми.) В роботi [7] розглядається
задача узгодження рiшень, що було побудовано
для областi квазiнейтральної плазми i перехiдного
шару, яка розв’язується як аналiтично, так i чи-
сельно, шляхом явної побудови узгодженого асим-
птотичного виразу i порiвняння з точними рiшен-
нями для гiдродинамiчної плоскої задачi Тонкса–
Ленгмюра в граничному випадку 𝑟D𝑒/𝐿 → 0 (𝑇𝑖 =
= 0). Система рiвнянь, яка використана в роботi
[7], для випадку холодних iонiв (𝑇𝑖 = 0) має син-
гулярнiсть в серединi плазми при 𝑥 = 0. Щоб по-
долати цю проблему, в областi бiля 𝑥 = 0 було
використано розкладання безрозмiрного потенцiа-
лу плазми, безрозмiрних густини i швидкостi iонiв
у степеневi ряди вiдносно 𝑥̄ = (𝑥𝛼𝑒)/𝑣𝑠, де 𝛼𝑒 –
частота iонiзацiї,

𝛷 = (𝑎0 + 𝑎(2)𝑥̄
2 + ...)𝑥̄2,

𝑣 = (𝑏0 + 𝑏(2)𝑥̄
2 + ...)𝑥̄,

𝑛 = 𝑐0 + 𝑐(2)𝑥̄
2 + ... .

Коефiцiєнти цих рядiв автори [7] визначали шля-
хом пiдстановки в рiвняння руху i безперервно-
стi i збирання докупи доданкiв з однаковими сту-
пенями 𝑥.

У бiльшостi робiт iонна в’язкiсть вважається ма-
лим параметром i не враховується в рiвняннi руху
iонiв. При цьому обґрунтування можливостi зне-
хтувати в’язкiстю є вiдсутнiм. В роботi [9] наве-
дена умова нехтування ефектами, пов’язаними з
в’язкiстю в рiвняннях перенесення: 𝑣𝑖 ≪ 𝜈𝐿𝑣, де
𝑣𝑖 – гiдродинамiчна швидкiсть руху iонiв, 𝜈 – ча-
стота зiткнень, 𝐿𝑣 – характерний масштаб змiни
гiдродинамiчної швидкостi. I якщо в областi ква-
зiнейтральностi ця умова явно виконується, то в
перехiдному шарi її виконання знаходиться пiд
питанням.

Представлена робота присвячена з’ясуванню ро-
лi в’язкостi iонiв у формуваннi розподiлiв параме-
трiв плазми в стацiонарних газових розрядах. Во-
на органiзована в такий спосiб. У роздiлi 2 описано
постановка задачi i виведенi основнi рiвняння. Роз-
дiл 3 присвячено розв’язку основної системи рiв-
нянь без врахування в’язкостi. В областi квазiней-
тральностi застосовано квазiнейтральне наближе-
ння. У роздiлi 4 дослiджено вплив в’язкостi iонiв
на розподiли параметрiв плазми стацiонарного га-
зового розряду в неiзотермiчнiй слабоiонiзованiй
плазмi з використанням розв’язкiв попереднього
роздiлу. Також були отриманi розв’язки з в’язкi-
стю, але в областi квазiнейтральностi. У роздiлi 5
представленi висновки з проведеного дослiдження.

2. Основнi рiвняння

Для розв’язання задачi про стацiонарний розпо-
дiл параметрiв плазми в газових розрядах будемо
використовувати гiдродинамiчне наближення. Та-
кий пiдхiд можна застосовувати, коли макроско-
пiчнi параметри плазми, такi, як гiдродинамiчнi
швидкiсть 𝑣 i густина 𝑛 частинок, досить повiльно
змiнюються в просторi i часi. А саме, характернi
вiдстанi, на яких змiнюються значення макроско-
пiчних величин, набагато бiльше середньої довжи-
ни вiльного пробiгу. Також вiн справедливий для
випадку плазми, в якiй немає зiткнень, якщо мо-
жна знехтувати тепловим рухом частинок, тобто
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плазма повинна бути досить холодною [10]. Однак,
навiть в разi невиконання цих умов, гiдродинамi-
чний пiдхiд може бути використаний для якiсного
аналiзу параметрiв плазми.

Запишемо загальнi рiвняння безперервностi i ру-
ху [9] для одиницi об’єму газу частинок 𝑙-го сорту:

𝜕𝑛𝑙

𝜕𝑡
+∇ (𝑛𝑙v𝑙) =

𝛿𝑛𝑙

𝛿𝑡
, (1)

𝑚𝑙𝑛𝑙

[︂
𝜕𝑣𝑙𝛼
𝜕𝑡

+ (v𝑙∇) 𝑣𝑙𝛼

]︂
= 𝑍𝑒𝑛𝑙𝐸𝛼 −

− 𝜕𝑝𝑙
𝜕𝑥𝛼

− 𝜕𝜋𝑙𝛼𝛽

𝜕𝑥𝛽
+𝑚𝑙𝑛𝑙

𝛿𝑣𝑙𝛼
𝛿𝑡

, (2)

де 𝑝𝑙 = 𝑛𝑙𝑇𝑙, 𝐸𝛼 = −𝜕𝜙/𝜕𝑥𝛼, 𝑣𝑙, 𝑛𝑙 – гiдродинамiчнi
швидкiсть i густина частинок 𝑙-го сорту, E – само-
узгоджене електричне поле, 𝜙 – потенцiал само-
узгодженого електричного поля, 𝑝𝑙, 𝑇𝑙, 𝑚𝑙, 𝜋𝑙𝛼𝛽 –
тиск, температура, маса i тензор в’язких напру-
жень частинок 𝑙-го сорту, 𝑍 – заряд iона, ∇ – опе-
ратор диференцiювання, iндекси 𝛼, 𝛽, позначають
компоненти координат 𝑥𝛼, 𝑥𝛽 .

Другий доданок в лiвiй частинi рiвняння (1) опи-
сує змiну густини частинок за рахунок їх гiдро-
динамiчного спрямованого руху, а права частина
(1) – за рахунок появи або зникнення частинок у
результатi процесiв зiткнень. Другий доданок в лi-
вiй частинi рiвняння (2) описує змiну швидкостi
частинок в результатi перемiщення плазми, пра-
ва частина (2) представляє собою силу, яка дiє на
частинки 𝑙-го сорту в одиницi об’єму. Її перший
доданок – це електрична сила, другий – сила, що
виникає через градiєнт тиску 𝑙-го сорту частинок
плазми, третiй – сила, що виникає пiд дiєю в’язких
напружень, а четвертий – сила тертя, пов’язана з
процесами зiткнень.

Вважаємо, що плазма складається з електронiв
та iонiв атомарного водню. Розглядаємо стацiонар-
ну задачу (𝜕/𝜕𝑡 = 0). Вважаємо магнiтне поле вiд-
сутнiм (H = 0). Припускаємо, що температури ча-
стинок плазми i густина атомiв водню не залежать
вiд координат. (При самоузгодженому визначеннi
температури частинок необхiдно враховувати рiв-
няння теплопровiдностi для частинок при наявно-
стi джерел їх охолодження i нагрiву. Це сильно
ускладнює задачу, розв’язання якої значною мi-
рою буде визначатися способом нагрiву плазми.)
Змiна кiлькостi частинок вiдбувається за раху-
нок iонiзацiї електронним ударом 𝛿𝑛𝑖,𝑒/𝛿𝑡 = 𝛼𝑒𝑛𝑒,

а змiна гiдродинамiчної швидкостi iонiв – за ра-
хунок процесiв перезарядки i iонiзацiї 𝛿𝑣𝑖𝛼/𝛿𝑡 =
= (𝜈ex+𝛼𝑒𝑛𝑒/𝑛𝑖)𝑣𝑖𝛼, де 𝑛𝑖, 𝑛𝑒 – гiдродинамiчнi гу-
стини iонiв i електронiв, 𝜈ex – частота перезаряд-
ки iонiв на атомах водню. Вважаємо, що густи-
на електронiв визначається формулою Больцмана
𝑛𝑒 = 𝑛𝑒0 exp(𝑒𝜙/𝑇𝑒). Цю формулу легко отримати
з рiвняння (2), якщо роздiлити його на характернi
значення параметрiв i знехтувати доданками, якi
мiстять вiдношення мас електронiв i iонiв 𝑚𝑒/𝑚𝑖.
Вважаємо, що досягнувши межi розподiлу дiеле-
ктрик – плазма (стiнки), електрони i iони повнiстю
рекомбiнують.

Тензор в’язких напружень iонiв 𝜋𝑖𝛼𝛽 за вiдсу-
тностi магнiтного поля виражається через тензор
швидкостi зрушень 𝑊𝛼𝛽 :

𝜋𝑖𝛼𝛽 = −𝜂𝑖𝑊𝛼𝛽 ,

𝑊𝛼𝛽 =
𝜕𝑣𝑖𝛼
𝜕𝑥𝛽

+
𝜕𝑣𝑖𝛽
𝜕𝑥𝛼

− 2

3
𝛿𝛼𝛽

𝜕𝑣𝑖𝛾
𝜕𝑥𝛾

,
(3)

де 𝜂𝑖 – коефiцiєнт динамiчної в’язкостi iонiв, 𝛿𝛼𝛽 –
символ Кронекера, iндекс 𝛾 позначає належнiсть
до компоненти координат 𝑥𝛾 .

Роздiлимо рiвняння руху (2) на 𝑚𝑖𝑛𝑖. Пiсля цьо-
го в одновимiрному випадку рiвняння руху, непе-
рервностi i рiвняння Пуассона можна записати як

𝑣𝑖
𝑑𝑣𝑖
𝑑𝑥

= − 𝑒

𝑚𝑖

𝑑𝜙

𝑑𝑥
−
(︂
𝜈ex + 𝛼𝑒

𝑛𝑒0 exp(𝑒𝜙/𝑇𝑒)

𝑛𝑖

)︂
𝑣𝑖 −

− 𝑇𝑖

𝑚𝑖𝑛𝑖

𝑑𝑛𝑖

𝑑𝑥
+

4

3
𝜂𝑖
𝑑2𝑣𝑖
𝑑𝑥2

, (4)

𝑑(𝑛𝑖𝑣𝑖)

𝑑𝑥
= 𝛼𝑒𝑛𝑒0 exp(𝑒𝜙/𝑇𝑒), (5)

𝑑2𝜙

𝑑𝑥2
= 4𝜋𝑒 (𝑛𝑒0 exp(𝑒𝜙/𝑇𝑒)− 𝑛𝑖), (6)

де 𝜂𝑖 = 𝜂𝑖/(𝑚𝑖𝑛𝑖) – коефiцiєнт кiнематичної в’яз-
костi iонiв [11].

Частоти перезарядки i iонiзацiї розраховано за
допомогою спiввiдношень: 𝛼𝑒 = 𝜎𝑖𝑣𝑇𝑒𝑛𝑛, 𝜈ex =
= 𝜎ex𝑣𝑇𝑖𝑛𝑛, де 𝜎𝑖, 𝜎ex – перетини iонiзацiї еле-
ктронним ударом i перезарядки iонiв на атомах
водню, 𝑣𝑇𝑒 =

√︀
𝑇𝑒/𝑚𝑒, 𝑣𝑇𝑖 =

√︀
𝑇𝑖/𝑚𝑖 – тепло-

вi швидкостi електронiв та iонiв вiдповiдно, 𝑛𝑛 –
густина нейтральних частинок. Залежнiсть сере-
днього добутку перетину iонiзацiї 𝜎𝑖 (см−3/c) на
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теплову швидкiсть електронiв вiд їх температури
𝑇𝑒 (еВ) визначена формулою

𝜎𝑖𝑣𝑒 = 10−5 𝛩1/2

𝐼3/2 (6 +𝛩)
exp

(︀
−𝛩−1

)︀
,

де 𝐼 = 13,6 еВ, 𝛩 = 𝑇𝑒/𝐼 [12].
Величина 𝜎ex визначена формулою 𝜎ex = 4,9×

× 10−15(1 + 0,15 · ln(1/𝑇𝑖))
2 см2 [13], де 𝑇𝑖 визнача-

ється в електрон-вольтах.
Коефiцiєнт кiнематичної в’язкостi iонiв дорiв-

нює добутку характерної швидкостi iонiв 𝑣𝑇𝑖 на
довжину вiльного пробiгу 𝑙 (див., наприклад, [9]):
𝜂𝑖 = 𝑣𝑇𝑖𝑙 = 𝑣2𝑇𝑖/(𝛼𝑒 + 𝜈ex + 𝜈C𝑖), де 𝜈C𝑖 =
= 𝜎C𝑖𝑣𝑇𝑖𝑛𝑖0 – частота кулонiвських зiткнень iонiв,
𝑛𝑖0 – гiдродинамiчна густина iонiв у точцi 𝑥 = 0,
𝜎C𝑖 = 𝜋(𝑒2/𝑇𝑖)

2𝛬𝑖 – перетин кулонiвських зiткнень
iонiв, 𝛬𝑖 = ln(𝑟D𝑖/𝑟min 𝑖) – кулонiвський логарифм,
𝑟D𝑖 =

√︀
𝑇𝑖/(4𝜋𝑒2𝑛𝑖0) – радiус Дебая iонiв, 𝑟min 𝑖 =

= 𝑒2/𝑇𝑖 – прицiльний параметр близької взаємодiї.
На рис. 1 наведено залежностi безрозмiрної кi-

нематичної в’язкостi iонiв 𝜂 = 𝜂𝑖/(𝑣𝑠𝑟D𝑒) = 𝜏/(𝜈+
+ 𝜈C +𝛼) вiд температури iонiв 𝑇𝑖 при рiзних зна-
ченнях густини нейтральних частинок 𝑛𝑛 при 𝑇𝑒 =
= 2 еВ, де 𝛼 = 𝛼𝑒/𝜔𝑝𝑖, 𝜈 = 𝜈ex/𝜔𝑝𝑖, 𝜈C = 𝜈C𝑖/𝜔𝑝𝑖 –
безрозмiрнi частоти, 𝜔𝑝𝑖 = 𝑣𝑠/𝑟D𝑒 – плазмова ча-
стота iонiв. Зазначимо, що кiнематична в’язкiсть
iонiв суттєво зростає при збiльшеннi 𝑇𝑖 i змен-
шеннi 𝑛𝑛.

На рис. 2 показано залежностi безрозмiрних ча-
стот кулонiвських зiткнень 𝜈C, перезарядки 𝜈 i
iонiзацiї 𝛼 вiд температури iонiв 𝑇𝑖 при 𝑛𝑒0 =
= 1010 см−3, 𝑛𝑛 = 1014 см−3 i 𝑇𝑒 = 2 еВ. За допо-
могою цього рисунка можна оцiнити, якi процеси
дають основний внесок в параметр безрозмiрної кi-
нематичної в’язкостi iонiв. При зменшеннi густини
нейтральних частинок 𝑛𝑛 область, де перетинаю-
ться графiки частот перезарядки 𝜈 i кулонiвських
зiткнень 𝜈C змiщуються в бiк збiльшення темпера-
тури iонiв. З рисунка видно, що при великих зна-
ченнях температури iонiв 𝑇𝑖 основний внесок в 𝜂
дає частота перезарядки 𝜈, а при дуже малих 𝑇𝑖 –
частота кулонiвських зiткнень 𝜈C, частота iонiзацiї
електронним ударом 𝛼 слабо впливає на величину
безрозмiрної кiнематичної в’язкостi iонiв при будь-
яких значеннях 𝑇𝑖.

В системi рiвнянь (4)–(6) перейдемо до безроз-
мiрних змiнних 𝑣 = 𝑣𝑖/𝑣𝑠, 𝑛 = 𝑛𝑖/𝑛𝑒0, 𝛷 = 𝑒𝜙/𝑇𝑒.
Штрихом позначена похiдна по безрозмiрнiй коор-

Рис. 1. Залежностi безрозмiрної кiнематичної в’язкостi
iонiв 𝜂 вiд температури iонiв 𝑇𝑖(еВ) при густинi нейтраль-
них частинок 𝑛𝑛 = 1013 см−3 (1), 𝑛𝑛 = 1014 см−3 (2), 𝑛𝑛 =

= 1015 см−3 (3) i 𝑛𝑛 = 1016 см−3 (4) при 𝑛𝑒0 = 1010 см−3,
𝑇𝑒 = 2 еВ

Рис. 2. Залежностi безрозмiрних частот кулонiвських зiтк-
нень 𝜈C, перезарядки 𝜈 i iонiзацiї 𝛼 вiд температури iонiв
𝑇𝑖 при 𝑛𝑒0 = 1010 см−3, 𝑛𝑛 = 1014 см−3 i 𝑇𝑒 = 2 еВ

динатi 𝑥/𝑟D𝑒. Маємо

𝑣𝑣′ = −𝛷′ −
(︂
𝜈 + 𝛼

exp(𝛷)

𝑛

)︂
𝑣 −𝜏

𝑛′

𝑛
+

4

3
𝜂𝑣′′, (7)

𝑛′𝑣 + 𝑛𝑣′ = 𝛼 exp(𝛷), (8)
𝛷′′ = exp(𝛷)− 𝑛. (9)

Система диференцiальних рiвнянь (7)–(9) без ура-
хування в’язкостi iонiв є нелiнiйною вiдносно невi-
домих функцiй системою четвертого порядку. Во-
на має бути доповненою граничними умовами. З
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Рис. 3. Залежнiсть розмiру плазми 𝐿 вiд густини електро-
нiв у центрi плазми у випадку 𝑛𝑛 = 1014 см−3, 𝑇𝑒 = 2 еВ,
𝑇𝑖 = 0,1 еВ

мiркувань симетрiї в центрi плазми маємо

𝑣(0) = 𝑛′(0) = 𝛷′(0) = 0. (10)

Також пам’ятаємо, що потенцiал є визначеним з
точнiстю до константи. Припустимо, що 𝛷(0) = 0.
Ще однiєю граничною умовою є умова на межi
плазма – стiнка: гiдродинамiчний потiк iонiв до-
рiвнює потоку електронiв в напрямку зростання
𝑥. При цьому вважається, що електрони розподiле-
нi вiдповiдно з розподiлом Максвелла–Больцмана,
а ефекти вiдбиття вiд стiнки та емiсiї електронiв
стiнкою є вiдсутнiми [14]

𝛤 (𝐿) = 𝑛(𝐿)𝑣(𝐿) =

√︂
𝑚𝑖

2𝜋𝑚𝑒
exp (𝛷(𝐿)). (11)

Таким чином, маємо систему рiвнянь четвертого
порядку з чотирма граничними умовами, тобто за-
дачу на визначення власних значень. Наприклад,
якщо задано 𝐿, 𝑇𝑒, 𝑇𝑖 i 𝑛𝑛, то стацiонарний газо-
вий розряд є можливим при певному значеннi 𝑛𝑒0,
що визначається розв’язком системи.

3. Розв’язання основної системи
рiвнянь – квазiнейтральне наближення

Знаходження власних функцiй i власних значень
нелiнiйної системи (7)–(9) є доволi складною про-
блемою. Тому в її дослiдженнях застосовують аль-
тернативний пiдхiд. Граничнi умови (10) беруть
в якостi початкових умов. Доповнюють їх довiль-
ним початковим 𝑛𝑒0 i iнтегрують систему (7)–(9) в

напрямку позитивних x, тобто розв’язують задачу
Кошi (див., наприклад, [7, 15], де було розглянуто
випадок холодних iонiв). Iнтегрування закiнчують
в точцi 𝑥 = 𝐿̂, де виконується умова (11). Зазви-
чай, з першої спроби 𝐿̂ ̸= 𝐿. Тодi змiнюють 𝑛𝑒0 i
проводять нове iнтегрування i так доти, поки не
отримають 𝐿̂ = 𝐿 (див. рис. 3). Такий пiдхiд бу-
де використано надалi при аналiзi впливу в’язкостi
iонiв на розподiл параметрiв плазми стацiонарного
розряду.

Якщо з рiвнянь (7) без врахування останнього
доданка i (8) виразити безрозмiрнi похiднi густини
i швидкостi iонiв

𝑣′ = −
𝛷′𝑣 +

(︁
𝜈 + 𝛼 exp(𝛷)

𝑛

)︁
𝑣2 + 𝜏𝛼 exp(𝛷)

𝑛

𝑣2 − 𝜏
, (12)

𝑛′ =

[︁
𝛷′ +

(︁
𝜈 + 𝛼 exp(𝛷)

𝑛

)︁
𝑣
]︁
𝑛

𝑣2 − 𝜏
, (13)

то видно, що система рiвнянь має сингулярнiсть
в точцi, де гiдродинамiчна швидкiсть iонiв дорiв-
нює їх тепловiй швидкостi 𝑣 =

√
𝜏 . Точка сингу-

лярностi для сильно неiзотермiчної плазми зна-
ходиться в областi квазiнейтральностi, де пара-
метри плазми змiнюються на вiдстанях порядку
розмiру плазми 𝛥𝑥 ∼ 𝐿, на достатнiй вiдстанi
вiд перехiдного шару. Сингулярнiсть заважає пря-
мому iнтегруванню системи (7)–(9). Щоб уникну-
ти складнощiв, пов’язаних з сингулярнiстю, ско-
ристаємось малiстю другої похiдної потенцiалу в
рiвняннi (9) 𝛷′′ ≪ 𝑛, exp(𝛷). Назвемо такий пiдхiд
“квазiнейтральним наближенням”. У першiй iтера-
цiї (𝛷′′ = 0) з рiвняння (9) отримаємо

𝑛(1) = exp(𝛷(1)), 𝛷
′
(1) =

𝑛′
(1)

𝑛(1)
. (14)

Використання (14) дозволяє виключити в (7) i (8)
потенцiал з цiєї системи рiвнянь

𝑣(1)𝑣
′
(1) = − (1 + 𝜏)

𝑛′
(1)

𝑛(1)
− (𝜈 + 𝛼) 𝑣(1) +

4

3
𝜂𝑣′′(1), (15)

𝑛′
(1)𝑣(1) + 𝑛(1)𝑣

′
(1) = 𝛼𝑛(1). (16)

Отримаємо з (15), (16) безрозмiрнi похiднi густини
i швидкостi iонiв без урахування в’язкостi iонiв.

𝑣′(1) =
(1 + 𝜏)𝛼+ (𝜈 + 𝛼)𝑣2(1)

1 + 𝜏 − 𝑣2(1)
, (17)
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𝑛′
(1) = −

(𝜈 + 2𝛼)𝑛(1)𝑣(1)

1 + 𝜏 − 𝑣2(1)
. (18)

Як видно, система рiвнянь (17), (18) має сингуляр-
нiсть в точцi, де гiдродинамiчна швидкiсть iонiв
дорiвнює швидкостi Бома 𝑣(1) =

√
1 + 𝜏 . Тому в

областi 0 < 𝑣(1) <
√
1 + 𝜏 розв’язуємо цю систе-

му методом Кошi з початковими умовами в точцi
𝑥 = 0. Пiсля проходження точки 𝑣(1) =

√
𝜏 , в iн-

тервалi
√
𝜏 < 𝑣(1) <

√
1 + 𝜏 , значення 𝑣(1), 𝑛(1) i об-

численi за їх допомогою 𝛷(1) та 𝛷′
(1) використовує-

мо в якостi початкових умов при iнтегруваннi (7)–
(9). Таким методом можна отримати гладку зшив-
ку для основних параметрiв плазми. Але при цьо-
му спостерiгаються iстотнi осциляцiї в другiй похi-
днiй швидкостi, значення якої необхiднi для оцiнки
в’язкостi iонiв. Тому для бiльш точної зшивки рi-
шень систем рiвнянь (9), (12), (13) i (17), (18) вико-
ристовуємо наступну iтерацiю по другiй похiднiй
потенцiалу. У другiй iтерацiї 𝛷′′ = 𝛷′′

(1) i рiвняння
(14), (15) i (16) набувають вигляду

expΦ(2) = 𝑛(2) + Φ′′
(1),

Φ′
(2) =

𝑛′
(2) + Φ′′′

(1)

𝑛(2) + Φ′′
(1)

,
(19)

𝑣(2)𝑣
′
(2) = −

𝑛′
(2) + Φ′′′

(1)

𝑛(2) + Φ′′
(1)

−

−

(︃
𝜈 + 𝛼

𝑛(2) + Φ′′
(1)

𝑛(2)

)︃
𝑣(2) − 𝜏

𝑛′
(2)

𝑛(2)
+

4

3
𝜂𝑣′′(2), (20)

𝑛′
(2)𝑣(2) + 𝑛(2)𝑣

′
(2) = 𝛼(𝑛(2) + 𝛷′′

(1)). (21)

Без урахування останнього доданка в рiвняннi (20)
маємо

𝑣′(2) =

{︃(︃
1 + 𝜏

𝑛(2) + Φ′′
(1)

𝑛(2)

)︃
𝛼+

+

(︃
𝜈 + 𝛼

𝑛(2) + Φ′′
(1)

𝑛(2)

)︃
𝑣2(2) +

Φ′′′
(1)𝑣(2)

𝑛(2) + Φ′′
(1)

}︃
×

×

{︃
𝑛(2)𝑛(2) + Φ′′

(1) + 𝜏 − 𝑣2(2)

}︃−1

, (22)

𝑛′
(2) =

𝛼(𝑛(2) + 𝛷′′
(1))− 𝑛(2)𝑣

′
(2)

𝑣(2)
, (23)

Рис. 4. Залежнiсть безрозмiрних швидкостi 𝑣 i густини 𝑛

iонiв вiд координати 𝑥/𝐿 у випадку 𝑛𝑒0 = 1010 см−3, 𝑛𝑛 =

= 1014 см−3, 𝑇𝑒 = 2 еВ i 𝑇𝑖 = 0,1 еВ

Рис. 5. Залежнiсть безрозмiрних швидкостi 𝑣 i густини 𝑛

iонiв, густини електронiв 𝑛𝑒/𝑛𝑒0, електричного поля −𝛷′ i
потенцiалу 𝛷 вiд координати (𝐿−𝑥)/𝑟D𝑒 в перехiдному шарi
у випадку 𝑛𝑒0 = 1010 см−3, 𝑛𝑛 = 1014 см−3, 𝑇𝑒 = 2 еВ i
𝑇𝑖 = 0,1 еВ

де 𝛷′′
(1) i 𝛷′′′

(1) – вiдомi функцiї. Зазначимо, що при
проведеннi другої iтерацiї сингулярнiсть трохи змi-
стилась у напрямку межi плазма – стiнка. При на-
ближеннi температури iонiв до температури еле-
ктронiв точки сингулярностi систем рiвнянь (9),
(12), (13) i (17), (18) будуть наближуватися одна
до одної, що вимагає використання наступних iте-
рацiй квазiнейтрального наближення.

На рис. 4 показано зшивку рiшень систем рiв-
нянь (22), (23) i (9), (12), (13) у всьому об’ємi пла-
зми, яка проводилась у точцi 𝑥/𝐿 = 0,85. В iн-
тервалi 0 < 𝑥/𝐿 < 0,85 показано рiшення системи
рiвнянь (22), (23), а в iнтервалi 0,85 < 𝑥/𝐿 < 1 –

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2021. Т. 66, № 4 321



Я.Ф. Лелеко, Д.Л. Греков

Рис. 6. Залежнiсть безрозмiрних швидкостей 𝑣, 𝑣(1), 𝑣(2)
iонiв вiд координати (𝐿 − 𝑥)/𝑟D𝑒 в перехiдному шарi у ви-
падку 𝑛𝑒0 = 1010 см−3, 𝑛𝑛 = 1014 см−3, 𝑇𝑒 = 2 еВ i
𝑇𝑖 = 0,1 еВ

Рис. 7. Залежнiсть безрозмiрних потенцiалу 𝛷 (1 ), еле-
ктричного поля −𝛷′ (2 ) i просторового заряду −𝛷′′ =

= 𝑛𝑖−𝑛𝑒 (3 ) вiд координати 𝑥/𝐿 у випадку 𝑛𝑒0 = 1010 см−3,
𝑛𝑛 = 1014 см−3, 𝑇𝑒 = 2 еВ i 𝑇𝑖 = 0,1 еВ

рiшення системи рiвнянь (9), (12), (13). На рис. 5
показано рiшення системи рiвнянь (9), (12), (13) в
перехiдному шарi. При розрахунках використову-
валися такi значення розмiрних i безрозмiрних ве-
личин: 𝑛𝑒0 = 1010 см−3, 𝑛𝑛 = 1014 см−3, 𝑇𝑒 = 2 еВ,
𝑇𝑖 = 0,1 еВ, 𝑣𝑇𝑒 = 5,93 · 107 см/с, 𝑣𝑇𝑖 = 3,09×
× 105 см/с, 𝑣𝑠 = 1,38 ·106 см/с, 𝑟D𝑒 = 1,05 ·10−2 см,
𝜔𝑝𝑖 = 1,32 · 108 с−1, 𝛼𝑒 = 1,39 · 103 с−1, 𝜈ex =
= 24,74 · 105 с−1, 𝜈C𝑖 = 1,49 · 105 с−1, 𝜂𝑖 = 2,25×
× 105 см2/с, 𝐿 = 104,6 см, 𝛼 = 1,05 · 10−5, 𝜈 =

= 2,08 · 10−3, 𝜈C = 1,13 · 10−3, 𝜂 = 15,5. Для розра-
хункiв було взято параметри, характернi для жев-
рiючого розряду. Пiдкреслимо, що для зручностi
сприйняття на рис. 4 вiдстань вимiрюється в роз-
мiрах плазми 𝐿, а на рис. 5 в радiусах Дебая 𝑟D𝑒,
причому початок вiдлiку вiдповiдає поверхнi, що
обмежує плазму.

З рис. 4 i 5 видно, що знайдений розв’язок си-
стем рiвнянь є безперервним i не має жодних осо-
бливостей. Як i передбачалось, в областi квазiней-
тральностi рiшення змiнюються повiльно; в пере-
хiдному шарi, розмiр якого приблизно 3 см або
25–40 𝑟𝐷𝑒, з’являється об’ємний заряд i параметри
плазми потерпають рiзкої змiни.

На рис. 6 в доповнення до зображеної на рис.
4 i рис. 5 швидкостi iонiв показано також пер-
шу i другу iтерацiї швидкостi. Видно, що рiшення
𝑣(1), 𝑣(2), при отриманнi яких застосовано припу-
щення квазiнейтральностi, починають вiдрiзняти-
ся вiд “правильного” рiшення 𝑣 на вiдстанi близько
40𝑟D𝑒 вiд поверхнi, що обмежує плазму, що дещо
бiльше за розмiр перехiдного шару, якщо визна-
чати його як вiдстань вiд поверхнi до точки, де
𝑣 = (1 + 𝜏)1/2. З першої iтерацiї рiвняння Пуас-
сона знайдемо швидкiсть, при якiй порушується
наближення квазiнейтральностi. Вочевидь, це вiд-
бувається, коли доданок просторового заряду 𝛷′′

(1)

становить помiтну долю вiд доданкiв густини еле-
ктронiв або iонiв 𝛷′′

(1) ≈ 0,01·𝑛(1). Щоб знайти 𝛷′′
(1),

вiзьмемо похiдну вiд останньої рiвностi в (14). Далi
потрiбно знайти (𝑛′

(1)/𝑛(1))
2 i 𝑛′′

(1)/𝑛(1). Для цього
використовуємо (18). Остаточно отримаємо⃒⃒⃒⃒
⃒𝛷

′′
(1)

𝑛(1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≈ (𝜈 + 2𝛼) (𝜈 + 5𝛼) (1 + 𝜏)

2

𝑛(1)

(︁
1 + 𝜏 − 𝑛2

(1)

)︁3 . (24)

Якщо пiдставити в (24) значення параметрiв, при
яких виконувались чисельнi розрахунки, то вихо-
дить, що наближення квазiнейтральностi порушу-
ється при 𝑣(1) ≈ 04,93, що добре спiвпадає з тим,
що показано на рис. 6.

На рис. 7 показано розподiли потенцiалу, само-
узгодженого електричного поля i просторового за-
ряду в об’ємi плазми. Вiдзначимо, що густина iонiв
перевищує густину електронiв у всьому об’ємi пла-
зми на величину 𝛷′′, яку можна порахувати на по-
чатку координат за допомогою розкладiв по 𝑥 як
𝛷′′
𝑥=0 ≈ −[(𝜈 + 2𝛼)𝛼]/2. При цьому гiдродинамiчна
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швидкiсть електронiв, яку можна отримати з рiв-
няння безперервностi для iонiв i умови стацiонар-
ностi, 𝑣𝑒/𝑣𝑠 = 𝑛𝑣/(𝑛+𝛷′′) буде дещо перевищувати
швидкiсть iонiв. Незважаючи на наявнiсть просто-
рового заряду, електричне поле стає помiтним ли-
ше в перехiдному шарi на вiдмiну вiд потенцiалу,
який вiзуально змiнюється у всьому об’ємi плазми.

4. Оцiнки ефекту
в’язкостi iонiв у рiвняннi руху iонiв

Проведемо оцiнку останнього доданка рiвняння
(15), який описує в’язкiсть iонiв у квазiнейтраль-
ному наближеннi. Роздiлимо його на доданок рiв-
няння 𝑛′

(1)/𝑛(1), який мiстить електричне поле. Ви-
раз для 𝑣′′(1) отримаємо з (17). Остаточно маємо⃒⃒⃒⃒
⃒4𝜂𝑛(1)𝑣

′′
(1)

3𝑛′
(1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 8𝜂(1 + 𝜏)

3
(︁
1 + 𝜏 − 𝑣2(1)

)︁2 ×

×
[︁
(𝜈 + 2𝛼)(1 + 𝜏)− (𝜈 + 𝛼)

(︁
1 + 𝜏 − 𝑣2(1)

)︁]︁
. (25)

Для центра плазми, де 𝑣(1) ≪ 1, з (25) випливає⃒⃒⃒⃒
⃒4𝜂𝑛(1)𝑣

′′
(1)

3𝑛′
(1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≈ 8

3
𝜂𝛼. (26)

Як видно з рис. 1 та рис. 2, для параметрiв плазми,
що було використано в чисельних розрахунках, в
центрi плазми внесок в’язкостi iонiв (26) в рiвня-
ння (15) є малим, порядку 4 · 10−4. На межi ква-
зiнейтральної плазми i шару просторового заряду
𝑣(1) .

√
1 + 𝜏 , з (25) отримаємо⃒⃒⃒⃒

⃒4𝜂𝑛(1)𝑣
′′
(1)

3𝑛′
(1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≈ 8𝜂(𝜈 + 2𝛼)(1 + 𝜏)2

3
(︁
1 + 𝜏 − 𝑣2(1)

)︁2 . (27)

Як видно з (27), внесок в’язкостi iонiв швидко
зростає при наближеннi гiдродинамiчної швидко-
стi iонiв до швидкостi iонного звуку. Але в цiй
областi вже треба замiсть (17), (18) використовува-
ти систему (9), (12), (13). Оцiнимо внесок в’язкостi
iонiв в рiвняння руху iонiв (7) в областi, де 𝑣 >

√
𝜏 .

З цiєю метою знайдемо другу похiдну швидкостi
iонiв з урахуванням рiвняння Пуассона (9) (пер-
шi похiднi густини i швидкостi iонiв визначаються
рiвняннями (12) i (13))

𝑣′′ = −
{︂
Φ′′𝑣 +

[︂
Φ′ + 2

(︂
𝜈 + 𝛼

expΦ

𝑛
− 𝑣′

)︂
𝑣

]︂
×

× 𝑣′+𝛼
expΦ

𝑛

(︂
Φ′ − 𝑛′

𝑛

)︂
(𝑣2+𝜏)

}︂
×{𝑣2−𝜏}−1. (28)

Остаточно, внесок в’язкостi iонiв в рiвняннi руху
iонiв (7) в областi 𝑣 >

√
𝜏 , становить⃒⃒⃒⃒

4𝜂𝑣′′

3Φ′

⃒⃒⃒⃒
= −

{︂
𝜂

⃒⃒⃒⃒
Φ′′𝑣+

[︂
Φ′ + 2

(︂
𝜈 + 𝛼

expΦ

𝑛
− 𝑣′

)︂
𝑣

]︂
×

× 𝑣′ + 𝛼
expΦ

𝑛

(︂
Φ′ − 𝑛′

𝑛

)︂
(𝑣2 + 𝜏)

⃒⃒⃒⃒}︂
×

×
{︂
3 |Φ′| (𝑣2 − 𝜏)

}︂−1

. (29)

У перехiдному шарi для сильно неiзотермiчної
плазми вираз (28) спрощується. Тодi отримаємо⃒⃒⃒⃒
4𝜂𝑣′′

3𝛷′

⃒⃒⃒⃒
≈ 4𝜂|𝛷′′𝑣 + [𝛷′ − 2𝑣𝑣′] 𝑣′|

3 |𝛷′| (𝑣2 − 𝜏)
. (30)

На рис. 8 показано вiдношення всiх доданкiв рiв-
няння руху (7) до доданка, який мiстить електри-
чне поле. З рис. 8 видно, що в’язкiсть iонiв має не-
значний вплив в областi квазiнейтральностi, проте
в перехiдному шарi цей вплив зростає i його треба
враховувати.

На рис. 9 показано для порiвняння цi самi ве-
личини для випадку 𝑛𝑛 = 5 · 1014 см−3 в перехi-
дному шарi. Зi зменшенням густини нейтралiв 𝑛𝑛

зростає коефiцiєнт в’язкостi iонiв 𝜂, що призводить

Рис. 8. Залежнiсть вiдношення доданкiв рiвнянь руху (20)
i (7) до доданка, який мiстить електричне поле |𝑣𝑣′/𝛷′| (1 ),
|𝛷′/𝛷′| = 1 (2 ), |(𝜈 + 𝛼 exp(𝛷)/𝑛)𝑣/𝛷′| (3 ), |𝜏(𝑛′/𝑛)/𝛷′| (4 ),
|(4/3)𝜂𝑣′′/𝛷′| (5 ) вiд координати (𝐿−𝑥)/𝐿 у випадку 𝑛𝑒0 =

= 1010 см−3, 𝑛𝑛 = 1014 см−3, 𝑇𝑒 = 2 еВ i 𝑇𝑖 = 0,1 еВ
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Рис. 9. Залежнiсть вiдношення доданкiв рiвнянь ру-
ху (20) i (7) до доданка, який мiстить електричне поле
|𝑣𝑣′/𝛷′|(2, 4 ), |𝛷′/𝛷′| = 1 (1 ), |(4/3)𝜂𝑣′′/𝛷′| (3, 5 ) вiд ко-
ординати (𝐿− 𝑥)/𝑟D𝑒 в переходному шарi у випадку 𝑛𝑒0 =

= 1010 см−3, 𝑇𝑒 = 2 еВ, 𝑇𝑖 = 0,1 еВ, 𝑛𝑛 = 1014 см−3 (2, 3 )
i 𝑛𝑛 = 5 · 1014 см−3(4, 5 )

Рис. 10. Залежнiсть вiдношення |𝑣′′/𝛷′| вiд координати
(𝐿 − 𝑥)/𝑟D𝑒 в переходному шарi для значень 𝑇𝑖 = 0,1 еВ
(1, 3 ) i 𝑇𝑖 = 0,3 еВ (2, 4 ) у випадку 𝑛𝑒0 = 1010 см−3,
𝑇𝑒 = 2 еВ, 𝑛𝑛 = 1014 см−3 (1, 2 ) i 𝑛𝑛 = 5 · 1014 см−3 (3, 4 )

до того, що в’язкiсть iонiв перевищує доданок еле-
ктричного поля в перехiдному шарi, при цьому в
iншому об’ємi плазми внесок доданка з в’язкiстю
iонiв малий.

На рис. 10 показано залежнiсть вiдношення
|𝑣′′/𝛷′| для рiзних значень 𝑇𝑖 i 𝑛𝑛 при 𝑇𝑒 = 2 еВ.
Як видно з рисунка, порядок i поведiнка величини
|𝑣′′/𝛷′| слабо вiдрiзняються при рiзних значеннях

Рис. 11. Залежнiсть густини i швидкостi iонiв в квазiней-
тральному наближеннi з урахуванням в’язкостi iонiв 𝑣(1)𝜂 ,
𝑛(1)𝜂 i без урахування в’язкостi 𝑣(1), 𝑛(1) вiд координати
𝑥/𝐿 у випадку 𝑛𝑒0 = 1010 см−3, 𝑛𝑛 = 1014 см−3, 𝑇𝑒 = 2 еВ
i 𝑇𝑖 = 0,1 еВ

𝑇𝑖 i 𝑛𝑛 при заданiй 𝑇𝑒. З цього випливає, що ве-
личина внеску |(4/3)𝜂𝑣′′/𝛷′| буде визначатися ви-
ключно величиною (4/3)𝜂.

На рис. 11 показано розподiл густини i швидко-
стi iонiв в квазiнейтральному наближеннi з ура-
хуванням i без урахування доданка, який описує
в’язкiсть iонiв в рiвняннях (20) i (15). Як видно,
завдяки малiй величинi цього доданка в об’ємi
квазiнейтральної плазми, його врахування слабо
впливає на розмiр плазми 𝐿.

Точний розв’язок системи рiвнянь (7)–(9) з ура-
хуванням в’язкого доданка в перехiдному шарi є
предметом подальших дослiджень.

5. Висновок

Як було вiдомо, при дослiдженнi розподiлу пара-
метрiв плазми в стацiонарному газовому розрядi
плазму можна умовно роздiлити на двi областi.
Перша – основний об’єм плазми, де майже точно
виконується умова квазiнейтральностi: густина iо-
нiв майже дорiвнює густинi електронiв, що розпо-
дiленi в потенцiалi плазми у вiдповiдностi з роз-
подiлом Больцмана. Розподiл потенцiалу в плазмi
визначається виходом електронiв на поверхню, що
обмежує плазму, i подальшим екрануванням цiєї
поверхнi iонами. Друга область – це саме та, в якiй
iони екранують поверхню i де не виконується умо-
ва квазiнейтральностi. Приблизною “межею” цих
областей є точка, де швидкiсть iонiв, що приско-
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рюються у напрямку поверхнi, дорiвнює швидкостi
Бома. Вiдстань цiєї точки вiд поверхнi становить
≈30 радiусiв Дебая електронiв. Задача про визна-
чення параметрiв стацiонарного газового розряду
є задачею на власнi функцiї i власнi значення. За-
звичай замiсть неї розв’язують задачу Кошi з по-
чатковими умовами в центрi плазми, а координата
граничної поверхнi визначається з умови рiвностi
потокiв iонiв i електронiв. “Правильне” положення
поверхнi можна отримати, якщо при iнших фiксо-
ваних параметрах змiнювати, наприклад, густину
електронiв у центрi плазми. Зазвичай, при визна-
ченнi розподiлу параметрiв плазми в стацiонарно-
му газовому розрядi в’язкiстю iонiв нехтували. В
роботi запропоновано i застосовано метод визначе-
ння розподiлiв параметрiв сильно неiзотермiчної
(𝑇𝑒 ≫ 𝑇𝑖) плазми з урахуванням скiнченої тем-
ператури iонiв. На основi цього методу проведе-
но оцiнки ефекту в’язкостi в рiвняннi руху iонiв.
Показано, що в областi квазiнейтральностi, тобто
майже у всьому об’ємi плазми, цей ефект є малим.
Вiн не веде до помiтної змiни центральної густини
плазми. З iншого боку, розрахунки показують, що
в’язкiсть iонiв суттєво впливає на розподiл параме-
трiв плазми в перехiдному шарi. Побудова точного
розв’язку системи рiвнянь з урахуванням в’язкостi
iонiв в перехiдному шарi є предметом подальшого
дослiдження.

1. D.J. Bohm. Minimum ionic kinetic energy for a stable
sheath. In: The Characteristics of Electrical Discharges in
Magnetic Fields. Edited by A. Guthrie, R.K. Wakerling
(McGraw Hill, 1949), p. 77.

2. I. Langmuir, L. Tonks. A general theory of the plasma of
an arc. Phys. Rev. 34, 876 (1929).

3. W. Schottky. Wondstrem und theorie der positiven saule.
Phys. Zeits. 25, 342 (1924).

4. K.B. Persson. Inertia controlled ambipolar diffusion. Phys.
Fluids 5, 1625 (1962).

5. В.С. Голубев. Положительный столб тлеющего разряда
и дуги низкого давления. В: Электрический ток в газе.
Установившийся ток. Под редакцией В.Л. Грановско-
го (Наука, 1971). С. 235.

6. I.D. Kaganovich. How to patch active plasma and colli-
sionless sheath: practical guide. Phys. Plasmas 9, 4788
(2002).

7. K.-U. Riemann. The Bohm criterion and sheath formation.
J. Phys. D 24, 493 (1991).

8. K.-U. Riemann, J. Seebacher, D.D. Tskhakaya, S. Kuhn.
The plasma–sheath matching problem. Plasma Phys.
Control. Fusion 47, 1949 (2005).

9. В.Е. Голант, А.П. Жилинский, И.Е. Сахаров. Основы
физики плазмы (Атомиздат, 1977).

10. А.И. Ахиезер, И.А. Ахиезер, Р.В. Половин, А.Г. Ситен-
ко, К.Н. Степанов. Электродинамика плазмы (Наука,
1974).

11. Л.Д. Ландау, Е.М. Лифшиц. Гидродинамика, теорети-
ческая физика. Т. VI (Наука, 1986).

12. R.W.P. McWhirter. Spectral intensities. In: Plasma Diag-
nostic Techniques. Edited by R.H. Huddlestone, S.L. Leo-
nard (Academic Press, 1965).

13. Б.М. Смирнов. Физика слабоионизованного газа (Нау-
ка, 1985). С. 414.

14. Ю.М. Каган, В.И. Перель. Зондовые методы исследо-
вания плазмы. УФН, 81, 409 (1963).

15. R.N. Franklin, J.R. Ockerdon. Asymptotic matching
of plasma and sheath inactive law pressure discharge.
J. Plasma Phys. 4, 371 (1970).

Одержано 12.11.20

Ya.F. Leleko, D.L.Grekov

INFLUENCE OF ION VISCOSITY
ON THE DISTRIBUTIONS OF PLASMA
PARAMETERS IN STATIONARY GAS DISCHARGE

On the basis of hydrodynamic equations, the distributions of

such plasma parameters as the electric potential, the ion and

electron densities, and the ion flow velocity toward the wall in

a plane layer of the stationary weakly ionized non-isothermal

plasma confined between the dielectric walls have been ob-

tained. The temperatures of ions and electrons, as well as the

density of neutrals, are assumed to be constant. Instead of find-

ing the eigenfunctions and eigenvalues of the described prob-

lem, the Cauchy problem is solved with the initial values cor-

responding to those that are in the plasma bulk. The wall po-

sition is determined from the balance condition for the ion and

electron fluxes. A method to avoid the singularity in the system

of hydrodynamic equations has been proposed. The influence

of the ion viscosity in the equation of ion motion was esti-

mated. The distributions of plasma parameters are obtained

considering the ion viscosity in a quasineutral region.

Ke yw o r d s: stationary gas discharge, viscosity, transient
layer, hydrodynamic approximation, Debye radius.
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