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ПРОДУКУВАННЯ ЕНТРОПIЇ
В МОДЕЛЬНIЙ БIОЛОГIЧНIЙ СИСТЕМI
В ПРОЦЕСI ПОЛЕГШЕНОЇ ДИФУЗIЇУДК 512, 536.755

Отримано вирази для визначення потоку речовини, що дифундує, та продукування
ентропiї в модельнiй бiологiчнiй системi – плоскопаралельному шарi з осмотичними
граничними умовами за наявностi процесiв дифузiї для бiнарного iдеального розчину в
рамках лiнiйної термодинамiки незворотних процесiв. Показано, що послiдовне враху-
вання залежностi коефiцiєнта дифузiї вiд польових змiнних призводить до суттєвої
вiдмiнностi залежностi потоку речовини та продукування ентропiї в бiологiчнiй си-
стемi вiд значень, отриманих в рамках загальновживаного пiдходу зi сталим коефiцi-
єнтом дифузiї.
К люч о в i с л о в а: продукування ентропiї, полегшена дифузiя, бiологiчна система, iде-
альний розчин, осмотичнi граничнi умови.

1. Продукування ентропiї
для систем з дифузiєю
Дифузiя – процес, який залишається надзвичайно
важливим для цiлого масиву природних явищ та
технологiй, тому в наш час продовжується як екс-
периментальне, так i теоретичне його дослiджен-
ня. Найбiльш загальнi рiвняння, що описують ди-
фузiйнi процеси, можна отримати, застосувавши
основнi принципи термодинамiки нерiвноважних
процесiв [1, 2]. Проте деякi пiдходи до опису явищ
дифузiї базуються на специфiчних уявленнях що-
до внутрiшньої мiкроскопiчної структури середо-
вища. Важливо пiдкреслити, що на сьогоднi не
iснує теорiї, яка, з одного боку, була б достатньо
зручною в застосуваннi для опису поведiнки ре-
альних систем, а з iншого – не мала б суттєвих
обмежень у використаннi [3].

Як вiдомо, для опису процесiв дифузiї можна
використати рiзнi фiзичнi пiдходи. Iснують фено-
менологiчнi теорiї, якi описують це явище в най-
бiльш загальному виглядi. Основою для феноме-
нологiчних теорiй є закон збереження маси в ло-
кальнiй формi в загальному випадку з урахува-
нням хiмiчних реакцiй та конвекцiї. Але закони
збереження утворюють систему незамкнених рiв-
нянь, яка потребує замикання для повного опи-

c○ Д.А. ГАВРЮШЕНКО, К.В. ЧЕРЕВКО,
Л.А. БУЛАВIН, 2021

су системи. Для замикання використовують рiв-
няння стану багатокомпонентної системи та спiв-
вiдношення мiж потоками та термодинамiчними
силами, що їх породжують. Лiнiйна термодина-
мiка незворотних процесiв базується на припу-
щеннi, що для нерiвноважної системи, близької
до рiвноважного стану, будь-якi потоки лiнiйно
пов’язанi з незалежними термодинамiчними си-
лами, якi спрямовують систему до рiвноважно-
го стану [4], тому рiвняння для потокiв запису-
ються у виглядi лiнiйної комбiнацiї термодинамi-
чних сил з коефiцiєнтами, що повиннi бути визна-
ченi емпiрично.

Протягом останнiх десятирiч розвинуто загаль-
ну статистичну теорiю, що обґрунтовує основнi
спiввiдношення термодинамiки незворотних про-
цесiв i може дати теоретичнi методи для визначе-
ння коефiцiєнтiв Онсагера (феноменологiчних за
своєю природою), та встановити межi застосува-
ння лiнiйної теорiї. Вона базується на квантово-
механiчному описi iзольованої системи багатьох
частинок [5, 6]. Крiм того, достатньо поширеними
є теорiї, якi описують дифузiю за допомогою кi-
нетичних рiвнянь, використовуючи певнi модель-
нi представлення щодо будови речовини та взає-
модiї мiж частинками. Зрозумiло, що цей пiдхiд
пов’язаний з розв’язанням задач динамiки бага-
тьох частинок [7–9], тому в наш час найбiльших
результатiв в рамках цього пiдходу можна дося-
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гнути за допомогою методiв комп’ютерного моде-
лювання [10, 11].

Пiдкреслимо, що отриманi на сьогоднi в рамках
описаних пiдходiв результати (як експерименталь-
нi, так i теоретичнi) свiдчать про те, що коефiцiєнт
дифузiї може суттєво залежати вiд концентрацiї,
що не можна врахувати при розв’язку класичного
рiвняння дифузiї у виглядi закону Фiка.

В багатьох реальних, зокрема, бiологiчних мем-
бранних системах присутнiй процес так званої по-
легшеної дифузiї. Цей процес може виникнути у
системi, в якiй iснує зворотна хiмiчна реакцiя, при
цьому речовина, що дифундує (так званий суб-
страт), з’єднується з носiєм (макромолекулам, що
мiстяться всерединi мембрани), i в системi з’являє-
ться потiк як субстрату, так i комплексу субстрат-
носiй. Серед процесiв, що пов’язанi з полегшеною
дифузiєю, вiдзначимо перенос кисню (субстрат)
через мембрану гемоглобiном (носiй) та дiю анти-
бiотикiв на бiологiчнi мембрани [12,13]. Зазначимо,
що завдяки механiзму полегшеної дифузiї швид-
кiсть переносу кисню, iонiв лужних металiв та
глюкози може збiльшуватись на два порядки [14].

Одним з найбiльш яскравих прикладiв проце-
су полегшеної дифузiї є дифузiя кисню (O2) в
живих органiзмах. Експериментально встановле-
но, що мiоглобiн (Mb) полегшує дифузiю O2 в клi-
тинi [15, 16]. Теоретичному моделюванню та екс-
периментальному вивченню зворотного зв’язуван-
ня O2 мiоглобiном i його трансляцiйнiй дифузiї в
клiтинi присвячено велику кiлькiсть робiт рiзних
авторiв [17,18]. Полегшена дифузiя кисню за допо-
могою мiоглобiну особливо ефективна за низьких
парцiальних тискiв субстрату, а її внесок в дифу-
зiйний потiк залежить вiд градiєнта концентрацiї
комплексу носiй-субстрат.

В галузi теоретичного моделювання дифузiї в
мембранних бiологiчних системах з наявнiстю зво-
ротних хiмiчних реакцiй пiонерськими є результа-
ти, отриманi Маррi [19, 20]. В цих роботах було
розглянуто декiлька моделей мембранної системи,
зокрема модель з плоскопаралельною мембраною,
в якiй мiстився розчин гемоглобiну чи мiоглобi-
ну, через який i вiдбувається дифузiя. Присутнiй в
розчинi бiлок, може зворотно з’єднуватись iз суб-
стратом, наприклад, киснем. Створена математи-
чна модель дозволяє знайти просторовий розподiл
концентрацiї кисню та функцiї насичення в об’є-
мi мембрани, а також концентрацiйну залежнiсть

вiдповiдних потокiв. Аналiз отриманих результа-
тiв вказує на суттєву нелiнiйнiсть концентрацiйних
залежностей потокiв субстрату в таких системах.
Важливо вiдзначити, що для широкого класу та-
ких бiологiчних систем вiдсутнi розрахунки про-
дукування ентропiї та потокiв з коректним враху-
ванням хiмiчних реакцiй.

Введемо iнтенсивнiсть джерела ентропiї 𝜎, або
продукування ентропiї в одиницю часу на одиницю
об’єму системи, за допомогою виразу [1]:

𝑑𝑖𝑆

𝑑𝑡
=

∫︁
𝑉

𝑑r𝜎, (1)

де 𝑑𝑖𝑆
𝑑𝑡 – швидкiсть продукування ентропiї в самiй

системi.
Розглянемо рiдку або газову 𝑛-компонентну си-

стему, в якiй можуть вiдбуватися процеси дифу-
зiї та хiмiчнi реакцiї. Будемо вважати, що система
знаходиться далеко вiд границь стiйкостi (крити-
чних точок рiзної природи), крiм того, припусти-
мо, що на систему не дiють зовнiшнi поля. В цьому
випадку для джерела продукування ентропiї 𝜎 мо-
жна записати [1]:

𝜎=− 1

𝑇 2
J𝑞∇𝑇− 1

𝑇

𝑛∑︁
𝑘=1

J𝑘𝑇∇
𝜇𝑘

𝑇
− 1

𝑇

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐽𝑖𝜈𝑘𝑖𝜇𝑘,

(2)

де J𝑞 – потiк теплоти, 𝑇 – температура, J𝑘 =
= 𝜌𝑘 (v𝑘 − v) – дифузiйний потiк вiдносно центра
мас, v – масова швидкiсть, v𝑘 – масова швидкiсть
𝑘-го компоненту, 𝐽𝑖 – локальна швидкiсть 𝑖-ої хi-
мiчної реакцiї, 𝜈𝑘𝑖 – стехiометричний коефiцiєнт,
𝑟 – кiлькiсть хiмiчних реакцiй, 𝜇𝑘 – хiмiчний по-
тенцiал 𝑘-го компонента, який є функцiєю тиску,
температури та концентрацiї речовини в мольних
долях 𝑥𝑘.

Очевидно, що для обчислення швидкостi проду-
кування ентропiї 𝜎 за допомогою (2) необхiдно за-
писати вираз для J𝑘. Для дифузiйних потокiв J𝑘

можна використати емпiричний закон:

J𝑘 = −𝐷𝑘∇𝑥𝑘 −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑘

𝐿𝑘𝑖

[︃
𝑣𝑖

𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑘𝑇

(︃
𝛿𝑖𝑗
𝑐𝑖

+

+
1

𝛾𝑖

𝜕𝛾𝑖
𝜕𝑥𝑗

)︃]︃
∇𝑥𝑗 −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐿𝑘𝑖𝑣𝑖
𝐾𝑇

𝜌
∇𝜌−𝐷𝑇∇𝑇, (3)
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де 𝑣𝑖 – парцiальний мольний об’єм, 𝐾𝑇 – iзотермi-
чний модуль стиснення,

𝐷𝑘 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐿𝑘𝑖

[︂
𝑣𝑖

𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑘
+ 𝑘𝑇

(︂
𝛿𝑖𝑘
𝑐𝑖

+
1

𝛾𝑖

𝜕𝛾𝑖
𝜕𝑥𝑘

)︂]︂
– коефiцiєнт дифузiї 𝑘-го компонента,

𝐷𝑇 = =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝐿𝑘𝑖 (𝑝𝑣𝑖𝛾𝑉 − 𝑠𝑖) + 𝐿𝑘𝑞

– коефiцiєнт Соре, 𝛾𝑉 – термiчний коефiцiєнт ти-
ску, 𝑠𝑖 – парцiальна мольна ентропiя 𝑖-го компо-
нента, а для хiмiчного потенцiалу 𝜇𝑖 𝑖-го компо-
нента було використано вираз

𝜇𝑖 (𝑇, 𝜌, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛) =

= 𝜇𝑖0 (𝑇, 𝜌) + 𝑘𝑇 ln𝑥𝑖𝛾𝑖 (𝑇, 𝜌, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛), (4)

де 𝜇𝑖0 – хiмiчний потенцiал чистої речовини, 𝛾𝑖 –
активнiсть 𝑖-го компонента. Врахування лише ен-
тропiйного внеску у змiну хiмiчного потенцiалу
𝑖-го компонента (доданок ln𝑥𝑖) вiдповiдає набли-
женню iдеального розчину. Для теоретичного ви-
значення другого доданка (випадок неiдеальних
розчинiв) використовують вiдомi наближення ре-
гулярного розчину, наближення Маргулеса, Ван
Лаара, Скетчард–Хаммера та iншi [21, 22].

Тодi загальний вираз для продукування ентропiї
можна представити у виглядi:

𝜎 (𝑇, 𝜌, 𝑐𝑖) = − 1

𝑇 2
J𝑞∇𝑇 − 1

𝑇
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𝑛∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑘

𝐿𝑘𝑖

[︃
𝑣𝑖

𝜕𝑝

𝜕𝑐𝑗
+

+ 𝑘𝑇

(︂
𝛿𝑖𝑗
𝑐𝑖

+
1

𝛾𝑖

𝜕𝛾𝑖
𝜕𝑐𝑗

)︂]︃
∇𝑥𝑗 +

+

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐿𝑘𝑖𝑣𝑖
𝐾𝑇

𝜌
∇𝜌+𝐷𝑇∇𝑇

}︃
×

×

{︃
1

𝑇

𝑛∑︁
𝑗=1

(︂
𝑣𝑘

𝜕𝑝

𝜕𝑐𝑗
+ 𝑘𝑇

(︂
1

𝛾𝑘

𝜕𝛾𝑘
𝜕𝑐𝑗

+
𝛿𝑘𝑗
𝑐𝑘

)︂
𝜕𝜇𝑘

𝜕𝑐𝑗

)︂
∇𝑥𝑗 +

+
𝑣𝑘𝐾𝑇

𝑇𝜌
∇𝜌+

(︂
𝑝𝑣𝑘𝛾𝑇 + 𝑠𝑘

𝑇
− 𝜇𝑘

𝑇 2

)︂
∇𝑇

}︃
. (5)

Отриманий вираз дозволяє провести обчислення
продукування ентропiї в системах з хiмiчними ре-
акцiями та з дифузiєю, в тому числi з полегшеною.

2. Стацiонарна дифузiя
та продукування ентропiї
в плоскопаралельнiй порi

Застосуємо отримане загальне рiвняння (5) для
опису процесу продукування ентропiї в мембран-
нiй бiологiчнiй системi. Пiд мембраною будемо ро-
зумiти плоско-паралельний шар речовини, обме-
жений напiвпроникними стiнками. Зазначимо, що
при побудовi моделi мембрани за основу було взя-
то модель Маррi [15] для дифузiї кисню в роз-
чинах гемоглобiну та мiоглобiну [15, 19]. В систе-
мi можливе протiкання зворотних хiмiчних реа-
кцiй, проте, на вiдмiну вiд пiдходу, розвиненого
Маррi та Уiттенбергом [23], iнформацiю про цi ре-
акцiї врахуємо за допомогою коефiцiєнта актив-
ностi 𝛾. Таке врахування хiмiчних реакцiй до-
золяє не розглядати в явному виглядi доданок
1
𝑇

∑︀𝑟
𝑖=1

∑︀𝑛
𝑘=1 𝐽𝑖𝜈𝑘𝑖𝜇𝑘 [24].

Розглянемо процес стацiонарної дифузiї в пло-
скопаралельнiй мембранi товщиною 𝑙, обмеженiй
напiвпроникненими стiнками, мiж якими знахо-
диться двокомпонентний розчин. Очевидно, що в
цьому випадку

𝑑𝐽1
𝑑𝑡

= 0. (6)

Розглядатимемо випадок, коли на систему не дi-
ють зовнiшнi сили, а також вiдсутнi градiєнти тем-
ператури.

Така модель адекватно описує поведiнку великої
кiлькостi бiологiчних систем [19]. В цьому випадку
всерединi мембрани знаходяться тiльки субстрат,
що дифундує крiзь мембрану (компонент “1”), та
носiй, який зумовлює iснування процесу полегше-
ної дифузiї (компонент “2”) [16].

Введемо систему координат таким чином, щоб
вiсь 0𝑧 була перпендикулярна поверхням, що обме-
жують систему, причому цi поверхнi мають коор-
динати 0 та 𝑙. Оскiльки речовина другого сорту
(носiї) весь час залишаються в мембранi, то:

𝐽2(0) = 𝐽2(𝑙) = 0. (7)

Крiм того, вважатимемо, що в системi пiдтримує-
ться градiєнт концентрацiї першої речовини, а са-
ме на границях системи концентрацiя субстрату
пiдтримуються сталою, i граничнi умови мають

716 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2021. Т. 66, № 8



Продукування ентропiї в модельнiй бiологiчнiй системi

вигляд:{︂
𝑥1(𝑧 = 0) = 𝑥0,

𝑥1(𝑥 = 𝑙) = 𝑥𝑙,
(8)

причому 𝑥0 > 𝑥𝑙, 𝑥𝑙 ̸= 0.
Стацiонарнiсть процесу дифузiї дозволяє коре-

ктним чином знизити порядок диференцiального
рiвняння, що описує процес дифузiї, на одиницю.
В той самий час, ця умова добре пiдходить для
багатьох фiзичних явищ. Зауважимо, що процеси
продукування ентропiї в живiй природi в нативно-
му станi є стацiонарними.

Крiм того, в запропонованiй моделi можна не
враховувати перехреснi векторнi ефекти, такi як
термодифузiя, оскiльки для рiдких систем во-
ни на кiлька порядкiв меншi за прямi ефекти
[25]. В цьому випадку процес дифузiї йде ви-
ключно за рахунок градiєнтiв хiмiчних потенцi-
алiв компонентiв, тому в матрицi феноменоло-
гiчних коефiцiєнтiв 𝐿𝑖𝑘 можна знехтувати всiма
недiагональними елементами, а дiагональнi поз-
начити 𝐿𝑖.

Оскiльки дифузiя розглядається на мембранi з
напiвпроникними стiнками, то в такiй системi обо-
в’язково повиннi виникати осмотичнi явища, тобто
необхiдно враховувати змiну хiмiчних потенцiалiв
в залежностi вiд тиску, що було вперше вiдмiчено
в роботi [26]. Цi осмотичнi явища (а саме, градiєнт
тиску, що виникає в системi) дозволяють пояснити
механiзм вiдсутностi дифузiї речовин, що знахо-
дяться мiж напiвпроникними стiнками мембрани,
за наявностi мiж ними градiєнта концентрацiї. В
цьому випадку для потоку субстрату отримаємо
вираз:

𝐽1 = −2𝑘𝐿1
𝑑𝑥1

𝑑𝑧

{︃[︂
1

𝑥1
+

𝜕

𝜕𝑥1
ln 𝛾1

]︂
+

+
𝑣10 + 𝑘𝑇 𝜕

𝜕𝑝 ln 𝛾1

𝑣20 + 𝑘𝑇 𝜕
𝜕𝑝 ln 𝛾2

[︂
1

1− 𝑥1
− 𝜕

𝜕𝑥1
ln 𝛾2

]︂}︃
. (9)

Порiвнюючи отриманий вираз для потоку суб-
страту iз законом Фiка, для коефiцiєнта дифузiї
𝐷 (𝑇, 𝑝, 𝑥1) в даному випадку можна записати:

𝐷(𝑇, 𝑝, 𝑥1) = 2
𝐿1

𝑇

⎧⎨⎩
(︂
𝜕𝜇1

𝜕𝑥1

)︂
−

(︁
𝜕𝜇1

𝜕𝑝

)︁
(︁
𝜕𝜇2

𝜕𝑝

)︁ (︂𝜕𝜇2

𝜕𝑥1

)︂⎫⎬⎭ =

= 2𝑘𝐿1

{︃[︂
1

𝑥1
+

𝜕

𝜕𝑥1
ln 𝛾1

]︂
+

+
𝑣10 + 𝑘𝑇 𝜕

𝜕𝑝 ln 𝛾1

𝑣20 + 𝑘𝑇 𝜕
𝜕𝑝 ln 𝛾2

[︂
1

1− 𝑥1
− 𝜕

𝜕𝑥1
ln 𝛾2

]︂}︃
. (10)

Отримана формула для коефiцiєнта дифузiї вка-
зує на суттєву його залежнiсть вiд термодинамi-
чних параметрiв системи та термiчного рiвняння
стану системи.

Очевидно, що у випадку стацiонарної дифузiї
в бiнарному розчинi для продукування ентропiї
остаточно можна записати:

𝜎 = 𝐿1 (2𝑘)
2

(︂
𝑑𝑥1

𝑑𝑧

)︂2{︃[︂
1

𝑥1
+

𝜕

𝜕𝑥1
ln 𝛾1

]︂
−

−
𝑣10 + 𝑘𝑇 𝜕

𝜕𝑝 ln 𝛾1

𝑣20 + 𝑘𝑇 𝜕
𝜕𝑝 ln 𝛾2

[︂
𝜕

𝜕𝑥1
ln 𝛾2 −

1

1− 𝑥1

]︂}︃2

. (11)

Для обчислення потоку речовини та продукування
ентропiї за допомогою отриманих виразiв (9) не-
обхiдно знати залежнiсть коефiцiєнтiв активностi
вiд тиску та концентрацiї. Вiдомо, що коефiцiєнт
активностi пов’язаний з особливостями рiвняння
стану системи, i тому, згiдно з iдеями Шахпаро-
нова [27], ми можемо вважати, що його врахува-
ння дозволить нам моделювати можливi зворотнi
хiмiчнi реакцiї як своєрiдну мiжмолекулярну вза-
ємодiю [28]. Зокрема, в роботах [28, 29] показано,
що iснує можливiсть моделювати хiмiчнi реакцiї
за допомогою врахування змiни термодинамiчних
параметрiв.

Як показано в [30], в загальному випадку, для
визначення залежностi коефiцiєнтiв активностi вiд
тиску та концентрацiї можна використати резуль-
тати, отриманi за допомогою теорiї збурень в ме-
жах iзобарично-iзотермiчного ансамблю. Явний
вигляд цiєї залежностi досить часто визначає-
ться моделлю регулярних розчинiв та емпiрични-
ми рiвняннями Маргулеса, Ван Лаара, Скетчард–
Хаммера.

Таким чином, за допомогою рiвнянь (9) та (11)
можна проводити обчислення потоку речовини та
продукування ентропiї в бiнарному розчинi в пло-
скопаралельнiй порi, конкретизувавши за допомо-
гою коефiцiєнта активностi характер взаємодiї мiж
частинками розчину (тобто тип розчину) та хара-
ктер можливих хiмiчних реакцiй.
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3. Продукування ентропiї
в плоскопаралельнiй порi у випадку
iдеального розчину

Розглянемо випадок, коли розчин є iдеальним.
В рамках цiєї моделi вважається, що внесок ен-
тропiйних факторiв в термодинамiчнi потенцiали
при змiшуваннi домiнує над енергетичними, яки-
ми можна знехтувати. В цьому випадку коефiцi-
єнт активностi тотожно дорiвнює одиницi, i вираз
для потоку субстрату пiсля iнтегрування набуде
вигляду:

𝐽1 = −2𝑘𝐿1

𝑙

(︂
ln

𝑥𝑙

𝑥0
− 𝑣10

𝑣20
ln

1− 𝑥𝑙

1− 𝑥0

)︂
. (12)

На рис. 1 та рис. 2 наведено залежностi нормова-
ного потоку речовини, що дифундує крiзь мембра-
ну, вiд рiзницi концентрацiй на границях системи
𝑥0−𝑥𝑙 за рiзних значень спiввiдношення парцiаль-
них об’ємiв компонентiв розчину та за двох рiзних
значень 𝑥𝑙.

Наведенi результати вказують на значну нелi-
нiйнiсть в залежностi потоку вiд величини 𝑥0−𝑥𝑙.
Нагадаємо, що цi результати було отримано у ви-
падку iдеального розчину, тобто з врахуванням
лише ентропiйного внеску в змiну термодинамi-
чного потенцiалу при змiшуваннi.

Рис. 1. Залежнiсть нормованого потоку − 𝑙
2𝑘𝐿1

𝐽1 вiд ве-
личини 𝑥0 − 𝑥𝑙 за рiзних значень вiдношення 𝑣10

𝑣20
в рамках

моделi iдеального розчину: 1 – 𝑣10
𝑣20

= 0,01, 2 – 𝑣10
𝑣20

= 0,2, 3 –
𝑣10
𝑣20

= 0,5. На правiй границi мембрани задано 𝑥𝑙 = 10−1

Аналiз представлених результатiв вказує на те,
що за малих значень величини 𝑥0−𝑥𝑙 (𝑥0−𝑥𝑙 < 0,1
для даних, наведених на рис. 1, та 𝑥0 − 𝑥𝑙 < 0,01
для даних, наведених на рис. 2) спостерiгається
практично лiнiйна залежнiсть потоку, але при зро-
станнi 𝑥0 − 𝑥𝑙 залежнiсть 𝐽1 (𝑥0 − 𝑥𝑙) суттєво вiд-
хиляється вiд лiнiйної, i має мiсце стабiлiзуючий
ефект – потiк починає слабко залежати вiд рiзни-
цi концентрацiї на границях системи. Наведенi да-
нi свiдчать про те, що при зменшеннi величини
вiдношення парцiальних мольних об’ємiв речови-
ни, що дифундує через мембрану, та розчинника
спостерiгається суттєве посилення стабiлiзуючого
ефекту при збiльшенi рiзницi концентрацiй на гра-
ницях мембрани.

У випадку полегшеної дифузiї бiологiчно актив-
ної речовини через мембрани (наприклад, кисню
за допомогою гемоглобiну) вiдношення 𝑣10

𝑣20
є над-

звичайно малим, крiм того, концентрацiя речови-
ни, що переноситься, на правiй границi системи
в бiльшостi випадкiв пiдтримується достатньо ма-
лою, тому бiологiчному транспорту вiдповiдає пер-
ша крива на рис. 2. В цьому випадку в фiзiологi-
чному iнтервалi змiни рiзницi 𝑥0 − 𝑥𝑙 потiк зали-
шається практично сталим, що вiдповiдає особли-
востям полегшеної дифузiї в бiологiчних системах.

На рис. 3 наведено залежнiсть нормованого ди-
фузiйного потоку вiд величини 𝑥0 − 𝑥𝑙 за 𝑣10

𝑣20
=

= 0,01 та нормованого дифузiйного потоку у ви-
падку сталого коефiцiєнта дифузiї. Видно, що за
малих значень 𝑥0−𝑥𝑙 спостерiгається значне збiль-
шення дифузiйного потоку полегшеної дифузiї:
при 𝑥0 − 𝑥𝑙 = 10−2 вiдношення потокiв досягає
≈110, при 𝑥0 − 𝑥𝑙 = 10−1 – ≈15. При подальшому
збiльшеннi величини 𝑥0 − 𝑥𝑙 добре проявляється
стабiлiзуючий ефект: при змiнi 𝑥0 − 𝑥𝑙 вiд 0,2 до
0,7 полегшений потiк зростає на ≈17%, а потiк iз
сталим коефiцiєнтом дифузiї, як i слiд було чека-
ти, на ≈250%.

Отриманий вираз (12) для дифузiйного потоку
дозволяє за допомогою формули (11) знайти вираз
для продукування ентропiї у даному випадку:

𝜎 =
(2𝑘)

2
𝐿1

𝑙2

(︂
ln

𝑥𝑙

𝑥0
− 𝑣10

𝑣20
ln

1− 𝑥𝑙

1− 𝑥0

)︂2
. (13)

На рис. 4 та рис. 5 наведено залежнiсть проду-
кування ентропiї вiд рiзницi концентрацiй на гра-
ницях системи 𝑥0−𝑥𝑙 за рiзних значень спiввiдно-
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Рис. 2. Залежнiсть нормованого потоку − 𝑙
2𝑘𝐿1

𝐽1 вiд ве-
личини 𝑥0 − 𝑥𝑙 за рiзних значень вiдношення 𝑣10

𝑣20
в рамках

моделi iдеального розчину: 1 – 𝑣10
𝑣20

= 0,01, 2 – 𝑣10
𝑣20

= 0,5, 3 –
𝑣10
𝑣20

= 1,0. На правiй границi мембрани задано 𝑥𝑙 = 10−4

Рис. 3. Залежнiсть нормованого дифузiйного потоку вiд
величини 𝑥0 − 𝑥𝑙 за 𝑣10

𝑣20
= 0,01 в рамках моделi iдеального

розчину (1) та за умови 𝐷 − const (2). На правiй границi
мембрани задано 𝑥𝑙 = 10−4

шень парцiальних об’ємiв компонентiв розчину та
для двох рiзних значень 𝑥𝑙.

Наведенi результати вказують на суттєве вiдхи-
лення залежностi продукування ентропiї вiд ква-
дратичної залежностi вiд величини 𝑥0 − 𝑥𝑙, якої
слiд було чекати згiдно з загальними виразами.

Рис. 4. Залежнiсть нормованого продукування ентропiї
𝑙2

(2𝑘)2𝐿1
𝜎 вiд величини 𝑥0 − 𝑥𝑙 за рiзних значень вiдношен-

ня 𝑣10
𝑣20

в рамках моделi iдеального розчину: 1 – 𝑣10
𝑣20

= 0,01,
2 – 𝑣10

𝑣20
= 0,2, 3 – 𝑣10

𝑣20
= 0,5. На правiй границi мембрани

задано 𝑥𝑙 = 10−1

Рис. 5. Залежнiсть нормованого продукування ентропiї
𝑙2

(2𝑘)2𝐿1
𝜎 вiд величини 𝑥0 − 𝑥𝑙 за рiзних значень вiдношен-

ня 𝑣10
𝑣20

в рамках моделi iдеального розчину: 1 – 𝑣10
𝑣20

= 0,01,
2 – 𝑣10

𝑣20
= 0,2, 3 – 𝑣10

𝑣20
= 0,5. На правiй границi мембрани

задано 𝑥𝑙 = 10−4

Аналiз представлених результатiв вказує на те,
що за малих значень величини 𝑥0−𝑥𝑙 (𝑥0−𝑥𝑙 < 0,1
для даних, наведених на рис. 4 та 𝑥0 − 𝑥𝑙 < 0,01
для даних, наведених на рис. 5) спостерiгається
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Рис. 6. Залежнiсть нормованого продукування ентропiї
𝑙2

(2𝑘)2𝐿1
𝜎 вiд величини 𝑥0 − 𝑥𝑙 при 𝑣10

𝑣20
= 0,01 в рамках

моделi iдеального розчину (1) та 𝐷 − const (2). На правiй
границi мембрани задано 𝑥𝑙 = 10−4

Рис. 7. Потiк кисню у водному розчинi гемоглобiну як
функцiя концентрацiї кисню на лiвiй границi мембрани: 1 –
полегшена дифузiя за розрахунками Маррi [19], 2 – ди-
фузiйний потiк, 3 – експериментальнi результати Уiттен-
берга [16]

практично квадратична залежнiсть продукування
ентропiї, проте при зростаннi 𝑥0 − 𝑥𝑙 залежнiсть
𝜎 (𝑥0 − 𝑥𝑙) суттєво вiдхиляється вiд квадратичної,
i має мiсце стабiлiзуючий ефект – ентропiя почи-

нає слабко залежати вiд рiзницi концентрацiї на
границях системи. Наведенi данi, як i слiд було че-
кати з аналiзу отриманих для потокiв результатiв,
свiдчать про те, що при зменшеннi величини вiдно-
шення парцiальних мольних об’ємiв речовини, що
дифундує через мембрану, та розчинника спостерi-
гається суттєве посилення стабiлiзуючого ефекту
при збiльшеннi рiзницi концентрацiй на границях
мембрани.

У випадку полегшеної дифузiї бiологiчно актив-
ної речовини через мембрани вiдношення 𝑣10

𝑣20
є

надзвичайно малим, i у фiзiологiчному iнтерва-
лi змiни рiзницi 𝑥0 − 𝑥𝑙 продукування ентро-
пiї залишається практично сталим, що вiдповiд-
ає особливостям полегшеної дифузiї в бiологiчних
системах.

На рис. 6 наведено залежнiсть нормованого про-
дукування ентропiї вiд величини 𝑥0 − 𝑥𝑙 за 𝑣10

𝑣20
=

= 0,01 та нормованого продукування ентропiї для
випадку сталого коефiцiєнта дифузiї. Видно, що
за малих значень 𝑥0 − 𝑥𝑙 спостерiгається значне
збiльшення продукування ентропiї у випадку по-
легшеної дифузiї: при 𝑥0 − 𝑥𝑙 = 10−2 вiдношення
величин продукування ентропiї досягає ≈ 1,1 · 104,
при 𝑥0 − 𝑥𝑙 = 10−1− ≈ 5 · 102. При подальшому
збiльшеннi величини 𝑥0 − 𝑥𝑙 добре проявляється
стабiлiзуючий ефект: при змiнi 𝑥0 − 𝑥𝑙 вiд 0,2 до
0,7 продукування ентропiї при полегшенiй дифузiї
зростає на ≈50%, а продукування ентропiї iз ста-
лим коефiцiєнтом дифузiї, як i слiд було чекати,
на ≈1100%.

На рис. 7 наведено залежнiсть повного пото-
ку кисню у водному розчинi гемоглобiну як фун-
кцiю концентрацiї кисню на лiвiй границi мембра-
ни за сталої концентрацiї на правiй границi (тоб-
то, фактично, як функцiю градiєнта концентрацiї
кисню), отриману теоретично Маррi [19] та експе-
риментально Уiттенбергом [16].

Результати Маррi отримано за допомогою явно-
го врахування протiкання в системi зворотних хi-
мiчних реакцiй шляхом побудови розв’язку асим-
птотичного розкладу в нульовому наближеннi син-
гулярно збуреного рiвняння типу рiвняння дифу-
зiї. Як видно з порiвняння отриманих результа-
тiв (рис. 2) з наведеними даними (рис. 7), запро-
понований пiдхiд врахування зворотних хiмiчних
реакцiй шляхом розгляду фiзико-хiмiчних особли-
востей розчину, в якому вiдбувається процес ди-
фузiї, знаходиться у гарнiй якiснiй та кiлькiснiй
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вiдповiдностi до лiтературних даних, отриманих
як експериментальним, так i теоретичним шля-
хом. Зокрема, при малих значеннях 𝑐0 спостерiга-
ється значне збiльшення дифузiйного потоку по-
легшеної дифузiї, при бiльших же значеннях ве-
личини 𝑐0 добре проявляється значний стабiлiзу-
ючий ефект.

4. Висновки

Отримана формула для коефiцiєнта дифузiї вка-
зує на його суттєву залежнiсть вiд концентрацiї
розчину, яка визначається, в основному, термiчним
рiвнянням стану системи.

Для опису процесу полегшеної дифузiї в бiологi-
чних системах немає потреби явно розглядати на-
явнiсть зворотних хiмiчних реакцiй. Коректне вра-
хування концентрацiйної залежностi коефiцiєнта
дифузiї призводить до результатiв, якiсно аналогi-
чних до отриманих з явним урахуванням хiмiчних
реакцiй.

Отриманi результати вказують на iснування в
бiологiчних системах стабiлiзуючого ефекту при
продукування ентропiї, яке змiнюється в бiльш
вузьких межах при змiнi градiєнта концентрацiї
речовини, що дифундує, у порiвняннi з результата-
ми, отриманими для сталого коефiцiєнта дифузiї.

Ентропiйнi внески в змiну термодинамiчних по-
тенцiалiв при змiшування вiдiграють важливу
роль у змiнi характеру продукування ентропiї в
бiологiчнiй системi.
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ENTROPY PRODUCTION
IN A MODEL BIOLOGICAL SYSTEM
WITH FACILITATED DIFFUSION

Expressions for the calculation of the diffusion flow and the

entropy production in a model biological system, an ideal bi-

nary solution in a plane-parallel layer under osmotic bound-

ary conditions and the facilitated diffusion, have been derived

in the framework of the linear thermodynamics of irreversible

processes. It is shown that the consistent consideration of the

dependence of the diffusion coefficient on the field variables

leads to a substantial difference of the values obtained for the

substance flow and the entropy production in biological sys-

tems from the values obtained in the framework of standard

approach with a constant diffusion coefficient.

Ke yw o r d s: entropy production, facilitated diffusion, biologi-
cal system, ideal solution, osmotic boundary conditions.
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