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КВАДРАТНI КОРЕНI IЗ ЕЛIПСIВ
КЕПЛЕРА, ЕЛЕКТРОНИ ТА РIДБЕРҐIВСЬКI
АТОМИ У МАГНIТНОМУ ПОЛIУДК 539

Смiливi iдеї юного Кеплера щодо будови Сонячної системи застосовуються до аналiзу
планетних вiдстаней в екзопланетнiй системi HD 10180. За допомогою перетворень
Жуковського роз’яснюється суть спiнорної регуляризацiї задачi Кеплера, як добування
квадратного кореня з елiпса i використання кеплеровської ексцентричної аномалiї за-
мiсть звичайного часу. Розглядаються досягнення харкiвських радiоастрономiв у пошу-
ках рекомбiнацiйних радiолiнiй рiдберґiвських атомiв вуглецю на радiотелескопi УТР-2.
Узагальнення спiнорної регуляризацiї задачi Кеплера на неелiптичнi орбiти використо-
вується для аналiзу енергетичних спектрiв рiдберґiвських атомiв водню в магнiтному
полi.
К люч о в i с л о в а: планети, задача Кеплера, рiдберґiвськi атоми, магнiтне поле.

Le nez de Cléopâtre: s’il eût été plus court,
tout la face de la terre aurait changé.

Blaise PASCAL, 1669

Нiс Клеопатри: якби вiн був трохи коро-
тший, змiнилося б все обличчя землi!

Блез ПАСКАЛЬ, 1669 р.

1. Вступ

Наука та освiта в Українi переживають нинi не
найкращi часи. Збулося пророцтво нiмецького фi-
зика та фiлософа Георга Крiстофа Лiхтенберга
(1742–1799): “Зараз всюди прагнуть поширюва-
ти знання, але хто знає, чи не з’являться че-
рез два-три столiття унiверситети для того,
щоб вiдновити колишнє невiгластво.” [1] Звичай-
но, Г.К. Лiхтенберг писав про європейськi унiвер-
ситети. Але ось що пише, наприклад, про рефор-
мування сучасних польських унiверситетiв профе-
сор фiлософiї Бiлостокського унiверситету Пiотр
Новак у книжцi з виразною назвою “Вигодову-
вання троглодитiв” [2]: “Є, як мiнiмум, двi неяв-
нi мети унiверситетських реформ. Перша поля-
гає в тiм, щоб вiдвернути молодих, талановитих
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людей вiд iнтелектуальної роботи, вiд читання
та писання книг, викладання, на користь квазi-
бiзнес-дiяльностi, яка зводиться до збору грошей
для пiдприємства, ранiше вiдомого, як Унiверси-
тет. Друга мета, бiльш демонiчна, що узгоджу-
ється з напрямком глобальних змiн, – це послi-
довне ослаблення iнстинкту свободи, що полягає
у створеннi вiдповiдних умов для обмiну акаде-
мiчної свободи (i свободи взагалi) на матерiаль-
нi блага”. У вереснi 2000 р. на конференцiї в Ду-
бнi видатний математик В.I. Арнольд проявив ве-
ликий оптимiзм, коли сказав: “Ми” 1, “як завжди,
вiдстаємо вiд передового людства. Знищення нау-
ки, знищення культури вiдбувається всюди, але у
нас повiльнiше, нiж в iнших мiсцях, а це означає,
що ще є деяка надiя, що ми збережемо свiй тра-
дицiйний рiвень культури довше, нiж так званi
бiльш передовi країни” [3] Але не надовго нас ви-
стачило. Схоже, що ми вже успiшно наздогнали
“передове людство”, а в деяких нововведеннях на-
вiть i випереджаємо. Трохи тiшить те, що ми тим

1 Зрозумiло, що пiд словом “ми” В.I. Арнольд мав на увазi
не тiльки Россiю, а весь пострадянский простiр.
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самим долучились до “передового людства”, про
що так довго мрiяли.

Можна ще бiльше тiшитись, якщо звернутись до
iсторiї науки i взагалi до iсторiї, яка примирює нас
“з недосконалiстю видимого порядку речей, як зi
звичайним явищем у всiх сторiччях ” [4].

У сiчнi 1610 р. Ґалiлео Ґалiлей, нацiливши в не-
бо самотужки зроблений оптичний телескоп, по-
бачив багато нового та надзвичайно цiкавого, в
тiм числi чотири супутники Юпiтера (Ґалiлей на-
зивав їх планетами, пiзнiше супутниками їх на-
звав друг Ґалiлея Йоганн Кеплер). У листi до
Йоганна Кеплера (in una lettera a Giovanni (!)
Keplero) вiд 19 серпня 1610 р. [5] Ґалiлей скар-
житься на найзнаменитiшiх падуанських професо-
рiв, якi, “незважаючи на тисячократнi запроше-
ння, не хотiли навiть поглянути нi на планети,
нi на Мiсяць, нi на телескоп”. Ґалiлей питає Ке-
плера: “Що ж робити? Чий бiк прийняти, Демо-
крiта, чи Гераклiта? ” (Quid igitur agendum? cum
Democrito aut cum Heraclito standum?). I сам ви-
рiшує стати на бiк Демокрiта 2: “Посмiємося ж,
мiй любий Кеплере, над великою дурiстю люд-
ською!” (Volo, mi Keplere, ut rideamus insignem
vulgi stultitiam!)

Ґалiлей ще довго смiявся над “дурiстю людсько-
ю”. Так, в 1623 р. вiн писав [6]: “Що стосується
Коперникової гiпотези, то ми, Католики, маємо
щастя вищою мудрiстю бути врятованi вiд ома-
ни i зцiленi вiд слiпоти”. Всi знають, до чого Ґалi-
лей досмiявся, до найганебнiшого в iсторiї католи-
цької церкви iнквiзицiонного процесу 1633 р., який
надовго загальмував розвиток науки в Iталiї. Але
i тут є чим тiшитися: з часом наука в Iталiї вiд-
родилась, що є переконливим свiдченням того, що
руйнiвнi можливостi людської дуростi все
ж не безмежнi.

Про подальший змiст даної статтi. У роздiлi 2
ми ще “втiшимось” iсторiєю життя Тихо Браге та
Кеплера, де нам неминуче доведеться стати на
бiк Гераклiта. У роздiлi 3 застосуємо майже боже-
вiльнi iдеї 25-рiчного Кеплера щодо устрою Соня-
чної системи до екзопланетної системи, вiдкритої у
2010 р. на вiдстанi 127 свiтових рокiв вiд Сонячної
системи. У роздiлi 4 добудемо корiнь квадратний
iз елiпса та з’ясуємо, що це теж елiпс. Це назива-

2 На вiдмiну вiд Демокрiта Гераклiт вважав, що на над
людською дурiстю треба плакати.

ється “спiнорною регуляризацiєю задачi Кеплера”
i дуже спрощує цю задачу. У роздiлi 5 розглянемо
досягнення харкiвських радiоастрономiв у пошу-
ках радiолiнiй рiдберґiвських атомiв вуглецю на
радiотелескопi УТР-2. У останньому, 6-му роздi-
лi, розглянемо властивостi руху електронiв у ста-
лому i однорiдному магнiтному полi, у квантових
точках Фока–Дарвiна та при квантовому ефектi
Холла. Проаналiзуємо енергетичнi спектри рiдбер-
ґiвських атомiв водню у магнiтному полi, засто-
совуючи при цьому узагальнення спiнорної регу-
ляризацiї задачi Кеплера, коли корiнь квадратний
добувається не iз орбiт планет, а iз класичних орбiт
високозбуджених електронiв. У додатку до статтi,
в зв’язку з недавньою (2019 р.) радикальною ре-
формою системи СI, ми обговоримо деякi питання,
пов’язанi з нововведеннями.

2. Тихо Браге та Йоганн Кеплер

На вiдмiну вiд Клеопатри, у якої був нiс, спро-
можний змiнювати обличчя землi, у славетного
датського астронома Тихо Браге носа взагалi не
було 3. Точнiше, до 22 рокiв нiс у Тихо був, але
у 1567 р., у Ростоку, студент Тихо Браге назав-
жди позбавився його, посварившись зi своїм дру-
гом через розбiжнiсть поглядiв на якусь матема-
тичну проблему. Пiсля дуелi на шпагах Тихо Бра-
ге був змушений все життя користуватися шту-
чним носом з воску (або сплаву золота i срiбла),
що було не дуже зручно. Проте втрата носа на-
дала йому щасливу можливiсть назавжди вiдмо-
витися вiд всiляких аристократичних умовностей
i повнiстю вiддатися астрономiї, що вважалось на
той час справою, майже ганебною для поважної
людини шляхетського роду.

Тогочасний король Данiї Фредерiк II не без пiд-
став прихильно ставився до шляхетного сiмейства
Браге. У червнi 1565 р. король, проїжджаючи мо-
стом, який зв’язував Копенгаген з королiвською
резиденцiєю, зненацька впав з коня у холодну во-
ду. Король плавати не вмiв, i почав тонути. Адмi-
рал Йорген Браге кинувся з мосту в воду, врятував
короля, але сам помер за кiлька днiв вiд запалення
легенiв. Тихо Браге вважався сином адмiрала. На-
справдi ж вiн був племiнником Йоргена Браге, але
коли Тихо було близько року, бездiтний, але ду-

3 Багато чого сумного про Тихо Браге та Йоганна Кеплера
можно знайти у книгах [7–10].
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же заможний, дядько викрав дитину у свого бра-
та Отто i усиновив Тихо. Пiсля смертi дядька Ти-
хо Браге успадкував великий статок i продовжив
своє навчання в унiверситетах Європи. У 1571 р.
помер i рiдний батько Тихо i багатство Тихо збiль-
шилося. Все це слiд вiдзначити, бо майже всi свої
статки Тихо Браге витратив на важливi астроно-
мiчнi дослiдження. (У тому ж 1571 р. народився
Йоганн Кеплер, через 29 рокiв доля – згадаймо
“нiс Клеопатри”! – на деякий час звела Тихо Браге
i Кеплера у Празi, що докорiнно змiнило обличчя
астрономiї, бо саме Кеплеру було призначено до-
лею у своїх працях обезсмертити безцiнну наукову
спадщину Тихо Браге.)

В 1576 р. король Данiї Фредерiк II, який пова-
жав науки i мистецтва, дiзнався, що Тихо Бра-
ге збирається назавжди влаштуватися в Нiмеч-
чинi i побудувати там обсерваторiю. Король тер-
мiново викликав Тихо Браге з Нiмеччини до се-
бе i не без зусиль умовив залишитися в Данiї.
Фредерiк II подарував Тихо острiв Вен та до-
помiг побудувати на островi на той час найкра-
щу у свiтi обсерваторiю Уранiборг, де Тихо за
20 рокiв напруженої працi зробив багато астро-
номiчних спостережень, якi вiдрiзнялися дивови-
жною, небувалою до винаходу оптичного телеско-
па, точнiстю. Фредерiк II витратив на побудо-
ву Уранiборга 100000 талярiв, майже стiльки ж
власних коштiв витратив i Тихо Браге. (100000
талярiв – це дуже багато, наприклад, наприкiн-
цi XVI сторiччя вчителю протестантської шко-
ли у Ґрацi Йоганну Кеплеру платили 200 гуль-
денiв (≃171 таляр) на рiк, а професору унiвер-
ситета в Падуї Ґалiлео Ґалiлею 180 флоринiв
(≃180 талярiв) 4.)

По смертi Фредерiка II королем Данiї став його
син Крiстiан IV, який просидiв на тронi 59 рокiв.
Крiстiан IV вирiзнявся хоробрiстю i дотепнiстю,
вiн воював, розвивав торгiвлю, будував мiста i ко-
раблi, але вщент не розумiв, навiщо йому, i взагалi
Данiї, потрiбнi астрономiя i гордий, незалежний
i зарозумiлий Тихо Браге. Король заборонив Ти-

4 У 1599 р., за рiк до спалення у Римi Джордано Бруно,
у Венецiанський сенат надiйшов донос про аморальнiсть
професора Ґалiлея, який жив разом з невiнчаною вене-
цiанкою. Вердикт Венецiанського сенату ошелешив доно-
щика: враховуючи нововиявленi обставини, платити вiд-
нинi професору Ґалiлею не 180 флоринiв, а вдвiчi бiль-
ше – 360 [11].

хо Браге продовжувати спостереження i дослiди.
Вiн вiдiбрав у Тихо Браге острiв Вен, обсервато-
рiю, маєтки, подарованi Фредерiком II. Ображе-
ний Тихо Браге продав усе, що у нього не встигли
вiдiбрати, i 29 квiтня 1597 р. назавжди покинув
Уранiборг i острiв Вен. Навеснi 1599 р. Тихо Браге
пiсля довгих поневiрянь дiстався столицi Священ-
ної Римської iмперiї – Праги, де був прийнятий
з королiвськими почестями iмператором Рудоль-
фом II.

На жаль, у Празi вiн прожив недовго. 13 жов-
тня 1601 р. у Тихо Браге, внаслiдок занадто довгої
та щедрої вечерi у шляхетнiй компанiї та “вiддан-
ня переваги ввiчливостi потребам здоров’я” (як за-
нотував Й. Кеплер у “Щоденнику спостережень”,
який вiв Тихо Браге), виникла тяжка iшурiя 5 i по-
в’язана з нею жахлива гарячка. “24 жовтня його
гарячка на кiлька годин вiдступила, природа пе-
ремогла, i вiн мирно упокоївся серед спiвчуттiв,
молитов i плачу своїх домашнiх. Таким чином,
починаючи з цiєї дати, серiї небесних спостере-
жень були перерванi, його ж власнi спостереже-
ння за тридцять вiсiм рокiв добiгли кiнця”, – так
завершив Кеплер свiй запис у “Щоденнику спосте-
режень” Тихо Браге [12].

Пiсля смертi Тихо Браге безцiннi для науки
скарби – результати всiх його спостережень – по-
трапили у руки Йоганна Кеплера, якого Тихо
Браге запросив до Праги своїм помiчником (у
1697 р. Кеплер надiслав свою книгу Mysterium
cosmographicum (Таємниця свiту) [13] Тихо Бра-
ге i Ґалiлео Ґалiлею i тим самим заочно познайо-
мився з ними). Й. Кеплер виконав гiгантську робо-
ту, аналiзуючи багаторiчнi спостереження планети
Марс, проведенi Тихо Браге. Аналiз спостережень
Марса привiв Кеплера до вiдкриття трьох законiв
планетного руху.

У 1609 р. у Гайдельберзi вийшла Astronomia
nova (Нова астрономiя) [14] Кеплера, в якiй були
сформульованi два закони планетного руху:

I. Планета описує елiпс, в одному з фокусiв яко-
го знаходиться Сонце.

II. Пряма лiнiя, що з’єднує планету з Сонцем,
описує рiвнi площi в рiвнi часи.

У 1619 р. була опублiкована Harmonices
Mundi (Гармонiя свiту) [15] Кеплера. У нiй було
сформульовано третiй закон Кеплера:

5 Iшурiя, вiд давньогрецького 𝜄𝜎𝜒𝜔 𝑜𝜐𝜌𝑜𝜈 , – затримка сечi.
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III. Квадрати перiодiв обертання планет вiднося-
ться один до одного, як куби великих осей елiпсiв,
по яких рухаються планети.

Неймовiрна працездатнiсть i умови, у яких пра-
цював Кеплер, вражають. Обчислення, якi при-
вели Кеплера до вiдкриття III закону, займають
сiм товстих томiв. Кожне обчислення, що займає,
в середньому, 10 сторiнок, Кеплер повторював по
70 разiв [16]. I цю каторжну роботу виконува-
ла людина зi слабким здоров’ям, з хворими очи-
ма, змушена безперервно складати календарi i го-
роскопи, щоб прогодувати сiм’ю. По смертi Ти-
хо Браге Й. Кеплера було призначено iмператор-
ським математиком при дворi iмператора Рудоль-
фа II з рiчним окладом 500 гульденiв. За жит-
тя Кеплера змiнилося три iмператори. Всi вони
незмiнно поважали Кеплера. Не змiнювалось ли-
ше те, що iмператорська казна була завжди по-
рожня. Iмператорський борг Кеплеру за 30 ро-
кiв складав 12694 гульдени. До того ж, кiлька
рокiв життя Й. Кеплер витратив на те, щоб до-
могтися виправдання своєї матерi, яку звинува-
тили в тiм, що вона вiдьма i чаклунка. Останнi
два роки Кеплер прожив у мiстi Саган як при-
дворний астролог герцога Валленштайна. Восени
1630 р. вiн верхи на старiй заїждженiй шкапi по-
прямував iз Сагана (зараз Жагань, Польща) че-
рез Нюрнберг до мiста Регенсбург, щоб знайти
там iмператора Фердинанда II i нагадати йому
в черговий раз про багаторiчний борг. Iмперато-
ра Кеплер не знайшов, але, проїхавши верхи по-
над 600 км, застудився по дорозi i 15 листопа-
да 1630 р. помер, залишивши дружину i чоти-
рьох маленьких дiтей у цiлковитiй убогостi. Не-
щасну стару шкапу Кеплер продав за 2 флори-
ни [10].

У 1930 р. в статтi, присв’яченiй 300-рiччю смер-
тi Йоганна Кеплера, Альберт Айштайн писав про
вiдкриття Кеплером трьох його законiв планетно-
го руху [17]:

“До захоплення цiєю чудовою людиною додає-
ться ще почуття захоплення i благоговiння, яке
стосується вже не людини, а загадкової гармо-
нiї природи, яка нас породила. Ще в давнину люди
придумали кривi, якi вiдповiдають найпростiшим
законам. Поряд з прямою i колом серед них були
елiпс i гiпербола. Останнi ми бачимо реалiзовани-
ми в орбiтах небесних тiл, у всякому разi з до-
брим наближенням.

Здавалось би, людський розум має довiльно кон-
струювати форми, перш нiж пiдтвердиться їх
матерiальне iснування. Чудовий твiр усього жи-
ття Кеплера особливо яскраво показує, що пiзна-
ння не може розквiтнути з голої емпiрiї. Такий
розквiт можливий лише з порiвняння того,
що придумано, з тим, що спостережено”.

3. Mysterium cosmographicum
Й. Кеплера та экзопланетна система
HD 10180

Вольфганг Паулi (1900–1958 рр.) познайомився с
Карлом Густавом Юнгом (1875–1961 рр.) у 1930 р.
Їх багаторiчнi дружнi стосунки та листування про-
довжувались до смертi Паулi [19]. Ця дружба зна-
чно збагатила свiтогляд обох: Юнг став писати про
фотони та доповняльнiсть хвиля-частинка, а Па-
улi, в свою чергу, зацiкавився теорiєю архетипiв
Юнга та психологiєю наукової творчостi. Завдяки
цьому Паулi дуже зацiкавила особистiсть Й. Ке-
плера. У 1950 р. в Прiнстонi для невеликої ауди-
торiї вiн прочитав лекцiю “Вплив архетипiчних
уявлень на виникнення наукових теорiй Кепле-
ра”. “Я був присутнiй на лекцiї Паулi про Ке-
плера, яку вiн читав в березнi 1950 року ...”, –
згадував про це Абрагам Пайс [19], – “Єдине, що
я пам’ятаю про цю подiю, це присутнiсть там
Айнштайна, який заснув пiд акомпанемент слiв
Паулi ” 6. Паулi роз’яснював в своїй лекцiї 7, що
“три вiдомих кеплерiвськi закони руху планет, на
яких Ньютон ґрунтував свою теорiю тяжiння
(1687 р.), були не тим, до чого Кеплер спочатку
прагнув. Справжнiй духовний нащадок пiфагорiй-
цiв, вiн був захоплений старовинними уявлення-
ми про музику сфер i завжди намагався знайти
гармонiйнi пропорцiї, в яких для нього лежала вся
краса. Вiн надавав найважливiшого значення за-
зiханням геометрiї на те, що її теореми “були
у дусi Божому споконвiку”. Основним його прин-

6 Важко було не заснути пiд час цiєї лекцiї, або запам’я-
тати, про що вона була. Слухачi опинилися у скрутному
становищi собаки Павлова, якого навчили крутити хво-
стом, або пiдiбравши його, втiкати, в залежностi вiд того,
який елiпс вiн бачив: стиснутий з бокiв, чи згори i знизу.
А от побачивши коло, собака вiдразу ж засинав.

7 Таку ж лекцiю Паулi прочитав ще двiчi, у лютнi та бе-
резнi 1948 року, у товариствi психологiв у Цюриху (див
[18]). Лекцiя грунтувалася на його досить великому, пi-
знiше опублiкованому есе [20].
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ципом було “Geometria est archetypus pulchri-
tudinis mundi” (Геометрiя – це архетип кра-
си свiту)”. Паулi розповiдав про те, що, згiдно з
Кеплером, “образ триєдиного Бога є сферична по-
верхня, людський же дух вiдноситься до духу Бо-
жого так само, як коло до сфери ... Така картина
вiдносин людського духу до духу Божого знаходи-
ться в повнiй вiдповiдностi з точкою зору на пi-
знання, як на збiг зовнiшнiх вражень з доiсну-
ючими внутрiшнiми образами”, тобто архе-
типами.

Як пiдтвердження, Паулi цитував Кеплера: “Пi-
знавати – означає порiвнювати сприйняте
ззовнi з внутрiшнiми iдеями (externum
sensile cum ideis internis conferre) i виноси-
ти судження про те, наскiльки те й iнше збiгає-
ться”. Усвiдомлення внутрiшнiх iдей щодо устрою
Сонячної системи, взагалi Свiту, вкладених в ньо-
го Богом, було основним прагненням життя Ке-
плера. I вiн вважав, що це йому певною мiрi
вдалось.

Як новий вчитель математики та астрономiї 23-
рiчний Йоганн Кеплер з’явився у протестантськiй
школi в Грацi у 1594 р. Глибоко впевнений в iсну-
ваннi прихованої гармонiї свiту, Кеплер пристра-
сно захопився поки що не забороненим вченням
Коперника. Кеплер намагався розгадати геометри-
чну структуру Сонячної системи. Осяяння, яке зi-
йшло на нього 19 липня 1595 р., було приголомшу-
ючим: планет у Сонячнiй системi – шiсть (про
iншi планети тодi ще не було вiдомо), промiжкiв
мiж ними – п’ять, правильних багатогранникiв,
чудових платонових тiл, – теж тiльки п’ять!
Великий геометр, Бог, створюючи Сонячну систе-
му, не мiг не скористатися цим збiгом! Кеплер при-
ступив до довгої та кропiткої роботи, яка й завер-
шилася виходом у 1596 р. у Тюбiнгенi книги Ке-
плера Mysterium cosmographicum . У книзi Ке-
плер докладно виклав свою теорiю, суть якої вiн
висловив словами:

“Земля є мiрою всiх орбiт. Навколо неї опише-
мо додекаедр. Описана навколо додекаедру сфера є
сфера Марса. Навколо сфери Марса опишемо те-
траедр. Описана навколо тетраедра сфера є сфера
Юпiтера. Навколо сфери Юпiтера опишемо куб.
Описана навколо куба сфера є сфера Сатурна. У
сферу Землi вкладемо iкосаедр. Вписана в нього
сфера є сфера Венери. У сферу Венери вкладемо
октаедр. Вписана в нього сфера є сфера Меркурiя”.

Згiдно з обчисленнями Кеплера,

𝑅Землi/𝑅Венери = 𝑅Марса/𝑅Землi =

=
√
3×

√︁
5− 2

√
5 = 1,258409,

𝑅Венери/𝑅Меркурiя = 𝑅Сатурна/𝑅Юпiтера =

=
√
3 = 1,732051,

𝑅Юпiтера/𝑅Марса = 3.

Кеплеру пощастило. Вiдразу ж було видно де-
яке узгодження з параметрами орбiт планет, якi
Кеплер знайшов у книзi Миколи Коперника “Про
обертання небесних сфер” (1543 р.). Щоб полi-
пшити узгодження, Кеплеру довелося приписати
деяку “товщину” геометричним сферам, в якi вiн
вписував правильнi багатогранники. Модель Ке-
плера була дуже недосконалою, а природа натяка-
ла на те, що планети обертаються не по кругових
орбiтах, а Сонце перебуває не в центрах планетних
орбiт. Почався тяжкий шлях Кеплера до вiдкрит-
тя найважливiших для розвитку небесної механiки
трьох законiв, названих його iм’ям.

Приблизне узгодження моделi Кеплера з дiй-
снiстю пояснюється тим, що вiдстанi планет вiд
Сонця i перiоди обертання планет, приблизно пiд-
корюються, як вiдомо [21], закону геометричної
прогресiї з певними показниками. До того ж
успiх моделi Кеплера пов’язаний з тим, що вона
спрацювала саме в Сонячнiй системi i саме в той
час, коли жив Кеплер. Ми побачимо далi, що в iн-
шiй екзапланетнiй системi, де нема життя i не було
Кеплера, закон геометричної прогресiї дiє, а мо-
дель Кеплера нi, бо показники геометричної про-
гресiї там iншi.

Кеплер з’ясував, що вiдношення радiусiв описа-
ної i вписаної сфери однаковi для iкосаедра i доде-
каедра (1,258), для куба i октаедра (1,732), а для
тетраедра це вiдношення найбiльше (3). Вiдноше-
ння вiдстаней мiж орбiтами планет – це п’ять чи-
сел. Одне, найбiльше, є близьким до 3, два є майже
вдвiчi меншими вiд 3, i два – iще меншими. Стало
ясно, в який промiжок який багатогранник встави-
ти i якi “товщини” приписати нематерiальним сфе-
рам (в 1596 р. Кеплер ще не знав, що у планетних
орбiт є “афелiї” i “перигелiї”). Якби Кеплер знав
про iснування iнших планет, вiн би легко побачив
математичний устрiй всiєї Сонячної системи. Для
цього йому знадобилося б два iкосаедра i сiм кубiв:
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Рис. 1. Вiдхилення перiодiв обертання планет Сонячної
системи вiд геометричної прогресiї

Меркурiй – КУБ – Венера – IКОСАЕДР –
Земля – IКОСАЕДР – Марс – КУБ – Цере-
ра – КУБ – Юпiтер – КУБ – Сатурн – КУБ –
Уран – КУБ – Нептун – КУБ – Ультiма Тулi.

В ролi представника астероїдного пояса мiж
Марсом i Юпiтером ми взяли карликову плане-
ту Цереру. А транснептуновий пояс Койпера, у
нас представляє не карликова планета Плутон, а
транснептуновий об’єкт (486958) 2014 MU69, який
отримав назву Ultima Thule (Край свiту) 8. Це
бiльш природно, бо Ультiма Тулi – це представ-
ник так званих “класичних об’єктiв поясу Койпе-
ра”, транснептунових об’єктiв, якi обертаються по
майже круговим орбiтам i не перебувають у ор-
бiтальному резонансi з Нептуном, на вiдмiну вiд
Плутона, представника “резонансних об’єктiв по-
ясу Койпера”.

Згiдно з наведеною вище схемою “... планета –
КУБ– планета – КУБ– ...”, мiжпланетнi вiдста-
нi приблизно пiдкоряються геометричнiй прогресiї
з показником

√
3 ≈ 1,732. Вслiд за Кеплером уявi-

мо собi, що великий геометр Бог не мiг пройти повз
таку перлину математики як “золотий перетин”.
Його логiка при створеннi Сонячної системи могла
би бути такою: вiдношення перiодiв обертання су-
сiднiх планет слiд задавати “найкращим” iррацiо-
нальним числом, щоб близькi планети не заважали
одна однiй обертатися через резонанси. “Найкра-
ще” iррацiональне число – це, як вiдомо, “золотий

8 1 сiчня 2019 року космiчний апарат New Horizons (Новi
обрiї) пролетiв повз Ультiма Тулi на вiдстанi 3500 км, що
було заздалегiдь заплановано.

перетин”, оскiльки ланцюговий дрiб

Φ =

√
5 + 1

2
= 1 +

1

1 + 1
1+ 1

1+ 1
1+...

≈ 1,618,

мiстить лише одиницi. Але таким планетам було
б занадто тiсно, бо вiдношення їх вiдстаней дорiв-
нювало б всього 1,378. А втiм

√
5 = 2Φ− 1 ≈ 2,236

теж “непогане” iррацiональне число. Воно цiлком
пiдiйде при створеннi планетної сиcтеми. До то-
го ж (

√
5)2/3 ≈ 1,710 ≈

√
3, що теж добре, бо

тодi вiдстанi мiж планетами узгоджуються з гео-
метричною прогресiєю з показником, визначеним
схемою “– планета – КУБ – планета – КУБ”.
Всевiдаючий Бог знав, що дуже точно все це роз-
раховувати не варто, бо з часом вся ця краса зруй-
нується, внаслiдок рiзноманiтних, непередбачува-
них фiзичних ефектiв та неймовiрно складної ма-
тематичної теорiї руху планет.

Погляньмо тепер, як вiдхиляється реальна Со-
нячна система вiд приписiв найпростiшої схеми
(пряма лiнiя вiдповiдає геометричнiй прогресiї)
(рис. 1).

Аналогiчний графiк має вигляд для логарифмiв
вiдстаней [21]. Реальнi мiжпланетнi вiдстанi до-
бре наближає геометрична прогресiя з показником√
3 = 1,732 ≈ (

√
5)2/3 = 1,710. Це з’ясувала ще в

1913 р. англiйський астроном Блегг [22].
Є пiдстави згадати цю iсторiю кеплерової мо-

делi Сонячної системи саме зараз через те, що в
нашiй галактицi вiдкрито вже понад 4 тисяч екзо-
планет 9.

У 2010 р. у сузiр’ї Пiвденної Гiдри, на вiдстанi
127 свiтлових рокiв вiд нас, було вiдкрито 7 екзо-
планет, якi обертаються довкола жовтого карли-
ка HD 10180, маса якого майже така, як у Сонця
(1,06𝑀⊙). Перiод обертання першої екзопланети з
масою 1,5 𝑀⊕ – 1,18 днiв, останньої, сьомої, з ма-
сою 67 𝑀⊕ – 2150 днiв (рис. 2). Вiк цiєї екзоплане-
тної системи – 7,3 млрд рокiв.

Погляньмо, як вiдхиляються перiоди обертання
екзопланет HD 10180 вiд геометричної прогресiї с
показником 3

2

√
5 (рис. 2):

Бачимо, що вiдхилення перiодiв обертання ек-
зопланет вiд геометричної прогресiї дуже схожi з
вiдповiдними вiдхиленнями для Сонячної системи.

9 За вiдкриття першої екзопланети у 1995 р. Мiшель Майор
та Дiдье Кело одержали у 2019 р. Нобелiвську премiю.
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Звичайно, 3
2

√
5 – доволi гарне iррацiональне чи-

сло, тому показник геометричної прогресiї кепле-
рiвський Бог вибрав непоганий. З показником для
вiдношення вiдстаней планет ( 32

√
5)2/3 ≈ 2,241 ≈

≈
√
5 = 2,236, Вiн явно пожартував: прогресiї для

вiдстаней така гарна iррацiональнiсть, як
√
5, зов-

сiм непотрiбна. Але Божий жарт пiдкинути Кепле-
ру iдею щодо п’яти багатогранникiв був куди до-
тепнiшим. До речi, Кеплер так тепло ставився до
свого Бога, що вважав цiлком природним бажан-
ня Бога iнколи повтiшатися. Паулi у своєму есе [20]
цитує такi слова Кеплера: “Творець за власною
примхою створив природу за своїми обра-
зом i подобою, щоб навчити її грати, i, ра-
зом з тим, як iграшку для своєї забави ...” .

4. Корiнь квадратний iз елiпса,
або спiнорна регуляризацiя задачi Кеплера

Перш нiж добути корiнь квадратний iз елiпса,
обговоримо деякi властивостi елiпсiв, пiднесених
до квадрата.

З нагоди 300-рiччя ньютонiвських Principia,
Арнольд довiв таку теорему [23]:

Кожний елiпс з фокусом 0 є квадратом
(єдиного) елiпса з центром 0.

Ця теорема пов’язана з двома проблемами,
розв’язаними Ньютоном [24]:

Propositum X. Problema V
Тiло обертається по елiпсу; треба знайти закон

доцентрової сили, спрямованої до центра елiпса.
Вiдповiдь: сила пропорцiйна вiдстанi вiд тiла

до центра елiпса.
Propositum XI. Problema VI
Тiло обертається по елiпсу; треба знайти закон

доцентрової сили, спрямованої до фокуса елiпса.
Вiдповiдь: сила обернено пропорцiйна квадра-

ту вiдстанi вiд тiла до фокуса елiпса.
Згiдно з Арнольдом другий елiпс є квадратом

першого, або елiпс Ньютона є квадратом елiпса
Гука 10. Так, на рис. 3 менший елiпс є квадратом
бiльшого. Велика пiввiсь бiльшого елiпса на рисун-
ку дорiвнює 1.

10 Арнольд називає перший елiпс елiпсом Гука, а другий
елiпсом Ньютона, бо Гук був першим, хто припустив, що
в випадку сили, пропорцiйної вiдстанi, тiло обертається
по елiпсу. Ми будемо називати другий елiпс елiпсом Ке-
плера, або елiпсом Кеплера–Ньютона.

Рис. 2. Вiдхилення вiдстаней екзопланет вiд зiрки
HD 10180 вiд геометричної прогресiї

Рис. 3. Менший елiпс є квадратом бiльшого

Пiднести до квадрата можна не тiльки елiпс.
Довiльну сукупнiсть точок, довiльний контур на
площинi можна пiднести до довiльного, додатного,
або вiд’ємного, степеня, якщо вважати цю площи-
ну площиною комплексної змiнної 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦.

У простiшому випадку, коли ексцентриситети
обох елiпсiв на рис. 3 дорiвнюють одиницi, обидва
ньютонiвських тiла рухаються туди-сюди вздовж
вiдрiзка прямої лiнiї. Нехай першим тiлом у нас
буде Алiса з країни чарiв Льюїса Керрола, яка па-
дає крiзь колодязь, проритий через усю Землю, i
через 2𝜋

√︁
𝑅
𝑔 = 84 хвилини повертається назад (ко-

лодязь – це жирний вертикальний дiаметр кола на
рис. 3, 𝑅 – радiус Землi, 𝑔 – прискорення земного
тяжiння). Зауважимо, що за цей же час “квадрат
Алiси” (жирний горизонтальний радiус) двiчi до-
летить до центра Землi та повернеться назад.

Знаючи час, через який повертається Алiса, лег-
ко можна знайти, наприклад, перiод обертання ко-
смiчного корабля “Восток” (89 хвилин), на якому
12 квiтня 1962 р. облетiв Землю Юрiй Гагарiн. На
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рис. 3 радiус меншого кола дорiвнює 1, бiльшого –
1,134. Перигей “Востока” був 1,027, апогей – 1,051.
Тобто велика пiввiсь елiпса польоту була 1,039. Згi-
дно з третiм законом Кеплера, полiт Гагарiна по
елiптичнiй орбiтi тривав 84 ×

√︀
1,0393 = 89 хви-

лин. (Ми скористалися тим, що “яблуко Ньютона”,
запущене з першою космiчною швидкiстю навколо
Землi без атмосфери по колу з радiусом 1, повер-
нулось би саме за той же час, за який повертається
Алiса. Сплющенiстю Землi можна знехтувати, бо
вiдношення екваторiального радiуса Землi до по-
лярного дорiвнює 1,0034.

На рис. 3 бiльший елiпс – це коло, сплющене
у 8 разiв. Оскiльки за теоремою Арнольда центр
кола – це фокус меншого елiпса, то перигелiй цього
елiпса дорiвнює 1/64, тобто афелiй цього елiпса
бiльше перигелiя у 64 рази.

Зауважимо, що сплющенiсть меншого елiпса
майже така, як у комети Галлея, у якої вiдношен-
ня афелiй(1948)/перигелiй(1986) дорiвнює 60 [25].
Поява комети Галлея у 1682 р. була доленосною
для розвитку небесної механiки i взагалi науки.
Загальновизнано, що Ньютон нiколи б не написав
свої Principia, якби Галлей, зацiкавившись рухом
комети, не змусив Ньютона це зробити. На поча-
тку 1684 р. Едмонд Галлей поїхав з Лондона до
Кембрiджа спитати у Ньютона, чи не буде сила,
обернено пропорцiйна квадрату вiдстанi до Сонця,
змушувати комету рухатися по елiпсу. Що було да-
лi, добре вiдомо [26]. Ньютон вiдповiв, що буде , бо
вiн це обчислив рокiв зо 20 тому. Ньютон не змiг
показати враженому Галлею своїх обчислень, бо
не знайшов їх. Але, розпрощавшись з Галлеєм, вiн
знайшов тi обчислення i, виявивши в них невелику
помилку, за деякий час вiдтворив їх. У листопадi
1684 р. Ньютон вiдiслав Галлею невеликий дев’-
ятисторiнковий трактат De Motu Corporum in
Gyrum (Про рух тiла по орбiтi). Як пiзнiше ви-
словився Галлей про Ньютона, вiн “став Улiс-
сом, що породив Ахiлла” 11. Вiдкинувши усi
свої алхiмiчнi, хронологiчнi та теологiчнi пошуки,
Ньютон засiв за Principia. Вiн забув про сон, їжу
та про все на свiтi. За 18 мiсяцiв моторошної пра-

11 Так само як Улiсс (Одiссей) спонукав Ахiлла (Ахiллеса)
воювати з Троєю, бо знав, що це єдина людина в свiтi,
яка може здолати троянцiв, так i Галлей змусив Ньюто-
на написати Principia. Ахiлл загинув напередоднi падiння
Трої, написання Principia довело Ньютона до повного фi-
зичного та психiчного виснаження.

цi, яка майже не згубила Ньютона, Principiа бу-
ли завершенi, ньютонова Троя впала. Друкування
Principia довелось оплатити Галлею, бо, як ви-
явилось, у Королiвського товариства не було на те
грошей.

Спираючись на Principia Ньютона, Галлей об-
числив елементи орбiт 24 комет (з 1337 р. по
1698 р.) i помiтив надзвичайну схожiсть трьох ко-
мет, 1531, 1607 (яку спостерiгав i про яку писав
Кеплер) та 1682 р. У всiх трьох комет були однако-
вi перигелiї (0,58 а.о.) та нахили орбiт (1620∘) [27].
Галлей слушно припустив, що всi три комети – це
одна i та ж комета, та передбачив, що комета по-
вернеться у 1758 р., що вона i зробила. З того часу
вона носить славне iм’я Галлея.

Властивiсть двох елiпсiв, якi лежать в однiй
площинi, одному бути квадратом другого (теоре-
ма Арнольда), була вiдкрита Левi–Чивiтою [28] у
1903 р. Але нахил орбiти комети Галлея (1620) до
площини еклиптiки (яку для всiх планет у добро-
му наближеннi можна вважати нашою площиною
комплексної змiнної) суттєво вiдмiнний вiд нуля,
чи можна в цьому випадку добути корiнь квадра-
тний iз її елiпса, та взагалi iз довiльного елiпса у
тривимiрному просторi? Це є можливим, як з’ясу-
валось у 1964 р. [29]. Щоб добути корiнь квадра-
тний в загальному випадку, астрономи були зму-
шенi перевiдкрити спiнори. Оскiльки перехiд вiд
звичайних координат до спiнорiв зводить доволi
складну задачу Кеплера про рух у сингулярно-
му потенцiалi 𝑈 = −1/𝑟 до значно простiшої
задачi про рух у потенцiалi 𝑈 = 𝑟2, то цей пере-
хiд називається спiнорною регуляризацiєю зада-
чi Кеплера.

Повернемось до елiпсiв Ньютона–Арнольда. Об-
числимо, як змiнюється сплющенiсть елiпса при
пiднесеннi його до квадрата. Якщо вертикальний
елiпс на рис. 3 сплющений в А разiв, то афелiй мен-
шого елiпса дорiвнює 1/𝐴2, тобто перигелiй мен-
шого елiпса бiльше афелiя в 𝐴2 разiв. Це вiдноше-
ння однозначно визначає, у скiльки разiв B сплю-
щений цей елiпс, 𝐵 = 1

2 (𝐴+ 1
𝐴 ). У нашому випадку,

рис. 3, 𝐴 = 8, 𝐵 = 4 1
16 . Конформне перетворення

комплексного змiнного 𝑧′ = 1
2 (𝑧 + 1

𝑧 ) носить iм’я
Жуковського, бо в 1910 р. Н.Є. Жуковський ефе-
ктивно використав це перетворення для обчисле-
ння пiд’ємної сили рiзноманiтних крилоподiбних
профiлiв, якi виникають при дiї перетворення Жу-
ковського на коло, якщо центр кола не спiвпадає з
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комплексним числом 𝑧 = 0 [30]. Якщо центр кола
спiвпадає з 𝑧 = 0, то, як неважко впевнитися, до-
вiльне коло з радiусом, вiдмiнним вiд одиницi, пе-
рейде при перетвореннi Жуковського 𝑧′ = 1

2 (𝑧+
1
𝑧 )

в елiпс з центром в центрi кола, а при подвiйному
перетвореннi Жуковського 𝑧′ =

(︀
1
2 (𝑧 +

1
𝑧 )
)︀2 пере-

йде в елiпс з фокусом в центрi кола [23]. Нехай
довiльна точка на колi з радiусом 𝑟 ̸= 0, вiдповiд-
ає комплексному числу 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙, 0 ≤ 𝜙 ≤ 2𝜋. Кут
𝜙 – це надзвичайно важлива змiнна (ексцентрична
аномалiя 𝐸) в теорiї Кеплера. На рис. 3 зображене

коло з радiусом 𝑅 =
√︁

9
7 = 1,134, бо саме воно (або

коло з радiусом 𝑅 =
√︁

7
9 = 0,882) при перетворен-

нi Жуковського 𝑧′ = 𝑖√
9
7+

7
9

(𝑧 + 1
𝑧 ) сплющується в

8 разiв та перетворюється в бiльший елiпс с вели-
кою пiввiссю 1, зображений на рис. 3. Подвiйне пе-
ретворення Жуковського дасть нам менший елiпс
на рис. 3.

Розглянувши зображений на рис. 4 елiпс Кепле-
ра, ми побачимо, що майже все потрiбне для до-
буття корня квадратного з елiпса було зроблене
Кеплером.

На рис. 4, 𝑎 та 𝑏 – велика та мала пiвосi елiпса,
𝜀 – ексцентриситет, 𝑥 та 𝑦 – осi ортогональної си-
стеми координат, центр якої спiвпадає з фокусом
елiпса. 𝐸 – ексцентрична аномалiя. Враховуючи,
що елiпс – це коло, сплюснуте у

√
1− 𝜀2 разiв, лег-

ко знайти координати планети,

𝑥 = 𝑎(cos𝐸 − 𝜀), 𝑦 = 𝑎
√︀
1− 𝜀2 sin𝐸. (1)

За теоремою Пiфагора з (1) маємо,

𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2(cos𝐸 − 𝜀)2 +

+ 𝑎2(
√︀

1− 𝜀2 sin𝐸)2 = 𝑎2(1− 𝜀 cos𝐸)2,

тобто

𝑟 = 𝑎(1− 𝜀 cos𝐸). (2)

Неважко впевнитися в тому, що

𝑥+ 𝑖𝑦 = 𝑎

(︂√
1− 𝜀 cos

𝐸

2
+ 𝑖

√
1 + 𝜀 sin

𝐸

2

)︂2
, (3)

тобто елiпс Кеплера є квадратом елiпса з центром
у центрi елiпса, що i було виявлено Левi–Чiвiтою
у 1903 р. [28].

Рис. 4. Елiпс Кеплера

Введемо тепер двокомпонентну величину

𝜓 =

(︂
𝜓1

𝜓2

)︂
=

√︂
𝑎

2

⎛⎜⎝
√
1− 𝜀 cos

𝐸

2
− 𝑖

√
1 + 𝜀 sin

𝐸

2
√
1− 𝜀 cos

𝐸

2
+ 𝑖

√
1 + 𝜀 sin

𝐸

2

⎞⎟⎠.
(4)

Будемо вважати величину 𝜓 спiнором. Це означає,
що при обертаннi тривимiрної системи координат
(𝑥, 𝑦, 𝑧) навколо осi з напрямком e, e2 = 1, на кут
𝜙, e𝜙 ≡ 𝜙,

𝜓 → 𝜓′ = exp
(︁
𝑖
𝜙𝜎

2

)︁
𝜓,

𝜎1 =

(︂
0 1
1 0

)︂
, 𝜎2 =

(︂
0 −𝑖
𝑖 0

)︂
, 𝜎3 =

(︂
1 0
0 −1

)︂
,

(5)

𝜎 – стандартнi матрицi Паулi.
Спiнор (4) вiдповiдає кеплерiвському елiпсу,

розташованому у площинi (𝑥, 𝑦), точнiше по кепле-
рiвському елiпсу пробiгає кiнцева точка вектора
r = 𝜓*𝜎𝜓, 0 ≤ 𝐸 ≤ 2𝜋. Вiдзначимо, що

𝑑𝜓*

𝑑𝐸
𝜓 − 𝜓* 𝑑𝜓

𝑑𝐸
= 0. (6)

Тепер маємо з’ясувати, як ексцентрична анома-
лiя Е пов’язана з часом, у якому вiдбувається рух
планети по елiпсу. У цьому нам допоможе другий
закон Кеплера. Згiдно з цим законом 𝑑𝑆

𝑆 = 𝑑𝑡
𝑇 , де

𝑆 = 𝜋𝑎𝑏 – площа елiпса, T – перiод обертання пла-
нети навколо Сонця. Обчислюючи

𝑑𝑆 =
1

2
|[r, 𝑑r]| = 1

2
|𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥| =

=
1

2
𝑎2
√︀
1− 𝜀2(1− 𝜀 cos𝐸)𝑑𝐸, (7)

знайдемо, що

𝑑𝑡 =
𝑇

2𝜋
(1− 𝜀 cos𝐸)𝑑𝐸 =

𝑇

2𝜋𝑎
𝑟𝑑𝐸, (8)
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тобто

𝑡 =
𝑇

2𝜋
(𝐸 − 𝜀 sin𝐸), (9)

(вважаємо, що при 𝑡 = 0 планета знаходиться в пе-
ригелiї). Рiвняння Кеплера (9) – це найважливi-
ше рiвняння в теорiї руху планет, а також у теорiї
спiнорної регуляризацiї задачи Кеплера. (Докла-
днiше про спiнорну регуляризацiю задачi Кеплера
можна прочитати у книжках [31, 32]).

5. Надтонка структура
атома водню, рiдберґiвськi
атоми та УТР-2

У 1947 р. видатний астрофiзик XX сторiччя
Й.С. Шкловський випадково прочитав у англiй-
ському журналi Observatory про смiливу iдею 23-
рiчного голландського студента Г. Ван де Гулста,
який у 1944 р. припустив iснування у радiоспе-
ктрi Галактики лiнiї випромiнювання атомарного
водню c довжиною хвилi 21 см. Жодних деталей
не повiдомлялось. Шкловський був зачарований
цiєю iдеєю. “Сама можливiсть буквально перера-
хувати всi водневi атоми мiжзоряного середови-
ща, знайти температуру її хмар, їх кiнематику
i динамiку дiяла заворожуюче”, – писав вiн у сво-
їх спогадах [33]. У 1948 р. Шкловський обчислив
час життя збудженого рiвня надтонкої структури
(11,5 млн рокiв) та прийшов до висновку, що радiо-
лiнiя водню з довжиною хвилi 21 см може спосте-
рiгатися! Щоб “спiймати” цю хвилю, Шкловський
знайшов талановитого радiоастронома В.В. Вiтке-
вича, який завзято взявся за експериментальну ре-
алiзацiю “проекту 21 см”. Але несподiвано i без
будь-яких пояснень на початку 1950 р. вiн припи-
нив роботу по “проекту 21 см”.

Тiльки через 20 рокiв Вiткевич розповiв Шклов-
ському, що ж сталося [33]: у “проект 21 см” втру-
тився нiс Клеопатри! Виявилося, що iнколи Вi-
ктор Вiткевич бував вдома у Льва Ландау (їх
дружини були у родинних стосунках), де зазви-
чай скромно мовчав. Але одного разу вiн необе-
режно i легковажно розповiв Ландау про “про-
ект 21 см”. Ландау зреагував на розповiдь Вi-
ткевича так: “Подумаєш – обчислити iмовiрнiсть
магнiто-дипольного випромiнювання! Вiдповiднi
формули є в моїй книзi, i такi обчислення може
виконати будь-який студент. Але звiдки Шклов-
ський взяв густину водню в мiжзоряному сере-

довищi? Це ж чиста патологiя”. На жаль, Вi-
ткевич вчасно не одержав вiдповiдних iнструкцiй
вiд I.Є. Тамма, якi той давав всiм, хто мав щось
розповiсти Ландау [34]: “Коли вiн буде лаятися, –
казати, що це “фiлологiя”, “патологiя”, “ба-
лаган”, – пропускайте повз вуха, але як тiль-
ки почне говорити по сутi – вушка на макiвцi
i все мотайте на вуса”. Тобто нiчого особливо-
го Ландау не сказав, а до сутi розмова не дiйшла.
Втiм, неадекватна реакцiя Вiткевича на його сло-
ва дала змогу американським вченим Х. Ювену та
Е. Перселлу першими спiймати хвилю 21 см наве-
снi 1951 р.

Щодо книги, Ландау був правий, дiйсно, на
стор. 547–548 “Квантової механiки” 1948 р. вида-
ння [35] була виведена формула Фермi [36]:

Δ𝐸 =
8𝜋𝛽0𝛽

3𝑖
(2𝑖+ 1)|𝜓(0)|2 =

8𝛽0𝛽

3

(2𝑖+ 1)

𝑎3𝑛3𝑖
(10)

для розщеплення енергiї Δ𝐸 мiж двома рiвнями
надтонкої структури ns-станiв атомiв лужних еле-
ментiв 12. У Ландау–Лiфшиця магнiтний момент
електрона дорiвнює магнетону Бора, 𝛽0 ≡ 𝜇𝐵 =
= 𝑒~

2𝑚𝑒𝑐
, але може бути довiльним , 𝛽 – ма-

гнiтний момент ядра, 𝑖 – спiн ядра, 𝜓(0) – хви-
льова функцiя ns-електрона у початку координат,
𝑎 = ~2

𝑚𝑒𝑒2
– радiус Бора. Що таке 𝜓(0), потребує

пояснення: хвильова функцiя електрона Ψ𝛼(r) у
рiвняннi Шрьодiнгера–Паулi – це спiнор, 𝛼 = 1,2.
Для 𝑛𝑠-електрона Ψ𝛼(r) = 𝜓(𝑟)𝑢𝛼, 𝑢*𝑢 = 1. 𝜓(𝑟) –
звичайна шрьодiнгеровська хвильова функцiя за
вiдсутностi магнiтного поля (магнiтне поле ядра
розглядається як мале збурення). За допомогою
формули (10) частота та довжина хвилi випромi-
нювання лужних атомiв водню, або дейтерiю, дiй-
сно, можуть бути розрахованi будь-яким студен-
том. Але ж треба було бути Фермi, щоб одержати
цю формулу!

На вiдмiну вiд Ландау i Лiфшиця, Фермi роз-
глядав не рiвняння Шрьодiнгера–Паулi, а рiвня-
ння Дiрака, тобто магнiтний момент електрона у
Фермi принципово дорiвнював магнетону Бо-

12 Коли Шкловський займався розрахунками надтонкого
розщеплення водню влiтку 1948 р., вiн не мiг скористати-
ся формулою (10) з книги Ландау–Лiфшиця, бо її ще не
було, пiдручник [35] лише 9 липня 1948 р. був пiдписаний
до друку.
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ра , як то випливало iз рiвняння Дiрака 13. У
Фермi спiнор Ψ𝛼(r) = 𝜓(𝑟)𝑢𝛼 – це третя та четвер-
та (“великi”) компоненти хвильової функцiї Дiра-
ка, двi iншi компоненти, перша та друга (“малi”)
виражаються через двi “великi”, результат можна
виразити лише через двi “великi” компоненти, що
Фермi i зробив. Фермi слушно вважав, що, оскiль-
ки у нерелятивiстському наближеннi “великi” ком-
поненти задовольняють рiвняння Шрьодiнгера, то
можна забути про рiвняння Дiрака та “малi компо-
ненти” i вважати, що 𝜓(𝑟) – це шрьодiнгеровська
хвильова функцiя. Для Фермi це було очевидно
i звичайно воно само так i є, але це зовсiм не
так для атома водню! У 1928 р. Дарвiн з’я-
сував [38], що для атома водню 𝜓(0) = ∞! Фермi
посилався на статтю Дарвiна у своїй статтi 1930 р.,
але про нескiнченнiсть 𝜓(0) вiн забув i згадав про
неї через три роки у статтi 1933 р. [39], написавши
про формулу (10): “Втiм, очевидно, що ця фор-
мула у релятивiстському випадку не може бути
застосована”. Стаття [39] написана з Емiлiо Се-
гре, але розiбратися з нескiнченнiстю 𝜓(0) Фермi
допомогав Етторе Майорана.

Нескiнченнiсть 𝜓(0) пов’язана з тим, що син-
гулярнiсть задачi Кеплера в кулонiвському полi
стає ще бiльшою у релятивiстському випадку (до
сингулярностi 1/𝑟 додається сингулярнiсть 1/𝑟2).
Але в дiйсностi (у природi) нiякої сингулярностi
та пов’язаної з нею нескiнченностi немає. Дарвiн
та Фермi розглядали точковий електрон у полi то-
чкового протону. Але ж протон зовсiм не точко-
вий. Вихiдом з цього становища є врахувати не-
точковiсть протону. Це було вперше зроблено в
1945 р. Померанчуком i Смородинським [40], вони
розглянули протон як рiвномiрно заряджену сфе-
ру з радiусом 1,2 фм (1 фм= 10−15 м – фермi, фем-
тометр). Значення дiраковської хвильової функцiї
𝜓(0) виявилось скiнченним та дуже близьким до
значень шрьодiнгеровської хвильової функцiї. Iн-
туїцiя Фермi не пiдвела 14.

13 “Я скористався теорiєю електрона Дiрака, бо бiльш
проста теорiя Паулi дає неправильний резуль-
тат” – писав Фермi у короткому повiдомленнi про свої
дослiдження у Nature [37]. Ландау та Лiфшиць одержа-
ли правильну (???) формулу Фермi саме з теорiї
Паулi .

14 Iнколи iнтуїцiя пiдводила навiть великого Енрiко Фер-
мi. Лаура Фермi, яка не без успiху боролася зi звичкою
Енрiко зловживати словом “очевидно”, згадувала [41],

Якщо для магнiтних моментiв електрона, прото-
ну та дейтрону взяти екпериментальнi данi 1947 р.,
то, згiдно з формулою Фермi, (10),

𝜈𝐻 = 1416, 90(54) МГц, 𝜆𝐻 = 21,1583(81) см,

𝜈𝐷 = 326, 53(16) МГц, 𝜆𝐷 = 91,812(44) см.
(11)

В 1947 р. виявилось, що формули (11) суперечать
експериментам, бо згiдно з вiмiрюваннями групи
Рабi [42]:

𝜈𝐻 = 1421,3(2) МГц, 𝜆𝐻 = 21,090(3) см,

𝜈𝐷 = 327,37(3) МГц, 𝜆𝐷 = 91,576(8) см.
(12)

Розбiжностi мiж формулами (11) та (12) поясню-
ються тим, що магнiтний момент електрона не
дорiвнює магнетону Бора, як то випливало з тео-
рiї Дiрака. Це було важливе вiдкриття, яке по зна-
чимостi можна порiвняти з вiдкриттям Кеплером
елiптичностi планетних орбiт. З цього вiдкриття
почався новiтнiй розвиток квантової електродина-
мiки, квантової теорiї поля, теорiї елементарних
частинок.

Незабаром, у тому ж 1947 р. Фолi та Каш [43]
виявили у своїх експериментах, що магнiтний мо-
мент електрона дорiвнює

𝜇𝑒 exp er. = 𝜇𝐵 × 1,0012(1), (13)

а Швiнгер [44] теоретично розрахував, що

𝜇𝑒 theor. = 𝜇𝐵

(︁
1 +

𝛼

2𝜋

)︁
= 𝜇𝐵 × 1,001162,

𝛼 =
𝑒2

~𝑐
≈ 1

137
.

(14)

Вимiрювання магнiтного моменту електрона
2008 р. [45]:

𝜇𝑒 exp = 𝜇𝐵 × 1,001 15965218073 (28) (15)

що зима 1929 р. в Iталiї була надзвичайно лютою, тем-
пература в кiмнатах, у яких мешкало молоде подружжя,
не пiднiмалась вище +8 ∘С. Теоретичнi вказiвки Енрiко,
як топити грубу, не допомагали. Коли у Лаури виникла
iдея купити зимовi рами для вiкон, Енрiко засiв за три-
валi обчислення i з’ясував, що проникнення холодного
повiтря крiзь рами ззовнi настiльки незначне, що зимовi
рами, очевидно, не потрiбнi. Через кiлька мiсяцiв “Його
превосходительство” Енрiко (Муссолiнi щойно призначив
Фермi академiком Королiвської академiї Iталiї) виявив
помилку в своїх обчисленнях – не туди поставив кому
у десятичний дрiб – i дав згоду на купiвлю рам.
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добре узгоджуються з теоретичними обчислення-
ми [46],

𝜇𝑒 theor. = 𝜇𝐵 × 1,00115965218067(81). (16)

Оскiльки в теоретичнi розрахунки входить ста-
ла тонкої структури 𝛼, то доречно навести i її су-
часне експериментальне значення [47]

𝛼 =
𝑒2

~𝑐
=

1

137,035999084(21)
. (17)

Надтонке розщеплення в атомах водню i дейте-
рiю також вимiряно з великою точнiстю [48]:

Δ𝜈𝐻 = 1420,4057517667(9) МГц,
Δ𝜈𝐷 = 327,384352522(2) МГц.

(18)

Формула Фермi (10), з урахуванням правильно-
го значення магнiтного моменту електрона та скiн-
ченностi мас протона i дейтрона, дає змогу обчи-
слити лише першi п’ять цифр у цих числах. Щоб
обчислити шосту та сьому значущi цифри, необ-
хiдно враховувати розподiл електричного заряду
та магнiтного моменту усерединi протона i дейтро-
на, якi визначаються кварковою структурою про-
тона та протонно-нейтронною структурою дейтро-
на [50].

Повернемось до радiоастрономiчних дослiджень
Шкловського. Раптовий крах “проекту 21 см” –
це не остання пригода Шкловського, пов’язана
с надтонкими переходами. Шкловський самотуж-
ки 15 обчислив довжини хвиль випромiнювання пе-
реходiв надтонкої структури 1𝑠-терма не тiльки
водню (21,1 см), а також i дейтерiю (91,6 см),
але знайти цю хвилю у радiовипромiнюваннi Га-
лактики за життя Шкловського не вдалося. Об-
числивши у 1956 р. [51] вiдповiднi частоти пере-
ходiв, Шкловський припустив можливе iснуван-
ня в радiоспектрi Галактики двох лiнiй випромi-
нювання атомарного азоту 14N, у якого основний
стан 4𝑆3/2 розщеплюється на три рiвнi надтонкої
структури зi спiнами 5/2, 3/2 та 1/2. У 1958 р.
частоти переходiв (5/2 → 3/2) та (3/2 → 1/2),

15 Невiдома Шкловському формула Фермi на той час вже
була не тiльки у пiдручнику Ландау та Лiфшиця [35],
у 1949 р. вийшла книга [49], у якiй була наведена фор-
мула Фермi, i обговорювались есперименти групи Рабi
1947 р. [42].

обчисленi Шкловським, були вимiрянi у земних
умовах [52],

𝜈5/2→ 3/2 = 26,1275± 0,0005 МГц,
𝜈3/2→ 1/2 = 15,6772± 0,0005 МГц.

(19)

Шкловський знайшов надiйних людей, якi з
ентузiазмом взялися за те, щоб знайти хвилi з
частотами (19) у радiовипромiнюваннi Галакти-
ки. Це була група харкiвських радiоастрономiв з
IРЕ АН УССР, очолювана С.Я. Брауде. Для то-
го, щоб знайти лiнiю радiовипромiнювання азоту
14N, пiд Харковом, бiля села Граково, побудува-
ли радiотелескоп УТР-2 (Український Т-подiбний
Радiотелескоп 2-ї модифiкацiї), до цього часу най-
бiльший та найкращий у свiтi радiотелескоп в де-
каметровому дiапазонi радiохвиль, який працює з
1970 р. 17 червня 1978 р. УТР-2 зафiксував си-
гнал з частотою 26,13 МГц вiд залишку надно-
вої Кассiопея А (Кас А) у сузiр’ї Кассiопея 16.
Харкiв’яни Шкловського не пiдвели, знайшли тe,
що шукали.

24 сiчня 1980 р. у Nature була опублiкова-
на стаття Коноваленко та Содiна “Нейтральний
14N у мiжзоряному середовищi” [54], у якiй ав-
тори повiдомляли про спостереження поглина-
ння радiохвиль вiд Кас А на частотi 26,13±
± 0,20 МГц. Як реакцiя на цю публiкацiю 23 жов-
тня 1980 р., у Nature з’явилась стаття Блейка,
Кратчера та Ватсона [55], у якiй автори пiдда-
ли сумнiву iнтерпретацiю походження спостере-
женого на УТР-2 сигналу i виразили припуще-
ння, що на УТР-2 спостерiгали рекомбiнацiйну
лiнiю випромiнювання високозбудженого (рiдбер-
ґiвського) атому вуглецю C631𝛼 17. 12 листопада
1981 р. Коноваленко та Содiн повiдомили в Nature
про спостереження на УТР-2 рекомбiнацiйних лi-
нiй випромiнювання C630𝛼 та C640𝛼 [56]. Пiзнi-
ше на УТР-2 були також спостереженi радiолi-
нiї C603𝛼, C611𝛼, C621𝛼, C628𝛼–С638𝛼, C640𝛼,
C686𝛼, C732𝛼, С790𝛽–С802𝛽 [57].

16 Потужне джерело радiовипромiнювання на вiдстанi
11000 свiтових рокiв вiд Землi, залишок наднової ти-
пу II, Кассiопея А, було виявлено радiоастрономами у
1948 р. [53].

17 Рiдберґiвськi атоми з 𝑛 ≈ 100–1000 у мiжзоряному про-
сторi утворюються внаслiдок рекомбiнацiї, тобто споча-
тку iонiзацiї атому, а потiм захоплення втраченого еле-
ктрона. Звiдси назва рекомбiнацiйнi лiнiї.
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Пояснимо вищенаведенi позначення Сn𝛼. Ско-
ристаємося формулою Рiдберґа для обчислен-
ня частот випромiнювання рiдберґiвського атома
вуглецю

𝜈𝑛+𝑘→𝑛 =
𝑒4

4𝜋~3
𝑚𝑒𝑚𝑁

𝑚𝑒 +𝑚𝑁

(︂
1

𝑛2
− 1

(𝑛+ 𝑘)2

)︂
=

=
𝜈0

1,000039

(︂
1

𝑛2
− 1

(𝑛+ 𝑘)2

)︂
, (20)

де 𝜈0 = 𝑒4/4𝜋~3 = 3,2898419602508(64) · 1015 Гц –
константа Рiдберґа, яка, зрозумiло, з такою точнi-
стю 18 Коноваленко i Содiну була не потрiбна, але,
на щастя, точнiсть спостережень на УТР-2 вияви-
лись достатньою, щоб з’ясувати, випромiнювання
яких саме атомiв спостерiгається.

Формула Рiдберґа дає можливiсть обчислити ча-
стоту випромiнювання атома при переходi еле-
ктрона з 𝑛 + 𝑘-го рiвня на n-й рiвень. Перехiд
𝑛 + 1 → 𝑛 для атому вуглецю (С – Сarboneum)
позначається як Сn𝛼, перехiд 𝑛 + 2 → 𝑛 як Сn𝛽
i т.д. Згiдно з (20) частота лiнiї C630𝛼 дорiвнює
26,25025 МГц, лiнiї C631𝛼 – 26,12574 МГц, а лi-
нiї C640𝛼 – 25,03982 МГц. Вiдповiднi спостереже-
ння Коноваленко та Содiна [54, 56] були 26,250,
26,126 та 25,040 МГц. Цим було доведено, що всi
три лiнiї – рекомбiнацiйнi радiолiнiї (РРЛ) рiдбер-
ґiвських атомiв саме вуглецю.

Отже, завдяки Й.С. Шкловському, радiоастро-
номiчна команда С.Я. Брауде вийшла на свiто-
вий рiвень, у Харковi були зробленi видатнi ра-
дiоастрономiчнi вiдкриття (i не тiльки тi, про якi
йде мова, наприклад, на УТР-2 одержанi важли-
вi результати щодо природи радiовипромiнювання
Юпiтера [58]). Дослiдження на УТР-2 продовжу-
ються, а Україна залишається свiтовим лiдером
у радiоастрономiчних спостереженнях у декаме-
тровому дiапазонi. Про внесок Й.С. Шкловсько-
го у розвиток низькочастотної радiоастрономiї мо-
жна прочитати у статтi О.О. Коноваленко [60], про
iсторiю розвитку радiоастрономiї у Харковi у кни-
гах [57, 59], та у статтi [61], а про рекомбiнацiй-
нi радiолiнiї (РРЛ) рiдберґiвських атомiв у книзi
[62], у якiй багато уваги присвячено досягненням
харкiв’ян.

18 В зв’язку з недавньою (2019 р.) радикальною реформою
системи СI, ми обговоримо питання про точнiсть фунда-
ментальних фiзичних констант у Додатку до статтi.

6. Рiдберґiвськi атоми та адiабатичнi
iнварiанти, електрони у магнiтному полi
та квантовi точки Фока–Дарвiна,
квантовий ефект Холла, рiдберґiвськiй
атом водню у магнiтному полi
як ангармонiчний осцилятор.

6.1. Адiабатичний iнварiант
Больцмана та рiдберґiвськi атоми

Почнемо з подiй бiльш нiж столiтньої давнини.
28 серпня 1913 р. П. Еренфест писав у листi до
А.Ф. Йоффе: “Робота Бора “Квантово-механiчнi
наслiдки закону Бальмера” доводить мене до вiд-
чаю: якщо формулу Бальмера можна одержати у
такий спосiб , то я маю викинути всю фiзику
на смiтник (i сам податися туди ж)” [63]. Робота
Бора багатьох доводила до вiдчаю, але Еренфест
бiльш нiж хто-небудь iнший, був пiдготовлений до
цiєї роботи. Наприкiнцi 1912 р. вiн знайшов пра-
вило квантування довiльного перiодичного ру-
ху. Квантування моменту кiлькостi руху, на яко-
му базувалась теорiя Бора, було найпростiшим ви-
сновком теорiї Еренфеста, згiдно з якою, гiпотезу
Планка можна узагальнити у такий спосiб: тре-
ба квантувати адiабатичний iнварiант Больцмана
2𝜏𝑇 , де 𝜏 – перiод руху, 𝑇 – середнє значення кi-
нетичної енергiї 𝑇 за перiод руху,

2𝜏𝑇 = 𝑛ℎ. (21)

Досить кiлькох рядкiв, щоб з формули Еренфе-
ста (21) та теореми вiрiалу одержати i квантува-
ння гармонiйних коливань по Планку, i квантува-
ння Бора–Зоммерфельда довiльних елiптичних
орбiт в атомi водню, (докладнiше про це, та вiдпо-
вiднi посилання див. [32]). У загальному випадку
однорiдного потенцiалу 𝑈(𝜆𝑟) = 𝜆𝑁𝑈(𝑟) iз теоре-
ми вiрiалу [64], 𝑇 = 𝑁

2 𝑈̄ , маємо (𝜈 = 1/𝜏):

𝐸𝑛 = 𝐸̄ = 𝑇 + 𝑈̄ =
𝑁 + 2

𝑁
𝑇 = 𝑛

𝑁 + 2

𝑁

ℎ𝜈

2
. (22)

Для гармонiйних коливань (𝑁 = 2) маємо пра-
вило квантування Планка

𝐸𝑛 = 𝑛ℎ𝜈. (23)

Для атома водню (𝑁 = −1)

𝐸𝑛 = −𝑛ℎ𝜈
2
. (24)
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Враховуючи, що для класичного кеплеровсько-
го руху електрона у потенцiалi 𝑈 = −𝑒2/𝑟, енер-
гiя визначається лише частотою обертань, 𝐸3 =
= −𝜋2𝑚𝑒𝑒

4𝜈2/2 [64], маємо правило квантуван-
ня Бора–Зоммерфельда для довiльних елiптичних
орбiт,

𝐸𝑛 = −𝑒
4𝑚𝑒

2~2
1

𝑛2
. (25)

Звiдси для частот випромiнювання атома водню
одержуємо формулу Рiдберґа (20) (без урахування
маси протона)

𝜈𝑛+𝑘→𝑛 =
𝐸𝑛+𝑘 − 𝐸𝑛

ℎ
=
𝑒4𝑚𝑒

4𝜋~3

(︂
1

𝑛2
− 1

(𝑛+ 𝑘)2

)︂
=

= 𝜈0

(︂
1

𝑛2
− 1

(𝑛+ 𝑘)2

)︂
, (26)

𝜈0 – константа Рiдберґа.
Коли у 1913 р. Бор одержав формулу (25) для

випадку кругових орбiт, виникло слушне питання:
якщо електрон обертається по колу з частотою 𝜈,
вiн повинен випромiнювати електромагнiтнi хвилi
на частотах 𝜈, 2𝜈, 3𝜈, ... (вiдповiднi класичнi фор-
мули були знайденi у 1912 р. Шоттом [65]), чи
випромiнює цi хвилi атом Бора? Вiдповiдь така:
цi хвилi випромiнюються атомами водню лише у
класичнiй границi, при 𝑛 ≫ 1, тобто рiдберґiв-
ськими атомами. Так, на УТР-2 у 2000–2003 рр.
спостерiгались одночасно двi паралельнi серiї де-
каметрових лiнiй вуглецю у напрямку Кассiопеї А
[57], C628𝛼–С638𝛼 та С790𝛽–С802𝛽. Цi лiнiї зна-
ходяться у однiй i тiй же смузi частот шириною
1,2 МГц завдяки тому, що виконуються спiввiдно-
шення 3

√
2×(𝑛(𝛼)+1) ≈ 𝑛(𝛽)+2 мiж вiдповiдними

частотами, наприклад, 3
√
2× 629 = 792,5.

Впевнимось у тому, що при 𝑛 ≫ 1 рiдберґiв-
ськi електрони випромiнюють хвилi на частотах
𝜈, 2𝜈, 3𝜈... . Згiдно з (24) та (25), частота оберта-
ння електрона

𝜈 = −2𝐸𝑛

ℎ𝑛
=
𝑒4𝑚𝑒

2𝜋~3
1

𝑛3
. (27)

А згiдно з (26), при 𝑛≫ 1

𝜈𝑛+𝑘→𝑛 =
𝐸𝑛+𝑘 − 𝐸𝑛

ℎ
≈ 𝑒4𝑚𝑒

2𝜋~3
𝑘

𝑛3
= 𝑘𝜈, (28)

що повнiстю узгоджується з випромiнюванням
класичного електричного заряду, який рухається
по класичнiй орбiтi.

Те, що правило квантування Еренфеста (21)
працює у випадку атому водня, не є дивним, бо, як
ми бачили у роздiлi 4, кеплерiвський рух електро-
на у потенцiалi 𝑈 ∼ 1/𝑟 – це “квадрат” елiптичного
руху частинки у квадратичному (параболiчному)
потенцiалi.

Справедливiсть правила Еренфеста у квазiкла-
сичному наближеннi доводиться у квантовiй ме-
ханiцi для випадку довiльного потенцiалу 𝑈(𝑟), у
якому є зв’язанi стани з 𝑛 ≫ 1. Але є важливi
фiзичнi задачi iншого типу – це, наприклад, до-
слiдження властивостей атомiв у зовнiшньому ма-
гнiтному полi. В цих випадках правило Еренфеста
(якщо його не узагальнити) стає хибним. Корисно
розiбратися, чому це так.

6.2. Електрони у магнiтному
полi та квантовi точки Фока–Дарвiна

Правило Еренфеста не спрацьовує у найпростi-
шому випадку заряду, який обертається по колу
з частотою 𝜈 у сталому магнiтному полi 𝐻. Йо-
го енергетичнi рiвнi визначаються формулою (21),
𝐸𝑛 = 𝑛ℎ𝜈/2. При переходi 𝑛→ 𝑛−1 заряд випромi-
нює фотон з частотою 𝜈/2. Це суперечить тому, що
при 𝑛≫ 1 ця частота має дорiвнювати 𝜈. Покаже-
мо, що одержати з правила Еренфеста правильне
правило квантування 𝐸 = 𝑛ℎ𝑣 для заряду, що ру-
хаєтья у магнiтному полi, можна, якщо перейти у
систему вiдлiку, яка обертається .

Запишемо рiвняння руху заряду – e, з масою𝑚𝑒,
що рухаєтья у площинi (𝑥, 𝑦) у магнiтному полi H
з циклотронною кутовою частотою 𝜔 = 𝑒𝐻/𝑚𝑒𝑐, у
виглядi

𝑧 − 𝑖𝜔𝑧̇ = 0, (29)

де 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦. У новiй системi вiдлiку, (𝑥̃, 𝑦),
що обертається з ларморовою частотою 𝜔/2, 𝑧 =
= 𝑥̃+ 𝑖𝑦 = exp(−𝑖𝜔 𝑡/2) 𝑧, маємо

¨̃𝑧 + (𝜔/2)2𝑧 = 0. (30)

Зауважимо, що трiвiальний перехiд вiд (29) до
(30) висвiтлює важливу властивiсть задачi про
рух зарядiв у сталому магнiтному полi. Еквiва-
лентнiсть двох дуже простих рiвнянь (29) та (30)
означає еквiвалентнiсть руху заряду у магнiтному
полi i руху тiла по елiпсу Гука (див. роздiл 4). А
оскiльки елiпс Гука в квадратi є елiпс Кеплера,
ми виявили цiкаву аналогiю: класична задача про
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рух заряду у сталому однорiдному магнi-
тному полi математично еквiвалентна зада-
чi Кеплера про рух заряду (або маси) у кулонiв-
ському (або ньютоновському) потенцiалi.

Перейшовши у систему вiдлiку, що обертається,
позбуваємось магнiтного поля, а квантувати гар-
монiйнi коливання ми вмiємо. При цьому одержу-
ємо нiби неправильне правило квантування, 𝐸 =
= 𝑛~𝜔/2. Але зараз все правильно. У системi, що
обертається, всi кола, по яких обертались заряди
у початковiй системi вiдлiку з частотою 𝜔, пере-
творюються на кола, або ж на елiпси, по яких за-
ряди обертаються з частотою 𝜔/2. При переходi
𝑛 → 𝑛 − 1 такий заряд випромiнює фотон з ча-
стотою 𝜔/2, як i повинно бути. Будемо тепер по-
вiльно повертатися у початкову систему координат
i скористаємося адiабатичною гiпотезою Еренфе-
ста (такий вираз вперше використав Айнштайн
у 1914 р.): кожний цiлком певний з точки зо-
ру квантової теорiї стан переходить при адiа-
батичнiй змiнi параметрiв системи знову в пев-
ний стан, що характеризується тими ж кван-
товими числами. А це означає, що пiд час нашо-
го повернення до початкової системи, всi частоти
обертання 𝜔/2 повернуться до значення 𝜔, а на-
ше квантове число n не змiниться, i ми одержимо
правильне при 𝑛≫ 1 правило квантування енер-
гетичних рiвнiв у магнiтному полi 19,

𝐸𝑛 = 𝑛~𝜔. (31)

Формула (31), точнiше, формула 𝐸𝑛 = (𝑛+
+1/2)~𝜔, для довiльних 𝑛 вперше була одержана
Фоком у 1928 р. [66], але тодi її майже нiхто
не помiтив , у тому ж роцi релятивiстське уза-
гальнення цiєї формули, 𝐸𝑛 =

√︀
𝑚2

𝑒𝑐
4 + 2(𝑛~𝜔)2,

одержав Рабi 20 [67] з релятивiстського рiвняння
Дiрака, яке щойно було вiдкрито, але квантуван-
ня Рабi було сприйнято лише як якийсь реляти-
вiстський курйоз. А ще ранiше, у 1923 р. Вiль-
сон [68] з’ясував, як узагальнити адiабатичний iн-
варiант Больцмана 2𝜏𝑇 на випадок заряду 𝑒, що

19 Все вiдбувається саме так, як у випадку маятника Релея–
Лоренца–Айнштайна, згiдно роз’ясненням Айнштайна на
I Сольвеївському конгресi (1911): “ ...енергiя коливань
продовжує дорiвнювати ℎ𝜈, якщо вона спочатку дорiвню-
вала ℎ𝜈; енергiя коливань змiнюється пропорцiйно 𝜈” [32].

20 Формула Рабi – це точна формула, але в нiй, завдяки ма-
гнiтному моменту електрона, зникли “нульовi коливання
енергiї”, з 𝑛+ 1/2 зникла 1/2.

обертається у магнiтному полi H = rotA. Tреба
зробити таку замiну (p,q – iмпульс та координата
заряду):

2𝜏𝑇 =

∮︁
p𝑑q = 𝑛ℎ→

∮︁ (︁
p+

𝑒

𝑐
A
)︁
𝑑q = 𝑛ℎ. (32)

Формула (32) вирiшувала квазiкласичну, при 𝑛≫
≫ 1, проблему квантування. Замiна в (32) 𝑛→ 𝑛+
+1/2, як виявилось пiзнiше, дає точну формулу
для обчислення рiвнiв енергiї електрона у сталому
магнiтному полi та у квадратичнiй одновимiрнiй
потенцiальнiй ямi, для довiльних 𝑛,

𝐸𝑛 =

(︂
𝑛+

1

2

)︂
~𝜔. (33)

Фок i Рабi розв’язували задачi квантування вже
не старої, а нової квантової механiки, рiвняння
Шрьодiнгера i рiвняння Дiрака. Чому ж майже
нiхто не помiтив роботу Фока [66]? Шукати енер-
гетичнi рiвнi заряду, що обертається у магнiтному
полi, Фоку було нецiкаво. Простою для нього була i
така задача: заряд мiститься у квадратичнiй по-
тенцiальнiй ямi, яка, в свою чергу, знаходиться у
магнiтному полi, треба знайти енергетичнi рiв-
нi. Проста для Фока, для багатьох iнших фiзикiв
це була надто складна задача, до того ж незро-
зумiло, навiщо потрiбна. Про те, навiщо вона по-
трiбна, трохи пiзнiше.

Класичнiй задачi Фока вiдповiдає таке рiвняння,

𝑧 − 𝑖𝜔𝑧̇ + 𝜔2
0𝑧 = 0. (34)

Руховi з певною частотою, 𝑧 = 𝑅 × exp(−𝑖Ω𝑡),
вiдповiдають двi частоти Ω1та Ω2, Ω1,2 = 𝜔

2 ±

±
√︁(︀

𝜔
2

)︀2
+ 𝜔2

0 . Рiвнi енергiї, для довiльних цiлих
𝑛1та 𝑛2, якi випливають з рiвняння Шрьодiнгера i
були обчисленi Фоком [66],

𝐸(𝑛1, 𝑛2) =

(︂
𝑛1 +

1

2

)︂
~|Ω1|+

(︂
𝑛2 +

1

2

)︂
~|Ω2| =

= ~

[︃
𝜔

2
(𝑛1 − 𝑛2) + (𝑛1 + 𝑛2 + 1)

√︂(︁𝜔
2

)︁2
+ 𝜔2

0

]︃
. (35)

При 𝜔0 = 0 (позбулись ями!) маємо формулу
(33) 𝐸𝑛1

= (𝑛1 +
1
2 )~𝜔. При 𝜔 = 0 (позбулись ма-

гнiтного поля!) маємо формулу

𝐸𝑛 = (𝑛+ 1)~𝜔 = (𝑛1 + 𝑛2 + 1)~𝜔, (36)
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тобто точну формулу для квантування у двови-
мiрнiй квадратичнiй ямi. Всi рiвнi в ямi, як лег-
ко обчислити, (𝑛 + 1)-кратно виродженi. Як по-
бачимо, енергетичнi рiвнi заряду, що рухається у
магнiтному полi, теж виродженi, але виродженi
нескiнченно-кратно.

У 1931 р. задачу Фока розв’язав Дарвiн [69].
Про статтю Фока [66] вiн нiчого не знав, але знав
статтю [70], у якiй Ландау довiв, що квантовий
газ вiльних електронiв “має вiдмiнний вiд нуля
орбiтальний дiамагнетизм, ... який точно дорiв-
нює однiй третинi спiнового парамагнетизму Па-
улi” [71]. Стаття Дарвiна i була реакцiєю на ста-
ттю Ландау. Вiн писав: “У недавнiй роботi Лан-
дау показав, що коли електрони вiльно рухаються
у магнiтному полi, вони, крiм парамагнiтного
ефекту завдяки спiну, виявляють дiамагнiтний
ефект завдяки їх руху. Цей результат є досить
несподiваним, оскiльки цiлком суперечить класи-
чному випадку”21. Дiамагнетизм вiльних електро-
нiв є суттєво квантовим ефектом, але щоб його
спостерiгати, рух електронiв треба обмежити де-
якими стiнками. Ландау помiстив свої електрони
у прямокутний ящик, а Дарвiн замiнив вертикаль-
нi стiнки квадратичною потенцiальною ямою. Це i
привело його до задачi Фока.

Формулу (35) Фок спочатку (як пiзнiше i Дар-
вiн) одержав у такому виглядi:

𝐸(𝑚,𝑁) = ~

[︃
𝜔

2
𝑚+ (2𝑁 + |𝑚|+ 1)

√︂(︁𝜔
2

)︁2
+ 𝜔2

0

]︃
,

(37)

де 𝑚 = 𝑛1 − 𝑛2 = 0, ±1, ±2 ... – азiмутальне кван-
тове число, 𝑁 = 0, 1, 2, ... – радiальне квантове
число. За вiдсутностi потенцiальної ями (𝜔0 = 0)
маємо
𝐸 (𝑛(𝑚,𝑁)) =

(︂
𝑛+

1

2

)︂
~𝜔 =

=

(︂
𝑁 +

𝑚 + |𝑚|
2

+
1

2

)︂
~𝜔, (38)

𝑚 = 𝑛, 𝑛− 1, ...0,−1,−2, ...−∞.

21 Теорема Бора–ван Левен, про яку ще не забули у 1930 р.,
стверджувала, що “в однорiдному магнiтному полi i в те-
пловiй рiвновазi намагнiченiсть класичного електронного
газу не виникає”. Ван Левен (1921 р.) [72] довела цю тео-
рему незалежно вiд Бора (1911) [73]. Строгому доведенню
цiєї теореми присвячена стаття [74].

Вiдзначимо, що Фок та Дарвiн були першими,
кто розглянув “квантову точку” у магнiтному по-
лi, вираз “квантова точка Фока–Дарвiна” (“Fock–
Darwin quantum dot”) є загальновживаним у вiдпо-
вiднiй лiтературi [75–77]. Квантовi точки, якi ство-
рюються та вивчаються в лабораторiях, слушно
називають штучними атомами, бо в них звичай-
но помiщають багато електронiв, якi розмiщую-
ться на дозволених квантових рiвнях, створюючи
оболонки, якщо рiвнi виродженi. Квантовi точки з
повнiстю заповненими оболонками, як i в випадку
звичайних атомiв – це штучнi атоми, якi вiдзнача-
ються особливою стабiльнiстю.

6.3. Виродження рiвнiв
енергiї у магнiтному полi
та квантовий ефект Холла

Як з’ясував Дарвiн, саме вiд’ємнi значення 𝑚 вiд-
повiдають i за дiамагнетизм вiльних електронiв
Ландау, i за зникнення дiамагнетизму у класи-
чнiй границi [69]. А нескiнченно-кратне вироджен-
ня рiвнiв енергiї у магнiтному полi (за вiдсутностi
ями) завдяки вiд’ємним 𝑚 (38) має настiльки фун-
даментальнi фiзичнi наслiдки, що з ним пов’язанi
двi нобелiвськi премiї за вiдкриття та пояснення
квантового ефекту Холла (КЕГ), цiлочисельного
та дробового (К. фон Клiтцинг, 1985 р.; Р. Лафлiн,
Г. Штермер, Д. Цуї, 1998 р.).

Що означає виродження рiвнiв енергiї завдяки
вiд’ємним m? Рiвняння руху електричного заряду
у магнiтному полi (29), 𝑧 − 𝑖𝜔𝑧̇ = 0, мають дуже
важливi для теорiї квантового ефекту Холла iн-
теграли руху, координати центра кола, по якому
обертається заряд, 𝑥0 та 𝑦0, або

𝑧0 = 𝑥0 + 𝑖𝑦0 = 𝑧 +
𝑖

𝜔
𝑧̇,

𝑧*0 = 𝑥0 − 𝑖𝑦0 = 𝑧* − 𝑖

𝜔
𝑧̇*.

(39)

Зрозумiло, що довiльнi функцiї вiд 𝑧0 та 𝑧*0 теж
є iнтегралами руху. Обчислимо iнтеграл руху

𝑟20 = |𝑧0|2 = 𝑥20 + 𝑦20 =

= 𝑧̇𝑧̇*/𝜔2⏟  ⏞  + 𝑧*𝑧 + 𝑖(𝑧*𝑧̇ − 𝑧̇*𝑧)/𝜔⏟  ⏞  =
= 2𝐸/𝑚𝑒𝜔

2⏟  ⏞  − 2𝑀/𝑚𝑒𝜔⏟  ⏞  . (40)
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Згiдно з (40) iнтеграл руху 𝑟20 виражається че-
рез два iнтеграли руху, кiнетичну енергiю заряду
E та момент кiлькостi руху 𝑀 (вiдносно точки
𝑧 = 0). Слiд вiдзначити, що зв’язок мiж 𝑟20, 𝐸 та
𝑀 зберiгається i у квантовому випадку, коли всi
величини стають операторами [78]. Оскiльки 𝐸 та
𝑀 квантуються, квантується також i 𝑟20,

𝜋𝑟20(𝑛,𝑚) =

(︂
𝑛−𝑚+

1

2

)︂
𝑆0,

𝑚 = 𝑛, 𝑛− 1, ...0,−1,−2, ...−∞.

(41)

𝑆0 – площина, магнiтний потiк через яку дорiвнює
кванту потоку Φ0 = ℎ𝑐/𝑒, тобто 𝑆0 = ℎ𝑐/𝑒𝐻. Опе-
ратори 𝑥̂0 та 𝑦0 не комутують,

𝑥̂0𝑦0 − 𝑦0𝑥̂0 = 𝑖
𝑆0

2𝜋
, (42)

звiдки безпосередньо випливає формула (41). Фi-
зичний змiст виродження рiвнiв енергiї по m по-
лягає в тiм, що електричнi заряди у площинi,
яка пронизується магнiтним полем, мають можли-
вiсть бути локалiзованими поблизу будь-якої то-
чки (𝑥0, 𝑦0) але ця локалiзацiя, згiдно з (42), має
квантовi обмеження Δ𝑥0Δ 𝑦0 ≈ 𝑆0. У колi з пло-
щею (𝑛−𝑚+ 1

2 )𝑆0, згiдно з (41), у заряду є n – m
можливостей десь розмiститися, це означає, що у
колi може розмiститися не бiльше n – m електронiв
з фiксованим напрямком спiну (принцип Паулi).
Отже доходимо висновку: максимальна густина
електронiв у фiксованому квантовому станi на
площинi, яку пронизує магнiтне поле, дорiвнює
1/𝑆0, а густина заряду 𝜌0 = 𝑒/𝑆0

22.
Розгляньмо тепер напiвпроводникову плiвку,

яку, перпендикулярно до плiвки, пронизує магнi-
тне поле𝐻0

23. Нехай плiвка заповнена максималь-
но щiльно електронами, якi знаходяться на пер-

22 У 1979 р., за рiк до вiдкриття К. фон Клiтцiнгом КЕГ [79],
Ааронов та Кашер [80] довели теорему, що має до КЕГ
найбезпосереднiше вiдношення: Нехай двовимiрну пло-
щину пронизує магнiтне поле 𝐻(𝑥, 𝑦), магнiтний потiк Φ

якого є скiнченним, тодi кратнiсть виродження N основ-
ного стану електрона зi спiном є цiлою частиною вiдно-
шення Φ/Φ0, 𝑁 = {Φ/Φ0}. Детальнiше про це див. [81].

23 Напiвпроводникова плiвка потрiбна лише для того, щоб
локалiзувати електрони на двовимiрнiй площинi. Вважа-
ється, що поведiнка електронiв на цiй площинi не вiд-
рiзняється вiд поведiнки електронiв у вакуумi. Це при-
пущення з великою точнiстю пiдтверджується експери-
ментально.

шому енергетичному рiвнi Ландау. Якщо ми по-
чнемо рухатися повз плiвку (вздовж її довжини)
iз швидкiстю – V, у нашiй системi вiдлiку вини-
кне електричний струм 𝑗 = 𝜌0𝑉/

√︀
1− 𝑉 2/𝑐2 =

= 𝑒/𝑆0 𝑉/
√︀
1− 𝑉 2/𝑐2, а, крiм того, через перетво-

рення Лоренца, виникне електричне (холлiвске)
поле 𝐸𝐻 = 𝑉/𝑐𝐻0/

√︀
1− 𝑉 2/𝑐2, перпендикуляр-

не до швидкостi 𝑉 та магнiтного поля 𝐻. Отже,
маємо

𝑗 =
𝑒

𝑆0

𝑉√︀
1− 𝑉 2/𝑐2

=

=
𝑒2

ℎ

𝐻0

𝑐

𝑉√︀
1− 𝑉 2/𝑐2

=
𝑒2

ℎ
𝐸𝐻 = 𝜎0𝐸𝐻 . (43)

Вiдзначимо, що рiвняння (43) – це одне з трьох
релятивiстських коварiантних рiвнянь, якi опису-
ють рух електронiв у двовимiрнiй площинi (точнi-
ше рух центрiв кол обертань електронiв),

𝑗𝜇 =
𝑒2

2ℎ
𝜀𝜇𝜈𝜌𝐹𝜈𝜌,

або

𝐽𝑖 =
𝑒2

ℎ
𝜀𝑖𝑘𝐸𝑘, 𝐽0 ≡ 𝜌 =

𝑒2

ℎ
𝐻, (44)

де 𝜇, 𝜈, 𝜌 = 0, 1, 2, 𝑖, 𝑘, 𝑙 = 1, 2, 𝐹12 = 𝐻, 𝐹𝑖0 = 𝐸𝑖,
𝜀𝜇𝜈𝜌 та 𝜀𝑖𝑘 – тензори Левi–Чiвiта, 𝜀012 = 1 i 𝜀12 = 1.

Якщо у напiвпроводниковiй плiвцi електрони за-
повнюють n рiвнiв Ландау, то виникає квантовий
ефект Холла 𝑗 = 𝑛𝜎0𝐸𝐻 . У плiвцi з шириною 𝐿 та
довжиною 𝐿* зв’язок мiж повним струмом 𝐼 = 𝑗𝐿
та холлiвською напругою 𝑈𝐻 = 𝐸𝐻𝐿 має вигляд
𝐼 = 𝑛𝜎0𝑈𝐻 i для квантування холлiвського опору
𝑅𝐻(𝑛) одержуємо формулу

𝑅𝐻(𝑛) =
ℎ/𝑒2

𝑛
=
𝑅K

𝑛
, (45)

де 𝑅K – стала фон Клiтцiнга.
У 1980 р. фон Клiтцiнг одержав для 𝑅K значен-

ня 𝑅K−1980 = 25812,68±0,08 Ом. Використовуючи
рекомендоване значення сталої тонкої структури
(сталої Зоммерфельда) на 2019 р. [47] одержимо
для

𝑅K−2019 =
ℎ

𝑒2
= 2𝜋

~𝑐
𝑒2

1

𝑐
= 2𝜋

1

𝛼

1

𝑐
=

= 2𝜋 × 137,035999084(21)× 29,9792458 =

= 25812,8074452(39) Ом. (46)
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Обчислюючи (46), ми скористалися спiввiдноше-
нням Ом = Вольт/Ампер, яке дає змогу вирази-
ти швидкiсть свiтла через оми, 1/𝑐 ≈ 30 Ом, а
точнiше,

Ом =
Кл/м

2,997924582 · 109
⧸︁

Кл/cек =

=
1

29,9792458

1

𝑐
, (47)

тобто 1/𝑐 = 29,9792458 Ом [82]. Саме це спiввiд-
ношення мiж швидкiстю свiтла та омами вико-
ристовував фон Клiтцiнг в 1980 р. Формула (46)
однозначно пов’язує сталу фон Клiтцинга i ста-
лу Зоммерфельда. Саме в цьому розумiв значення
свого фундаментального вiдкриття фон Клiтцинг,
назвавши свою нобелiвську публiкацiю [79] “Но-
вий метод надточного визначення сталої тонкої
структури через вимiрювання квантованого хол-
лiвського опору.”

Зрозумiло, що фон Клiтцiнг, замiсть того, щоб
бiгти повз напiвпровiдникову плiвку iз швидкiстю
майже 26 км/год (зараз ми цю швидкiсть обчисли-
мо), пiдключав плiвку 𝐿×𝐿* = 50 мкм × 140 мкм
до джерела електричної напруги. Напруга пiдби-
ралась такою, щоб електрони, якi заповнють 4
рiвнi Ландау, давали електричний струм 1 мкА
вздовж 𝐿*. Плiвка знаходилась у магнiтному полi
18 Тл i спостерiгалась холлiвська напруга 𝑈𝐻 =
= 6453,17 ± 0,02 мВ. Вiдповiднi холлiвське поле
i швидкiсть руху електронiв були 𝐸𝐻 = 129 В/м
та 𝑉 = (𝐸𝐻/𝐻0) 𝑐 = 7,17 м/с. Оскiльки в експери-
ментах фон Клiтцинга у плiвцi пiдтримувався ста-
лий електричний струм 𝐼 = 𝑒𝑛𝑉𝑛𝐿𝐻/Φ0 = 1 мкА,
де 𝑉𝑛 – швидкiсть електронiв при n заповнених
рiвнях Ландау, то 𝑛𝑉𝑛 = const, 𝑛𝑉𝑛 = 4𝑉4 =
= 4 × 7,17 м/с, i маємо формулу для швидкостi
електронiв 𝑉𝑛 = 28, 68/𝑛 м/с.

6.4. Рiдберґiвськiй атом водню
у магнiтному полi як ангармонiчний
осцилятор та суперсиметрична
квантова механiка

Розглянемо класичний електрон з зарядом −𝑒 i
масою 𝑚𝑒. Нехай електрон рухаєтья навколо ку-
лонiвського центра з зарядом e у площинi (𝑥, 𝑦),
перпендiкулярно до якої направлено магнiтне по-
ле H. Рiвняння руху електрона у комплекснiй пло-

щинi 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦, |𝑧|2 = 𝑟2,

𝑧 − 𝑖𝜔𝑧̇ + 𝛼
𝑧

|𝑧|3
= 0, (48)

схожi на рiвняння для руху заряду у квантовiй то-
чцi Фока–Дарвiна (34), але мають сингулярнiсть у
початку координат. У рiвняннi (48) 𝜔 = 𝑒𝐻/𝑚𝑒𝑐 –
циклотронна частота, 𝛼 = 2𝑒2/𝑚𝑒. У системi вiдлi-
ку (𝑥̃, 𝑦), що обертається з ларморовою частотою
𝜔/2, 𝑧 = 𝑥̃+ 𝑖𝑦 = exp(−𝑖𝜔 𝑡/2) 𝑧, маємо

¨̃𝑧 + (𝜔/2)2𝑧 + 𝛼
𝑧

|𝑧|3
= 0. (49)

Переходячи до нової комплексної змiнної 𝑤 = 𝜉+
+ 𝑖𝜁 =

√︀
𝑧/2 =

√︀
(𝑥̃+ 𝑖𝑦)/2 та до нового часу 𝜏 ,

𝑑𝜏 = 𝑑𝑡/|𝑧|, одержуємо, замiсть (49), рiвняння ан-
гармонiчного осцилятора без сингулярностi,

𝑤′′ +Ω2𝑤 + 3(𝜔/2)2|𝑤|4𝑤 = 0, (50)

де 𝑤′′ ≡ 𝑑2𝑤/𝑑𝜏2, Ω2 – iнтеграл руху рiвняння (49),

Ω2 = −1

4

(︂
| ˙̃𝑧|2 + (𝜔/2)2|𝑧|2 − 𝛼

|𝑧|

)︂
, (51)

пов’язаний с енергiєю електрона 𝐸 = −2𝑚𝑒Ω
2, рiв-

нi якої, 𝐸𝑛, нам i треба знайти.
Зробимо припущення, слушнiсть якого пiдтвер-

джується порiвнянням обчислених i спостереже-
них рiвнiв енергiї 𝑊𝑛 [83]: орбiтальний момент
руху електрона у системi вiдлiку, що обертає-
ться, дорiвнює нулю. Будемо вважати, що еле-
ктрон у цiй системi рухається вздовж осi 𝑥̃, 𝑥̃ ≡
≡ 𝑟 ≥ 0, вiдповiдне 𝜉 може бути як додатним, так
i вiд’ємним. Замiсть (50) маємо

𝜉′′ +Ω2𝜉 + 3(𝜔/2)2𝜉5 = 0. (52)

Проквантуємо iнтеграл руху рiвняння (52),

𝑊 = 8𝑚𝑒(𝜉
′2 +Ω2𝜉2 + (𝜔/2)2𝜉6) = 𝑇 + 𝑈. (53)

Вiдповiдне правило квантування Бора–Зоммер-
фельда має вигляд (𝑛≫ 1)∮︁ √︀

2𝑚𝑒(𝑊𝑛 − 𝑈)𝑑𝜉 =

= 8

𝜉0∫︁
0

√︀
𝑚𝑒𝑊𝑛/2 + 2𝐸𝑚𝑒𝜉2 −𝑚2

𝑒𝜔
2𝜉6 𝑑𝜉 = 𝑛ℎ (54)
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(на верхнiй границi iнтегрування пiдiнтегральний
вираз дорiвнює нулю). Але тут виникає проблема,
яку неважко подужати. Рiч у тiм, що W має цiл-
ком певне значення, 𝑊 = 2𝑒2, в чому можна впев-
нитися, використавши спiввiдношення 𝜉2 = 𝑟/2,
𝜉′2 = 𝑟 𝑟̇2/8. Тобто, щоб iнтеграл (54) кванту-
вався, квантуватися має енергiя E, що, власне, i
потрiбно

𝜉0∫︁
0

√︀
𝑚𝑒𝑒2[1 + 2(𝐸𝑛/𝑒2)𝜉2 −𝑚𝑒(𝜔/𝑒)2𝜉6]𝑑𝜉 = 𝑛ℎ/8.

(55)

Переходячи до нової змiнної 𝜆 = 𝜉
√
𝑚𝑒𝑒2/𝑛~, за-

пишемо (55) у виглядi

𝜆0∫︁
0

√︀
1 + 2(𝐸𝑛𝑛2/~𝜔0)𝜆2 − (𝜔𝑛3/𝜔0)2𝜆6 𝑑𝜆 = 𝜋/4,

(56)

де частота 𝜔0 = 𝑒4𝑚𝑒/~3 = 4𝜋𝜈0, 𝜈0 – константа
Рiдберґа. Вiдзначимо, що рiвнi 𝐸𝑛 визначаються
дуже малим вiдношенням 𝜔/𝜔0 = 𝐻 4,2543821×
×10−10, якщо H вимiрювати у теслах. У експерi-
ментах [83] поле H дорiвнювало 2–4 Тл.

Рiвняння (56) мiстить важливу iнформацiю про
властивостi енергетичного спектра рiдберґiвських
атомiв водню у магнiтному полi, воно значить, що
𝐸𝑛𝑛

2/~𝜔0 є деякою функцiєю вiд 𝛽 = (𝜔/𝜔0)𝑛
3,

𝐸𝑛(𝛽)𝑛
2 = ~𝜔0𝑓(𝛽). Це добре вiдомий емпiри-

чний масштабний закон [83, 84], а рiвняння (56)
у виглядi
𝜆0∫︁
0

√︀
1 + 2𝑓(𝛽)𝜆2 − 𝛽2𝜆6 𝑑𝜆 = 𝜋/4 (57)

дозволяє обчислити функцiю 𝑓(𝛽), яка чудо-
во узгоджується з експериментом [83]. Так, на-
приклад, неважко обчислити значення 𝛽0 =

=
(︁
4
𝜋

∫︀ 1

0

√
1− 𝜆6𝑑𝜆

)︁3
=1,5592627, при якому 𝑓(𝛽) =

= 0. Дещо важче одержати формулу, яка описує
вiдому з дослiдiв [83] еквiдистантнiсть рiвнiв (ква-
зiрiвнiв Ландау) з рiзницею 3~𝜔/2 в околi 𝐸𝑛 = 0,

𝐸𝑛 = 3~𝜔/2 (𝑛− 33,21704/𝐻1/3), (58)

де H вимiрюється у теслах. При 𝐻 = 1 Тл, знак
енергiї змiнюється при переходi вiд 𝑛 = 33 до

𝑛 = 34, але, згiдно з (58), 𝐸34 − 𝐸33 = 3~𝜔/2.
Якщо збiльшити магнiтне поле до 𝐻 = 1,1 Тл,
знак енергiї змiниться при переходi вiд 𝑛 = 32 до
𝑛 = 33, тобто розшташуванням рiвнiв енергiї мо-
жна керувати.

Зрозумiло, що рiвняння (55), а тим самим i (57),
цiлком еквiвалентнi звичайному правилу кванту-
вання Бора–Зоммерфельда [83] (для спрощення
формул ми перейдемо до атомних одиниць 𝑒 = ~ =
= 𝑚 = 1)
𝑟0∫︁
0

√︀
2𝐸𝑛 + 2/𝑟 − (𝜔/2)2𝑟2𝑑𝑟 = 𝑛𝜋 �

𝑟�2𝜉2

�
𝑟�2𝜉2

𝜉0∫︁
0

√︀
1 + 2𝐸𝑛𝜉2 − 𝜔2𝜉6 𝑑𝜉 = 𝑛𝜋/4. (59)

Що ж нового дає перехiд до нової змiнної 𝜉 та но-
вого часу 𝜏 , крiм того, що ми позбавились син-
гулярностi 1/𝑟? Новi i кориснi наслiдки нашого
переформулювання задачi виявляються при дослi-
дженнi рiвняння Шрьодiнгера, вiдповiдного ангар-
монiчному осцилятору: (52),

(−𝑑2
⧸︀
𝑑𝜉2 − 8𝐸𝑛𝜉

2 + 4𝜔2𝜉6)𝜓𝑛 = 2𝜓𝑛. (60)

Розглянемо лише один приклад. Рiвняння (58) є
окремим випадком рiвняння

[−𝑑2/𝑑𝜉2 + 𝜀 𝑑𝑈/𝑑𝜉 + 𝑈2(𝜉)]𝜓𝑛 = 𝜆𝑛𝜓𝑛 (61)

при 𝑈 = 2𝜔𝜉3, 𝜀𝑛 = 4𝐸𝑛/3𝜔, 𝜆𝑛 = 2. Якщо 𝜀 = ±1
i iснує квадратично нормована функцiя

𝜓−
0 (𝜉) =

𝜉∫︁
0

𝑒−𝑈(𝜌)𝑑𝜌, (62)

то у суперсиметричної пари рiвнянь [85]

[−𝑑2/𝑑𝜉2 ± 𝑑𝑈/𝑑𝜉 + 𝑈2(𝜉)]𝜓±
𝑛 = 𝜆±𝑛𝜓

±
𝑛 (63)

спiвпадають всi власнi значення, за винятком
𝜆+0 = 0. Тобто,

𝜆+1 = 0, 𝜆+2 = 𝜆−1 , ... , 𝜆
+
𝑛+1 = 𝜆−𝑛 , ... . (64)

Знайдемо тепер вiдстанi мiж рiвнями 𝐸𝑛 в око-
лi 𝐸𝑛 = 0, якi, як ми вже знаємо, еквiдистантнi.
Розглянемо таке розташування рiвнiв, коли рiвень
𝐸𝑛 < 0, а рiвень 𝐸𝑛+1 > 0, i |𝐸𝑛| = 𝐸𝑛+1. Якщо
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𝜀𝑛 = 4𝐸𝑛/3𝜔 = −1, а 𝜀𝑛+1 = 4𝐸𝑛+1/3𝜔 = 1, два
вiдповiднi рiвняння (63) перетворюються у супер-
симетричну пару рiвнянь з одним i теж власним
значенням 𝜆−𝑛 = 𝜆+𝑛−1 = 2, а 𝐸𝑛+1 − 𝐸𝑛 = 3𝜔/2 ≡
≡ 3~𝜔/2, як i повинно бути.

Ми щойно роглянули спрощений, але важливий
випадок плоского рiдберґiвського атома водню у
магнiтному полi за допомогою спрощеної спiнор-
ної регуляризацiї задачi Кеплера. Цьому випад-
ку також присвячена статтi [86, 87]. Узагальнен-
ня спiнорної регуляризацiї на випадок класичного
та квантового тривимiрного атома водню у сталих
i однорiдних електричному та магнiтному полях
докладно розглянуто у статтi [88]. Тiсний зв’язок
мiж квантовою механiкою руху заряду у магнiтно-
му полi та суперсиметричною квантовою механi-
кою обговорюється у статтi [89].

7. Висновки

Коли Ньютон писав писав свої PRINCIPIA, у ньо-
го був молодий помiчник, секретар, переписувач,
а, головне, добра нянька, яка в той час була кон-
че потрiбна Ньютону, Хамфри Ньютон (Humphrey
Newton). Хамфри Ньютон згадував [26], що за
п’ять рокiв бачив, як старший Ньютон смiявся,
лише одного разу, коли у нього спитали, навiщо
вивчати Евклiда. Дiйсно, це смiшне питання. Без
сумнiву, багато чого, не менш важливого, нiж ма-
тематика Евклiда, з’явилося за 2300 рокiв з того
часу, коли жив Евклiд. Треба вивчати не лише Ев-
клiда (а фiзикам не лише Ландау–Лiфшиця) – це
можливо, головний висновок цiєї статтi.

На жаль, навiть видатнi люди можуть не помi-
тити важливi речi, якi були б їм цiкавi та кориснi.
Так, спiнорна регуляризацiя задачi Кеплера, про-
слизнула повз увагу Арнольда [23], який так чу-
дово пов’язав корнi квадратнi iз елiпсiв Кеплера
з перетворенням Жуковського. У данiй статтi за
допомогою перетвореннь Жуковського роз’яснює-
ться, що добування квадратного кореня з елiпса
Кеплера i використання кеплеровської ексцентри-
чної аномалiї замiсть звичайного часу – це i є спi-
норна регуляризацiя задачi Кеплера.

Спiнорна регуляризацiя узагальнена на неелi-
птичнi орбiти, що використано для аналiзу енер-
гетичних спектрiв рiдберґiвських атомiв водню в
магнiтному полi. Деякi важливi властивостi цих
спектрiв пояснюються суперсиметричною кванто-
вою механiкою.

Виявлена цiкава властивiсть класичної задачи
про рух заряду у сталому однорiдному магнiтному
полi, ця задача математично цiлком еквiвалентна
задачi Кеплера про рух маси у ньютоновському
потенцiалi.

Докладно розглянута iсторiя пошукiв харкiв-
ськими радiоастрономами рекомбiнацiйних радiо-
лiнiй рiдберґiвських атомiв вуглецю на радiотеле-
скопi УТР-2.

Автор сердечно вдячний О.С. Бакаю за постiй-
ний глибокий iнтерес до цiєї роботи та велику
допомогу при написаннi цiєї статтi.

ДОДАТОК
Про новi великi змiни у системi СI
та деякi супутнi проблеми з новими
омами та швидкiстю свiтла

Необхiдно вiдзначити, що вiдносно нещодавно, у травнi
2019 р., сталася важлива подiя: набула чинностi нова,
радикально змiнена i вдосконалена, мiжнародна система
СI [90], запропонована Мiжнародним бюро ваг та мiр
(Bureau International des Poids et Mesures, BIPM ).
Як це проголошувалось у 1875 р., коли була заснована
Паризька Метрична Конвенцiя 24, нова система теж
прийнята A TOUS LES TEMPS, A TOUS LES
PEOPLES (на всi часи, для всiх народiв). Згiдно з
новими вдосконаленнями, вiдтепер стала Планка

ℎ = 6,62607015 · 10−34 В · А · с2

та електричний заряд електрону

𝑒 = 1,602176634 · 10−19 А · с

є точно визначеними фiзичними константами, поряд iз
швидкiстю свiтла

𝑐 = 299792458 м · с−1,

яка стала фiзичною константою ще у 1983 р. Сталу фон
Клiтцiнга 𝑅K, вiдповiдальну за надточне визначення ома, а
також сталу Джозефсона 25 𝐾J, вiдповiдальну за надточне
визначення вольта, вiдтепер i назавжди можна обчислити
за допомогою простої арифметики,

𝑅K = ℎ/𝑒2 = 25812,8074593045... Ом,

𝐾J = 2𝑒/ℎ = 483597,848416984... ГГц/В

(трьома крапками позначена можливiсть обчислення наве-
дених чисел з довiльною точнiстю).

24 Україна, як країна-учасниця (з травня 2018 р.) Паризь-
кої Метричної Конвенцiї, має вiдтепер керуватися новою
системою СI.

25 Про Джозефсона та Нобелiвськi премiї, пов’язанi з про-
блемами точностi див. [91].
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В зв’язку з цими нововведеннями виникли i деякi незру-
чностi (можливо, тимчасовi, якби пощастило знайти то-
чне значення сталої тонкої структури). Якщо ретельно
придивитися до 𝑅K−2019 (46) та до нової 𝑅K, то можна по-
бачити, що десятi цифри в 𝑅K−2019 (вимiрянi) i в новiй 𝑅K

(обчисленi) вiдрiзняються. Це сталося тому, що нова 𝑅K ви-
значає новий Ом, Ом2019, який трохи менший, нiж старий
Ом, який ми позначимо, як Ом1948, бо вiн був жорстко (i
точно) пов’язаний з новим визначенням ампера, яке набу-
ло чинностi у 1948 р., Ом1948 = 1,00000000055(15) Ом2019.

Незважаючи на те, що 𝑐, ℎ та 𝑒 – це точно визначенi
фундаментальнi фiзичнi константи, ми не можемо точно
обчислити сталу тонкої структури 𝑒2/~𝑐, бо вiдтепер ми не
знаємо, як точна фундаментальна константа 𝑐 пов’язана з
новим, точно визначеним омом2019. Якщо обчислити 1/𝑐

як 𝑅K/2𝜋𝛼2019, то 1/𝑐 = 29,9792458163(46) Ом2019.
Постраждала вiд модернiзацiї системи СI ще одна, ра-

нiше точна , важлива величина – характеристичний iмпе-
данс вакууму [92], який дорiвнює 4𝜋/𝑐 i всiм потрiбен саме
в омах, бо через нього виражаються такi практично необ-
хiднi величини, як хвильовi опори рiзноманiтних лiнiй пе-
редач електромагнiтних хвиль, наприклад, хвильовий опiр
звичайного телевiзiйного кабелю. Зрозумiло, спiввiдношен-
ня мiж 1/𝑐 i новим омом стане точним , як тiльки з’ясує-
ться точне значення сталої тонкої структури. Якщо воно
взагалi iснує, а не змiнюється з часом, що цiлком можли-
во [93].
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SQUARE ROOTS OF KEPLER
ELLIPSES, ELECTRONS AND RYDBERG
ATOMS IN A MAGNETIC FIELD

S u m m a r y

Young Kepler’s daring ideas on the structure of the Solar sys-

tem are applied to the analysis of planetary distances in the

exoplanetary system HD 10180. Using Zhukovsky’s transfor-

mation, the essence of the spinor regularization of Kepler’s

problem is explained as extracting the square root of an el-

lipse and using a Kepler eccentric anomaly instead of the usual

time. The achievements of Kharkiv radio astronomers in the

search for radio recombination lines of Rydberg carbon atoms

at the UTR-2 radio telescope are considered. A generalized

spinor regularization of the Kepler problem is used to analyze

the energy spectra of Rydberg hydrogen atoms in a magnetic

field.
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