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БОЗЕ-ЕЙНШТЕЙНIВСЬКА
КОНДЕНСАЦIЯ У СИСТЕМI ВЗАЄМОДIЮЧИХ
БОЗОНIВ ПРИ СКIНЧЕННИХ ТЕМПЕРАТУРАХ1УДК 539

Термодинамiчнi властивостi системи взаємодiючих бозонiв при скiнченних темпера-
турах та нульовому хiмiчному потенцiалi є об’єктом дослiдження в рамках набли-
ження середнього поля, яке моделюється у виглядi потенцiала Скiрма. Вважається,
що середнє поле мiстить як притягуючу компоненту, так i вiдштовхуючу. Отримано
самоузгодженi спiввiдношення мiж середнiм полем та термодинамiчними функцiями.
Показано, що коли притягання є досить сильним, то система має фазовий перехiд
першого роду, при якому виникає бозе-конденсат. Конденсована фаза характеризується
постiйною загальною густиною частинок. Показано, що при критичнiй температурi
густина енергiї має стрибок.
К люч о в i с л о в а: газ пiонiв, фазовий перехiд, конденсат.

1. Вступ
В останнi роки властивостi гарячої та щiльної
адронної речовини викликають значний iнтерес.
Така речовина може утворюватися при реляти-
вiстських ядро-ядерних зiткненнях, якi вивчають
у багатьох лабораторiях. Ефективнi моделi, моти-
вованi квантовою хромодинамiкою, та моделюва-
ння на ґратцi свiдчать про те, що вiдновлення хi-
ральної симетрiї та перехiд до фази деконфайн-
менту повиннi вiдбуватись при високiй темпера-
турi та густинi частинок. У данiй роботi ми кон-
центруємо увагу на вивченнi властивостей взаємо-
дiючих бозонних систем в рамках iграшкової мо-
делi з використанням термодинамiчно узгоджено-
го середнього поля. Основними задачами є оцiн-
ка масштабу та вiдношення мiж притягуючою та
вiдштовхуючою компонентами потенцiалу та до-
слiдження умов, при яких можлива поява бозе-
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конденсату взаємодiючих частинок. Ця проблема
дослiджувалась ранiше, починаючи з пiонерських
робiт А.Б. Мiгдала i колег [1–4], а також у бiльш
пiзнiх роботах багатьма авторами з використанням
рiзних моделей та методiв.

Можливе утворення класичних пiонних полiв
у релятивiстських ядро-ядерних зiткненнях обго-
ворювалось в посиланнях [5–8]. У бiльш пiзнiх
роботах [9–13] було розглянуто системи пiонiв
зi скiнченним хiмiчним iзоспiновим потенцiалом
при низьких температурах. Цiкавi результати бу-
ли отриманi при вивченнi щiльних систем пiонiв з
використанням ґраткових методiв [14, 15].

Ми дослiджуємо взаємодiючу бозонну систему
при нульовому хiмiчному потенцiалi, але при ви-
соких температурах, тобто при високих густинах

1 Ця робота базується на результатах, якi доповiдалися на
мiжнароднiй конференцiї “XI Bolyai–Gauss–Lobachevsky
(BGL-2019): Non–Euclidean, Noncommutative Geometry
and Quantum Physics.”
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теплових частинок. Простi розрахунки для нев-
заємодiючого адрон-резонансного газу показують,
що густина частинок може досягати значень (0,1–
0,2) фм−3 при температурах 100–150 МеВ, якi зна-
ходяться нижче температури фазового переходу
деконфайнменту, див. [16, 17].

За таких умов ефекти взаємодiї починають вi-
дiгравати значну роль. Феноменологiчне середнє
поле, подiбне до так званого потенцiалу Скiрма,
введене для врахування взаємодiї мiж бозонами.
Воно залежить тiльки вiд густини частинок. В та-
кому випадку термодинамiчно узгодженi спiввiд-
ношення можуть бути використанi для обчислен-
ня густини частинок, густини енергiї та тиску як
функцiй температури. Важливою особливiстю роз-
глянутої системи є те, що на вiдмiну вiд так званої
бозонної матерiї, кiлькiсть бозонiв не зберiгається,
а визначається за допомогою мiнiмiзацiї термоди-
намiчного потенцiалу.

2. Взаємодiючi системи бозонiв
iз нульовим хiмiчним потенцiалом

Розглянемо спочатку взаємодiючу систему бозонiв
без конденсату. Будемо називати цей стан газо-
рiдинною фазою, щоб вiдрiзняти його вiд слабо
взаємодiючого газу пiонiв. Iнструмент, який буде
використано для дослiдження є “Термодинамiчна
модель середнього поля”, (див. [18] раннi роботи
[19, 20]). При такому пiдходi вплив середовища на
частинку реалiзується через середнє поле 𝑈(𝑛),
яке зсуває рiвнi для вiльного дисперсiйного спiв-
вiдношення. Таким чином одночастинкова енергiя
має вигляд

𝐸(𝑘, 𝑛) =
√︀
𝑚2 + 𝑘2 + 𝑈(𝑛), (1)

де 𝑛 – густина частинок. Наявнiсть полiв у систе-
мi, якi вiдповiдають за взаємодiю мiж частинка-
ми, приводить не просто до спотворення вiльного
одночастинкового дисперсiйного вiдношення, як у
(1), але також дає внесок у густину енергiї та ство-
рює надлишковий тиск 𝑃ex(𝑛). Таким чином пов-
ний тиск однорiдної системи взаємодiючих бозонiв
з 𝜇 = 0 у великому канонiчному ансамблi виглядає
так
𝑝(𝑇 ) =

𝑔

3

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑘2

√
𝑚2 + 𝑘2

𝑓(𝑘;𝑇 ) + 𝑃ex(𝑛), (2)

де функцiя розподiлу має вигляд

𝑓(𝑘;𝑇 ) =

{︂
exp

[︂
𝐸(𝑘, 𝑛)

𝑇

]︂
− 1

}︂−1

. (3)

Густина енергiї у газо-рiдиннiй фазi може бути
отримана зi спiввiдношення Ейлера 𝜀+𝑝 = 𝑇𝑠+𝜇𝑛,
де густина ентропiї це похiдна 𝑠 = 𝜕𝑝(𝑇 )/𝜕𝑇 . От-
же, густина енергiї має вигляд

𝜀(𝑇 ) = 𝑔

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3

√︀
𝑚2 + 𝑘2 𝑓(𝑘;𝑇 ) + 𝜀ex(𝑛),

де

𝜀ex(𝑛) ≡ 𝑛𝑈(𝑛)− 𝑃ex(𝑛). (4)

Насправдi величини 𝑈(𝑛, 𝑇 ) i 𝑃ex(𝑛, 𝑇 ) зумовле-
нi деякою взаємодiєю мiж частинками у багаточа-
стинковiй системi, a оскiльки їх джерело одне й те
саме, мiж ними виникає спiввiдношення (див. [18])

𝑛
𝜕𝑈(𝑛, 𝑇 )

𝜕𝑛
=

𝜕𝑃ex(𝑛, 𝑇 )

𝜕𝑛
. (5)

Щоб знайти розв’язок задачi, необхiдно споча-
тку розв’язати самоузгоджене рiвняння для густи-
ни частинок 𝑛 для кожної заданої температури 𝑇

𝑛 =
𝑔

2𝜋2

∞∫︁
0

𝑑𝑘 𝑘2
{︂
exp

[︂
𝐸(𝑘, 𝑛)

𝑇

]︂
− 1

}︂−1

. (6)

У цiй роботi ми розглянемо пiоннi системи з 𝜇 = 0,
тому ненульова густина пiонiв можлива лише при
𝑇 > 0.

3. Початок бозе-конденсацiї

З функцiї розподiлу Бозе-Ейнштейна (3) випливає,
що при iмпульсах |𝑘| = 0 одночастинкова енергiя
повинна задовольняти умовi 𝐸(0, 𝑛) ≥ 0, iнакше
функцiя розподiлу (3) приймає вiд’ємнi значення.
Саме ця умова визначає iнтервал температур, де
вiдбувається бозе-конденсацiя.

Гранична густина теплових частинок, 𝑛lim(𝑇 ),
безпосередньо перед утворенням бозе-конденсату,
тобто при 𝑈(𝑛) = −𝑚, така сама, що й в iдеально-
му газi при 𝜇 = 𝑚

𝑛lim(𝑇 ) =
𝑔

2𝜋2

∞∫︁
0

𝑑𝑘 𝑘2

[︃
exp

(︃√
𝑚2 + 𝑘2 −𝑚

𝑇

)︃
− 1

]︃−1

.

(7)

На рис. 1 (нижня панель) ця залежнiсть зображе-
на як червона пунктирна лiнiя, яка роздiляє нор-
мальну фазу (яка мiстить тiльки тепловi частин-
ки) та фазу, що мiстить частинки у конденсатному
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Рис. 1. Верхня панель: Залежнiсть середнього поля 𝑈(𝑛)

вiд густини частинок для рiзних значень параметра 𝜅 =

= 𝐴/𝐴c. Густини 𝑛1, 𝑛2 та 𝑛0 – точки перетину з лiнiєю
𝑈 = −𝑚𝜋 . Нижня панель: Залежнiсть густини частинок
вiд температури для системи взаємодiючих пiонiв iз 𝜇 = 0.
Температури 𝑇1, 𝑇2 та 𝑇0 вiдповiдають точкам, де густини
𝑛1, 𝑛2 та 𝑛0 перетинають граничну межу 𝑛lim(𝑇 ) (червона
пунктирна крива)

станi. Тож для потенцiалiв середнього поля мен-
ших нiж −𝑚, у рiвноважнiй системi бозонiв утво-
рюється бозе-конденсат.

3.1. Параметризацiя Скiрма
для середнього поля

Формалiзм, розглянутий у попередньому роздiлi,
був застосований для кiлькох цiкавих з фiзичної
точки зору систем, включаючи адрон-резонансний
газ [18] та пiонний газ [21]. Далi даний пiдхiд
буде узагальнено на випадок бозонної системи,
у якiй потенцiйно може вiдбуватись бозе-конден-

сацiя. Щоб проiлюструвати таку можливiсть, ми
розглянемо модель, подiбну до моделi Скiрма [22],
де вважається, що взаємодiя мiж частинками опи-
сується середнiм полем

𝑈(𝑛) = −𝐴𝑛+𝐵𝑛2, (8)

де 𝐴 i 𝐵 – додатнi параметри, якi треба зада-
ти для кожного сорту частинок. Отже, ми роз-
глядаємо загальний випадок i дослiджуємо бозон-
ну систему, яка має як притягуючий, так i вiд-
штовхуючий внесок у середнє поле (8). Додатко-
вий внесок у притягуючу компоненту середнього
поля на високих енергiях або при високих темпе-
ратурах (𝑇 ∝ 150 МеВ) може забезпечуватись iн-
шими адронами, що присутнi в системi.

Надлишковий тиск отримують, використовуючи
умови термодинамiчної узгодженостi (5) з 𝑈(𝑛) з
рiвняння (8),

𝑃ex(𝑛) =

𝑛∫︁
0

𝑑𝑛′ 𝑛′ 𝜕𝑈(𝑛′)

𝜕𝑛′ = −1

2
𝐴𝑛2 +

2

3
𝐵 𝑛3, (9)

де використано, що lim𝑛→0 𝑈(𝑛) = 0.
Для числових розрахункiв маса бозонiв обира-

ється рiвною 𝑚𝜋 = 140 МеВ i коефiцiєнт виро-
дження 𝑔 = 3. Такi частинки це нiщо iнше як
“пiони”. Для коефiцiєнта вiдштовхування 𝐵 > 0
ми використовуємо фiксовану величину, отрима-
ну з оцiнки на основi вiрiального розкладу [23],
𝐵 = 10𝑚𝜋𝑏

2 при 𝑏, що дорiвнює чотирьом об’є-
мам частинки, тобто 𝑏 = 16𝜋𝑟30/3. Далi ми оби-
раємо 𝑏 = 0,45 фм3, що вiдповiдає радiусу пiона
𝑟0 ≈ 0,3 фм. Коефiцiєнт притягання 𝐴 розглядає-
ться як параметр моделi, який ми будемо змiнюва-
ти. Потенцiал 𝑈(𝑛) показано на рис. 1 (верхня па-
нель) для кiлькох значень параметра 𝜅 = 𝐴/𝐴c, що
характеризує iнтенсивнiсть взаємодiї притягання.
Тут 𝐴c = 2

√
𝑚𝐵 – критичне значення 𝐴, при яко-

му потенцiал досягає мiнiмального значення −𝑚.
Нижче ми вибираємо 𝜅 як варiацiйний параметр,
тобто параметризуємо варiацiю коефiцiєнта при-
тягання 𝐴 безрозмiрним параметром 𝜅. Значення
𝜅 ≥ 𝜅c = 1 приводять до перетину рiвня −𝑚 та по-
яви iнтервалу густин, де функцiя 𝐸(0, 𝑛) є вiд’єм-
ною. Кiнцевi точки цього iнтервалу визначаються
з рiвняння

𝑈(𝑛) +𝑚 = 0. (10)
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Використавши потенцiал 𝑈(𝑛) з (8), можна отри-
мати наступнi розв’язки

𝑛1 =

√︂
𝑚

𝐵

(︁
𝜅−

√︀
𝜅2 − 1

)︁
,

𝑛2 =

√︂
𝑚

𝐵

(︁
𝜅+

√︀
𝜅2 − 1

)︁
.

(11)

На iнтервалi 𝑛1 < 𝑛 < 𝑛2 iнтеграл у рiвняннi (6) не
є додатно визначеним, а тому такi густини не ре-
алiзуються в рiвноважнiй системi. При 𝜅 > 𝜅c = 1
змiна густини пiонiв вiд 𝑛 = 𝑛1 до 𝑛 = 𝑛2 можли-
ва лише через їх конденсацiю i перехiд у стан iз
нульовим iмпульсом |𝑘| = 0, так що їх загальна
густина змiнюється стрибком з 𝑛 = 𝑛1 до 𝑛 = 𝑛2.
Як видно з рiвняння (11), критичне значення па-
раметра 𝐴 отримується, коли обидва коренi збiга-
ються, тобто коли 𝜅 = 1 або 𝐴 = 𝐴c = 2

√
𝑚𝐵. Для

параметра 𝐵, визначеного вище, 𝐴c = 2
√
10𝑚𝜋𝑏 ≈

≈ 398 MeВ ·фм3. Коли досягається мiнiмум потен-
цiалу −𝑚𝜋, отримуємо вiдповiдну критичну густи-
ну пiонiв 𝑛0 = 𝐴𝑐/2𝐵 = 1√

10𝑏
≈ 0,7 фм−3.

3.2. Густина енергiї
та тиск у газо-рiдиннiй фазi

Для газо-рiдинної фази 𝜅 ≤ 1. Отже, очiкується,
що 𝑈(𝑛) ≥ −𝑚 для всiх 𝑛. Щоб отримати густину
частинок 𝑛(𝑇 ) потрiбно розв’язати самоузгодже-
не рiвняння (6) для фiксованого значення 𝜅 ≤ 1
i для вiдповiдних температур iз заданого iнтерва-
лу. На нижнiй панелi рис. 1 зображено результа-
ти обчислення густини пiонiв для кiлькох значень
параметра 𝜅 = 0, 0,55, 0,82, 1 (чорнi суцiльнi лi-
нiї). Пунктирна чорна крива вiдповiдає iдеально-
му пiонному газу з 𝜇 = 0.

Знаючи залежнiсть 𝑛(𝑇 ), ми можемо обчислити
тиск та густину енергiї у газо-рiдиннiй фазi з вико-
ристанням рiвнянь (2), (4) виразу для 𝑃ex(𝑛) з (9).

3.3. Самоузгоджений розв’язок
для змiшаної фази

Повернемось до рiвняння (6), яке визначає густи-
ну частинок як функцiю температури. Iтерацiй-
ним методом знайдено розв’язок 𝑛(𝑇 ) для кiлькох
значень 𝜅, якi показано на рис. 1. Також на дано-
му малюнку показана гранична густина 𝑛lim(𝑇 ),
рiвняння (7). У класичному розумiннi конденса-
цiї Бозе-Ейнштейна (див., наприклад, [24]), вище
𝑇c густина частинок складається з двох внескiв:

тепловi частинки та конденсат. Отже, у змiшанiй
фазi самоузгоджене рiвняння (6) узагальнюється
таким чином (див. [22, 24])

𝑛 = 𝑛cond +
𝑔

2𝜋2

∫︁
𝑘 ̸=0

𝑑𝑘 𝑘2
{︂
exp

[︂
𝐸(𝑘, 𝑛)

𝑇

]︂
− 1

}︂−1

,

(12)

де 𝑛 – загальна густина частинок, яка складає-
ться з густини теплових частинок 𝑛th та густини
конденсованих частинок 𝑛cond, якi мають нульовий
iмпульс. Необхiдно зауважити, що у нашiй роботi
𝑇c – це температура початку конденсацiї, тодi як
у пiдручниках це позначення зазвичай використо-
вують для найбiльшої температури, при якiй кон-
денсацiя закiнчується.

Критичне значення 𝜅c = 1 роздiляє два якi-
сно вiдмiнi режими. При 𝜅 < 𝜅c кривi 𝑛(𝑇 ) не-
перервнi, тодi як при 𝜅 > 𝜅c вони складаються
з двох частин з промiжком мiж ними. Цей роз-
рив з’являється саме мiж густинами 𝑛1 i 𝑛2, де
𝑈(𝑛) +𝑚𝜋 < 0, див. рис. 1. Для параметра 𝜅 = 1,1
отриманий розв’язок для густини частинок зобра-
жено на нижнiй панелi рис. 1 суцiльною синьою
кривою, яка складається з декiлькох частин. Ни-
жня гiлка при критичнiй температурi 𝑇 = 𝑇c має
стрибок зi значення 𝑛c = 0,06 фм−3 до значення
𝑛2 = 1,09 фм−3. Це наслiдок фазового переходу,
що приводить до утворення бозе-конденсату в цiй
точцi. Оскiльки густина змiнюється стрибком, це,
безумовно, фазовий перехiд першого роду. Очеви-
дно, що при подальшому пiдвищеннi температу-
ри система пiонiв буде еволюцiонувати вздовж го-
ризонтальної лiнiї 𝑛 = 𝑛2 вiд 𝑇c = 115 МеВ до
𝑇2 = 219 МеВ, як показано на рис. 1 (для 𝜅 = 1,1).
Критична температура 𝑇c визначається з точки
перетину кривих тиску для газо-рiдинної та змi-
шаної фаз. Це графiчно показано на рис. 2 (верх-
ня панель). При 𝑇 > 𝑇c гiлка самоузгодженого
розв’язку для газо-рiдинної фази (синя пунктир-
на лiнiя на рис. 1) стає метастабiльною i має по-
ворот (вiд’ємну похiдну) пiд час наближення до
граничної густини 𝑛lim(𝑇 ) знизу. Зауважимо, що
верхнiй сегмент (пiсля точки позначеної хрестом)
є нестiйким у термодинамiчному сенсi.

Якщо досягнути температури 𝑇c та продовжува-
ти накачувати енергiю в багаточастинкову систе-
му пiонiв, вiдбудеться фазовий перехiд, що приве-
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Рис. 2. Верхня панель: Залежнiсть тиску нормованого на
𝑇 4 вiд температури для системи взаємодiючих пiонiв iз
𝜇 = 0 i параметром притягання 𝜅 = 1.1. Суцiльнi синi лiнiї,
позначеннi як 𝑝lg i 𝑝(2)mix, вiдповiдають тиску у газо-рiдиннiй
та змiшанiй фазах (вздовж 𝑛 = 𝑛2) вiдповiдно, i вiдобража-
ють отримане рiвняння стану. Нижня панель: Залежнiсть
густини енергiї нормованої на 𝑇 4 вiд температури при тих
самих умовах та значеннях параметрiв як на верхнiй па-
нелi. Синя суцiльна крива, яка складається з декiлькох се-
гментiв, позначена як 𝜀lg та 𝜀

(2)
mix з вертикальним вiдрiзком

вздовж 𝑇 = 𝑇c, являє собою рiвняння стану. Густина енер-
гiї в змiшанiй фазi 𝜀(1)mix розрахована при постiйнiй густинi
частинок 𝑛 = 𝑛1 зображена точковою чорною лiнiєю

де до утворення бозе-конденсату навiть у системi з
𝜇 = 0. Як наслiдок, густина пiонiв буде мати стри-
бок вздовж лiнiї 𝑇 = 𝑇c.

Рiвняння (12) є коректним у нашому конкре-
тному випадку, де система еволюцiонує вздовж лi-
нiї постiйної густини 𝑛 = 𝑛2. Дiйсно, для кожної
температури 𝑇 з iнтервалу 𝑇c < 𝑇 ≤ 𝑇2 (див.
рис. 1) густина частинок має величину 𝑛 = 𝑛2 i,

таким чином, значення середнього поля дорiвнює
𝑈(𝑛2) = −𝑚. У зв’язку з цим ми можемо перепи-
сати рiвняння (12) як

𝑛2 = 𝑛cond(𝑇 ) + 𝑛lim(𝑇 ), (13)

де ми використовуємо визначення (7) величини
𝑛lim. З рiвняння (13) можна побачити, що в змiша-
нiй фазi загальна густина частинок 𝑛 = 𝑛2 дiйсно
складається з внеску конденсату 𝑛cond та теплових
частинок 𝑛th, якi досягають максимальної густини
𝑛lim(𝑇 ) при заданому 𝑇 . Отже, рiвняння (12) слiд
розглядати як самоузгоджений опис пiонного кон-
денсату в рамках пiдходу середнього поля.

3.4. Тиск та густина
енергiї у змiшанiй фазi

Як було показано у попередньому роздiлi, у змiша-
нiй фазi при наявностi бозе-конденсату загальна
густина частинок 𝑛 є постiйною та рiвною 𝑛 = 𝑛2,
таким чином тиск можна виразити як

𝑝mix(𝑇 ) =
𝑔

3

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑘2

√
𝑚2 + 𝑘2

×

×

{︃
exp

[︃√
𝑚2 + 𝑘2 + 𝑈(𝑛2)

𝑇

]︃
− 1

}︃−1

+𝑃ex

(︀
𝑛2

)︀
, (14)

де 𝑈(𝑛2) = −𝑚 та 𝑃ex(𝑛) задається рiвнiстю (9).
Слiд пам’ятати, що частинки конденсату з |𝑘| = 0
не дають внеску в кiнетичну частину тиску (пер-
ший доданок), але впливають на тиск взаємодiї че-
рез 𝑃ex (другий доданок). На рисунку 2 (верхня па-
нель) показано кiлька гiлок тиску, якi представля-
ють рiзнi фази. Отримане рiвняння стану зображе-
но як суцiльна синя крива. Критична температура,
𝑇c = 115 МеВ, отримується з точки перетину двох
гiлок тиску: тиску газо-рiдинної фази для 𝜅 = 1,1
i тиску змiшаної фази при 𝑛 = 𝑛2. Це пояснює чо-
му бозе-конденсат з’являється лише при темпера-
турах, вищих 𝑇c, коли додатковий тепловий тиск
компенсує вiд’ємний внесок 𝑃ex. При 𝑇 > 𝑇c гiлка,
що вiдповiдає газо-рiдиннiй фазi 𝑝(ms)

lg , є метаста-
бiльною (пунктирна чорна крива на рис. 2). Хрест
позначає злам. Точкова та пунктирна чорнi лiнiї,
пiдписанi як 𝑝

(1)
mix та 𝑝

(2)
mix на рис. 2, вiдповiдають

метастабiльним станам у змiшанiй фазi для пiон-
них густин 𝑛 = 𝑛1 та 𝑛 = 𝑛2 вiдповiдно.

У змiшанiй фазi густина енергiї складається з кi-
нетичної частини, 𝜀kin(𝑇 ), яка вiдповiдає тепловим
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частинкам в газо-рiдиннiй фазi з густиною 𝑛lg(𝑇 ).
Частинки конденсату з густиною 𝑛cond(𝑇 ) мають
нульовий iмпульс. Вiдповiдно до самоузгодженого
розв’язку рiвняння (12), у змiшанiй фазi сума цих
густин залишається постiйною, 𝑛lg(𝑇 )+𝑛cond(𝑇 ) =
= 𝑛2. Ця постiйна густина 𝑛2 визначає надлишко-
ву густину енергiї 𝜀ex(𝑛2) у змiшанiй фазi. Осо-
бливiсть змiшаної фази полягає i в тому, що ма-
са конденсованих частинок дає ще один вклад у
густину енергiї, 𝑚𝑛cond(𝑇 ). Використавши рiвня-
ння (4) iз 𝑈(𝑛2) = −𝑚 для того, щоб отримати
𝜀ex(𝑛2) = −𝑚𝑛−𝑃ex(𝑛2), та рiвняння (13), щоб ви-
значити 𝑛cond(𝑇 ), можна записати густину енергiї
у змiшанiй фазi як

𝜀
(2)
mix = 𝑔

∫︁
|𝑘|≠0

𝑑3𝑘

(2𝜋)3

(︁√︀
𝑚2 + 𝑘2 −𝑚

)︁
×

×

[︃
exp

(︃√
𝑚2 + 𝑘2 −𝑚

𝑇

)︃
− 1

]︃−1

− 𝑃ex(𝑛2). (15)

На рис. 2 (нижня панель) зображено густину енер-
гiї нормовану на 𝑇 4 при 𝜅 = 1.1 в рiзних фазах:
рiвняння стану взаємодiючих пiонiв у температур-
ному iнтервалi 0 < 𝑇 < 250 МеВ (синя суцiльна
крива, яка включає в себе стрибок в точцi фазово-
го переходу 𝑇c), густина енергiї пiонiв у метаста-
бiльному станi 𝜀(1)mix розрахована при сталiй густинi
𝑛 = 𝑛1 (чорна точкова крива) у змiшанiй фазi, гу-
стина енергiї метастабiльних станiв у газо-рiдиннiй
фазi 𝜀(ms)

lg (синiй пунктир) i густина енергiї iдеаль-
ного газу пiонiв при 𝜇 = 0 (червона пунктирна
крива). Легко побачити, що для 𝜅 = 1,1 модель
прогнозує стрибок густини енергiї вгору прибли-
зно на 30 МеВ/фм3 (прихована теплота) при кри-
тичнiй температурi 𝑇c = 115 МеВ. Це ще один про-
яв фазового переходу першого порядку.

4. Висновки

У данiй роботi представлено термодинамiчно узго-
джений метод опису бозонних систем iз високою
густиною при високих температурах i нульово-
му хiмiчному потенцiалi. Основним кроком тако-
го пiдходу є розв’язок самоузгодженого рiвняння
(6) для пiонної густини при заданiй температурi та
присутньому середньому полi 𝑈(𝑛), заданому ви-
разом (8). Слiд зауважити, що iнтеграл у рiвняннi
(6) є додатно визначеним лише у випадку, якщо

виконується умова 𝑈(𝑛) ≥ −𝑚. Якщо притягую-
ча компонента середнього поля настiльки сильна,
що дана умова порушується, у багаточастинковiй
системi бозонiв утворюється бозе-конденсат. Спи-
раючись на аналiз, проведений в данiй роботi, мо-
жна зробити висновок, що в присутностi конденса-
ту дозволенi стани системи повиннi задовольняти
умовi 𝑈(𝑛)+𝑚 = 0, де 𝑛 – загальна густина части-
нок, включаючи конденсат. Така дуже незвична
поведiнка можлива лише за наявностi сильної при-
тягуючої взаємодiї мiж бозонами. Однак емпiричнi
данi та теоретичнi розрахунки показують, що пiон-
пiонна взаємодiя слабка при енергiях ≤100 МеВ.
Тим не менш, додатковий внесок у середнє по-
ле може забезпечуватись за рахунок притягуючої
взаємодiї пiонiв iз нуклонами у вiдносно холоднiй
ядернiй речовинi, як показано у роботах [1–4], або
за рахунок 𝜌-мезонних та барiон-антибарiонних
пар при високих температурах, як показано у ро-
ботах [25, 26]. Очевидно, що при високих темпера-
турах у адроннiй матерiї буде з’являтись багато
iнших частинок. Вони можуть вносити додатко-
вий вклад у притягання в середньому полi, який
вiдчувають пiони. За рахунок цього можуть з’яви-
тись новi доданки у оптичному потенцiалi пiонiв,
якi будуть пропорцiйними до густини цих додатко-
вих частинок, див. [25]. За таких умов ефектив-
на маса пiонiв зменшиться, а отже зменшиться i
температурний порiг для появи конденсату пiонiв,
як видно з рiвняння (10). Ще одна цiкава можли-
вiсть, дослiджена в [8–13], це бозе-конденсацiя в
чистiй системi пiонiв з iзоспiновим хiмiчним потен-
цiалом, вiдмiнним вiд 0. Ми плануємо розглянути
такi взаємодiючi системи в майбутньому. Наоста-
нок хотiлося б зазначити, що на перший погляд
при високих густинах частинок (𝑛 ≈ 1фм−3) i ви-
соких температурах (𝑇 ≥ 150МеВ) вибiр мезонних
ступенiв свободи може бути невдалим, як розгля-
нуто в данiй роботi. Але температура конденсацiї
𝑇c ≈ 115МеВ лежить у чiтко визначеному адрон-
ному дiапазонi, а отже розпад пiонiв на кварки та
антикварки пiд час нагрiвання системи може йти
безпосередньо з фази конденсованих пiонiв з ви-
сокою густиною. I навпаки, пiд час охолодження
системи м’якi пiони можуть утворювати конден-
сат на стадiї адронiзацiї.

Робота Д.А. i Д.Ж. була пiдтримана Програ-
мою “Структура та динамiка статистичних та
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квантовопольових систем” Вiддiлення фiзики i
астрономiї НАН України. Робота I.М. отрима-
ла фiнансову пiдтримку вiд Мiжнародного цен-
тру “Helmholtz-FAIR”, Нiмеччина. Робота О.С.
пiдтримана в рамках наукової програми “Астро-
номiя i фiзика космосу” (Проект 19БФ023-01) Ки-
ївського нацiонального унiверситету iменi Тараса
Шевченка. Х.Ш. високо цiнує пiдтримку кафедри
лауреатiв премiї Дж.М.Ейзенберга.
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FINITE-TEMPERATURE BOSE–EINSTEIN
CONDENSATION IN INTERACTING BOSON SYSTEM

S u m m a r y

Thermodynamical properties of an interacting boson system

at finite temperatures and zero chemical potential are stud-

ied within the framework of the Skyrme-like mean-field toy

model. It is assumed that the mean field contains both at-

tractive and repulsive terms. Self-consistency relations between

the mean field and thermodynamic functions are derived. It is

shown that, for sufficiently strong attractive interactions, this

system develops a first-order phase transition via the formation

of a Bose condensate. An interesting prediction of the model is

that the condensed phase is characterized by a constant total

density of particles. It is shown that the energy density exhibits

a jump at the critical temperature.
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