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ЕНЕРГЕТИЧНI СПЕКТРИ ЕЛЕКТРОННИХ
ЗБУДЖЕНЬ ТА ЇХНЯ ДИСПЕРСIЯ В ГРАФIТI
I ГРАФЕНI: ВРАХУВАННЯ ЕЛЕКТРОННОГО
СПIНУ ТА СИМЕТРIЇ ДО IНВЕРСIЇ ЧАСУУДК 539

Дослiджено дисперсiйнi залежностi електронних збуджень кристалiчного графiту i
одношарового графену з врахуванням спiну електрона. Визначено кореляцiї енергети-
чних спектрiв електронних збуджень i, вперше, умови сумiсностi двозначних незвiдних
проективних представлень, що характеризують симетрiю спiнорних збуджень в за-
значених вище структурах, та розподiли спiнорних квантових станiв за проективни-
ми класами та незвiдними проективними представленнями для всiх точок високої си-
метрiї у вiдповiдних зонах Брiллюена. За допомогою симетрiйних теоретико-групових
методiв для просторових груп симетрiї кристалiчного графiту i одношарового графе-
ну встановлено iснування спiн-залежних розщеплень енергетичних електронних спе-
ктрiв, зокрема, розщеплень 𝜋-зон в точках Дiрака, величина яких може бути значною,
наприклад, для дихалькогенiдiв перехiдних металiв такої самої просторової групи симе-
трiї, але є невеликою для кристалiчного графiту i одношарового графену, оскiльки вона
зумовлена малою енергiєю спiн-орбiтальної взаємодiї для атомiв вуглецю i, як наслiдок,
для вуглецевих структур.
К люч о в i с л о в а: спiнорнi представлення груп симетрiї, фактор-системи, дисперсiя еле-
ктронних збуджень, проективнi класи та двозначнi незвiднi проективнi представлення
точкових та просторових груп симетрiї.

1. Вступ

В роботi [1] надано симетрiйний теоретико-групо-
вий опис дисперсiї коливальних та електронних
збуджень кристалiчного графiту на основi визна-
чення зумовлених просторовою симетрiєю прое-
ктивних класiв представлень для рiзних точок йо-
го зони Брiллюена. Для точок високої симетрiї зо-
ни Брiллюена кристалiчного графiту побудовано
незвiднi проективнi представлення, за якими пе-
ретворюються хвильовi функцiї його елементар-
них збуджень. В роботi [1] вказано також коре-
ляцiї фононних та електронних збуджень графi-
ту та одношарового графену. Для обох структур
в ролi електронних зон розглянуто лише 𝜋-зони,
тобто електроннi зони 𝜋-орбiталей, що утворю-
ють 𝜋-електрони i 𝜋-дiрки, хвильовi функцiї яких

c○ В.О. ГУБАНОВ, А.П. НАУМЕНКО, М.М. БIЛИЙ,
I.С. ДОЦЕНКО, М.М. САБОВ, М.С. ЯХНЕНКО,
Л.А. БУЛАВIН, 2020

ортогональнi функцiям 𝜎-зон sp2-гiбридизованих
𝜎-орбiталей. При цьому не враховувалась спiн-
орбiтальна взаємодiя для електронних станiв, яка
для 𝜋-зон у вуглецевих структурах дiйсно є незна-
чною [2].

Оскiльки симетрiя кристалiчної ґратки графi-
ту Бернала [3] описується просторовою групою
𝑃63/𝑚𝑚𝑐 (𝐷4

6ℎ), яка є також просторовою групою
симетрiї кристалiчних ґраток гексагонального нi-
триду бору (BN) i гексагональних полiтипiв 2𝐻𝑎

i 2𝐻𝑐 дихалькогенiдiв перехiдних металiв (MoS2,
MoSe2, WS2, WSe2, TeS2, TeSe2), нам здавалось
важливим у данiй роботi визначити якiсний ха-
рактер впливу електронного спiну на структуру
𝜋-зон графiту та iнших сполук, що кристалiзую-
ться в ґратках, просторова симетрiя яких, як i для
кристалiв графiту, описується просторовою гру-
пою симетрiї 𝑃63/𝑚𝑚𝑐 (𝐷4

6ℎ).
Важливим також є бiльш детальний, нiж в робо-

тi [1], розгляд впливу симетрiї до iнверсiї часу для

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2020. Т. 65, № 4 339



В.О. Губанов, А.П. Науменко, М.М. Бiлий та iн.

a б
Рис. 1. Структура стандартної елементарної комiрки кристала графiту 𝛾 −𝐶 (а) i розташування та орiєнтацiя елементiв
точкової групи симетрiї 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ) (б). Кружечками вказанi положення атомiв вуглецю (взято з роботи [1])

елементарних збуджень в ґратках iз просторовою
симетрiєю 𝑃63/𝑚𝑚𝑐 (𝐷4

6ℎ).

2. Структура стандартних елементарних
комiрок графiту i одношарового графену,
зони Брiллюена i базиснi елементи симетрiї

На рис. 1, а зображено стандартну елементарну ко-
мiрку кристалiчної ґратки графiту Бернала, 𝛾−𝐶
[3], яка вiдповiдає стандартному графiку її про-
сторової групи симетрiї 𝑃63/𝑚𝑚𝑐 (𝐷4

6ℎ) [4], а на
рис. 1, б вказано розташування та орiєнтацiю еле-
ментiв симетрiї точкової групи 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ).

На рис. 2 наведено зону Брiллюена кристалiв
𝛾 −𝐶 та її точок симетрiї, якi позначенi лiтерами,
що вiдповiдають позначенням Херрiнга для гекса-
гональних структур [5, 6], а на рис. 3 – елементар-
ну комiрку Вiгнера–Зейтца (а) та зону Брiллюена
(б) одношарового графену 𝐶𝐿,1.

На рис. 3, а суцiльними лiнiями схематично зо-
бражено елементарну комiрку графену 𝐶𝐿,1, йо-
го вектори основних трансляцiй 𝑎1 i 𝑎2 та вка-
зано використану при розрахунках орiєнтацiю її
елементiв симетрiї в тривимiрному просторi, а пун-
ктиром зображено вiдповiдну орiєнтацiю базисних
векторiв оберненої ґратки 𝑏1 i 𝑏2 в довiльному
масштабi та положення вузлiв оберненої ґратки в

Рис. 2. Зона Брiллюена кристалiв графiту 𝛾−𝐶 та її точки
симетрiї (взято з роботи [1])

оберненому просторi. На рис. 3, б, навпаки, суцiль-
ними лiнiями зображено вектори оберненої ґратки,
а пунктирними – вектори прямої ґратки. Елемен-
тарнi комiрки (комiрки Вiгнера–Зейтца) графено-
вого шару в реальному просторi (рис. 3, а) та обер-
неному просторi (рис. 3, б), де така комiрка збiга-
ється з першою зоною Брiллюена, видiленi сiрим
фоном. На рис. 3, б також позначенi точки високої
симетрiї зони Брiллюена графену – точки Γ, 𝐾 i
𝑀 . Еквiвалентнi точки позначенi одним або двома
штрихами.
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a б
Рис. 3. Елементарна комiрка Вiгнера–Зейтца (а) та зона Брiллюена (б) одношарового графену 𝐶𝐿,1 (взято з роботи [1])

Просторова група симетрiї кристалiчної ґратки
графiту 𝑃63/𝑚𝑚𝑐 (𝐷4

6ℎ) є несиморфною i визнача-
ється базисними (головними) елементами, якi мо-
жна вибрати у виглядi:

ℎ1 = (0|𝑒), ℎ2 = (0|𝑐3), ℎ3 = (0|𝑐23), ℎ4 = (0|(𝑢2)1),

ℎ5 = (0|(𝑢2)2), ℎ6 = (0|(𝑢2)3), ℎ7 =
(︁𝑎1

2

⃒⃒⃒
𝑐2

)︁
,

ℎ8 =
(︁𝑎1

2

⃒⃒⃒
𝑐56

)︁
, ℎ9 =

(︁𝑎1

2

⃒⃒⃒
𝑐6

)︁
, ℎ10 =

(︁𝑎1

2

⃒⃒⃒
(𝑢′

2)1

)︁
,

ℎ11 =
(︁𝑎1

2

⃒⃒⃒
(𝑢′

2)2

)︁
, ℎ12 =

(︁𝑎1

2

⃒⃒⃒
(𝑢′

2)3

)︁
, ℎ13 = (0|𝑖),

ℎ14 = (0|𝑖𝑐3), ℎ15 = (0|𝑖𝑐23), ℎ16 = (0|𝑖(𝑢2)1),

ℎ17 = (0|𝑖(𝑢2)2), ℎ18 = (0|𝑖(𝑢2)3), ℎ19 =
(︁𝑎1

2

⃒⃒⃒
𝑖𝑐2

)︁
,

ℎ20 =
(︁𝑎1

2

⃒⃒⃒
𝑖𝑐56

)︁
, ℎ21 =

(︁𝑎1

2

⃒⃒⃒
𝑖𝑐6

)︁
, ℎ22 =

(︁𝑎1

2

⃒⃒⃒
𝑖(𝑢′

2)1

)︁
,

ℎ23 =
(︁𝑎1

2

⃒⃒⃒
𝑖(𝑢′

2)2

)︁
, ℎ24 =

(︁𝑎1

2

⃒⃒⃒
(𝑢′

2)3

)︁
,

де 𝑎1 – основний вектор кристалiчної ґра-
тки, направлений вздовж осi 𝑂𝑍 (𝑂𝑧), в той
час, як двоперiодична просторова група симе-
трiї кристалiчної ґратки одношарового графе-
ну 𝑃6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷𝐺80) [7], графiк якої збiгається

з графiком триперiодичної просторової групи
𝑃6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷1

6ℎ), є симорфною i всi її “поворо-
тнi” елементи – елементи симетрiї точкової групи
6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ) – не мiстять нетривiальних (частко-
вих) трансляцiй.

3. Вплив електронного спiну
та симетрiї до iнверсiї часу на енергетичнi
спектри елементарних збуджень

Розглянемо якiсний характер впливу електронно-
го спiну та симетрiї до iнверсiї часу на енергети-
чнi спектри елементарних збуджень кристалiчного
графiту i їхню дисперсiю для точок вздовж лiнiй
Γ–Δ–𝐴, 𝐾–𝑃–𝐻 i 𝑀–𝑈–𝐿 його зони Брiллюена та
на енергетичнi спектри i дисперсiю електронних
𝜋-зон одношарового графену в точках Γ, 𝐾 i 𝑀 .

3.1. Лiнiя Γ–Δ–𝐴 кристалiчного
графiту i точка Γ одношарового графену

3.1.1. Точки Γ

В точках Γ фактор-групи груп хвильових векто-
рiв за iнварiантними пiдгрупами трансляцiй i для
кристала графiту 𝛾−𝐶, i для одношарового графе-
ну 𝐶𝐿,1 iзоморфнi однiй i тiй самiй точковiй групi
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симетрiї 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ). Ця точкова група є групою
симетрiї еквiвалентних напрямкiв в обох структу-
рах: в кристалах графiту 𝛾 − 𝐶, де вона є гру-
пою кристалiчного класу, i в одношаровому гра-
фенi 𝐶𝐿,1, де вона характеризує симетрiю макро-
молекулярного класу [1].

Хвильовi функцiї коливальних елементарних
збуджень в точках Γ − Γvib (Γlat.vib) – i для
кристалiчного графiту, i для одношарового гра-
фену, перетворюються за однозначними вектор-
ними незвiдними представленнями точкової гру-
пи 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ), якими є незвiднi представлення
проективного класу 𝐾0 цiєї групи. Представлення
цих збуджень визначаються за формулою [8]:

Γvib. = Γeq ⊗ Γvector, (1)

де Γeq – представлення еквiвалентностi атомiв у
точцi Γ (методика визначення характерiв пред-
ставлень еквiвалентностi атомiв i результати їх об-
числень для точок зон Брiллюена високої симетрiї
графiту i одношарового графену наведенi в [1]),
Γvector – представлення полярного вектора r з ком-
понентами 𝑥, 𝑦 i 𝑧.

З електронних збуджень в точках Γ буде-
мо розглядати тiльки збудження електронних 𝜋-
зон, хвильовi функцiї яких ортогональнi хви-
льовим функцiям sp2-гiбридизованих 𝜎-зон (зон
sp2-гiбридизованих 𝜎-електронiв). Для визначен-
ня представлень Γ𝜋 для станiв без врахування спi-
ну (при малiй величинi спiн-орбiтальної взаємодiї)
ми в роботi [1] використовували формулу, в яку
крiм представлення Γeq входить тiльки представ-
лення Γ𝑧:

Γ𝜋 = Γeq ⊗ Γ𝑧, (2)

де Γ𝑧 – представлення, що є незвiдним представле-
нням в групi 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ) для вектора, направ-
леного вздовж осi 𝑧, оскiльки електроннi 𝜋-зони
в графiтi i в графенi формуються невиродженими
електронними орбiталями 𝑝𝑧.

Для визначення електронного представлення 𝜋-
зон з урахуванням спiну електрона, Γ′

𝜋, ми повиннi
використовувати формулу

Γ′
𝜋 = Γeq ⊗ Γ′

𝑧, (3)

в якiй представлення електронної 𝜋-орбiталi з ура-
хуванням спiну (позначимо його Γ′

𝑧) знаходиться

за формулою

Γ′
𝑧 = Γ𝑧 ⊗𝐷+

1/2, (4)

де 𝐷+
1/2 – парне двовимiрне (спiнорне) представле-

ння групи обертань для квантового числа повного
моменту електрона 𝑗 = 1/2, характери для поворо-
ту на кут 𝜙 якого визначаються за формулою [9]:

𝜒𝑗(𝑐𝜙) =
sin[(𝑗 + 1/2)𝜙]

sin(𝜙/2)
. (5)

В табл. 1 для групи 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ) наведенi ха-
рактери незвiдних представлень проективних кла-
сiв 𝐾0, де вони описують симетрiю коливальних
та електронних збуджень в точках Γ кристалiчно-
го графiту 𝛾 − 𝐶 та одношарового графену 𝐶𝐿,1

без врахування спiну i збiгаються iз звичайними
однозначними векторними, та 𝐾1, де вони, як по-
казано у [1], характеризують симетрiю електрон-
них станiв з урахуванням спiну i є двозначними
спiнорними.

В табл. 2 для точок Γ в зонах Брiллюена криста-
лiчного графiту 𝛾−𝐶 i одношарового графену 𝐶𝐿,1

представлено характери представлень еквiвален-
тностi, Γeq, та характери представлень, що хара-
ктеризують симетрiю електронних 𝜋-зон з ураху-
ванням електронного спiну (𝜋′-зон), Γ′

𝜋 = Γeq⊗Γ′
𝑧,

наведено характери представлень Γ𝑧, 𝐷+
1/2 i Γ′

𝑧 =

= Γ𝑧 ⊗𝐷+
1/2, а також вiдповiдних проективних

представлень для iнших точок високої симе-
трiї в зонах Брiллюена цих структур. Розподiли
електронних збуджень кристалiчного графiту та
одношарового графену для точок високої симетрiї
в зонах Брiллюена за незвiдними двозначними спi-
норними проективними представленнями показа-
но в табл. 3. У цiй же таблицi для порiвняння на-
ведено розподiли електронних збуджень за незвi-
дними проективними представленнями для 𝜋-зон
без урахування електронного спiну.

В табл. 3 нами для чiткого видiлення саме дво-
значних спiнорних представлень у рiзних прое-
ктивних класах для рiзних точок зон Брiллюе-
на застосована така система позначень незвiдних
проективних представлень: буквою вказано точку
зони Брiллюена структури, буквою iз штрихом
позначенi двозначнi спiнорнi (вiдповiдно, буквою
без штриха – звичайнi однозначнi векторнi) пред-
ставлення, цифрою в круглих дужках у верхньо-
му iндексi позначено проективний клас, цифрою

342 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2020. Т. 65, № 4



Енергетичнi спектри електронних збуджень та їхня дисперсiя

Таблиця 1. Характери однозначних i двозначних незвiдних проективних
представлень точок Γ структур кристалiчного графiту 𝛾 − 𝐶 та одношарового графену 𝐶𝐿,1

Проек-
тивний
клас

Позначення
незвiдного

проективного
представлення

6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ)

𝑒 𝑐3 𝑐23 3𝑢2 𝑐2 𝑐56 𝑐6 3𝑢′
2 𝑖 𝑖𝑐3 𝑖𝑐23 3𝑖𝑢2 𝑖𝑐2 𝑖𝑐56 𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′

2

𝐾0 Γ+
1 𝐴+

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Γ−
1 𝐴−

1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

Γ+
2 𝐴+

2 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

Γ−
2 𝐴−

2 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1
Γ+
3 𝐴+

3 1 1 1 −1 1 1 1 −1 1 1 1 −1 1 1 1 −1

Γ−
3 𝐴−

3 1 1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1
Γ+
4 𝐴+

4 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1
Γ−
4 𝐴−

4 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1 1 1 1 −1

Γ+
5 𝐸+

1 2 −1 −1 0 2 −1 −1 0 2 −1 −1 0 2 −1 −1 0
Γ−
5 𝐸−

1 2 −1 −1 0 2 −1 −1 0 −2 1 1 0 −2 1 1 0
Γ+
6 𝐸+

2 2 −1 −1 0 −2 1 1 0 2 −1 −1 0 −2 1 1 0
Γ−
6 𝐸−

2 2 −1 −1 0 −2 1 1 0 −2 1 1 0 2 −1 −1 0

𝐾1 Γ+
7 (𝐸′

1)
+ 2 1 −1 0 0

√
3 −

√
3 0 2 1 −1 0 0

√
3 −

√
3 0

Γ−
7 (𝐸′

1)
− 2 1 −1 0 0

√
3 −

√
3 0 −2 −1 1 0 0 −

√
3

√
3 0

Γ+
8 (𝐸′

2)
+ 2 1 −1 0 0 −

√
3

√
3 0 2 1 −1 0 0 −

√
3

√
3 0

Γ−
8 (𝐸′

2)
− 2 1 −1 0 0 −

√
3

√
3 0 −2 −1 1 0 0

√
3 −

√
3 0

Γ+
9 (𝐸′

3)
+ 2 −2 2 0 0 0 0 0 2 −2 2 0 0 0 0 0

Γ−
9 (𝐸′

3)
− 2 −2 2 0 0 0 0 0 −2 2 −2 0 0 0 0 0

у нижньому внутрiшньому iндексi вказано поряд-
ковий номер незвiдного представлення в даному
проективному класi, а значками “+” i “–” у зов-
нiшньому верхньому iндексi позначено парнiсть
представлення. Очевидно, що в наших позначен-
нях ((Γ′)

(1)
1 )+ ≡ Γ+

7 , а ((Γ′)
(1)
2 )− ≡ Γ−

8 , де Γ+
7 , Γ

−
8 –

спiнорнi представлення в загальноприйнятiй си-
стемi позначень, що застосованi нами, зокрема, в
позначеннях двозначних спiнорних представлень
в табл. 1. Додатково цифрою зовнiшнього ни-
жнього iндексу може бути вказано порядковий
номер представлення, якщо таких представлень
декiлька.

3.1.2. Точка 𝐴

Зiрка хвильового вектора точки 𝐴 зони Брiллюена
кристалiчного графiту 𝛾−𝐶 також, як i для точки
Γ, складається з одного вектора 𝑘𝐴 = −(1/2)𝑏1
[1]. Фактор-група групи хвильового вектора за iн-
варiантною пiдгрупою трансляцiй для кристалiв
графiту також, як i для точки Γ, iзоморфна групi
6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ).

Як показано в [1], двозначнi (спiнорнi) незвiднi
проективнi представлення в точцi 𝐴 зони Брiл-
люена кристалiчного графiту 𝛾 − 𝐶 вiдносяться
до проективного класу 𝐾4 спiвпадаючої з гру-
пою кристалiчного класу точкової групи симетрiї
еквiвалентних напрямкiв 𝐹𝑘 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ), оскiль-
ки однозначнi (векторнi) проективнi представле-
ння для точки 𝐴, що визначаються властивостя-
ми просторової групи симетрiї кристала графiту
𝑃63/𝑚𝑚𝑐 (𝐷6ℎ) в точцi 𝐴, вiдносяться до прое-
ктивного класу 𝐾5 [1], перетворення спiнорiв при
операцiях симетрiї груп напрямкiв груп хвильо-
вих векторiв – до проективного класу 𝐾1, а до-
буток проективних класiв 𝐾5 i 𝐾1, який визначає-
ться шляхом попарного перемноження значень ко-
ефiцiєнтiв 𝛼, 𝛽 i 𝛾(𝛼(5)𝛼(1), 𝛽(5)𝛽(1) i 𝛾(5)𝛾(1)) в си-
стемi позначень проективних класiв [1], дорiвнює
𝐾5𝐾1 = 𝐾4.

Фактор-система з урахуванням спiну для то-
чки 𝐴 𝜔2,𝐴(𝑟2, 𝑟1) є добутком фактор-систем
𝜔1,𝐴(𝑟2, 𝑟1), що визначається структурою просто-
рової групи кристала графiту 𝑃63/𝑚𝑚𝑐 (𝐷4

6ℎ) в то-
чцi 𝐴 без урахування спiну, i 𝜔2(𝑟2, 𝑟1), яка опи-
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Таблиця 2. Характери представлень еквiвалентностi, 𝐷eq, представлень, що характеризують
просторову симетрiю 𝜋-орбiталей, 𝐷𝑧, спiнорних представлень 𝐷

+
1/2

, спiнорних представлень

𝐷′
𝑧 = 𝐷𝑧 × 𝐷

+
1/2

, якi характеризують симетрiю 𝜋-орбiталей з урахуванням спiну (спiнових 𝜋-орбiталей),
та характери представлень, що для рiзних точок зон Брiллюена структур кристалiчного графiту 𝛾 − 𝐶

i одношарового графену 𝐶𝐿,1 характеризують симетрiю електронних 𝜋-зон з урахуванням спiну – 𝐷′
𝜋

Точки Γ
Точковi групи 6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ)

Проективнi класи 𝐾1 за винятком представлень Γeq i Γ𝑧

6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ) 𝑒 𝑐3 𝑐23 3𝑢2 𝑐2 𝑐56 𝑐6 3𝑢′
2 𝑖 𝑖𝑐3 𝑖𝑐23 3𝑖𝑢2 𝑖𝑐2 𝑖𝑐56 𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′

2

𝛾 − 𝐶 𝑘 = 0 Γeq 4 4 4 0 0 0 0 4 0 0 0 4 4 4 4 0
Γ𝑧 1 1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1

𝐷+
1/2

2 1 −1 0 0 −
√
3

√
3 0 2 1 −1 0 0 −

√
3

√
3 0

Γ′
𝑧 2 1 −1 0 0 −

√
3

√
3 0 −2 −1 1 0 0

√
3 −

√
3 0

Γ′
𝜋 8 4 −4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4

√
3 −4

√
3 0

𝐶𝐿,1 𝑘 = 0 Γeq 2 2 2 0 0 0 0 2 0 0 0 2 2 2 2 0
Γ′
𝜋 4 2 −2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2

√
3 −2

√
3 0

Точка 𝐴
Точкова група 6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ)

Проективний клас 𝐾4 за винятком представлень 𝐴eq i 𝐴′
𝑧

6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ) 𝑒 𝑐3 𝑐23 3𝑢2 𝑐2 𝑐56 𝑐6 3𝑢′
2 𝑖 𝑖𝑐3 𝑖𝑐23 3𝑖𝑢2 𝑖𝑐2 𝑖𝑐56 𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′

2

𝛾 − 𝐶 𝑘𝐴 =

= −(1/2)𝑏1

𝐴eq 4 4 4 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0
𝐴′

𝑧 2 1 −1 0 0 −
√
3

√
3 0 −2 −1 1 0 0

√
3 −

√
3 0

𝐴′
𝜋 8 4 −4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Точки 𝐾
Точковi групи 6̄𝑚2(𝐷3ℎ)

Проективнi класи 𝐾1 за винятком представлень 𝐾eq, 𝐾𝑧 i 𝐾𝜋

6̄𝑚2(𝐷3ℎ) 𝑒 𝑐3 𝑐23 3𝑢2 𝑖𝑐2 𝑖𝑐56 𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′
2

𝛾 − 𝐶 (𝑘𝐾)1 = −(1/3)(2𝑏2 − 𝑏3) 𝐾eq 4 1 1 0 4 1 1 0
(𝑘𝐾)2 = (1/3)(2𝑏2 − 𝑏3) 𝐾𝑧 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1

𝐾𝜋 4 1 1 0 −4 −1 −1 0
𝐷+

1/2
2 1 −1 0 0 −

√
3

√
3 0

𝐾′
𝑧 2 1 −1 0 0

√
3 −

√
3 0

𝐾′
𝜋 8 1 −1 0 0

√
3 −

√
3 0

𝐶𝐿,1 (𝑘𝐾)1 = −(1/3)(2𝑏1 − 𝑏2) 𝐾eq 2 −1 −1 0 2 −1 −1 0
(𝑘𝐾)2 = (1/3)(2𝑏1 − 𝑏2) 𝐾𝜋 2 −1 −1 0 −2 1 1 0

𝐾′
𝜋 4 −1 1 0 0 −

√
3

√
3 0

Точка 𝐻
Точкова група 6̄𝑚2(𝐷3ℎ)

Проективнi класи 𝐾1 (𝐻eq, 𝐻𝜋 , 𝐷+
1/2

i 𝐻′
𝑧) та 𝐾0(𝐻′

𝑧)

6̄𝑚2(𝐷3ℎ) 𝑒 𝑐3 𝑐23 3𝑢2 𝑖𝑐2 𝑖𝑐56 𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′
2

𝛾 − 𝐶 (𝑘𝐻)1 = −(1/2)𝑏1 − (1/3)(2𝑏2 − 𝑏3) 𝐻eq 4 1 1 0 0
√
3 −

√
3 0

(𝑘𝐻)2 = −(1/2)𝑏1 + (1/3)(2𝑏2 − 𝑏3) 𝐻𝑧 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1
𝐻𝜋 4 1 1 0 0 −

√
3𝑖

√
3𝑖 0

𝐷+
1/2

2 1 −1 0 0 −
√
3

√
3 0

𝐻′
𝑧 2 1 −1 0 0

√
3 −

√
3 0

𝐻′
𝜋 8 1 −1 0 0 3𝑖 3𝑖 0

344 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2020. Т. 65, № 4



Енергетичнi спектри електронних збуджень та їхня дисперсiя

Точка 𝑃
Точкова група 3𝑚(𝐶3𝜐)
Проективний клас 𝐾0

3𝑚(𝐶3𝜐) 𝑒 𝑐3 𝑐23 3𝑖𝑢′
2

𝛾 − 𝐶 (𝑘𝑃 )1 = −𝑘𝑧 − (1/3)(2𝑏2 − 𝑏3) 𝑃eq 4 1 1 0
(𝑘𝑃 )2 = −𝑘𝑧 + (1/3)(2𝑏2 − 𝑏3) 𝑃𝑧 1 1 1 1
(𝑘𝑃 )3 = 𝑘𝑧 − (1/3)(2𝑏2 − 𝑏3) 𝑃𝜋 4 1 1 0
(𝑘𝑃 )4 = 𝑘𝑧 + (1/3)(2𝑏2 − 𝑏3) 𝐷+

1/2
2 1 −1 0

𝑃 ′
𝑧 2 1 −1 0

𝑃 ′
𝜋 8 1 −1 0

Точки 𝑀
Точковi групи 𝑚𝑚𝑚(𝐷2ℎ)

Проективнi класи 𝐾0 (𝑀eq, 𝑀𝑧 i 𝑀𝜋) та 𝐾1 (𝐷+
1/2

, 𝑀 ′
𝑧 i 𝑀 ′

𝜋)

𝑚𝑚𝑚(𝐷2ℎ) 𝑒 (𝑢2)1 𝑐2 (𝑢′
2)1 𝑖 𝑖(𝑢2)1 𝑖𝑐2 𝑖(𝑢′

2)1

𝛾 − 𝐶 (𝑘𝑀 )1 = −(1/2)𝑏3, 𝑀eq 4 0 0 4 0 4 4 0
(𝑘𝑀 )2 = (1/2)𝑏2 𝑀𝑧 1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

(𝑘𝑀 )3 = −(1/2)(𝑏2 − 𝑏3), 𝑀𝜋 4 0 0 –4 0 4 –4 0
𝐷+

1/2
2 0 0 0 2 0 0 0

𝑀 ′
𝑧 2 0 0 0 –2 0 0 0

𝑀 ′
𝜋 8 0 0 0 0 0 0 0

𝐶𝐿,1 (𝑘𝑀 )1 = −(1/2)𝑏2 𝑀eq 2 0 0 2 0 2 2 0
(𝑘𝑀 )2 = (1/2)𝑏1 𝑀𝜋 2 0 0 –2 0 2 –2 0
(𝑘𝑀 )3 = −(1/2)(𝑏1 − 𝑏2) 𝑀 ′

𝜋 4 0 0 0 0 0 0 0

Точка 𝐿
Точкова група 𝑚𝑚𝑚(𝐷2ℎ)

Проективнi класи 𝐾5 (𝐿𝜋) та 𝐾4 (𝐿′
𝜋)

𝑚𝑚𝑚(𝐷2ℎ) 𝑒 (𝑢2)1 𝑐2 (𝑢′
2)1 𝑖 𝑖(𝑢2)1 𝑖𝑐2 𝑖(𝑢′

2)1

𝛾 − 𝐶 (𝑘𝐿)1 = −(1/2)(𝑏1 + 𝑏3) 𝐿eq 4 0 0 0 0 4 0 0
(𝑘𝐿)2 = −(1/2)(𝑏1 − 𝑏2) 𝐿𝑧 1 –1 1 –1 –1 1 –1 1
(𝑘𝐿)3 = −(1/2)(𝑏1 + 𝑏2 − 𝑏3) 𝐿𝜋 4 0 0 0 0 4 0 0

𝐷+
1/2

2 0 0 0 2 0 0 0

𝐿′
𝑧 2 0 0 0 –2 0 0 0

𝐿′
𝜋 8 0 0 0 0 0 0 0

сує перетворення спiнорiв в точцi Γ (в точковiй
групi симетрiї 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ)), тобто 𝜔2,𝐴(𝑟2, 𝑟1) =
𝜔1,𝐴(𝑟2, 𝑟1)𝜔2(𝑟2, 𝑟1). Фактор-системи 𝜔1,𝐴(𝑟2, 𝑟1) i
𝜔2(𝑟2, 𝑟1) наведенi в [1] (табл. 6 i табл. 1, вiдпо-
вiдно), де детально описано їх побудову. Фактор-
систему 𝜔2,𝐴(𝑟2, 𝑟1) наводимо в табл. 4.

Стандартна фактор-система з урахуванням спi-
ну для точки 𝐴𝜔′

2,𝐴(𝑟2, 𝑟1), що належить про-
ективному класу 𝐾4, спiвпадає iз стандартною
фактор-системою цього класу 𝜔′

(4)(𝑟2, 𝑟1) i є до-
бутком стандартних фактор-систем 𝜔′

1,𝐴(𝑟2, 𝑟1) ≡
≡ 𝜔′

(5)(𝑟2, 𝑟1) i 𝜔′
2(𝑟2, 𝑟1), тобто 𝜔′

2,𝐴(𝑟2, 𝑟1) ≡

≡ 𝜔′
(4)(𝑟2, 𝑟1) = 𝜔′

(5)(𝑟2, 𝑟1)𝜔
′
2(𝑟2, 𝑟1). Ця фактор-

система представлена в табл. 5. Коефiцiєнти зве-
дення фактор-системи 𝜔2,𝐴(𝑟2, 𝑟1) до стандартно-
го вигляду 𝜔′

2,𝐴(𝑟2, 𝑟1) ≡ 𝜔′
(4)(𝑟2, 𝑟1) – коефiцiєн-

ти 𝑢2,𝐴(𝑟) визначаються добутками вiдповiдних
коефiцiєнтiв зведення до стандартного вигляду
фактор-систем 𝜔1,𝐴(𝑟2, 𝑟1) i 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) – коефiцiєн-
тiв 𝑢1,𝐴(𝑟) i 𝑢2(𝑟), тобто 𝑢2,𝐴(𝑟) = 𝑢1,𝐴(𝑟)𝑢2(𝑟) [1].
Значення коефiцiєнтiв 𝑢2,𝐴(𝑟) наведенi в нижнiй
частинi табл. 4.

Характери незвiдних проективних представлень
проективного класу 𝐾4, що вiдповiдають стандар-
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Таблиця 3. Розподiли електронних збуджень для електронних 𝜋-зон
у точках високої симетрiї зон Брiллюена за незвiдними проективними представленнями
вiдповiдних проективних класiв для структур кристалiчного графiту 𝛾 − 𝐶

i одношарового графену 𝐶𝐿,1 без урахування спiну електрона (а) i з його урахуванням (б)

Кристал
графiту, 𝛾 − 𝐶

Одношаровий
графен, 𝐶𝐿,1

Точки Γ
Точковi групи 6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ)

a) Проективнi класи 𝐾0

Γ𝜋 = 2(Γ
(0)
2 )+ + 2(Γ

(0)
3 )−(Γ𝜋 = 2Γ+

2 + 2Γ−
3 ) Γ𝜋 = (Γ

(0)
2 )+ + (Γ

(0)
3 )−(Γ𝜋 = Γ+

2 + Γ−
3 )

б) Проективнi класи 𝐾1

Γ′
𝜋 = 2((Γ′)

(1)
1 )+ + 2((Γ′)

(1)
2 )−(Γ′

𝜋 = 2Γ+
7 + 2Γ−

8 ) Γ′
𝜋 = ((Γ′)

(1)
1 )+ + (Γ′)

(1)
2 )−(Γ′

𝜋 = Γ+
7 + Γ−

8 )

Точки 𝐴
Точкова група 6𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ)

a) Проективний клас 𝐾5

𝐴𝜋 = 2𝐴
(5)
1 [(𝐴

(5)
1 )1 + (𝐴

(5)
1 )2]

б) Проективний клас 𝐾4

𝐴′
𝜋 = 2(𝐴′)

(4)
3 [((𝐴′)

(4)
3 )1 + ((𝐴′)

(4)
3 )2]

Точки 𝐾
Точковi групи 6̄𝑚2(𝐷3ℎ)

Проективнi класи 𝐾0

𝐾𝜋 = 𝐾
(0)
2 +𝐾

(0)
4 +𝐾

(0)
6 𝐾𝜋 = 𝐾

(0)
6

Проективнi класи 𝐾1

𝐾′
𝜋 = 2(𝐾′)

(1)
1 + (𝐾′)

(1)
2 + (𝐾′)

(1)
3 𝐾′

𝜋 = (𝐾′)
(1)
2 + (𝐾′)

(1)
3

Точки 𝐻
Точкова група 6̄𝑚2(𝐷3ℎ)

a) Проективний клас 𝐾1

𝐻𝜋 = 𝐻
(1)
1 +𝐻

(1)
3

б) Проективний клас 𝐾0

𝐻′
𝜋 = ((𝐻′)

(0)
1 + (𝐻′)

(0)
3 ) + (𝐻′)

(0)
5 + 2(𝐻′)

(0)
6

Точки 𝑃
Точкова група 3𝑚(𝐶3𝜐)

a) Проективний клас 𝐾0

𝑃𝜋 = 𝑃
(0)
1 + 𝑃

(0)
2 + 𝑃

(0)
3

б) Проективний клас 𝐾0

𝑃 ′
𝜋 = ((𝑃 ′)

(0)
1 + (𝑃 ′)

(0)
2 ) + 3(𝑃 ′)

(0)
3

Точки 𝑀
Точковi групи 𝑚𝑚𝑚(𝐷2ℎ)
a) Проективнi класи 𝐾0

𝑀𝜋 = 2(𝑀
(0)
2 )+ + 2(𝑀

(0)
3 )− 𝑀𝜋 = (𝑀

(0)
2 )+ + (𝑀

(0)
3 )−

б) Проективнi класи 𝐾1

𝑀 ′
𝜋 = 2((𝑀 ′)(1))+ + 2((𝑀 ′)(1))− 𝑀 ′

𝜋 = ((𝑀 ′)(1))+ + ((𝑀 ′)(1))−

Точка 𝐿
Точкова група 𝑚𝑚𝑚(𝐷2ℎ)

а) Проективний клас 𝐾5

𝐿𝜋 = 2𝐿
(5)
1

б) Проективний клас 𝐾4

𝐿′
𝜋 = 2((𝐿′)

(4)
1 ) + (𝐿′)

(4)
2 )
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Таблиця 6. Характери незвiдних проективних представлень
проективного класу 𝐾4, що вiдповiдають стандартнiй фактор-системi цього класу 𝜔′

(4)
(𝑟2, 𝑟1)

Проек-
тивний
клас

Позначення
незвiдного

проективного
представлення

6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ)

𝑒 𝑐1 𝑐23 3𝑢2 𝑐2 𝑐56 𝑐6 3𝑢′
2 𝑖 𝑖𝑐3 𝑖𝑐23 3𝑖𝑢2 𝑖𝑐2 𝑖𝑐56 𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′

2

𝐾4 𝑃
(4)
1 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝑃
(4)
2 2 2 2 –2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝑄(4) 4 −2 −2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝑢2,𝐴(𝑟) 1 –1 1 𝑖 𝑖 −𝑖 −𝑖 –1 1 –1 1 𝑖 −𝑖 𝑖 𝑖 1

Таблиця 7. Характери двоозначних (спiнорних) незвiдних
проективних представлень точки 𝐴 зони Брiллюена кристалiчного графiту 𝛾 − 𝐶

Проек-
тивний
клас

Позначення
незвiдного

проективного
представлення

6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ)

𝑒 𝑐3 𝑐23 3𝑢2 𝑐2 𝑐56 𝑐6 3𝑢′
2 𝑖 𝑖𝑐3 𝑖𝑐23 3𝑖𝑢2 𝑖𝑐2 𝑖𝑐56 𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′

2

𝐾4 (𝐴′)
(4)
1 2 −2 2 2𝑖 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

((𝐴′)
(4)
1 + (𝐴′)

(4)
2 )<

(𝐴′)
(4)
2 2 −2 2 −2𝑖 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

(𝐴′)
(4)
3 4 2 −2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

тнiй фактор-системi цього класу 𝜔′
(4)(𝑟2, 𝑟1), наве-

денi в табл. 6, а двозначних (спiнорних) незвiдних
проективних представлень точки 𝐴 – в табл. 7. В
нижнiй частинi табл. 6 приведенi значення коефi-
цiєнтiв 𝑢2,𝐴(𝑟) i, як i повинно бути, виконуються
рiвностi

(𝐴′)
(4)
𝑖 = 𝑢2,𝐴(𝑟)𝑃

(4)
𝑖 . (6)

Характери проективного представлення еквiва-
лентностi в точцi 𝐴 – представлення 𝐴eq, двозна-
чних представлень 𝐴′

𝑧 ≡ Γ′
𝑧 i 𝐴′

𝜋 наведенi в табл. 2,
а розподiли електронних збуджень в точцi 𝐴 зони
Брiллюена кристалiчного графiту 𝛾−𝐶 для 𝜋-зон
без урахування i з урахуванням спiну електрона
представленi в табл. 3.

Цiкавим є те, що електроннi збудження 𝜋-зон
в точцi 𝐴 зони Брiллюена кристалiчного графiту
𝛾−𝐶 з урахуванням спiну чотирикратно виродже-
нi, оскiльки їх стани перетворюються за чотири-
вимiрними незвiдними проективними представле-
ннями проективного класу 𝐾4.

За вiдсутностi зовнiшнiх магнiтних полiв на хви-
льовi функцiї станiв i, вiдповiдно, на представлен-

ня накладаються додатковi умови, пов’язанi з iн-
варiантнiстю до iнверсiї часу. При виконаннi цих
умов для деяких станiв може виникати додаткове
виродження.

Врахування iнварiантностi станiв до iнверсiї ча-
су для точок Γ i 𝐴 зон Брiллюена кристалiчно-
го графiту i точки Γ для одношарового графену
проведемо за допомогою критерiю Херрiнга [5, 6,
9], процедура розрахунку якого детально описана
у [10, 9]. Пiдрахунок суми при розрахунку цього
критерiю ведеться за елементами 𝑔′ = (𝛼 |𝑟′ ) гру-
пи хвильового вектора 𝐺𝑘, що вiдповiдають умовi
𝑔′𝑘 = −𝑘 (𝑟′𝑘 = −𝑘).

Для точок Γ i 𝐴 кристалiчного графiту 𝛾 − 𝐶
i точки Γ для одношарового графену 𝐶𝐿,1 зiр-
ки хвильових векторiв мають по одному проме-
ню. В цих точках хвильовi вектори −𝑘 i 𝑘 еквi-
валентнi (−𝑘 ≡ 𝑘) i умовi 𝑔′𝑘 = −𝑘 для криста-
лiчного графiту 𝛾 − 𝐶 задовольняють елементи:
𝑔′1 = (0 |𝑒 ), 𝑔′2 = (0 |𝑐3 ), 𝑔′3 = (0

⃒⃒
𝑐23 ), 𝑔′4 = (0 |(𝑢2)1 ),

𝑔′5 = (0 |(𝑢2)2 ), 𝑔′6 = (0 |(𝑢2)3 ), 𝑔′7 = (𝑎1

2 |𝑐2 ),
𝑔′8 = (𝑎1

2

⃒⃒
𝑐56 ), 𝑔′9 = (𝑎1

2 |𝑐6 ), 𝑔′10 = (𝑎1

2 |(𝑢′
2 )1),

𝑔′11 = (𝑎1

2 |(𝑢′
2 )2), 𝑔′12 = (𝑎1

2 |(𝑢′
2 )3), 𝑔′13 = (0 |𝑖 ),

𝑔′14 = (0 |𝑖 𝑐3), 𝑔′15 = (0 |𝑖 𝑐23), 𝑔′16 = (0 |𝑖(𝑢2)1 ),

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2020. Т. 65, № 4 349



В.О. Губанов, А.П. Науменко, М.М. Бiлий та iн.

𝑔′17 = (0 |𝑖(𝑢2)2 ), 𝑔′18 = (0 |𝑖(𝑢2)3 ), 𝑔′19 = (𝑎1

2 |𝑖𝑐2 ),
𝑔′20 = (𝑎1

2

⃒⃒
𝑖𝑐56 ), 𝑔′21 = (𝑎1

2 |𝑖𝑐6 ), 𝑔′22 = (𝑎1

2 |𝑖(𝑢′
2 )1),

𝑔′23 = (𝑎1

2 |𝑖(𝑢′
2 )2), i 𝑔′24 = (𝑎1

2 |𝑖(𝑢′
2 )3), а для одно-

шарового графену 𝐶𝐿,1 – цi самi значення, в яких
нетривiальна трансляцiя 𝑎1

2 = 0, оскiльки просто-
рова група одношарового графену є симорфною
i, на вiдмiну вiд просторової групи кристалiчного
графiту, не мiстить нетривiальних трансляцiй.

Легко обчислити квадрати цих елементiв (𝑔′)2 =
= (𝑟𝛼 + 𝛼

⃒⃒
𝑟2 ): для точок Γ i 𝐴 кристалiчно-

го графiту – (𝑔′1)
2 = (0 |𝑒 ), (𝑔′2)

2 = (0
⃒⃒
𝑐23 ),

(𝑔′3)
2 = (0 |𝑞𝑐3 ), (𝑔′4)

2 = (0 |𝑞 ), (𝑔′5)
2 = (0 |𝑞 ),

(𝑔′6)
2 = (0 |𝑞 ), (𝑔′7)

2 = (𝑎1 |𝑞 ), (𝑔′8)
2 = (𝑎1

⃒⃒
𝑞𝑐23 ),

(𝑔′9)
2 = (𝑎1 |𝑐3 ), (𝑔′10)

2 = (0 |𝑞 ), (𝑔′11)
2 = (0 |𝑞 ),

(𝑔′12)
2 = (0 |𝑞 ), (𝑔′13)

2 = (0 |𝑒 ), (𝑔′14)
2 = (0

⃒⃒
𝑐23 ),

(𝑔′15)
2 = (0 |𝑞𝑐3 ), (𝑔′16)

2 = (0 |𝑞 ), (𝑔′17)
2 = (0 |𝑞 ),

(𝑔′18)
2 = (0 |𝑞 ), (𝑔′19)

2 = (0 |𝑞 ), (𝑔′20)
2 = (0

⃒⃒
𝑞𝑐23 ),

(𝑔′21)
2 = (0 |𝑐3 ), (𝑔′22)

2 = (𝑎1 |𝑞 ), (𝑔′23)
2 = (𝑎1 |𝑞 )

i (𝑔′24)
2 = (𝑎1 |𝑞 ), де 𝑞 – поворот навколо вiдпо-

вiдної осi на кут 2𝜋, а для точки Γ одношарового
графену 𝐶𝐿,1 – цi самi значення, для яких вектор
тривiальної трансляцiї 𝑎1 = 0.

Iз значень критерiю Херрiнга, етапи i результа-
ти розрахункiв якого наведенi в табл. 18 (Дода-
ток), неважко бачити, що всi як однозначнi, так i
двозначнi проективнi представлення в точках Γ i 𝐴
для кристалiчного графiту i точки Γ для одноша-
рового графену, за винятком представлень (𝐴′)

(4)
1

i (𝐴′)
(4)
2 для кристалiчного графiту вiдносяться до

випадку 𝑎1 [9], коли додаткове виродження станiв
при врахуваннi їх iнварiантностi до iнверсiї часу
вiдсутнє. В той же час проективнi представлення
в точцi 𝐴 для кристалiчного графiту – представ-
лення (𝐴′)

(4)
1 i (𝐴′)

(4)
2 вiдносяться до випадку 𝑏1

[9] i, як представлення з комплексно спряженими
характерами, об’єднуються, збiльшуючи кратнiсть
виродження електронних станiв до чотирьох. Са-
ме це об’єднання комплексно спряжених представ-
лень i вказане в табл. 7.

3.1.3. Точка Δ

Групою еквiвалентних напрямкiв групи хвильово-
го вектора в точцi Δ для кристалiчного графi-
ту 𝛾 − 𝐶 є група 6𝑚𝑚(𝐶6𝑣). Зiрка хвильового ве-
ктора в цiй точцi мiстить два променi. Незвiднi
однозначнi i двозначнi проективнi представлення
для точки Δ приведенi в [1]. Умовi 𝑔′𝑘 = −𝑘 в
цiй точцi задовольняють елементи: 𝑔′4 = (0 |(𝑢2)1 ),

𝑔′5 = (0 |(𝑢2)2 ), 𝑔′6 = (0 |(𝑢2)3 ), 𝑔′10 = (𝑎1

2 |(𝑢′
2 )1),

𝑔′11 = (𝑎1

2 |(𝑢′
2 )2), 𝑔′12 = (𝑎1

2 |(𝑢′
2 )3), 𝑔′13 = (0 |𝑖 ),

𝑔′14 = (0 |𝑖𝑐3 ), 𝑔′15 = (0
⃒⃒
𝑖𝑐23 ), 𝑔′19 = (𝑎1

2 |𝑖𝑐2 ), 𝑔′20 =

= (𝑎1

2

⃒⃒
𝑖𝑐56 ) i 𝑔′21 = (𝑎1

2 |𝑖𝑐6 ), а квадрати цих еле-
ментiв, як легко розрахувати, дорiвнюють: (𝑔′4)2 =
= (0 |𝑞 ), (𝑔′5)2 = (0 |𝑞 ), (𝑔′6)2 = (0 |𝑞 ), (𝑔′10)2 = (0 |𝑞 ),
(𝑔′11)

2 = (0 |𝑞 ), (𝑔′12)
2 = (0 |𝑞 ), (𝑔′13)

2 = (0 |𝑒 ),
(𝑔′14)

2 = (0
⃒⃒
𝑐23 ), (𝑔′15)

2 = (0 |𝑞𝑐3 ), (𝑔′19)
2 = (0 |𝑞 ),

(𝑔′20)
2 = (0

⃒⃒
𝑞𝑐23 ) i (𝑔′21)2 = (0 |𝑐3 ).

Неважко бачити, обчисливши критерiї Херрiн-
га, що всi, як однозначнi, так i двозначнi незвiднi
проективнi представлення в цiй точцi вiдносяться
до випадку 𝑎2 [9] (iндекс 2 означає, що 𝑘 нееквiва-
лентно −𝑘, але просторова група мiстить елемент
𝑅, який переводить 𝑘 в −𝑘), коли додаткове ви-
родження станiв при врахуваннi їх iнварiантностi
до iнверсiї часу вiдсутнє. Умови сумiсностi незвi-
дних проективних представлень вздовж напрямку
Γ–Δ–𝐴, який є напрямком найвищої симетрiї в зонi
Брiллюена кристалiчної структури з просторовою
групою симетрiї 𝑃63/𝑚𝑚𝑐(𝐷4

6ℎ), нами наведено на
рис. 5 в [1].

3.2. Лiнiя 𝐾–𝑃–𝐻 кристалiчного
графiту i точка 𝐾 одношарового графену

3.2.1. Перепозначення

Перш за все зробимо важливе уточнення.
Значення матриць незвiдних представлень груп

хвильового вектора 𝐷𝑘(ℎ) i їх характерiв 𝜒𝐷𝑘(ℎ)

мiстять не врахований нами в побудовi характерiв
незвiдних представлень в роботi [1] фазовий мно-
жник 𝑒−𝑖𝑘(𝛼+𝑎) (формули (6) i (7) роботи [1]), де
𝑘 – хвильовий вектор, 𝛼 – вектор нетривiальної
трансляцiї i 𝑎 – вектор тривiальної трансляцiї для
елемента просторової групи симетрiї 𝑔 = (𝛼+𝑎 |𝑟).
Для головних елементiв просторової групи можна
вибрати 𝑎 = 0 i тодi цей фазовий множник наби-
рає вигляду 𝑒−𝑖𝑘𝛼, де вектор нетривiальної транс-
ляцiї 𝛼 вiдповiдає “поворотному” елементу 𝑟, тоб-
то головному елементу просторової групи симетрiї
ℎ = (𝛼 |𝑟 ). Врахування фазового множника 𝑒−𝑖𝑘𝛼

для елементiв 𝑟 є необхiдним для побудови ко-
ректного незвiдного проективного представлення
групи хвильового вектора у випадках, коли ска-
лярний добуток (𝑘,𝛼) ̸= 0. Зауважимо, що для
розглянутої вище точки 𝐴 для характерiв пред-
ставлень “поворотних” елементiв 𝑟, що не дорiв-
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нювали нулю, вектор нетривiальної трансляцiї 𝛼
завжди дорiвнював нулю.

Оскiльки фазовий множник 𝑒−𝑖𝑘𝛼(𝑟) є власти-
вiстю просторової симетрiї перiодичної структу-
ри, його можна ввести в означення представлен-
ня еквiвалентностi атомiв, замiнивши формулу [15]
роботи [1] на формулу

𝜒eq(𝑅𝛼) = 𝑒−𝑖𝑘𝛼(𝑅𝛼)
∑︁
𝑗

𝛿𝑅𝛼𝑟𝑗 ,𝑟𝑗
𝑒𝑖𝐾𝑚𝑟𝑗 , (7)

а застосоване ранiше значення 𝜒eq(𝑅𝛼) без фазо-
вого множника вважати як (𝜒eq)0(𝑅𝛼), тобто но-
ве значення 𝐷eq буде мiстити фазовий множник
𝑒−𝑖𝑘𝛼(𝑅𝛼), а значення 𝐷eq для рiзних точок зони
Брiллюена в роботi [1], як таке, що не мiстить фа-
зовий множник, позначити, як (𝐷eq)0.

В точках 𝐾 i 𝐻 для кристалiчного графiту 𝛾−𝐶
i в точцi 𝐾 одношарового графену 𝐶𝐿,1 фактор-
групи груп хвильових векторiв за iнварiантними
пiдгрупами трансляцiй iзоморфнi однiй i тiй самiй
точковiй групi симетрiї 6̄𝑚2(𝐷3ℎ).

Зiрки груп хвильового вектора в точках 𝐾 i
для кристалiчного графiту 𝛾 − 𝐶 i для одноша-
рового графену 𝐶𝐿,1 мiстять по два вектори: для
кристалiчного графiту (𝑘𝐾)1 = −(1/3)(2𝑏2 − 𝑏3)
i (𝑘𝐾)2 = (1/3)(2𝑏2 − 𝑏3), а для одношарово-
го графену (𝑘𝐾)1 = −(1/3)(2𝑏1 − 𝑏2) i (𝑘𝐾)2 =
= (1/3)(2𝑏1 − 𝑏2). Для кристалiчного графiту ве-
ктор нетривiальної трансляцiї 𝛼 = 𝑎1/2 перпен-
дикулярний до хвильових векторiв (𝑘𝐾)1 i (𝑘𝐾)2 i
тому значення фазового множника 𝑒−𝑖𝑘𝐾𝛼 в усiх
випадках дорiвнює одиницi, як i для одношарово-
го графену, де вектор нетривiальної трансляцiї до-
рiвнює нулю. Це означає, що для обох структур
фактор-системи 𝜔1,𝐾(𝑟2, 𝑟1) складаються тiльки iз
значень “+1”, тобто вони є повнiстю одинични-
ми фактор-системами, якi спiвпадають iз стан-
дартними фактор-системами проективного класу
𝐾0, а фактор-системи для проективних представ-
лень в точках 𝐾 з урахуванням спiну 𝜔2,𝐾(𝑟2, 𝑟1),
оскiльки 𝜔2,𝐾(𝑟2, 𝑟1) = 𝜔1,𝐾(𝑟2, 𝑟1)𝜔2(𝑟2, 𝑟1) =
= 𝜔′

(0)(𝑟2, 𝑟1)𝜔2(𝑟2, 𝑟1) = 𝜔2(𝑟2, 𝑟1), спiвпадають з
фактор-системою 𝜔2(𝑟2, 𝑟1), що належить прое-
ктивному класу 𝐾1.

Характери незвiдних проективних представлень
проективних класiв 𝐾0 (де вони спiвпадають iз
звичайними або векторними представленнями) i
𝐾1 групи 6̄𝑚2(𝐷3ℎ), якi вiдповiдають стандартним
фактор-системам 𝜔′

(0)(𝑟2, 𝑟1) (одиничнiй фактор-

системi, яка мiстить тiльки коефiцiєнти iз значе-
ннями “+1”) i 𝜔′

(1)(𝑟2, 𝑟1), вiдповiдно, наведенi в
табл. 8. Характери двовимiрних незвiдних прое-
ктивних представлень, що вiдповiдають стандар-
тнiй фактор-системi 𝜔′

(1)(𝑟2, 𝑟1) в табл. 8, позначе-
нi символом 𝑃 . В нижнiй частинi табл. 8 приведенi
значення коефiцiєнтiв 𝑢2,𝐾(𝑟) ≡ 𝑢2(𝑟).

В табл. 9 представленi характери спiвпадаючих
для структур кристалiчного графiту i одношарово-
го графену двозначних (спiнорних) незвiдних про-
ективних представлень точок 𝐾 зон Брiллюена
цих структур.

Слiд вiдмiтити, що для двозначних (спiнорних)
незвiдних проективних представлень точок 𝐾 зон
Брiллюена кристалiчного графiту i графену вико-
нуються рiвностi

(𝐾 ′)
(1)
𝑖 = 𝑢2(𝑟)𝑃

(1)
𝑖 . (8)

Крiм рiвностей (8), для рiзних точок зон Брiллю-
ена, наприклад, для точок 𝐾, можна визначити
також, як розкладаються характери представлень
прямих добуткiв 𝐾𝑖 ⊗ 𝐷+

1/2, де 𝐾𝑖 – характер 𝑖-
го проективного незвiдного представлення без ура-
хування спiну електрона, за двозначними (спiнор-
ними) проективними незвiдними представленнями

Таблиця 8. Характери незвiдних проективних
представлень проективних класiв 𝐾0 i 𝐾1 групи
6̄𝑚2(𝐷3ℎ), якi вiдповiдають стандартним
фактор-системам 𝜔′

(0)
(𝑟2, 𝑟1) (одинична

фактор-система для звичайних векторних
представлень) i 𝜔′

(1)
(𝑟2, 𝑟1), вiдповiдно

Проек-
тивний
клас

Позначення
незвiдного

проективного
представлення

6̄𝑚2(𝐷3ℎ)

𝑒 𝑐3 𝑐23 3𝑢2 𝑖𝑐2 𝑖𝑐56 𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′
2

𝐾0 𝐾
(0)
1 𝐾1 1 1 1 1 1 1 1 1

𝐾
(0)
2 𝐾2 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

𝐾
(0)
3 𝐾3 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1

𝐾
(0)
4 𝐾4 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1

𝐾
(0)
5 𝐾5 2 –1 –1 0 2 −1 −1 0

𝐾
(0)
6 𝐾6 2 –1 –1 0 −2 1 1 0

𝐾1 𝑃
(1)
1 2 –1 –1 0 0

√
3𝑖 −

√
3𝑖 0

𝑃
(1)
2 2 –1 –1 0 0 −

√
3𝑖

√
3𝑖 0

𝑃
(1)
2 2 2 2 0 0 0 0 0

𝑢2,𝐾(𝑟) ≡ 𝑢2(𝑟) 1 –1 1 𝑖 𝑖 −𝑖 −𝑖 –1
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з урахуванням спiну, тобто, яким орбiталям без
урахування спiну при його врахуваннi вiдповiда-
тимуть якi орбiталi, або яка сума орбiталей, з ура-
хуванням спiну.

Знаючи розподiли представлення електронних
𝜋-зон в точках 𝐾 кристалiчного графiту i одно-
шарового графену без урахування спiну електро-
на (табл. 12 в роботi [1]), визначимо цю вiдповiд-
нiсть. Так, для добуткiв 𝐾

(0)
2 ⊗𝐷+

1/2, 𝐾
(0)
4 ⊗𝐷+

1/2 i
𝐾

(0)
6 ⊗𝐷+

1/2, характери яких представленi в нижнiй
частинi табл. 9, легко встановити умови сумiсностi
незвiдних проективних представлень, що виника-
ють при врахуваннi спiну електрона для орбiталей
𝐾𝑖 без його врахування, а саме: орбiталi 𝐾(0)

2 при
врахуваннi спiну електрона вiдповiдає орбiталь з
його врахуванням (𝐾 ′)

(1)
1 , орбiталi 𝐾

(0)
4 – також

орбiталь (𝐾 ′)
(1)
1 , а орбiталi 𝐾(0)

6 – сума орбiталей
(𝐾 ′)

(1)
2 + (𝐾 ′)

(1)
3 , тобто при врахуваннi спiну еле-

ктрона двократно вироджена орбiталь 𝐾
(0)
6 без йо-

го врахування розщеплюється на двi двократно ви-
родженi спiновi орбiталi (𝐾 ′)

(1)
2 i (𝐾 ′)

(1)
3 .

Характери проективних представлень для точок
𝐾: представлень еквiвалентностi 𝐾eq, представ-
лень просторової симетрiї 𝜋-орбiталей 𝐾𝑧, пред-
ставлень симетрiї електроних 𝜋-зон без врахува-
ння спiну електрона 𝐾𝜋, двозначних представлень
𝐷+

1/2, 𝐾
′
𝑧 i представлень симетрiї електронних 𝜋′-

Таблиця 9. Характери двозначних
(спiнорних) незвiдних проективних представлень
групи 6̄𝑚2(𝐷3ℎ) (проективний клас 𝐾1),
спiнорного представлення 𝐷

+
1/2

(𝑟) i добуткiв

проективних представлень 𝐾
(0)
2 ⊗ 𝐷

+
1/2

,

𝐾
(0)
4 ⊗ 𝐷

+
1/2

i 𝐾
(0)
6 ⊗ 𝐷

+
1/2

Проек-
тивний
клас

Позначення
незвiдного

проективного
представлення

6̄𝑚2(𝐷3ℎ)

𝑒 𝑐3 𝑐23 3𝑢2 𝑖𝑐2 𝑖𝑐56 𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′
2

𝐾1 (𝐾′)
(1)
1 2 1 –1 0 0

√
3 −

√
3 0

(𝐾′)
(1)
2 2 1 –1 0 0 −

√
3

√
3 0

(𝐾′)
(1)
3 2 –2 2 0 0 0 0 0

𝐷+
1/2

(𝑟) 2 1 –1 0 0 −
√
3

√
3 0

𝐾1 𝐾
(0)
2 ⊗𝐷+

1/2
2 1 –1 0 0

√
3 −

√
3 0

𝐾
(0)
4 ⊗𝐷+

1/2
2 1 –1 0 0

√
3 −

√
3 0

𝐾
(0)
6 ⊗𝐷+

1/2
4 –1 1 0 0 −

√
3

√
3 0

зон з врахуванням спiну електрона 𝐾 ′
𝜋 наведенi

в табл. 2, а розподiли електронних збуджень в то-
чках 𝐾 зон Брiллюена кристалiчного графiту 𝛾−𝐶
i одношарового графену 𝐶𝐿,1 для 𝜋-зон без ура-
хування i з урахуванням спiну електрона за дво-
значними (спiнорними) незвiдними проективними
представленнями точок 𝐾 наданi в табл. 3.

Важливим наслiдком урахування спiну електро-
на для електронних збуджень в точках 𝐾 є перед-
бачене теоретико-груповим аналiзом розщеплення
в результатi врахування спiн-орбiтальної взаємо-
дiї двократно вироджених безспiнових орбiталей
𝐾

(0)
6 як в структурi кристалiчного графiту, так i

в структурi одношарового графену. Але це роз-
щеплення для вуглецевих структур є надзвичай-
но малим (∼1,0–1,5 меВ [2]) i на кривих дисперсiї,
де енергiї станiв вимiрюються одинцями та деся-
тками електрон-вольт, не буде помiтним. З точки
зору теоретико-групового опису це розщеплення
безспiнових орбiталей 𝐾

(0)
6 при врахуваннi спiну

на спiновi орбiталi (𝐾 ′)
(1)
2 i (𝐾 ′)

(1)
3 є принциповим

i для невуглецевих структур з просторовою гру-
пою симетрiї 𝑃63/𝑚𝑚𝑐(𝐷4

6ℎ), наприклад, для ди-
халькогенидiв перехiдних металiв воно може бути
значним.

3.2.2. Точка 𝐻

Як вже згадувалось вище, фактор-група хвильово-
го вектора за нескiнченною iнварiантною пiдгру-
пою трансляцiй в точцi 𝐻 зони Брiллюена криста-
лiчного графiту 𝛾 − 𝐶 iзоморфна точковiй групi
6̄𝑚2(𝐷3ℎ). Зiрка групи хвильового вектора мiстить
два вектори: (𝑘𝐻)1 = −(1/2)𝑏1 − (1/3)(2𝑏2 − 𝑏3) i
(𝑘𝐻)2 = −(1/2)𝑏1 + (1/3)(2𝑏2 − 𝑏3).

В [1] показано, що як фактор-система просто-
рової групи симетрiї кристалiчного графiту в то-
чцi 𝐻 його зони Брiллюена 𝜔1,𝐻(𝑟2, 𝑟1) з коефiцi-
єнтами зведення до стандартного вигляду 𝑢1,𝐻(𝑟),
так i фактор-система перетворень спiнової змiнної
𝜔2(𝑟2, 𝑟1) з коефiцiєнтами зведення до стандартно-
го вигляду 𝑢2(𝑟), належать одному й тому про-
ективному класу 𝐾1. Це означає, що двозначнi
(спiнорнi) незвiднi проективнi представлення для
точки 𝐻 зони Брiллюена кристалiчного графiту
𝛾 − 𝐶 будуть належати проективному класу 𝐾0

(𝐾1 · 𝐾1 = 𝐾0), а коефiцiєнти зведення фактор-
системи перетворень з урахуванням спiну електро-
на 𝜔2,𝐻(𝑟2, 𝑟1) = 𝜔1,𝐻(𝑟2, 𝑟1)𝜔2(𝑟2, 𝑟1) до стандарт-
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Таблиця 10. Характери однозначних незвiдних проективних представлень проективного класу
𝐾1 групи 6̄𝑚2(𝐷3ℎ), вiдповiдаючi його стандартнiй фактор-системi (𝑎), i однозначних 𝑝-еквiвалентних
їм представлень, якi описують симетрiю коливальних i електронних збуджень без врахування спiну
в точцi 𝐻 зони Брiллюена кристалiчного графiту для просторової групи симетрiї (групи хвильового
вектора точки 𝐻), що є пiдгрупою просторової групи симетрiї 𝑃63/𝑚𝑚𝑐 (𝐷4

6ℎ) (б)

Проек-
тивний
клас

Позначення незвiдного
проективного
представлення

6̄𝑚2(𝐷3ℎ)

𝑒 𝑐3 𝑐23 3𝑢2 𝑖𝑐2 𝑖𝑐56 𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′
2

𝐾1 𝑎 𝑃
(1)
1 2 –1 –1 0 0

√
3𝑖 −

√
3𝑖 0

𝑃
(1)
2 2 –1 –1 0 0 −

√
3𝑖

√
3𝑖 0

𝑃
(1)
3 2 2 2 0 0 0 0 0

𝑢1,𝐻(𝑟) 1 1 1 1 𝑖 𝑖 𝑖 𝑖

𝑒𝑖𝑘𝐻𝑎(𝑟) 1 1 1 1 𝑖 𝑖 𝑖 𝑖

𝑒𝑖𝑘𝐻𝑎(𝑟)𝑢1,𝐻(𝑟) 1 1 1 1 –1 –1 –1 –1

𝐾1 b 𝐻
(1)
1 2 –1 –1 0 0 −

√
3𝑖

√
3𝑖 0

𝐻
(1)
2 2 –1 –1 0 0

√
3𝑖 −

√
3𝑖 0

𝐻
(1)
3 2 2 2 0 0 0 0 0

ного вигляду в цiй точцi будуть визначатися рiвнi-
стю 𝑢2,𝐻(𝑟) = 𝑢1,𝐻(𝑟)𝑢2(𝑟). Для побудови характе-
рiв двозначних (спiнорних) незвiдних проективних
представлень точки 𝐻 необхiдно врахувати ще
фазовий множник 𝑒−𝑖𝑘𝐻𝛼(𝑟), тобто, визначити
результуючi множники 𝑒−𝑖𝑘𝐻𝛼(𝑟)𝑢1,𝐻(𝑟)𝑢2(𝑟),
на якi треба домножити характери незвiдних
проективних представлень проективного класу
𝐾0 (ними є характери векторних представлень
для точкової групи симетрiї 6̄𝑚2(𝐷3ℎ)).

Характери однозначних незвiдних проективних
представлень проективного класу 𝐾1 точкової
групи 6̄𝑚2(𝐷3ℎ), якi вiдповiдають стандартнiй
фактор-системi цього класу, i характери однозна-
чних незвiдних проективних представлень, що ха-
рактеризують просторову симетрiю коливальних i
без врахування спiну електрона електронних збу-
джень в точцi 𝐻 зони Брiллюена кристалiчно-
го графiту наведенi в табл. 10, а i табл. 10, б 1,

1 Цiкаво вiдмiтити, що характери наданих нами в
табл. 10, б даної роботи однозначних незвiдних проектив-
них представлень для точки 𝐻 зони Брiллюена криста-
лiчного графiту (просторова група симетрiї кристалiчно-
го графiту 𝑃63/𝑚𝑚𝑐(𝐷4

6ℎ), фактор-група групи хвильо-
вого вектора для точки 𝐻 за iнварiантною пiдгрупою
трансляцiй iзоморфна точковiй групi 6̄𝑚2(𝐷3ℎ)), якi вiд-
носяться до проективного класу 𝐾1, точно спiвпадають з
характерами перших трьох незвiдних представлень в [8]
(табл. С.28, стор. 519).

вiдповiдно. У нижнiй частинi табл. 10, а наведе-
нi значення коефiцiєнтiв 𝑢1,𝐻(𝑟), що приводять
вiдповiдну просторовiй симетрiї точки 𝐻 фактор-
систему проективного класу 𝐾1 до стандартного
вигляду, значення фазових множникiв 𝑒−𝑖𝑘𝐻𝛼(𝑟) i
добуткiв коефiцiєнтiв 𝑒−𝑖𝑘𝐻𝛼(𝑟)𝑢1,𝐻(𝑟). Характе-
ри двозначних (спiнорних) незвiдних проектив-
них представлень, якi вiдносяться до проективного
класу 𝐾0 i характеризують симетрiю електронних
збуджень з врахуванням спiну електрона, наведенi
у табл. 11, а. У нижнiй частинi табл. 11, а наведе-
нi значення коефiцiєнтiв 𝑢1,𝐻(𝑟) i 𝑢2(𝑟), що при-
водять до стандартного вигляду фактор-системи
𝜔1,𝐻(𝑟2, 𝑟1) i 𝜔2(𝑟2, 𝑟1), вiдповiдно, значення фа-
зових множникiв 𝑒−𝑖𝑘𝐻𝛼(𝑟), добуткiв коефiцiєн-
тiв 𝑒−𝑖𝑘𝐻𝛼(𝑟)𝑢1,𝐻(𝑟)𝑢2(𝑟) i характерiв двозначно-
го спiнорного представлення 𝐷+

1/2(𝑟) точкової гру-
пи симетрiї 6̄𝑚2(𝐷3ℎ). У табл. 11, б представле-
нi характери добуткiв проективних представлень
𝐻

(1)
1 ⊗ 𝐷+

1/2 i 𝐻(1)
3 ⊗ 𝐷+

1/2, за допомогою яких не-
важко встановити умови сумiсностi незвiдних про-
ективних представлень для безспiнових орбiталей
точки 𝐻 – орбiталей 𝐻

(1)
𝑖 проективного класу 𝐾1,

з незвiдними проективними представленями спi-
нових орбiталей (𝐻 ′)

(0)
𝑖 проективного класу 𝐾0,

що виникають при врахуваннi спiну електрона.
Так, безспiновiй орбiталi 𝐻(1)

1 при врахуваннi спi-
ну електрона вiдповiдає сума спiнових орбiталей
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Таблиця 11. Характери двозначних (спiнорних) незвiдних проективних представлень
точки 𝐻 зони Брiллюена кристалiчного графiту 𝛾 − 𝐶 (просторова група симетрiї 𝑃63/𝑚𝑚𝑐 (𝐷4

6ℎ),
проективний клас 𝐾0) (𝑎) i добуткiв проективних представлень 𝐻

(1)
1 ⊗ 𝐷

+
1/2

i 𝐻
(1)
3 ⊗ 𝐷

+
1/2

(б)

Проек-
тивний
клас

Позначення незвiдного
проективного
представлення

6̄𝑚2(𝐷3ℎ)

𝑒 𝑐3 𝑐23 3𝑢2 𝑖𝑐2 𝑖𝑐56 𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′
2

𝐾0 𝑎 (𝐻′)
(0)
1 1 –1 1 𝑖 −𝑖 𝑖 𝑖 1

(𝐻′)
(0)
2 1 –1 1 𝑖 𝑖 −𝑖 −𝑖 –1

(𝐻′)
(0)
3 1 –1 1 −𝑖 −𝑖 𝑖 𝑖 –1

(𝐻′)
(0)
4 1 –1 1 −𝑖 𝑖 −𝑖 −𝑖 1

(𝐻′)
(0)
5 2 1 –1 0 −2𝑖 −𝑖 −𝑖 0

(𝐻′)
(0)
6 2 1 –1 0 2𝑖 𝑖 𝑖 0

𝑢1,𝐻(𝑟) 1 1 1 1 𝑖 𝑖 𝑖 𝑖

𝑢2(𝑟) 1 –1 1 𝑖 𝑖 −𝑖 −𝑖 –1
𝑒𝑖𝑘𝐻𝑎(𝑟) 1 1 1 1 𝑖 𝑖 𝑖 𝑖

𝑒𝑖𝑘𝐻𝑎(𝑟)𝑢1,𝐻(𝑟)𝑢2(𝑟) 1 –1 1 𝑖 −𝑖 𝑖 𝑖 1

𝐷+
1/2

(𝑟) 2 1 –1 0 0 −
√
3

√
3 0

𝐾0 b 𝐻
(1)
1 ⊗𝐷+

1/2
4 –1 1 0 0 3𝑖 3𝑖 0

𝐻
(1)
3 ⊗𝐷+

1/2
4 2 –2 0 0 0 0 0

𝐻′
𝜋 8 1 –1 0 0 3𝑖 3𝑖 0

((𝐻 ′)
(0)
1 + (𝐻 ′)

(0)
3 ) + (𝐻 ′)

(0)
6 , а безспiновiй орбiталi

𝐻
(1)
3 – сума спiнових орбiталей (𝐻 ′)

(0)
5 + (𝐻 ′)

(0)
6 .

Значення характерiв проективного представлення
всiх електронних 𝜋-зон з врахуванням електронно-
го спiну (𝜋′-зон) для точки 𝐻 зони Брiллюена кри-
сталiчного графiту 𝛾 −𝐶 – представлення 𝐻 ′

𝜋, що
дорiвнюють сумi вiдповiдних значень характерiв
всiх спiнових орбiталей (𝐻 ′)

(0)
𝑖 , наведенi у нижнiй

частинi табл. 11, б. Цi самi значення характерiв
проективного представлення 𝐻 ′

𝜋 неважко одержа-
ти i за формулою (4) (для точки 𝐻 – за формулою
𝐻 ′

𝜋 = 𝐻eq⊗𝐻 ′
𝑧, де 𝐻 ′

𝑧 – представлення, що характе-
ризує симетрiю 𝜋-електрона з врахуванням спiну в
точцi 𝐻 зони Брiллюена кристалiчного графiту).

В табл. 2 наведенi характери представлення
еквiвалентностi для точки 𝐻 зони Брiллюена кри-
сталiчного графiту – представлення 𝐻eq, представ-
лень 𝐻𝑧 ≡ Γ𝑧 i 𝐻𝜋 = 𝐻eq ⊗ 𝐻𝑧, що описують
просторову симетрiю 𝜋-електрона i електронних 𝜋-
зон без урахування спiну, вiдповiдно, двозначно-
го (спiнорного) представлення 𝐷+

1/2 i двозначних
представлень 𝐻 ′

𝑧 = 𝐻𝑧 ⊗ 𝐷+
1/2 та 𝐻 ′

𝜋 = 𝐻eq ⊗ 𝐻 ′
𝑧,

якi описують симетрiї 𝜋-електрона i електронних

𝜋-зон з урахуванням спiну, а в табл. 3 наведено
розподiл електронних 𝜋′-зон з урахуванням спiну
в точцi 𝐻 за двозначними (спiнорними) незвiдни-
ми проективними представленнями проективного
класу 𝐾0.

Проведений нами розрахунок критерiю Херрiн-
га для точки 𝐻 за елементами симетрiї, якi задо-
вольняють рiвностi 𝑔′𝑘 = −𝑘, тобто, за елемента-
ми 𝑔′7 = (𝑎1

2 |𝑐2) , 𝑔′8 = (𝑎1

2

⃒⃒
𝑐56) , 𝑔′9 = (𝑎1

2 |𝑐6) , 𝑔′10 =
= (𝑎1

2 |(𝑢′
2)1) , 𝑔′11 = (𝑎1

2 |(𝑢′
2)2) , 𝑔′12 = (𝑎1

2 |(𝑢′
2)3) ,

𝑔′13 = (0 |𝑖) , 𝑔′14 = (0 |𝑖𝑐3) , 𝑔′15 = (0
⃒⃒
𝑖𝑐23) , 𝑔′16 =

= (0 |𝑖(𝑢2)1) , 𝑔′17 = (0 |𝑖(𝑢2)2) i 𝑔′18 = (0 |𝑖(𝑢2)3) ,
квадрати яких дорiвнюють (𝑔′7)

2 = (𝑎1 |𝑞) , (𝑔′8)2 =
= (𝑎1

⃒⃒
𝑞𝑐23) , (𝑔′9)2 = (𝑎1 |𝑐3) , (𝑔′10)2 = (0 |𝑞) , (𝑔′11)2 =

= (0 |𝑞) , (𝑔′12)
2 = (0 |𝑞) , (𝑔′13)

2 = (0 |𝑒) , (𝑔′14)
2 =

= (0
⃒⃒
𝑐23) , (𝑔′15)2 = (0 |𝑞𝑐3) , (𝑔′16)2 = (0 |𝑞) , (𝑔′17)2 =

= (0 |𝑞) i (𝑔′18)
2 = (0 |𝑞) , свiдчить про те, що

двозначнi одновимiрнi спiнорнi незвiднi проектив-
нi представлення в точцi 𝐻 зони Брiллюена кри-
сталiчного графiту (𝐻 ′)

(0)
1 i (𝐻 ′)

(0)
3 вiдносяться до

випадку 𝑏2 [9] i завдяки iнварiантностi до iнвер-
сiї часу повиннi об’єднуватись, хоча наш випадок
вiдповiдає об’єднанню не комплексно спряжених, а
нееквiвалентних комплексних представлень, в той
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же час, як двозначнi двовимiрнi комплексно спря-
женi незвiднi проективнi представлення (𝐻 ′)

(0)
5 i

(𝐻 ′)
(0)
6 вiдносяться до випадку 𝑎2 [9] i при враху-

ваннi симетрiї до iнверсiї часу не об’єднуються.

3.2.3. Точка 𝑃

Групою еквiвалентних напрямкiв групи хвильово-
го вектора в точцi 𝑃 зони Брiллюена кристалiчно-
го графiту 𝛾−𝐶 є група 3𝑚 (𝐶3𝑣). Група 3𝑚 (𝐶3𝑣)
має лише один клас проективних представлень –
це клас 𝐾0 i тому всi проективнi представлен-
ня групи 3𝑚 (𝐶3𝑣) 𝑝-еквiвалентнi векторним. Зiр-
ка хвильового вектора в цiй точцi мiстить чотири
променi: (𝑘𝑃 )1 = −𝑘𝑧 − (1/3)(2𝑏2 − 𝑏3), (𝑘𝑃 )2 =
= −𝑘𝑧+(1/3)(2𝑏2−𝑏3), (𝑘𝑃 )3 = 𝑘𝑧−(1/3)(2𝑏2−𝑏3)
i (𝑘𝑃 )4 = 𝑘𝑧 + (1/3)(2𝑏2 − 𝑏3).

У табл. 12 наведенi однозначнi незвiднi прое-
ктивнi представлення проективного класу 𝐾0 гру-
пи 3𝑚 (𝐶3𝑣) точки 𝑃 зони Брiллюена кристалiчно-
го графiту (а), двозначнi (спiнорнi) незвiднi про-
ективнi представлення також проективного класу
𝐾0 цiєї групи еквiвалентних напрямкiв, характе-
ри спiнорного представлення 𝐷+

1/2, добутки про-

ективних представлень 𝑃
(0)
1 ⊗ 𝐷+

1/2, 𝑃
(0)
2 ⊗ 𝐷+

1/2 i

𝑃
(0)
3 ⊗𝐷+

1/2 i характери проективного представле-
ння електронних 𝜋′-зон з врахуванням спiну еле-
ктрона – 𝑃 ′

𝜋 (б). У нижнiй частинi табл. 12, а
наведенi значення коефiцiєнтiв 𝑢2(𝑟), що приво-
дять фактор-систему перетворень спiнової змiн-
ної 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) до стандартного вигляду 𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1) ≡
≡ 𝜔′

(0)(𝑟2, 𝑟1), а у нижнiй частинi всiєї табл. 12 вка-
зано значення фазового множника.

Характери однозначних проективних представ-
лень еквiвалентностi 𝑃eq, однозначних проектив-
них представлень 𝑃𝑧 i 𝑃𝜋 та двозначних проектив-
них представлень 𝐷+

1/2, 𝑃
′
𝑧 i двозначного (спiнорно-

го) проективного представлення електронних 𝜋′-
зон з врахуванням спiну електрона – представлен-
ня 𝑃 ′

𝜋 для точки 𝑃 зони Брiллюена кристалiчного
графiту наведенi в табл. 2, а розподiли проектив-
них представлень електронних 𝜋-зон без урахува-
ння спiну електрона 𝑃𝜋 i з його урахуванням 𝑃 ′

𝜋

за незвiдними однозначними та двозначними прое-
ктивними представленнями, вiдповiдно, приведенi
в табл. 3.

Розрахунок критерiю Херрiнга для точки 𝑃 зо-
ни Брiллюена кристалiчного графiту за елемента-

ми симетрiї, що задовольняють вимозi 𝑔′𝑘 = −𝑘,
а саме, за елементами 𝑔′10 = (𝑎1

2 |(𝑢′
2)1) , 𝑔′11 =

= (𝑎1

2 |(𝑢′
2)2) , 𝑔′12 = (𝑎1

2 |(𝑢′
2)3) , 𝑔′13 = (0 |𝑖) , 𝑔′14 =

= (0 |𝑖𝑐3) i 𝑔′15 = (0
⃒⃒
𝑖𝑐23) , квадрати яких дорiвню-

ють (𝑔′10)
2 = (0 |𝑞) , (𝑔′11)2 = (0 |𝑞) , (𝑔′12)2 = (0 |𝑞) ,

(𝑔′13)
2 = (0 |𝑒) , (𝑔′14)

2 = (0
⃒⃒
𝑐23) i (𝑔′15)

2 = (0 |𝑞𝑐3) ,
показує, що двозначнi одновимiрнi спiнорнi незвi-
днi проективнi представлення в цiй точцi (𝑃 ′)

(0)
1 i

(𝑃 ′)
(0)
2 вiдносяться до випадку 𝑏2 [9] i завдяки iнва-

Таблиця 12. Характери однозначних незвiдних прое-
ктивних представлень проективного класу 𝐾0 гру-
пи 3𝑚(𝐶3𝑣), якi описують симетрiю коливальних
i електронних збуджень без врахування спiну для
просторової групи симетрiї в точцi 𝑃 (групи хви-
льового вектора точки 𝑃 ) зони Брiллюена кри-
сталiчного графiту i є 𝑝-еквiвалентними характе-
рам однозначних незвiдних проективних представ-
лень вiдповiдаючих стандартнiй одиничнiй фактор-
системi цього проективного класу, (а), характе-
ри двозначних (спiнорних) незвiдних проективних
представлень точки 𝑃 зони Брiллюена кристалi-
чного графiту 𝛾 − 𝐶 (просторова група симетрiї
𝑃63/𝑚𝑚𝑐(𝐷4

6ℎ), проективний клас 𝐾0), характе-
ри двозначного спiнорного незвiдного проективно-
го представлення 𝐷

+
1/2

, характери добуткiв прое-

ктивних представлень 𝑃
(0)
1 ⊗ 𝐷

+
1/2

, 𝑃
(0)
2 ⊗ 𝐷

+
1/2

i

𝑃
(0)
3 ⊗ 𝐷

+
1/2

i характери двозначного проективного
представлення електронних 𝜋′-зон з урахуванням
спiну електрона – представлення 𝑃 ′

𝜋(𝛿)

Проек-
тивний
клас

Позначення
незвiдного

проективного
представлення

3𝑚(𝐶3𝜐)

𝑒 𝑐3 𝑐23 3𝑖𝑢′
2

𝐾0 𝑎 𝑃
(0)
1 1 1 1 𝜂𝑘𝑧

𝑃
(0)
2 1 1 1 −𝜂𝑘𝑧

𝑃
(0)
3 2 –1 –1 0

𝑢2(𝑟) 1 –1 1 𝑖

𝐾0 b (𝑃 ′)
(0)
1 1 –1 1 𝑖𝜂𝑘𝑧

(𝑃 ′)
(0)
2 1 –1 1 −𝑖𝜂𝑘𝑧

(𝑃 ′)
(0)
3 2 1 –1 0

𝐷+
1/2

2 1 –1 0

𝑃
(0)
1 ⊗𝐷+

1/2
2 1 –1 0

𝑃
(0)
2 ⊗𝐷+

1/2
2 1 –1 0

𝑃
(0)
3 ⊗𝐷+

1/2
4 –1 1 0

𝑃 ′
𝜋 8 1 –1 0

* 𝜂𝑘𝑧 = 𝑒−𝑖𝑘𝑃𝑎1/2 = 𝑒−𝑖𝑘𝑧𝑎1/2
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рiантностi до iнверсiї часу об’єднуються у двови-
мiрне проективне представлення ((𝑃 ′)

(0)
1 +(𝑃 ′)

(0)
2 ),

а однозначнi незвiднi проективнi представлення
𝑃

(0)
1 , 𝑃

(0)
2 , 𝑃

(0)
3 i двозначне (спiнорне) проектив-

не представлення (𝑃 ′)
(0)
3 вiдносяться до випадку

𝑎2 [9] i при врахуваннi симетрiї до iнверсiї часу не
об’єднуються.

В граничнiй для точок 𝑃 точцi 𝐻 зони Брi-
ллюена кристалiчного графiту при абсолютному
неврахуваннi спiну електрона, коли фазовий мно-
жник 𝑒−𝑖𝑘𝑧𝑎1/2 при 𝑘𝑧 = −𝑏1/2 приймає значення
𝑖, суми характерiв одновимiрних однозначних не-
звiдних проективних представлень 𝑃

(0)
1 i 𝑃 (0)

2 , як
представлень комплексно спряжених, повиннi бу-
ли б переходити в характери двовимiрного одно-
значного незвiдного проективного представлення
𝐻

(1)
3 , яке вiдноситься до проективного класу 𝐾1

бiльш високої групи симетрiї, нiж група симетрiї
точок 𝑃 . Неважко також бачити з табл. 12, б, що
безспiновим орбiталям 𝑃

(0)
1 i 𝑃

(0)
2 при врахуван-

нi спiну електрона вiдповiдають спiновi орбiталi
(𝑃 ′)

(0)
3 , а безспiновiй орбiталi 𝑃 (0)

3 – сума об’єдна-
них спiнових орбiталей ((𝑃 ′)

(0)
1 +(𝑃 ′)

(0)
2 ) i спiнової

орбiталi (𝑃 ′)
(0)
3 .

3.3. Лiнiя 𝑀–𝑈–𝐿 кристалiчного
графiту i точка 𝑀 одношарового графену

В точках 𝑀 i 𝐿 для зони Брiллюена кристалiчного
графiту 𝛾−𝐶 i в точцi 𝑀 зони Брiллюена одноша-
рового графену 𝐶𝐿,1 фактор-групи груп хвильових
векторiв за iнварiантними пiдгрупами трансляцiй
iзоморфнi однiй i тiй самiй точковiй групi симетрiї
𝑚𝑚𝑚 (𝐷2ℎ), яка для точок 𝑀 цих структур є то-
чковою групою симетрiї еквiвалентних напрямкiв.

3.3.1. Точки 𝑀

Зiрки груп хвильових векторiв в точках 𝑀 зон
Брiллюена для обох структур мiстять по три про-
менi: для кристалiчного графiту 𝛾 − 𝐶 (𝑘𝑀 )1 =
= −(1/2)𝑏3, (𝑘𝑀 )2 = (1/2)𝑏2 i (𝑘𝑀 )3 = −(1/2)(𝑏2−
−𝑏3), а для одношарового графену 𝐶𝐿,1: (𝑘𝑀 )1 =
= −(1/2)𝑏2, (𝑘𝑀 )2 = (1/2)𝑏1 i (𝑘𝑀 )3 = −(1/2)×
× (𝑏1 − 𝑏2).

Як це було зроблено в [1] для точкової гру-
пи 6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ), перш за все для точкової групи
𝑚𝑚𝑚(𝐷2ℎ) побудуємо фактор-систему 𝜔2(𝑟2, 𝑟1),
що описує перетворення спiнорiв пiд дiєю опера-

цiй симетрiї та знайдемо коефiцiєнти 𝑢2(𝑟), якi зво-
дять її до стандартного вигляду 𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1).
З трьох променiв зiрок хвильового вектора то-

чки 𝑀 для зон Брiллюена як кристалiчного гра-
фiту, так i одношарового графену розглянемо про-
менi (𝑘𝑀 )1 (точки 𝑀1), для яких елементами си-
метрiї, що переводять цi променi в еквiвалентнi,
утворюючи точкову групу симетрiї 𝑚𝑚𝑚(𝐷2ℎ), є
елементи 𝑒, (𝑢2)1, 𝑐2, (𝑢′

2)1, 𝑖, 𝑖(𝑢2)1, ic2 та 𝑖(𝑢′
2)1.

У ролi твiрних елементiв цiєї групи 𝑚𝑚𝑚(𝐷2ℎ) ви-
беремо елементи 𝑎 = (𝑢2)1, 𝑏 = 𝑐2 i 𝑐 = 𝑖. При та-
кому виборi твiрних елементiв враховується прин-
цип композицiї, вiдповiдно до якого група 𝑚𝑚𝑚
може бути представлена як прямий добуток груп
222⊗ 1̄ (𝑚𝑚𝑚 = 222⊗ 1̄ або 𝐷2ℎ = 𝐷2⊗𝐶𝑖), а група
222 як прямий добуток груп 2′⊗2 (222 = 2′⊗2 або
𝐷2 = 𝐶 ′

2 ⊗ 𝐶2).
Скориставшись визначаючими спiввiдношення-

ми, обчислимо всi значення 𝜔2(𝑟2, 𝑟1). Зрозумiло,
що за визначаючi спiввiдношення при цьому по-
виннi бути взятi визначаючi спiввiдношення для
подвiйної групи (𝑚𝑚𝑚)′:

𝑎4 = 𝑒, 𝑏4 = 𝑒, 𝑐2 = 𝑒,

𝑎𝑏 = 𝑞𝑏𝑎, 𝑎𝑐 = 𝑐𝑎, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏.

Розрахована в такий спосiб за методикою [1]
для групи mmm фактор-система 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) наве-
дена в табл. 13, а. Ця фактор-система вiдноси-
ться до проективного класу 𝐾1, оскiльки для неї
𝛼 = −1, 𝛽 = 1 i 𝛾 = 1 [1]. Нижнiми iндексами бi-
ля значень коефiцiєнтiв фактор-системи 𝜔2(𝑟2, 𝑟1)
в табл. 13, а, що мiстять цифри в круглих дужках,
представлено таблицю множення елементiв групи
mmm (числами в дужках вказанi цифровi позна-
чення елементiв, якi вiдповiдають добуткам 𝑟2𝑟1).

Фактор-система 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) за допомогою кое-
фiцiєнтiв 𝑢2(𝑟), що наведенi в нижнiй частинi
табл. 13, а, зводиться до 𝑝-еквiвалентного блоково-
симетричного вигляду, який вiдповiдає означен-
ню стандартної фактор-системи [1], тобто, фактор-
системи 𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1). При цьому значення коефiцiєн-
тiв 𝑢2(𝑟) можуть бути розрахованi за формулами
(13.3), (14.18) i (14.19) [9] або при побудовi розши-
реної групи – групи представлень [9], де вони ви-
значаються за її однозначними незвiдними пред-
ставленнями, якi є додатковими до звичайних ве-
кторних представлень.
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Таблиця 13. Фактор-система 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) для групи 𝑚𝑚𝑚 (𝐷2ℎ) (𝑎) та стандартна фактор-система
𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1), що вiдповiдає її стандартному вигляду (б). У нижнiй частинi табл. 13, а приведенi значення
функцiї 𝑢2(𝑟), якi приводять фактор-систему 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) до стандартного вигляду 𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1) ≡ 𝜔′
(1)

(𝑟2, 𝑟1)

a б
Таблиця 14. Характери незвiдних представлень подвiйної групи (𝑚𝑚𝑚)′ (𝐷′

2ℎ)

(𝑚𝑚𝑚)′(𝐷′
2ℎ) 𝑒 𝑞

(𝑢2)1,
𝑞(𝑢2)1

𝑐2,
𝑞𝑐2

(𝑢′
2)1,

𝑞(𝑢′
2)1

𝑖 𝑞𝑖
𝑖(𝑢2)1,
𝑞𝑖(𝑢2)1

𝑖𝑐2,
𝑞𝑖𝑐2

𝑖(𝑢′
2)1

𝑞𝑖(𝑢′)1

𝐾0 Γ+
1 𝐴+

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Γ−
1 𝐴−

1 1 1 1 1 1 –1 –1 –1 –1 –1
Γ+
2 𝐴+

2 1 1 1 –1 –1 1 1 1 –1 –1
Γ−
2 𝐴−

2 1 1 1 –1 –1 –1 –1 –1 1 1

Γ+
3 𝐵+

1 1 1 –1 1 –1 1 1 –1 1 –1
Γ−
3 𝐵−

1 1 1 –1 1 –1 –1 –1 1 –1 1
Γ+
4 𝐵+

2 1 1 –1 –1 1 1 1 –1 –1 1
Γ−
4 𝐵−

2 1 1 –1 –1 1 –1 –1 1 1 –1

𝐾1 ((Γ′)(1))+ Γ+
5 (𝐸′)+ 2 –2 0 0 0 2 –2 0 0 0

((Γ′)(1))− Γ−
5 (𝐸′)− 2 –2 0 0 0 –2 2 0 0 0

Значення коефiцiєнтiв 𝑢2(𝑟), що характеризу-
ють перетворення спiнових функцiй, для однако-
вих елементiв 𝑟, якi входять до рiзних точкових
груп, зокрема, в нашому випадку, в точковi групи
mmm i 6/𝑚𝑚𝑚, де група mmm до того ж є пiдгру-
пою групи 6/𝑚𝑚𝑚, виявились, як i слiд було очi-
кувати, однаковими. Це означає, що представлена
в табл. 13, б фактор-система дiйсно є стандартною
фактор-системою проективного класу 𝐾1 точкової
групи mmm, тобто фактор-системою 𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1) ≡
≡ 𝜔′

(1)(𝑟2, 𝑟1). В табл. 13, б суцiльними лiнiями ви-
дiленi контури блокiв для коефiцiєнтiв, що мають
значення “–1”.

У табл. 14 наведенi характери незвiдних пред-
ставлень подвiйної групи (𝑚𝑚𝑚)′(𝐷′

2ℎ), додатковi
однозначнi незвiднi представлення якої (додатко-
вi до звичайних векторних однозначних незвiдних
представлень групи mmm, що можуть бути одер-

жанi з представлень групи (𝑚𝑚𝑚)′ простим ви-
креслюванням iз всiх спiввiдношень елемента 𝑞) i є
двозначними проективними або спiнорними пред-
ставленнями групи mmm. Спiнорнi представлення
позначаються символами (𝐸′)+ i (𝐸′)− в системi
позначень Малiкена або символами Γ+

5 i Γ−
5 в си-

стемi позначень Костера, де великою буквою Γ по-
значена не тiльки їх приналежнiсть до певної то-
чкової групи (в даному випадку групи mmm), а
i до спiвпадаючої з нею групи еквiвалентних на-
прямкiв групи хвильового вектора точки Γ в кри-
сталах або перiодичних наноструктурах, символа-
ми 𝐾0 i 𝐾1 позначенi вiдповiднi проективнi класи,
а позначення ((Γ′)(1))+ i ((Γ′)(1))− запропонованi
нами (в цих позначеннях штрих означає, що пред-
ставлення двозначне спiнорне, верхнiй iндекс (ци-
фра в дужках) вказує проективний клас, а значка-
ми “+” i “–” позначено парнiсть представлення).
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Характери незвiдних представлень точкової гру-
пи 𝑚𝑚𝑚 (𝐷2ℎ) проективних класiв 𝐾0 (звичай-
них однозначних або векторних) i 𝐾1 (двозна-
чних проективних або спiнорних) для стандар-
тних фактор-систем 𝜔′

(0)(𝑟2, 𝑟1) i 𝜔′
(1)(𝑟2, 𝑟1) точко-

вої групи mmm представленi в табл. 15, а спiв-
падаючi з ними характери незвiдних проективних
представлень для точок 𝑀 зон Брiллюена криста-
лiчного графiту i одношарового графену наведенi
в табл. 16. В групi 𝑚𝑚𝑚 (𝐷2ℎ) вiсь другого по-
рядку (𝑢2)1, як старша вiсь в структурно видiле-

Таблиця 15. Характери однозначних
(векторних) та двозначних (спiнорних) незвiдних
проективних представлень групи 𝑚𝑚𝑚 (𝐷2ℎ),

вiдповiдаючi стандартним фактор-системам
𝜔′

(0)
(𝑟2, 𝑟1) (проективний клас 𝐾0) i 𝜔′

(1)
(𝑟2, 𝑟1)

(проективний клас 𝐾1), вiдповiдно

𝑚𝑚𝑚 (𝐷2ℎ) 𝑒 (𝑢2)1 𝑐2 (𝑢′
2)1 𝑖 𝑖(𝑢2)1 𝑖𝑐2 𝑖(𝑢′

2)1

𝐾0 𝐴+
1 1 1 1 1 1 1 1 1

𝐴−
1 1 1 1 1 –1 –1 –1 –1

𝐴+
2 1 1 –1 –1 1 1 –1 –1

𝐴−
2 1 1 –1 –1 –1 –1 1 1

𝐵+
1 1 –1 1 –1 1 –1 1 –1

𝐵−
1 1 –1 1 –1 –1 1 –1 1

𝐵+
2 1 –1 –1 1 1 –1 –1 1

𝐵−
2 1 –1 –1 1 –1 1 1 –1

𝐾1 (𝑃 (1))+ 2 0 0 0 2 0 0 0
(𝑃 (1))− 2 0 0 0 –2 0 0 0

Таблиця 16. Характери однозначних
(векторних) (проективний клас 𝐾0) та двозначних
(спiнорних) (проективний клас 𝐾1) незвiдних
проективних представлень точок 𝑀 зон Брiллюена
кристалiчного графiту та одношарового графену

𝑚𝑚𝑚 (𝐷2ℎ) 𝑒 (𝑢2)1 𝑐2 (𝑢′
2)1 𝑖 𝑖(𝑢2)1 𝑖𝑐2 𝑖(𝑢′

2)1

𝐾0 𝑀+
1 1 1 1 1 1 1 1 1

𝑀−
1 1 1 1 1 –1 –1 –1 –1

𝑀+
2 1 1 –1 –1 1 1 –1 –1

𝑀−
2 1 1 –1 –1 –1 –1 1 1

𝑀+
3 1 –1 1 –1 1 –1 1 –1

𝑀−
3 1 –1 1 –1 –1 1 –1 1

𝑀+
4 1 –1 –1 1 1 –1 –1 1

𝑀−
4 1 –1 –1 1 –1 1 1 –1

𝐾1 ((𝑀 ′)(1))+ 𝑀+
5 2 0 0 0 2 0 0 0

((𝑀 ′)(1))− 𝑀−
5 2 0 0 0 –2 0 0 0

нiй старшiй пiдгрупi [вiсь 𝑐2 задiяно у розширен-
нi групи з елементiв 𝑒 i (𝑢2)1 (групи 𝐶 ′

2) до гру-
пи 𝐷2], тобто у формуваннi прямого добутку груп
𝐶 ′

2 [(𝑈2)1] та 𝐶2 вiсь (𝑢2)1 вiдiграє роль голов-
ної осi, за якою визначаються символи (номери)
незвiдних представлень. Легко бачити, що хара-
ктери незвiдних проективних представлень класу
𝐾1 групи mmm для стандартної фактор-системи
класу 𝐾1 групи mmm, де вони позначенi символа-
ми (𝑃 (1))+ i (𝑃 (1))−, та характери незвiдних про-
ективних представлень класу 𝐾1 групи mmm для
точок 𝑀 , якi позначенi символами 𝑀+

5 i 𝑀−
5 (чи

((𝑀 ′)(1))+ i ((𝑀 ′)(1))−), збiгаються з характерами
спiнорних незвiдних представлень подвiйної гру-
пи (𝑚𝑚𝑚)

′.
Характери проективного представлення еквiва-

лентностi в точцi 𝑀 – представлення 𝑀eq, пред-
ставлення 𝑀𝑧 ≡ Γ𝑧, що визначає просторову си-
метрiю 𝑝𝑧 орбiталi, представлення електронних 𝜋-
зон без врахування спiну 𝑀𝜋, двозначних пред-
ставлень 𝐷+

1/2, 𝑀
′
𝑧 ≡ Γ′

𝑧 i 𝑀 ′
𝜋 наведенi в табл. 2, а

розподiли електронних збуджень в точках 𝑀 зон
Брiллюена кристалiчного графiту 𝛾 −𝐶 i одноша-
рового графену 𝐶𝐿,1 для 𝜋-зон без врахування i
з врахуванням спiну електрона за однозначними i,
вiдповiдно, за двозначними (спiнорними) незвiдни-
ми проективними представленнями точок 𝑀 нада-
нi в табл. 3.

3.3.2. Точка 𝐿

Фактор-група групи хвильового вектора за iнва-
рiантною пiдгрупою трансляцiй в точках 𝐿 зо-
ни Брiллюена кристалiчного графiту, як вже зга-
дувалось вище, також iзоморфна точковiй гру-
пi 𝑚𝑚𝑚 (𝐷2ℎ). Зiрка хвильового вектора точки
𝐿 для структури графiту 𝛾 − 𝐶 також мiстить
три променi: (𝑘𝐿)1 = −(1/2)(𝑏1 + 𝑏3), (𝑘𝐿)2 =
= −(1/2)(𝑏1 − 𝑏2) i (𝑘𝐿)3 = −(1/2)(𝑏1 + 𝑏2 − 𝑏3).

З трьох променiв зiрки хвильового вектора то-
чки 𝐿 для зони Брiллюена кристалiчного графi-
ту, як i ранiше для точки 𝑀 , розглянемо промiнь
(𝑘𝐿)1, для якого елементами симетрiї, що перево-
дять променi зiрки хвильового вектора точки 𝐿
в еквiвалентнi, утворюючи точкову групу симе-
трiї 𝑚𝑚𝑚 (𝐷2ℎ), є елементи 𝑒, (𝑢2)1, 𝑐2, (𝑢′

2)1, 𝑖,
𝑖(𝑢2)1, 𝑖𝑐2 та 𝑖(𝑢′

2)1. У ролi твiрних елементiв цi-
єї групи mmm, як i для групи точки 𝑀 , виберемо
елементи 𝑎 = (𝑢2)1, 𝑏 = 𝑐2 i 𝑐 = 𝑖.
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Таблиця 17. Характери незвiдних проективних представлень проективного
класу 𝐾4 групи 𝑚𝑚𝑚 (𝐷2ℎ), якi вiдповiдають стандартнiй фактор-системi цього
класу 𝜔′

(4)
(𝑟2, 𝑟1) (𝑎) та характери двозначних (спiнорних) незвiдних проективних

представлень точки 𝐿 зони Брiллюена кристалiчного графiту 𝛾 − 𝐶 (б)

Проек-
тивний
клас

Позначення незвiдного
проективного
представлення

𝑚𝑚𝑚 (𝐷2ℎ)

𝑒 (𝑢2)1 𝑐2 (𝑢′
2)1 𝑖 𝑖(𝑢2)1 𝑖𝑐2 𝑖(𝑢′

2)1

𝐾4 a 𝑃
(4)
1 2 2 0 0 0 0 0 0

𝑃
(4)
2 2 −2 0 0 0 0 0 0

𝑢1,𝐿(𝑟) 1 1 1 1 1 1 −1 −1

𝑢2(𝑟) 1 𝑖 𝑖 −1 1 𝑖 𝑖 −1

𝑒−𝑖𝑘𝐿𝛼(𝑟) 1 1 𝑖 𝑖 1 1 𝑖 𝑖

𝑒𝑖𝑘𝐿𝛼(𝑟)𝑢1,𝐿(𝑟)𝑢2(𝑟) 1 𝑖 −1 −𝑖 1 𝑖 1 𝑖

𝐷+
1/2

2 0 0 0 2 0 0 0

𝐾4 𝐿
(4)
1 2 2𝑖 0 0 0 0 0 0

b ((𝐿′)
(4)
1 + (𝐿′)

(4)
2 )<

𝐿
(4)
2 2 −2𝑖 0 0 0 0 0 0

𝐿′
𝜋 8 0 0 0 0 0 0 0

Як було показано в [1], фактор-система
𝜔1,𝐿(𝑟2, 𝑟1) належить проективному класу 𝐾5

групи 𝑚𝑚𝑚 (𝐷2ℎ) i зводиться до стандартного
вигляду 𝜔′

1,𝐿(𝑟2, 𝑟1) ≡ 𝜔′
(5)(𝑟2, 𝑟1) за допомогою

коефiцiєнтiв 𝑢1,𝐿(𝑟), що наведенi в [1] у нижнiй
частинi табл. 17, а, а фактор-система 𝜔2(𝑟2, 𝑟1)
перетворення спiнорiв при операцiях симетрiї
групи 𝑚𝑚𝑚 (𝐷2ℎ), як i для точки 𝑀 , нале-
жить проективному класу 𝐾1 i зводиться до
стандартного вигляду 𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1) ≡ 𝜔′
(1)(𝑟2, 𝑟1)

за допомогою коефiцiєнтiв 𝑢2(𝑟), якi наведенi
в данiй роботi у нижнiй частинi табл. 13, а.
Це означає, що фактор-система з урахуванням
спiну для точки 𝐿 𝜔2,𝐿(𝑟2, 𝑟1) є добутком фак-
тор-системи 𝜔1,𝐿(𝑟2, 𝑟1) (проективний клас 𝐾5),
що визначається структурою просторової групи
кристалiчного графiту в точцi 𝐿 без врахування
спiну, i 𝜔2(𝑟2, 𝑟1)(проективний клас 𝐾1), яка опи-
сує перетворення спiнорiв в точцi 𝐿 (в точковiй
групi симетрiї 𝑚𝑚𝑚 (𝐷2ℎ)), тобто 𝜔2,𝐿(𝑟2, 𝑟1) =
= 𝜔1,𝐿(𝑟2, 𝑟1)𝜔2(𝑟2, 𝑟1).

Стандартна фактор-система з урахуванням спi-
ну для точки 𝐿 𝜔′

2,𝐿(𝑟2, 𝑟1)=𝜔′
(5)(𝑟2, 𝑟1)𝜔

′
2(𝑟2, 𝑟1) =

= 𝜔′
(5)(𝑟2, 𝑟1)𝜔

′
(1)(𝑟2, 𝑟1) вiдноситься до проектив-

ного класу 𝐾4 групи 𝑚𝑚𝑚 (𝐷2ℎ) (оскiльки
𝐾5 ·𝐾1 = 𝐾4) i спiвпадає iз стандартною фак-
тор-системою проективного класу 𝐾4 групи

𝑚𝑚𝑚 (𝐷2ℎ), тобто 𝜔′
2,𝐿(𝑟2, 𝑟1) ≡ 𝜔′

(4)(𝑟2, 𝑟1) з
коефiцiєнтами зведення до стандартного вигля-
ду 𝑢2,𝐿(𝑟), якi визначаються добутком вiдповiд-
них коефiцiєнтiв зведення до стандартного вигля-
ду фактор-систем 𝜔1,𝐿(𝑟2, 𝑟1) i 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) – коефiцi-
єнтiв 𝑢1,𝐿(𝑟) i 𝑢2(𝑟), тобто 𝑢2𝐿(𝑟) ≡ 𝑢1,𝐿(𝑟)𝑢2(𝑟).

Характери незвiдних проективних представ-
лень точкової групи 𝑚𝑚𝑚 (𝐷2ℎ) проективно-
го класу 𝐾4 для стандартної фактор-системи
𝜔′
(4)(𝑟2, 𝑟1) точкової групи mmm представленi в

табл. 17, а. В нижнiй частинi табл. 17, а на-
веденi значення коефiцiєнтiв 𝑢1,𝐿(𝑟), 𝑢2(𝑟), фа-
зових множникiв 𝑒−𝑖𝑘𝐿𝑎(𝑟), добуткiв коефiцiєн-
тiв 𝑒−𝑖𝑘𝐿𝛼(𝑟)𝑢1,𝐿(𝑟)𝑢2(𝑟) ≡ 𝑒−𝑖𝑘𝐿𝑎(𝑟)𝑢2,𝐿(𝑟) та ха-
рактери незвiдного спiнорного проективного пред-
ставлення 𝐷+

1/2. Характери двозначних (спiнор-
них) незвiдних проективних представлень для то-
чки 𝐿 зони Брiллюена кристалiчного графiту, об-
численi за формулою

(𝐿′)
(4)
𝑖 = 𝑒−𝑖𝑘𝐿𝛼(𝑟)𝑢1,𝐿(𝑟)𝑢2(𝑟)𝑃

(4)
𝑖 =

= 𝑒−𝑖𝑘𝐿𝛼(𝑟)𝑢2,𝐿(𝑟)𝑃
(4)
𝑖 , (9)

представленi в табл. 17, б. У нижнiй частинi
табл. 17, б представленi характери двозначного
спiнорного проективного представлення електрон-
них 𝜋′-зон з врахуванням спiну електрона.
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Рис. 4. Дисперсiя енергетичних електронних 𝜋′-зон з врахуванням спiну електрона

Характери проективного представлення еквiва-
лентностi в точцi 𝐿 – представлення 𝐿eq, пред-
ставлення 𝐿𝑧 ≡ Γ𝑧, що визначає просторову си-
метрiю 𝑝𝑧-орбiталi, представлення електронних 𝜋-
зон без врахування спiну 𝐿𝜋, двозначних представ-
лень 𝐷+

1/2, 𝐿
′
𝑧 ≡ Γ′

𝑧 i 𝐿′
𝜋 наведенi в табл. 2, а роз-

подiли електронних збуджень в точцi 𝐿 зони Брi-
ллюена кристалiчного графiту для 𝜋-зон без вра-
хування спiну електрона i з його врахуванням за
однозначними i за двозначними (спiнорними) не-
звiдними проективними представленнями точки 𝐿,
вiдповiдно, наданi в табл. 3.

Проведений нами розрахунок критерiю Херрiн-
га за елементами симетрiї точки 𝐿 зони Брiл-
люена кристалiчного графiту, для яких викону-
ється рiвнiсть 𝑔′𝑘 = −𝑘, тобто за елементами
𝑔′1 = (0 |𝑒 ), 𝑔′4 = (0 |(𝑢2)1 ), 𝑔′7 = (𝑎1

2 |𝑐2 ), 𝑔′10 =

= (𝑎1

2 |(𝑢′
2) 1), 𝑔

′
13 = (0 |𝑖 ), 𝑔′16 = (0 |𝑖(𝑢2)1 ), 𝑔′19 =

= (𝑎1

2 |𝑖𝑐2 ) i 𝑔′22 = (𝑎1

2 |𝑖(𝑢′
2) 1), квадрати яких до-

рiвнюють (𝑔′1)
2 = (0 |𝑒 ), (𝑔′4)

2 = (0 |𝑞 ), (𝑔′7)
2 =

= (𝑎1 |𝑞 ), (𝑔′10)2 = (0 |𝑞 ), (𝑔′13)2 = (0 |𝑒 ), (𝑔′16)2 =
= (0 |𝑞 ), (𝑔′19)2 = (0 |𝑞 ) i (𝑔′22)2 = (𝑎1 |𝑞 ), свiдчить

про те, що двозначнi (спiнорнi) незвiднi проективнi
представлення точки 𝐿 зони Брiллюена кристалi-
чного графiту, якi належать проективному класу
𝐾4 – представлення (𝐿′)

(4)
1 та (𝐿′)

(4)
2 – вiдносяться

до випадку 𝑏1 [9] i, як представлення з комплексно
спряженими характерами, при врахуваннi iнварi-
антностi до iнверсiї часу об’єднуються в чотириви-
мiрнi ((𝐿′)

(4)
1 +(𝐿′)

(4)
2 )1 та ((𝐿′)

(4)
1 +(𝐿′)

(4)
2 )2, збiль-

шуючи кратнiсть виродження електронних станiв
для кожного з них до чотирьох. Саме це об’єдна-
ння представлень з комплексно спряженими хара-
ктерами i вказане в табл. 17, б.

На рис. 4 схематично зображено дисперсiю енер-
гетичних електронних 𝜋-зон з урахуванням спiну
(𝜋′-зон) кристалiв графiту (буквами позначенi то-
чки зони Брiллюена, а буквами з iндексами – дво-
значнi спiнорнi незвiднi проективнi представлен-
ня вказаних верхнiми iндексами в круглих дужках
вiдповiдних проективних класiв). Схематичне зо-
браження дисперсiї електронних 𝜋′-зон на рис. 4
представлено для всiх точок високої симетрiї в зо-
нi Брiллюена кристалiчного графiту. Воно добре
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Рис. 5. Дисперсiї енергетичних електронних 𝜋-зон в напрямку 𝐾–𝑃–𝐻 зони Брiллюена кристалiв графiту 𝛾 − 𝐶 без
врахування спiну електрона (а) i 𝜋′-зон з врахуванням спiну електрона (б). Тонка спiн-залежна структура 𝜋′-зон на
рис. 5, б зображена схематично iз збiльшенням енергiї розщеплень електронних 𝜋′-зон приблизно в 103 разiв

якiсно узгоджується з чисельними розрахунками
без врахування спiну електрона, тобто, при ма-
лiй величинi спiн-орбiтальної взаємодiї в роботах
[11, 12], але додатково включає також якiсну по-
ведiнку дисперсiї електронних 𝜋′-зон вздовж лiнiї
Γ–Δ–𝐴.

На рис. 5, а зображено дисперсiю електронних
𝜋′-зон вздовж лiнiї 𝐾–𝑃–𝐻 зони Брiллюена кри-
сталiчного графiту без врахування спiну електро-
на, а на рис. 5, б якiсно представлено дуже збiль-
шену за шкалою енергiй (в, приблизно, 103 разiв)
для наведених на рис. 5, б розщеплень електрон-
них станiв тонку спiн-залежну структуру енерге-
тичних 𝜋′-зон, яку передбачає послiдовне застосу-
вання методiв симетрiйного теоретико-групового
аналiзу для визначення дисперсiї електронних 𝜋-
зон кристалiчного графiту при урахуваннi еле-
ктронного спiну. Величина спiн-залежних розще-
плень може бути значною, наприклад, для дихаль-
когенiдiв перехiдних металiв такої самої просторо-
вої групи симетрiї, але є невеликою для кристалi-
чного графiту i одношарового графену, оскiльки
вона зумовлена малою енергiєю спiн-орбiтальної
взаємодiї для атомiв вуглецю i, як наслiдок, для
вуглецевих структур.

4. Висновки

По роботi можна зробити такi висновки:
1. Вперше для кристалiчного графiту (просто-

рова група симетрiї 𝑃63/𝑚𝑚𝑐 (𝐷4
6ℎ)) та одноша-

рового графену (диперiодична просторова група
𝑃6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷𝐺80)) надано симетрiйний теоретико-
груповий опис дисперсiї електронних 𝜋-зон та ви-
значенi умови сумiсностi незвiдних проективних
представлень з урахуванням спiну електрона та
змiн проективних класiв для рiзних точок високої
симетрiї їхнiх зон Брiллюена.

2. Представлено кореляцiю електронних збу-
джень кристалiчного графiту з урахуванням спiну
електрона зi спiнорними збудженнями одношаро-
вого графену.

3. Вперше за допомогою симетрiйних теоретико-
групових методiв вказано на iснування тонкої
структури електронних 𝜋-зон, що виникає при вра-
хуваннi спiну електрона навiть при незначнiй ве-
личинi спiн-орбiтальної взаємодiї. Такими тонки-
ми структурами є виникнення незначної (∼1,0–
1,5 меВ за оцiнками [2]) забороненої зони мiж ва-
лентною зоною i зоною провiдностi в точках Дiра-
ка та їх дуже малому околi i в кристалiчному гра-
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Енергетичнi спектри електронних збуджень та їхня дисперсiя

фiтi, i в одношаровому графенi, та нова iнтерпре-
тацiя невеликих розщеплень (спiн-залежної тонкої
структури) електронних 𝜋′-зон з врахуванням спi-
ну електрона в точцi 𝐻 кристалiчного графiту на
основi встановленої змiни проективних класiв не-
звiдних проективних представлень груп хвильово-
го вектора, яка виключає iснування перетину кри-
вих дисперсiї електронних зон поблизу точки 𝐻.

ДОДАТОК:
Розрахунок критерiю Херрiнга

Розрахунок критерiю Херрiнга, а також етапи
та результати обчислення характерiв 𝜒𝑘,𝐷𝜇 [(𝑔

′)2],
𝜒𝑘,𝐷′

𝜇
[(𝑔′)2] i вiдповiднi їм значення критерiю Хер-

рiнга для незвiдних представлень в точках Γ i 𝐴
наведено в табл. 18.
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ENERGY SPECTRA OF ELECTRON
EXCITATIONS IN GRAPHITE AND GRAPHENE
AND THEIR DISPERSION MAKING
ALLOWANCE FOR THE ELECTRON SPIN
AND THE TIME-REVERSAL SYMMETRY

S u m m a r y

The dispersion dependences of electron excitations in crys-

talline graphite and single-layer graphene have been studied

taking the electron spin into consideration. The correlations of

the energy spectra of electron excitations and, for the first time,

the compatibility conditions for two-valued irreducible projec-

tive representations characterizing the symmetry of spinor ex-

citations in the indicated structures are determined, as well as

the distributions of spinor quantum states over the projective

classes and irreducible projective representations for all high-

symmetry points in the corresponding Brillouin zones. With

the help of theoretical symmetry-group methods for the spa-

tial symmetry groups of crystalline graphite and single-layer

graphene (in particular, the splitting of 𝜋-bands at the Dirac

points), the spin-dependent splittings in their electron energy

spectra are found. The splitting magnitude can be consider-

able, e.g., for dichalcogenides of transition metals belonging to

the same spatial symmetry group. But it is found to be small

for crystalline graphite and single-layer graphene because of a

low spin-orbit interaction energy for carbon atoms and, as a

consequence, carbon structures.
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