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КОНДЕНСАЦIЯ ҐРАТКОВОГО ГАЗУ
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Представлено ефективний алгоритм розрахунку звiдних групових iнтегралiв високих
порядкiв на основi набору незвiдних iнтегралiв (вiрiальних коефiцiєнтiв). За його допо-
могою для специфiчної моделi ґраткового газу була дослiджена поведiнка вiдомих вiрi-
альних розкладiв тиску й густини за степенями активностi та нещодавно отриманих
симетричних розкладiв за степенями оберненої активностi з урахуванням доданкiв ду-
же великих порядкiв. Отриманi результати узгоджуються з iншими сучасними дослi-
дженнями статистичної суми в термiнах густини та розкривають фiзичний змiст
розбiжностi вказаних розкладiв в областi конденсацiї.
К люч о в i с л о в а: ґратковий газ, вiрiальнi коефiцiєнти, звiднi груповi iнтеграли, актив-
нiсть, рiвняння стану, конденсацiя.

1. Вступ

Нещодавно, для широкого кола моделей ґратково-
го газу, було запропоновано новий статистичний
пiдхiд [1–3], в якому використовується притаман-
на таким моделям симетрiя “частинка–дiрка”. Для
загального й добре вiдомого вiрiального рiвняння
стану (ВРС) [4, 5]:
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застосовнiсть якого обмежена малою густиною чи-
сла частинок 𝜌, було отримано [1] симетричне рiв-
няння (СВРС):
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що є обмеженим, навпаки, дуже щiльними стана-
ми (малою густиною числа дiрок 𝜌′ = 𝜌0 − 𝜌), де
𝜌0 – густина щiльного пакування ґраткового газу;
𝑢0 – енергiя однiєї частинки в станi щiльного па-
кування. До обох рiвнянь (1), (2) входить також
один спiльний набiр незвiдних групових iнтегра-
лiв {𝛽𝑘} (пов’язаних iз вiдповiдними вiрiальними
коефiцiєнтами [5]).

Iснує досить значний досвiд розрахункiв таких
незвiдних iнтегралiв {𝛽𝑘} (тобто вiрiальних коефi-
цiєнтiв) для найрiзноманiтнiших моделей мiжмо-
лекулярної взаємодiї [6–14]. Однак, сучаснi дослi-
дження [3, 15–18] доводять, що за субкритичних
температур границею застосовностi ВРС (1) є то-
чка нуля його iзотермiчного модуля пружностi,
тобто густина 𝜌𝐶 , яка визначається рiвнянням∑︁
𝑘≥1

𝑘𝛽𝑘𝜌
𝑘
𝐶 = 1. (3)
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Ця величина 𝜌𝐶 визначає також максимальну
густину числа дiрок 𝜌′ (й вiдповiдну мiнiмальну
густину 𝜌 = 𝜌0−𝜌′), за якої залишається застосов-
ним СВРС (2).

У роботi [2], з використанням тiєї ж самої си-
метрiї “частинка–дiрка”, була розглянута iнша па-
ра симетричних рiвнянь стану у виглядi розкла-
дiв тиску й густини за степенями активностi 𝑧
(величина, пов’язана з хiмiчним потенцiалом 𝜇 та
довжиною хвиль де Бройля молекул 𝜆, 𝑧 = 𝜆−3 ×
× exp (𝜇/𝑘B𝑇 )):
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де 𝜂 – обернена до активностi величина,
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𝜌20
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Степеневi коефiцiєнти {𝑏𝑛} рiвнянь (4), (5) є, так
званими, звiдними груповими iнтегралами [5], що
точно (за умови необмеженого об’єму iнтегруван-
ня) виражаються в термiнах незвiдних:

𝑏𝑛 = 𝑛−2
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{𝑗𝑘}

𝑛−1∏︁
𝑘=1

(𝑛𝛽𝑘)
𝑗𝑘

𝑗𝑘!
, (6)

де {𝑗𝑘} – усi можливi набори 𝑘 чисел, що вiдповi-
дають умовi

𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑘𝑗𝑘 = 𝑛− 1. (6a)

Розклади тиску й густини в рiвняннях (4), (5)
безпосередньо виражають логарифм великої ста-
тистичної суми та його похiдну по хiмiчному по-
тенцiалу i, вiдповiдно, мають бiльш строге стати-
стичне обґрунтування у порiвняннi з вiрiальними

розкладами (1), (2) (на вiдмiну вiд ВРС, вони бу-
ли отриманi на основi групового розкладу Майє-
рiв [5] без додаткових обмежень на густину). На
жаль, використання подiбних параметричних рiв-
нянь довгий час залишалось пов’язаним з певни-
ми математичними та технiчними проблемами, й
бiльш широкого практичного застосування набуло
саме ВРС (1).

З одного боку, ряди для тиску й густини в (4)
можуть розбiгатись у щiльних станах (за великих
значень активностi) [19, 20], але, з iншого боку,
дослiдження поведiнки складових високих поряд-
кiв у цих рядах залишається майже неможливим
завдяки надзвичайнiй складностi практичного ви-
користання спiввiдношення (6) (разом з умовою
(6a)). Наприклад, в роботi [21] на основi розкла-
ду рiвняння Ван-дер-Ваальса за степенями густи-
ни була дослiджена поведiнка рiвняння стану зi
звiдними груповими iнтегралами, але тiльки для
систем дуже обмежених розмiрiв. Стосовно ґра-
ткового газу, в роботi [2] були розрахованi звiднi
груповi iнтеграли для моделi Лi–Янга [22] лише до
сьомого порядку, i порiвняння з поведiнкою вiд-
повiдних ВРС та СВРС продемонстрували зна-
чну рiзницю, навiть за густини, значно меншої 𝜌𝐶 .
Для адекватного порiвняння поведiнки розкладiв
за степенями густини (1), (2) та активностi (4), (5)
(i, тим бiльш, дослiдження розбiжностей рядiв у
(4), (5)), останнi повиннi включати значно бiльшу
кiлькiсть доданкiв (𝑛 → ∞): ВРС та СВРС, навiть
з кiнцевим набором {𝛽𝑘}, вiдповiдають розкладам
за степенями активностi з необмеженим набором
усiх звiдних iнтегралiв {𝑏𝑛}, що взагалi можуть бу-
ти визначенi у (6) на основi того самого кiнцевого
набору незвiдних {𝛽𝑘}.

У цiй роботi розглядається бiльш зручний, у по-
рiвняннi зi спiввiдношенням (6), зв’язок мiж звi-
дними {𝑏𝑛} та незвiдними {𝛽𝑘} груповими iнтегра-
лами (пункт 2) та за його допомогою дослiджу-
ється поведiнка розкладiв (4) та (5) з урахуван-
ням звiдних iнтегралiв високих порядкiв (пункт
3), зокрема, характер їх розбiжностi за великих
значень 𝑧 та 𝜂, вiдповiдно.

2. Алгоритм розрахунку
звiдних групових iнтегралiв

Математично, рiвняння (6), (6a), разом, означа-
ють, що величина 𝑛2𝑏𝑛 є степеневим коефiцiєнтом
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при 𝑥𝑛−1 такої функцiї:

𝐹 (𝑥) = exp

(︃
𝑛

∞∑︁
𝑘=1

𝛽𝑘𝑥
𝑘
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, (7)
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Якщо функцiю (7) представити у виглядi

𝐹 (𝑥) = exp [𝑓 (𝑥)],

де

𝑓(𝑥) = 𝑛

∞∑︁
𝑘=1

𝛽𝑘𝑥
𝑘,

то її похiдна 𝑖-го порядку буде виражатись таким
рекурсивним спiввiдношенням:

𝐹 (𝑖) =
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=
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де 𝐹 (0) означає саму функцiю 𝐹 (𝑥), а 𝑓 (𝑘) є похi-
дною 𝑘-го порядку вiд внутрiшньої функцiї 𝑓 (𝑥),
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𝜕𝑘𝑓
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Значення цих похiдних у точцi 𝑥 = 0:
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де 𝐹
(0)
0 = 𝐹 (0) = 1.

Введемо позначення

𝐵𝑖 =
𝐹

(𝑖)
0

𝑖!
.

Тодi рiвняння (9) трансформується у

𝐵𝑖 = 𝑛

𝑖∑︁
𝑘=1

𝑘

𝑖
𝛽𝑘𝐵𝑖−𝑘, (10)

де 𝐵0 = 1.

Згiдно з рiвнянням (8),

𝑛2𝑏𝑛 =
𝐹

(𝑛−1)
0

(𝑛− 1)!
= 𝐵𝑛−1,

або
𝑏𝑛 =

𝐵𝑛−1

𝑛2
. (11)

Математично, таке визначення будь-якого звi-
дного групового iнтеграла 𝑏𝑛 (11) в термiнах не-
звiдних групових iнтегралiв {𝛽𝑘} за допомогою ре-
курсивного спiввiдношення (10) залишається тото-
жним рiвнянню (6) разом з умовою (6a), але, во-
дночас, воно є набагато бiльш зручним та дозволяє
ефективно проводити числовi розрахунки звiдних
групових iнтегралiв навiть дуже високих порядкiв.

3. Характер розбiжностi
розкладiв за степенями активностi

Поведiнка розкладiв тиску й густини у рiвняннях
(4), (5) була дослiджена на прикладi єдиної моделi
ґраткового газу, для якої є вiдомими точнi пара-
метри фазового переходу газ–рiдина [22], а саме,
тиск 𝑃0 та значення густини в точках кипiння 𝜌𝐿
i сухої насиченої пари 𝜌𝐺:
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(12)
де

𝑎 = exp

(︂
− 𝜀

𝑘B𝑇

)︂
, 𝑏 = 4

1− 𝑎

(1 + 𝑎)
2 .

У цiй двовимiрнiй моделi Лi–Янга абсолютно
твердi частинки притягують iншi тiльки у чоти-
рьох сусiднiх до себе комiрках квадратної ґратки
(потенцiал прямокутної потенцiальної ями глиби-
ною 𝜀), i енергiя однiєї частинки у станi щiльного
пакування 𝑢0 = −2𝜀 (параметр, що входить до рiв-
нянь (2), (5)).

В роботi [2] для цiєї моделi були розрахованi не-
звiднi груповi iнтеграли {𝛽𝑘} до шостого поряд-
ку (вiрiальнi коефiцiєнти до сьомого порядку). На
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базi цiєї iнформацiї, за допомогою представленого
у попередньому пунктi алгоритму, були проведенi
розрахунки вiдповiдних звiдних групових iнтегра-
лiв {𝑏𝑛} з метою використання в (4), (5).

На рис. 1 продемонстровано iзотерми ВРС (1)
та СВРС (2), отриманi з урахуванням п’яти пер-
ших незвiдних iнтегралiв {𝛽1, 𝛽2, 𝛽3, 𝛽4, 𝛽5}, разом
iз iзотермами рiвнянь (4), (5), що включають звi-
днi груповi iнтеграли {𝑏𝑛} рiзних порядкiв, роз-
рахованi на базi того самого набору незвiдних. В
областях адекватностi ВРС та СВРС (𝜌 < 𝜌𝐶 та
𝜌′ < 𝜌𝐶 , вiдповiдно) iзотерми вiрiальних розкла-
дiв за степенями густини (1), (2) i активностi (4),
(5) добре збiгаються (цiлком очiкувано), але поза
точкою нуля iзотермiчного модуля пружностi 𝜌𝐶
(коли в рiвняннях (1) та (4) її перевищує густи-
на числа частинок 𝜌, а в рiвняннях (2) та (5) –
густина числа дiрок 𝜌′) поведiнка цих розкладiв
починає принципово вiдрiзнятись (див. рис. 1). З
ростом порядку розкладiв за степенями активно-
стi (4), (5) їх iзотерми в цiй областi, замiсть того,
щоб наближатись до iзотерм вiдповiдних ВРС (1)
та СВРС (2), стають бiльш плоскими.

З одного боку, дуже швидкi змiни густини при
наближеннi активностi 𝑧 у (4) або оберненої актив-
ностi 𝜂 у (5) до певної величини, що вiдповiдає гу-
стинi 𝜌𝐶 у (3) вказують саме на розбiжнiсть рiв-
нянь (4), (5) в околi точки 𝜌𝐶 . При цьому, швид-
кiсть розбiжностi розкладiв густини (тобто швид-
кiсть змiни густини з ростом активностi) в цих
рiвняннях повинна значно перевищувати швид-
кiсть розбiжностi вiдповiдних розкладiв тиску, що
призводить до спостережуваної сталостi тиску на
iзотермах.

З iншого боку, така поведiнка цiлком узгоджу-
ється iз сучасними дослiдженнями групового роз-
кладу статистичної суми в термiнах густини [3,15–
18], де була виключена залежнiсть вiд активностi:
по-перше, пiдтверджується неадекватнiсть ВРС
(та СВРС) поза точкою нуля iзотермiчного мо-
дуля пружностi 𝜌𝐶 , а, по-друге, сталiсть тиску
на iзотермах вказує на конденсацiю у вiдповiднiй
областi.

Слiд зазначити, що подiбна поведiнка спостерi-
гається з урахуванням рiзного числа незвiдних iн-
тегралiв (вiрiальних коефiцiєнтiв). На жаль, обме-
женiсть вiдомого набору коефiцiєнтiв призводить
до все ще помiтної рiзницi мiж результатами роз-
рахункiв та розв’язком Лi–Янга (12), однак зi
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Рис. 1. Iзотерми рiвнянь (4) (злiва), (5) (зправа) (макси-
мальний порядок звiдних iнтегралiв вказаний на рисунку),
а також ВРС (1), СВРС (2) (вiдповiднi пунктирнi лiнiї),
для ґраткового газу Лi–Янга за субкритичної температури
𝑇 = 0,4𝜀/𝑘B з урахуванням перших п’яти незвiдних iнте-
гралiв. Горизонтальний вiдрiзок (штрих-пунктир) вiдповiд-
ає розв’язку Лi–Янга (12)
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Рис. 2. Iзотерми рiвняння (5) зi звiдними iнтегралами до
800-го порядку для ґраткового газу Лi–Янга за субкрити-
чної температури 𝑇 = 0,4𝜀/𝑘B з урахуванням рiзного числа
незвiдних iнтегралiв (максимальний порядок вказаний на
рисунку). Горизонтальний вiдрiзок (штрих-пунктир) вiдпо-
вiдає розв’язку Лi–Янга (12)

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2017. Т. 62, № 6 533



М.В. Ушкац, Л.А. Булавiн, В.М. Сисоєв, С.Ю. Ушкац

збiльшенням цього набору iзотерми все ж таки по-
ступово (хоча й складним чином) наближаються
до точного розв’язку (див. рис. 2).

Крiм того, на якiсному рiвнi математична розбi-
жнiсть розкладiв у рiвняннях (4), (5) цiлком вiдпо-
вiдає термодинамiчним уявленням щодо фазових
переходiв I роду i, зокрема, правилу Максвелла:
змiни густини вiдбуваються практично за сталих
значень тиску та активностi (тобто хiмiчного по-
тенцiалу).

4. Висновки

Рекурсивний зв’язок мiж звiдними та незвiдними
груповими iнтегралами на основi рiвнянь (10), (11)
є набагато ефективнiшим за традицiйне спiввiдно-
шення (6) та дозволяє обчислювати звiднi iнтегра-
ли {𝑏𝑛} досить високих порядкiв (що складають
сотнi й, навiть, тисячi) на базi будь-якого вiдомого
набору незвiдних iнтегралiв {𝛽𝑘} (вiрiальних кое-
фiцiєнтiв).

Цей зв’язок робить можливими всебiчнi дослi-
дження поведiнки давно вiдомого рiвняння стану
(4) у виглядi розкладiв тиску й густини за степе-
нями активностi з урахуванням доданкiв дуже ве-
ликих порядкiв, що ранiше було пов’язане зi зна-
чними труднощами практичного характеру.

Зокрема, для вiдомої моделi ґраткового газу Лi–
Янга [22] була дослiджена поведiнка рiвняння (4)
разом iз нещодавно отриманим симетричним рiв-
нянням стану (5) в областi, де адекватнiсть вiдпо-
вiдних вiрiальних розкладiв за степенями густини
(1), (2) стає сумнiвною. Незважаючи на дуже обме-
жений набiр вiдомих незвiдних iнтегралiв (вiрiаль-
них коефiцiєнтiв) та помiтнi кiлькiснi вiдхилення
розрахованих iзотерм вiд точного розв’язку (12),
на якiсному рiвнi проведенi дослiдження дозволя-
ють зробити декiлька важливих висновкiв.

Перш за все, застосовнiсть добре вiдомого ВРС
(1), яке вiд самого початку було отримане у ро-
лi замiни рiвняння (4) з метою уникнути проблем,
пов’язаних iз розбiжнiстю його рядiв за степенями
активностi [4, 5, 20], все одно виявляється обмеже-
ною областю збiжностi цих рядiв, а саме, точкою
𝜌𝐶 (3) нуля iзотермiчного модуля пружностi, що
цiлком узгоджується iз сучасними дослiдженнями
групового розкладу статистичної суми в термiнах
густини [3,15–18]. Те саме стосується симетричних
рiвнянь (2), (5) для щiльних станiв ґраткового га-

зу: СВРС (2) є застосовним тiльки в областi збi-
жностi бiльш загального рiвняння (5).

Розкладання тиску й густини за степенями
активностi в (4), (5) з урахуванням доданкiв вели-
ких порядкiв наочно демонструють розбiжнiсть в
околi точки 𝜌𝐶 , але характер цiєї розбiжностi вка-
зує не на якусь математичну неадекватнiсть гру-
пового розкладу статистичної суми (як вважалось
ранiше [4]), а, навпаки, має досить ясний фiзи-
чний змiст, що вiдповiдає традицiйним термодина-
мiчним уявленням стосовно процесу фазового пе-
реходу газ–рiдина: змiна густини системи вiдбува-
ється за сталих значень температури, тиску й хi-
мiчного потенцiалу.

Таким чином, дослiдження дiйсної поведiнки
розкладiв за степенями активностi з великою кiль-
кiстю доданкiв якiсно пiдтверджують припущення
деяких дослiдникiв [19, 20] щодо зв’язку мiж кон-
денсацiєю та розбiжнiстю цих розкладiв. Також,
це добре узгоджується з результатами iнших дослi-
джень [3, 15–18, 21], що вказують саме на густину
𝜌𝐶 , як на точку конденсацiї (точку бiнодалi).

Бiльше того, спостережувана поведiнка рiвнянь
(4), (5), що, по сутi, виражають логарифм великої
статистичної суми (ряд для тиску) та його похiдну
по хiмiчному потенцiалу (ряд для густини), надає
можливе статистичне пояснення процесу конден-
сацiї (та оберненому процесу кипiння): математи-
чна розбiжнiсть ряду означає принципове збiльше-
ння внеску доданкiв високих порядкiв у загальну
суму (тобто статистичної ваги вiдповiдних звiдних
iнтегралiв високих порядкiв у статистичнiй сумi)
або якiсне зростання iмовiрностi iснування вели-
ких кластерiв. Для рiвняння (4) це означає появу
крапель рiдини (великих кластерiв частинок) у га-
зоподiбнiй фазi, тобто початок конденсацiї, а для
рiвняння (5) – появу газових бульбашок (великих
кластерiв “дiрок”) у рiдкiй фазi, тобто початок ки-
пiння.
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LATTICE GAS CONDENSATION AND ITS
RELATION TO THE DIVERGENCE OF VIRIAL
EXPANSIONS IN THE POWERS OF ACTIVITY

S u m m a r y

An efficient algorithm for the calculation of high-order re-

ducible cluster integrals on the basis of irreducible integrals

(virial coefficients) has been proposed. The algorithm is ap-

plied to study the behavior of the well-known virial expansions

of the pressure and density in power series of activity up to

very high-order terms, as well as recently derived symmetric

power expansions in the reciprocal activity, in the framework

of a specific lattice gas model. Our results are consistent with

those obtained in other modern studies of the partition func-

tion in terms of the density. They disclose the physical meaning

of the divergence that the mentioned expansions demonstrate

in the condensation region.
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