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ЗБУДЖЕННЯ РЕЗОНАНСНОГО ПЕРЕХОДУ
51𝑆 − 51𝑃 𝑜 АТОМА Sr ЕЛЕКТРОННИМ УДАРОМУДК 539.186.2

Викладено основнi аспекти нової версiї методу 𝑅-матрицi з 𝐵-сплайнами (BSR), що
ґрунтується на використаннi неортогональних орбiталей. Наближення BSR викори-
стане для розрахункiв резонансної структури iнтегральних перерiзiв переходу 51𝑆 →
→ 51𝑃 𝑜 при розсiяннi електронiв на атомi стронцiю в областi енергiй до 10 еВ. Для
точного представлення хвильових функцiй мiшенi використовувався багатоконфiгура-
цiйний метод Хартрi–Фока з неортогональними орбiталями. Розклад у випадку силь-
ного зв’язку включав 31 зв’язаний стан атома стронцiю – вiд основного i аж до стану
5𝑠5𝑓 1𝐹 𝑜. Отримано добре узгодження розрахованих перерiзiв з наявними експеримен-
тальними даними i дана вичерпна теоретична iнтерпретацiя останнiх. Обговорено
структуру резонансної особливостi в перерiзах розсiяння 𝑒-Sr в околi енергiї 4 еВ.
Ключ о в i с л о в а: атом стронцiю, електрон-атомнi зiткнення, резонансний перехiд, ме-
тод 𝑅-матрицi з 𝐵-сплайнами, перерiзи розсiяння, резонанси.

1. Вступ

Потреби практики, якi пов’язанi з розробкою но-
вих типiв лазерiв на електронних переходах в ато-
мах, цiлеспрямованим пошуком засобiв дiагности-
ки плазми в пристроях керованого термоядерно-
го синтезу, розвитком плазмохiмiчних технологiй i
т.д., вимагають нових методiв i базованих на них
засобiв для розрахунку атомних структур та хара-
ктеристик розсiяння електронiв на складних ато-
мах. Реалiзована в наших роботах [1–8] BSR-версiя
методу 𝑅-матрицi, яка ґрунтується на використан-
нi неортогональних орбiталей та 𝐵-сплайнiв як ба-
зисних функцiй, є на сьогоднi одним з найдiєвiших
iнструментiв для вивчення ефектiв атомної стру-
ктури в процесах низькоенергетичного розсiяння
електронiв на багатоелектронних атомах. Впро-
довж останнього десятирiччя на основi пропонова-
ної версiї методу 𝑅-матрицi нашою дослiдницькою
групою проведенi систематичнi розрахунки хара-
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ктеристик елементарних процесiв (пружного роз-
сiяння, збудження та iонiзацiї), якi вiдбуваються
при зiткненнi повiльних електронiв з атомами Ca
[1, 2], Mg [3], Sr [4], Si [5], F [6], Al [7] та B [8].
Для всiх названих атомних систем результати роз-
рахункiв виявилися добре узгодженими з наявни-
ми експериментальними даними. За такими пока-
зниками, як точнiсть i детальнiсть розрахункiв,
збiжнiсть, повнота урахування обмiнних, кореля-
цiйних та резонансних ефектiв, метод 𝑅-матрицi з
𝐵-сплайнами [1–9] має значнi переваги перед тра-
дицiйними методами [10] теорiї електрон-атомних
(ЕА) зiткнень. Вiн особливо зручний при розра-
хунках розсiяння електронiв складними атомами,
коли необхiдно використовувати багатоконфiгура-
цiйнi хвильовi функцiї мiшенi. Все це дозволяє
систематично одержувати коректнi результати в
областi малих та промiжних енергiй зiткнення.

Дана робота є логiчним продовженням дослi-
джень процесiв 𝑒-Sr-розсiяння, розпочатих авто-
рами у роботi [4]. На сьогоднi процеси взаємодiї
повiльних електронiв з атомами стронцiю, на вiд-
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мiну вiд iнших лужноземельних елементiв – Mg,
Ca i Ba, залишаються маловивченими як експери-
ментально, так i теоретично. Така ситуацiя є див-
ним прикладом пасивностi теорiї за умов неста-
чi експериментальних даних, котра зовсiм не но-
сить принципового характеру, а скорiше пов’язана
з труднощами формування моноенергетичних еле-
ктронних та атомних пучкiв. При малих енергi-
ях процеси розсiяння електронiв на атомах строн-
цiю вперше були дослiдженi у роботах [11, 12]
оптичними методами. В результатi були отрима-
нi експериментальнi данi з перерiзiв збудження
великої сукупностi спектральних лiнiй атома Sr
та їх енергетичних залежностей у доволi широко-
му дiапазонi енергiй зiткнення. На деяких кривих
спостерiгалися слабко вираженi структурнi осо-
бливостi. Згодом Чен та iн. [13] вимiряли фун-
кцiї збудження (ФЗ) атомної та iонних резонан-
сних лiнiй, а також енергетичнi залежностi їх сту-
пеня поляризацiї. На ФЗ синглетного переходу
51𝑆0 → 51𝑃 𝑜

1 була виявлена характерна особли-
вiсть в околi енергiї 4 еВ, яка корелює за енер-
гiєю з особливiстю в енергетичнiй залежностi їх
ступеня поляризацiї. Згадана структура на ФЗ ре-
зонансної лiнiї в областi 4 еВ пояснювалася в [13]
каскадними переходами з 61𝑆0-рiвня (порiг збу-
дження 3,79 еВ) та включенням нових каналiв
збудження.

У роботi ужгородської групи експериментато-
рiв проф. О.Б. Шпеника [14] методом електрон-
ної спектроскопiї була дослiджена структура енер-
гетичних спектрiв електронiв, розсiяних атома-
ми стронцiю. Зокрема, в енергетичнiй залежно-
стi струму пружно розсiяних (на кут 90∘) еле-
ктронiв були виявленi резонанснi особливостi, зу-
мовленi утворенням короткоживучих вiд’ємних iо-
нiв Sr−. У згаданiй роботi [14] обговорювалася та-
кож резонансна структура ФЗ спектральної лiнiї
𝜆 = 460,7 нм, що вiдповiдає переходу 51𝑆0 → 51𝑃 𝑜

1 .
При цьому, на ФЗ вказаного резонансного перехо-
ду, як i в роботi [13], була виявлена помiтна осо-
бливiсть в околi енергiї 4 еВ. Згiдно з [14], ця осо-
бливiсть зумовлена не тiльки каскадами з верх-
нього 61𝑆0-рiвня, а й резонансами, пов’язаними
з утворенням автовiдривних станiв вiд’ємного iо-
на Sr−, родоначальниками яких є групи розташо-
ваних вище рiвнiв, у тому числi 61𝑆0, 63𝑃012 та
61𝑃1. За оцiнкою авторiв роботи [14], вiдхилення
вiд рiвномiрного зростання ФЗ резонансного пере-

ходу проявляється вже при енергiї 3,66 ± 0,05 еВ,
що майже збiгається з порогом збудження 63𝑆1-
рiвня (3,60 еВ). Очевидно, що для з’ясування при-
роди особливостi в околi 4 еВ на ФЗ переходу
51𝑆0 → 51𝑃 𝑜

1 , необхiдно вдатися до бiльш деталь-
ного теоретичного аналiзу структурних особливо-
стей перерiзiв елементарних збуджень, якi супро-
воджують низькоенергетичне розсiяння електро-
нiв на атомi стронцiю.

У данiй роботi методом 𝑅-матрицi з 𝐵-сплайна-
ми (див. [1–9], а також роздiл 2) проведенi роз-
рахунки iнтегральних перерiзiв електронного збу-
дження резонансного переходу 51𝑆 → 51𝑃 𝑜 в атомi
Sr у дiапазонi енергiй до 10 еВ. Хвильовi функцiї
атомних станiв Sr обчислювалися за допомогою ба-
гатоконфiгурацiйного методу Хартрi–Фока (multi-
configuraton Hartree–Fock method – MCHF) [15,16].
При цьому в розкладi сильного зв’язку задачi
ЕА-розсiяння враховувалися основний та 30 ниж-
чих збуджених станiв атома стронцiю (наближен-
ня BSR31).

Дана робота органiзована таким чином. У роздi-
лi 2 висвiтлено, перш за все, ключовi аспекти BSR-
версiї методу 𝑅-матрицi, яка ґрунтується на вико-
ристаннi неортогональних орбiталей та 𝐵-сплай-
нiв як базисних функцiй. Пiсля короткого опи-
су електронної структури атома-мiшенi Sr (п. 2.2)
ми пiдсумовуємо у наступному п. 2.3 найбiльш
важливi особливостi обчислювальної схеми BSR-
розрахункiв процесу 𝑒-Sr-зiткнення. В роздiлi 3
наведено результати наших обчислень iнтеграль-
ного та парцiальних перерiзiв збудження 51𝑃 𝑜-
рiвня атома Sr електронним ударом. У цьому ж
роздiлi проведено фiзичну iнтерпретацiю резонан-
сних особливостей у перерiзах 51𝑃 𝑜-збудження (в
околi енергiї 4 еВ), виявлених у експериментах
[13, 14].

2. Методи розрахунку

2.1. Загальна схема наближення BSR

Нижче коротко зупинимося на ключових аспе-
ктах пропонованої в роботах [1–9] BSR-версiї ме-
тоду 𝑅-матрицi, яка ґрунтується на використаннi
неортогональних орбiталей та 𝐵-сплайнiв як ба-
зисних функцiй. Як i в стандартному методi 𝑅-
матрицi [10], повна хвильова функцiя (𝑁 + 1)-
електронної системи “атом+налiтаючий електрон”
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зображається у виглядi розкладу:

ΨΓ
𝛼(𝑋,𝑥𝑁+1) = 𝐴

𝑛∑︁
𝑖=1

Φ̄Γ
𝑖 (𝑋; r̂𝑁+1, 𝜎𝑁+1)×

× 𝐹Γ
𝑖𝛼(𝑟𝑁+1)

𝑟𝑁+1
+

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝜒
Γ
𝑗 (𝑋,𝑥𝑁+1). (1)

Тут 𝐴 – оператор антисиметризацiї; Φ̄Γ
𝑖 – хвильова

функцiя каналу, що утворюється шляхом вектор-
ного зв’язку хвильової функцiї 𝑁 -електронної мi-
шенi Φ𝑖(𝑋) ≡ Φ𝑖(𝑥1, ..., 𝑥𝑁 ) з кутовою 𝑌𝑙𝑇𝑚𝑇

(𝑟𝑁+1)

та спiновою 𝜒
1/2
𝑚𝑆 (𝜎𝑁+1) частинами хвильової фун-

кцiї (𝑁 + 1)-го електрона; 𝑋 ≡ (𝑥1, ..., 𝑥𝑁 ), Γ ≡
≡ (𝛾𝐿𝑆𝑀𝐿𝑀𝑆𝜋), а 𝑥𝑖 ≡ (r𝑖, 𝜎𝑖) позначає суку-
пнiсть просторової r𝑖 та спiнової 𝜎𝑖 координат 𝑖-
го електрона. У формулi (1) 𝜒Γ

𝑗 (𝑋,𝑥𝑁+1) – набiр
квадратично iнтегровних антисиметричних коре-
ляцiйних функцiй, якi враховують ефекти вiрту-
ального захоплення електрона в одну iз незаповне-
них пiдоболонок мiшенi i, разом з Φ̄Γ

𝑖 , вважаються
вiдомими. Iндекс 𝛼 характеризує початковi умови
i зазвичай позначає вхiдний канал розсiяння. За-
дача полягає в знаходженнi радiальних функцiй
розсiяного електрона 𝐹Γ

𝑖𝛼 та коефiцiєнтiв розкла-
ду 𝑐𝑗 . У випадку складних атомiв хвильовi функцiї
Φ𝑖(𝑋) будуються у виглядi багатоконфiгурацiйно-
го розкладу

Φ𝑖(𝑥1, ..., 𝑥𝑁 ) =
∑︁
𝑗

𝑐𝑖𝑗𝜙𝑗(𝑥1, ..., 𝑥𝑁 ), (2)

де 𝜙𝑗 – заданий набiр антисиметризованих одно-
конфiгурацiйних функцiй. Коефiцiєнти 𝑐𝑖𝑗 у роз-
кладi (2) можна отримати при дiагоналiзацiї 𝑁 -
електронного гамiльтонiана 𝐻𝑁 мiшенi:

⟨Φ𝑖|𝐻𝑁 |Φ𝑗⟩ = 𝐸𝑖(𝑍,𝑁)𝛿𝑖𝑗 . (3)

Базиснi функцiї 𝜙𝑗 та 𝜒Γ
𝑗 у розкладах (1), (2)

будуються iз одноелектронних атомних орбiталей
𝜙𝛼𝑖

, якi у наближеннi центрального поля мають
вигляд

𝜙𝛼𝑖
(𝑥) =

1

𝑟
𝑃𝑛𝑖𝑙𝑖(𝑟)𝑌𝑙𝑖𝑚𝑖

(𝑟)𝜒(𝑚𝑆 |𝜎), 𝑥 ≡ (r, 𝜎), (4)

де 𝛼𝑖 – скорочене позначення набору квантових чи-
сел 𝑛𝑖, 𝑙𝑖,𝑚𝑖 та 𝑚𝑆 . У стандартному пiдходi Бьор-
ка [10] для зручностi обчислень радiальнi хвильо-
вi функцiї розсiяного електрона 𝐹Γ

𝑖𝛼 вибираються

ортогональними усiм атомним орбiталям мiшенi
𝑃𝑛𝑗 𝑙𝑗 тiєї ж симетрiї, тобто
∞∫︁
0

𝑃𝑛𝑗 𝑙𝑗 (𝑟)𝐹
Γ
𝑖𝛼(𝑟)𝑑𝑟 = 0 при 𝑙𝑗 = 𝑙𝑖. (5)

Очевидно, що ця умова є чисто математичною, а
не фiзичною вимогою i не випливає iз загальних
квантово-механiчних принципiв, оскiльки радiаль-
нi орбiталi 𝑃𝑛𝑗 𝑙𝑗 та 𝐹Γ

𝑖𝛼 є власними функцiями рi-
зних гамiльтонiанiв.

Задача низькоенергетичного розсiяння електро-
на на 𝑁 -електронному атомi зводиться до розв’я-
зування рiвняння Шредiнгера:

(𝐻𝑁+1 − 𝐸)ΨΓ
𝛼 (𝑋,𝑥𝑁+1) = 0,

𝐻𝑁+1 =

𝑁+1∑︁
𝑖=1

(︂
−1

2
∇2

𝑖 −
𝑍

𝑟𝑖

)︂
+

𝑁+1∑︁
𝑖>𝑗=1

1

𝑟𝑖𝑗

(6)

з вiдповiдними граничними умовами. Тут 𝐸 i
𝐻𝑁+1 – повна енергiя та гамiльтонiан (𝑁 + 1)-
електронної системи “атом + налiтаючий елект-
рон”, 𝑍 – заряд ядра. Гамiльтонiан 𝐻𝑁+1 (6) дiа-
гональний по вiдношенню до повного орбiтального
моменту 𝐿, повного спiну 𝑆, їх проекцiй 𝑀𝐿, 𝑀𝑆 на
задану вiсь та парностi 𝜋. Функцiя ΨΓ

𝛼 (𝑋,𝑥𝑁+1),
яку зазвичай називають “хвильовою функцiєю зi-
ткнення”, являє собою повнiстю антисиметризова-
ну хвильову функцiю (𝑁+1)-електронної системи.

Пiдставляючи розклад (1) у рiвняння (6), домно-
жуючи його почергово на функцiї Φ̄Γ

𝑖 i 𝜒Γ
𝑗 та вико-

ристовуючи умови ортогональностi цих функцiй,
одержимо пiсля iнтегрування за всiма змiнними,
крiм 𝑟𝑁+1, систему iнтегро-диференцiальних рiв-
нянь сильного зв’язку (СЗ) для функцiй 𝐹𝑖 ≡ 𝐹Γ

𝑖𝛼:(︂
d2

d𝑟2
− 𝑙𝑖(𝑙𝑖 + 1)

𝑟2
+

2𝑍

𝑟
+ 𝑘2𝑖

)︂
𝐹𝑖(𝑟) =

= 2
∑︁
𝑗

(𝑉𝑖𝑗 +𝑊𝑖𝑗 +𝑋𝑖𝑗)𝐹𝑗(𝑟), (7)

де 𝑘2𝑖 = 2 [𝐸 − 𝐸𝑖(𝑍,𝑁)], а 𝑉𝑖𝑗 , 𝑊𝑖𝑗 , 𝑋𝑖𝑗 – локаль-
ний прямий, нелокальний обмiнний та нелокаль-
ний кореляцiйний потенцiали вiдповiдно. Для роз-
сiяння електронiв на складних атомах явний виг-
ляд цих потенцiалiв генерується автоматично про-
грамою BSR [9] залежно вiд типу вхiдних даних.

Застоcуємо до розв’язання системи рiвнянь
СЗ (7) BSR-версiю методу 𝑅-матрицi, яка ґрунту-
ється на використаннi неортогональних орбiталей
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та 𝐵-сплайнiв як базисних функцiй. Такий пiдхiд
дозволяє описати в рамках єдиного формалiзму рi-
знi типи реакцiй, такi, як наприклад, пружне роз-
сiяння, збудження та iонiзацiя атома електронним
ударом. Головна iдея 𝑅-матричного методу поля-
гає в розбиттi конфiгурацiйного простору систе-
ми “атом + електрон” на двi областi: внутрiшню
𝑟 < 𝑎 i зовнiшню 𝑟 > 𝑎. Радiус внутрiшньої обла-
стi 𝑟 = 𝑎 вибирається таким чином, щоб обмiннi
та кореляцiйнi ефекти були достатньо малими при
𝑟 ≥ 𝑎.

Внаслiдок обмежень, що накладаються на хви-
льову функцiю зiткнення ΨΓ

𝛼(𝑋,𝑥𝑁+1) умовами
ортогональностi ⟨𝑃𝑛𝑗 𝑙𝑗 |𝐹𝑖⟩ = 0, налiтаючий еле-
ктрон не може бути вiртуально захоплений в одну
з незаповнених пiдоболонок мiшенi. Скiнченний
набiр квадратично iнтегровних кореляцiйних фун-
кцiй 𝜒Γ

𝑗 (𝑋,𝑥𝑁+1), включених у другу суму розкла-
ду (1), дозволяє частково урахувати ефекти, пов’я-
занi з умовами ортогональностi функцiй 𝑃𝑛𝑗 𝑙𝑗 , 𝐹𝑖

та обмеженням першої суми в розкладi (1) скiнчен-
ним числом доданкiв. Однак це може приводити
до появи нефiзичної псевдорезонансної структури
у перерiзах розсiяння та до значного збiльшення
числа iнтегро-диференцiальних рiвнянь, якi пiдля-
гають розв’язанню [10].

Очевидно: для урахування можливостi вiрту-
ального захоплення електрона в незаповненi пiдо-
болонки мiшенi необхiдно вiдмовитися вiд вимо-
ги ортогональностi орбiталей розсiяного електро-
на 𝐹𝑖 до зв’язаних орбiталей мiшенi 𝑃𝑛𝑗 𝑙𝑗 . Реа-
лiзована в наших роботах [1–8] BSR-версiя ме-
тоду 𝑅-матрицi вигiдно вирiзняється вiд вiдомих
на даний час методiв теорiї розсiяння принайм-
нi двома iнновацiями: а) використанням неорто-
гональних орбiталей для представлення радiаль-
них частин одноелектронних хвильових функцiй
як зв’язаних атомних станiв, так i станiв розсi-
яного електрона; б) бiльш вдалим 𝑅-матричним
базисом, заданим повним скiнченним набором 𝐵-
сплайнiв з компактними носiями у внутрiшнiй
областi.

Як i в стандартному методi 𝑅-матрицi [10], пов-
ну хвильову функцiю (𝑁 +1)-електронної системи
у внутрiшнiй областi подамо при заданiй енергiї 𝐸
у виглядi розкладу

ΨΓ
𝐸 =

∑︁
𝑘

𝐴Γ
𝐸𝑘Ψ

Γ
𝑘 (8)

за незалежним вiд енергiї дискретним базисним
набором ΨΓ

𝑘 :

ΨΓ
𝑘 (𝑋,𝑥𝑁+1) =

= 𝐴
∑︁
𝑖,𝑗

Φ̄Γ
𝑖 (𝑋; r̂𝑁+1, 𝜎𝑁+1)

𝑢𝑗(𝑟𝑁+1)

𝑟𝑁+1
𝑐Γ𝑖𝑗𝑘 +

+
∑︁
𝑖

𝜒Γ
𝑖 (𝑋,𝑥𝑁+1)𝑑

Γ
𝑖𝑘, (9)

де Φ
Γ

𝑖 та 𝜒Γ
𝑖 визначаються так само, як i в форму-

лi (1). Функцiї 𝐹Γ
𝑖𝛼, що описують радiальний рух

розсiяного електрона в 𝑖-му каналi, ми представи-
ли в розкладi (9) у виглядi лiнiйної комбiнацiї скiн-
ченного числа базисних функцiй 𝑢𝑗 , якi задоволь-
няють граничнi умови: 𝑢𝑗 = 0, (𝑎/𝑢𝑗)𝑑𝑢𝑗/𝑑𝑟|𝑟=𝑎 =
= 𝑏, де 𝑏 – довiльна дiйсна стала. Для таких
базисних функцiй гамiльтонiан (6) у внутрiшнiй
областi не є ермiтовим внаслiдок ненульових (при
𝑟 = 𝑎) поверхневих членiв, що виникають iз опера-
тора кiнетичної енергiї. Однак цi члени можна ви-
лучити за допомогою оператора Блоха 𝐿𝑁+1 [10].
Формальний розв’язок (1) рiвняння Шредiнге-
ра (6) набуває при цьому вигляду

|Ψ⟩ = 1/2
∑︁
𝑘𝑗

|ΨΓ
𝑘 ⟩⟨ΨΓ

𝑘 |Φ̄Γ
𝑗 ⟩(𝐸𝑘 − 𝐸)−1 ×

× (𝑑/𝑑𝑟𝑁+1 − 𝑏𝑗/𝑟𝑁+1)⟨Φ̄Γ
𝑗 |Ψ⟩. (10)

Проекцiюючи це рiвняння на функцiї каналiв Φ
Γ

𝑖 i
виконуючи обчислення на межi внутрiшньої обла-
стi, дiстанемо

𝐹Γ
𝑖 (𝑎) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑅Γ
𝑖𝑗(𝐸)

(︃
𝑎

d𝐹Γ
𝑗

d𝑟𝑁+1
− 𝑏𝑗𝐹

Γ
𝑗

)︃
𝑟𝑁+1=𝑎

, (11)

де ми ввели 𝑅-матрицю з елементами

𝑅Γ
𝑖𝑗(𝐸) =

1

2𝑎

∑︁
𝑘

𝑤Γ
𝑖𝑘(𝑎)𝑤

Γ
𝑗𝑘(𝑎)

𝐸Γ
𝑘 − 𝐸

, (12)

приведенi радiальнi функцiї 𝐹Γ
𝑖 i поверхневi ам-

плiтуди 𝑤Γ
𝑖𝑘. Дiагоналiзуючи матрицю ⟨ΨΓ

𝑘 |𝐻𝑁+1 +
+𝐿𝑁+1|ΨΓ

𝑘′⟩int для кожного набору квантових чи-
сел Γ, можна визначити енергiї 𝐸Γ

𝑘 i коефiцiєнти
𝑐Γ𝑖𝑗𝑘, 𝑑

Γ
𝑖𝑘 у розкладi (9), тобто хвильовi функцiї ΨΓ

𝑘

для вiдповiдних базисних станiв. Однак це треба
зробити лише один раз, щоб визначити 𝑅-матрицю
у всьому дiапазонi енергiй зiткнення.

Як зазначалося вище, включення у вихiдний
розклад (9) додаткових кореляцiйних функцiй 𝜒Γ

𝑖
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веде у бiльшостi випадкiв до появи псевдорезонан-
сної структури в перерiзах розсiяння та додатко-
вих iнтегро-диференцiальних рiвнянь, якi випли-
вають з розкладу (9) i необхiднi для реалiстичних
розрахункiв складних атомiв.

Вiльною вiд цих утруднень є реалiзована в на-
ших роботах [1–8] BSR-версiя 𝑅-матричного мето-
ду, яка ґрунтується на використаннi неортогональ-
них орбiталей та 𝐵-сплайнiв як базисних функцiй
𝑢𝑗(𝑟). Такий вибiр 𝑢𝑗(𝑟) забезпечує швидку збi-
жнiсть 𝑅-матричного розкладу без уведення в дiа-
гональнi 𝑅-матричнi елементи (12) так званих по-
правок Баттла (див. [10]). Базиснi сплайни володi-
ють чудовими властивостями, немовби спецiально
створеними для 𝑅-матричної теорiї. Вони форму-
ють повний базис на скiнченному 𝑅-матричному
iнтервалi [0, 𝑎], зручнi при знаходженнi як зв’яза-
них орбiталей мiшенi, так i орбiталей розсiяного
електрона. Зручнiсть забезпечується насамперед
тим, що 𝐵-сплайни – фiнiтнi функцiї, якi вiдмiннi
вiд нуля лише на своїх iнтервалах-носiях.

Наступним кроком є визначення 𝐾-матрицi, 𝑆-
матрицi та фазових зсувiв. Оскiльки у зовнiшнiй
областi 𝑟 > 𝑎 усi обмiннi та кореляцiйнi потенцiали
практично дорiвнюють нулю, для радiальних фун-
кцiй 𝐹𝑖(𝑟) у цiй областi отримуємо доволi просту
систему зв’язаних iнтегро-диференцiальних рiв-
нянь, якi з достатньою точнiстю розв’язуються чи-
сельно за допомогою сучасних комп’ютерiв з одер-
жанням однозначних результатiв. Отриманi таким
чином розв’язки зшиваються при 𝑟 = 𝑎 з розв’яз-
ками у внутрiшнiй областi 𝑟 < 𝑎. Пiсля цього легко
визначити 𝐾-матрицю iз асимптотичного спiввiд-
ношення

𝐹𝑖𝛼 ∼
𝑟→∞

𝑘
−1/2
𝑖 (𝛿𝑖𝛼 sin 𝜃𝑖 +𝐾𝑖𝛼 cos 𝜃𝑖), (13)

де 𝜃𝑖 – асимптотична фаза регулярної кулонiвської
функцiї (див., наприклад, [10]), а другий iндекс
𝛼 вказує номер каналу падаючої хвилi. Матрицю
розсiяння 𝑆𝑖𝛼 i матрицю переходу 𝑇𝑖𝛼 з розмiрно-
стями 𝑛 × 𝑛 можна визначити за допомогою вi-
домих матричних спiввiдношень S = 1+T = (1+
+ 𝑖K)/(1− 𝑖K). Цi матрицi в подальшому викори-
стовуються для розрахунку перерiзiв розсiяння та
всiх iнших спостережуваних величин.

Найбiльш важливi з обчислювальної точки зо-
ру властивостi базисних сплайнiв 𝐵𝑖 з компактни-
ми носiями описано, наприклад, у роботi [9]. В нiй

детально розглянуто сплайн-алгоритми розв’язу-
вання диференцiальних та iнтегро-диференцiаль-
них рiвнянь задачi розсiяння i задачi на зв’яза-
нi стани. Тут варто наголосити, що цi алгори-
тми мають двi принциповi переваги над алгори-
тмами, що ґрунтуються на скiнченно-рiзницевiй
апроксимацiї. По-перше, для числових розрахун-
кiв особливо важливi локальнi властивостi сплайн-
алгоритмiв, якi забезпечуються фiнiтними власти-
востями базисних сплайнiв з компактними носi-
ями. По-друге, завдяки властивостям фiнiтностi
та повноти скiнченної системи 𝐵-сплайнiв iнтегро-
диференцiальнi рiвняння пiсля їх дискретизацiї у
внутрiшнiй 𝑅-матричнiй областi 𝑟 < 𝑎 зводяться
до системи матрично-векторних алгебраїчних рiв-
нянь скiнченного рангу з розрiдженими, а саме
стрiчковими матрицями, що суттєво спрощує чи-
сельний аналiз таких систем.

У наших роботах [1–8] описано також загальнi
пiдходи до проблеми урахування кореляцiї елект-
ронiв, зокрема метод MCHF з 𝐵-сплайнами, в
основi якого лежить зображення радiальних ор-
бiталей 𝑃𝑛𝑙(𝑟) у виглядi скiнченного розкладу
за повним базисним набором 𝐵-сплайнiв {𝐵𝑖}𝑛𝑆

𝑖=1.
Багатоконфiгурацiйний характер розкладу повної
хвильової функцiї Φ𝑖(𝑋) 𝑁 -електронної системи
(2) дає змогу врахувати значну частину кореля-
цiйних ефектiв.

Квантово-механiчний розрахунок у рамках
MCHF-методу складається з двох етапiв: по-
будови багатоелектронного базису функцiй
конфiгурацiйних станiв (ФКС) та розв’язування
багатоконфiгурацiйних рiвнянь Хартрi–Фока, з
яких визначаються радiальнi хвильовi функцiї
𝑃𝑛𝑙(𝑟), що входять до складу слетерiвських
детермiнантiв. Успiх будь-якого практичного
розрахунку атомних характеристик сильно за-
лежить вiд вибору радiальних орбiталей 𝑃𝑛𝑙(𝑟)
та конфiгурацiй, включених у розклад хвильової
функцiї мiшенi за ФКС-базисом. На вiдмiну
вiд стандартного пiдходу [10], у данiй версiї
𝑅-матричного методу в ролi одноелектронних
функцiй використовуються неортогональнi зв’я-
занi орбiталi, якi оптимiзуються в незалежних
MCHF-розрахунках для кожного окремого терму.
Використання таких орбiталей має вирiшальне
значення для адекватного опису складної резо-
нансної структури перерiзiв розсiяння електронiв
на багатоелектронних атомах.
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2.2. Розрахунок структури атома Sr

Розглянемо тепер особливостi застосування мето-
ду MCHF з 𝐵-сплайнами до розрахункiв енерге-
тичної структури атома Sr. Рiзнi наближення цьо-
го методу вiдрiзняються числом i вибором бази-
сних конфiгурацiй, врахованих у розкладi станiв i
псевдостанiв Φ𝑖(𝑋) ≡ Φ𝑖(𝑥1, ..., 𝑥𝑁 ) мiшенi. У на-
ших розрахунках такий розклад включав основ-
ний та 30 нижчих збуджених спектроскопiчних
станiв атома Sr аж до стану 5𝑠5𝑓 1𝐹 𝑜 включно.
Всi цi стани є енергетично дозволеними (вiдповiд-
ають так званим вiдкритим каналам) при розгля-
дуваних у данiй працi енергiях зiткнення. Отрима-
нi при цьому хвильовi функцiї зв’язаних атомних
станiв використовуються при визначеннi характе-
ристик 𝑒–Sr -розсiяння i, отже, повиннi мiстити до-
статньо компактнi конфiгурацiйнi розклади.

Стронцiй з його конфiгурацiєю основного ста-
ну [1𝑠22𝑠22𝑝63𝑠23𝑝63𝑑104𝑠24𝑝6]5𝑠2 1𝑆 та однокра-
тно збудженими станами 4𝑝65𝑠𝑛𝑙 3,1𝐿 багато в чо-
му подiбний до гелiю, тобто може при певних умо-
вах розглядатися в рамках моделi двох електронiв
понад Kr-подiбним [1𝑠22𝑠22𝑝63𝑠23𝑝63𝑑104𝑠24𝑝6]-ко-
ром, отримуваним при двократнiй iонiзацiї атома
Sr. Для спрощення позначень замкнутi оболонки
iона Sr2+ в подальшому розглядi будуть опускати-
ся. Для основного стану та для низькорозташова-
них збуджених станiв Sr важливими є як валентна,
так i кор-валентна кореляцiї. З огляду на це, ми
включили в MCHF-розклад хвильової функцiї мi-
шенi електроннi конфiгурацiї зi збудженим кором.

Розрахунок станiв мiшенi включає такi кроки.
Процедура розпочинається з генерування у харт-
рi-фокiвському наближеннi орбiталей кора Sr2+.
В результатi обчислень iз “замороженим” кором
отримуються валентнi 5𝑠-, 5𝑝- та 4𝑑-орбiталi для
Sr+. Використання в розкладi MCHF найбiльш
сильно зв’язаних каналiв дозволяє врахувати зна-
чну частину валентної кореляцiї, у той час як кор-
валентна кореляцiя враховується шляхом вклю-
чення в MCHF-розклад додаткових електронних
конфiгурацiй 4𝑝5𝑛𝑙𝑛′𝑙′:
𝜑(4𝑝6𝑛𝑙) = 𝑎𝑛𝑙𝜑HF(4𝑝

6𝑛𝑙) +
∑︁
𝑛̄𝑙𝑛̄′𝑙′

𝑏𝑛̄𝑙𝑛̄′𝑙′𝜒(4𝑝
5𝑛̄𝑙𝑛̄′𝑙′),

(14)

де риска над символом позначає кореляцiйну, а
не фiзичну орбiталь. Iншими словами, хартрi-фо-
кiвськi хвильовi функцiї 𝜑HF(4𝑝

6𝑛𝑙) доповнюються

тут кореляцiйними функцiями 𝜒 з 4𝑝-збудженим
кором. Описанi структурнi розрахунки викона-
нi нами за допомогою програми MCHF (multi-
configuraton Hartree–Fock program) [15,16]. Оскiль-
ки середнiй радiус 𝑛𝑙-орбiталей лежить мiж сере-
днiм радiусом кора i радiусами валентних орбiта-
лей, цей метод дозволяє ефективно врахувати кор-
валентну кореляцiю за допомогою вiдносно ма-
лої кiлькостi електронних конфiгурацiй. Зазначи-
мо також, що кореляцiйнi 𝑛𝑙-орбiталi були оптимi-
зованi в незалежних розрахунках для кожного ста-
ну окремо. При генеруваннi методом MCHF низь-
корозташованих станiв атома Sr кор-валентно ко-
рельованi стани iона Sr+ використовуються як ви-
хiднi. Вiдповiдний багатоканальний розклад ста-
нiв атома-мiшенi має таку структуру:

Φ(4𝑝65𝑠𝑛𝑙, 𝐿𝑆) = 𝒜
∑︁
𝑛𝑙

{︁
𝜑(4𝑝65𝑠)𝑃 (𝑛𝑙)

}︁𝐿𝑆

+

+𝒜
∑︁
𝑛𝑙

{︁
𝜑(4𝑝65𝑝)𝑃 (𝑛𝑙)

}︁𝐿𝑆

+

+𝒜
∑︁
𝑛𝑙

{︁
𝜑(4𝑝64𝑑)𝑃 (𝑛𝑙)

}︁𝐿𝑆

, (15)

де 𝒜 позначає оператор антисиметризацiї. Крiм
того, для спрощення позначень ми вважаємо, що
коефiцiєнти розкладу в формулi (15) включенi в
невiдомi радiальнi функцiї 𝑃 (𝑛𝑙) для зовнiшнього
валентного електрона. Цi функцiї були розкладе-
нi за 𝐵-сплайновим базисом, а вiдповiднi рiвнян-
ня були розв’язанi за умови, що хвильовi функцiї
перетворюються в нуль на межi внутрiшньої 𝑅-
матричної областi. Описана схема дає набiр орто-
гональних одноелектронних орбiталей для кожно-
го зв’язаного стану, але орбiталi з рiзних наборiв
не є ортогональними мiж собою. Ця процедура в
лiтературi часто згадується як використання “не-
ортогональних орбiталей”, i саме в цьому розумiннi
буде вживатися нижче. Нарештi, ми використовує-
мо один i той самий багатоканальний розклад (14)
як для станiв 5𝑠𝑛𝑙, так i для всiх станiв 𝑛𝑙2 з еквi-
валентними електронами. Кiлькiсть фiзичних ста-
нiв, якi можна генерувати в цьому методi, зале-
жить вiд розмiру 𝑎 𝑅-матричного боксу. Вибира-
ючи 𝑎 = 80𝑎0 (де 𝑎0 = 0,529 · 10−10 м позначає бо-
рiвський радiус), отримуємо адекватний опис всiх
низькорозташованих станiв Sr аж до 5𝑠5𝑓 1𝐹 𝑜.

В данi розрахунки ми включили 119 𝐵-сплайнiв
порядку 8. Оскiльки згаданi вище розрахунки зв’я-
заних атомних станiв методом MCHF з 𝐵-сплайна-
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ми генерують рiзнi набори неортогональних орбi-
талей, їх подальше використання дещо ускладнює-
ться. З iншого боку, нашi конфiгурацiйнi розклади
для атомних станiв мiшенi Sr мiстять вiд 50 до 270
конфiгурацiй i, таким чином, можуть використо-
вуватися у розрахунках зiткнення з досить скром-
ними обчислювальними ресурсами.

У табл. 1 розрахованi нами енергiї збудження 31
спектроскопiчних станiв атома Sr порiвнюються з

Таблиця 1. Енергiї збудження (в еВ) для 31
нижнiх спектроскопiчних станiв мiшенi Sr.
Теоретичнi значення 𝐸теор порiвнянi
з експериментальними даними 𝐸експ
Мура [18]: Δ𝐸 = 𝐸експ − 𝐸теор.
Енергiї триплетiв усередненi по терму

№ Стан 𝐸експ [18] 𝐸теор Δ𝐸

1 5𝑠2 1𝑆 0,0 0,0 0,0
2 5𝑠5𝑝 3𝑃 𝑜 1,823 1,847 −0,024
3 5𝑠4𝑑 3𝐷 2,264 2,272 −0,008
4 5𝑠4𝑑 1𝐷 2,499 2,480 0,019
5 5𝑠5𝑝 1𝑃 𝑜 2,691 2,673 0,018
6 5𝑠6𝑠 3𝑆 3,601 3,633 −0,032
7 5𝑠6𝑠 1𝑆 3,793 3,714 0,079
8 4𝑑5𝑝 3𝐹 𝑜 4,173 4,111 0,062
9 4𝑑5𝑝 1𝐷𝑜 4,195 4,196 −0,001

10 5𝑠6𝑝 3𝑃 𝑜 4,207 4,222 −0,015
11 5𝑠6𝑝 1𝑃 𝑜 4,228 4,241 −0,013
12 5𝑠5𝑑 1𝐷 4,306 4,311 −0,005
13 5𝑠5𝑑 3𝐷 4,344 4,361 −0,017
14 5𝑝2 3𝑃 4,406 4,408 −0,002
15 4𝑑5𝑝 3𝐷𝑜 4,519 4,568 −0,049
16 5𝑝2 1𝐷 4,583 4,499 0,084
17 5𝑝2 1𝑆 4,608 4,590 0,018
18 4𝑑5𝑝 3𝑃 𝑜 4,628 4,767 −0,139
19 5𝑠7𝑠 3𝑆 4,641 4,579 0,062
20 4𝑑5𝑝 1𝐹 𝑜 4,713 4,944 −0,231
21 5𝑠7𝑠 1𝑆 4,767 4,954 −0,187
22 5𝑠4𝑓 3𝐹 𝑜 4,805 4,734 0,071
23 5𝑠7𝑝 1𝑃 𝑜 4,825 4,810 0,015
24 5𝑠7𝑝 3𝑃 𝑜 4,891 4,885 0,006
25 5𝑠4𝑓 1𝐹 𝑜 4,903 4,754 0,149
26 5𝑠6𝑑 3𝐷 4,922 4,885 0,037
27 5𝑠6𝑑 1𝐷 4,927 4,859 0,068
28 5𝑠8𝑠 3𝑆 5,054 5,008 0,046
29 5𝑠8𝑠 1𝑆 5,091 5,216 −0,125
30 5𝑠5𝑓 3𝐹 𝑜 5,129 5,049 0,080
31 5𝑠5𝑓 1𝐹 𝑜 5,148 5,140 0,008

експериментальними даними [18]. Узгодження мiж
експериментом i теорiєю в цiлому є досить добрим
з вiдхиленнями в значеннях енергiй, меншими вiд
0,1–0,2 еВ (а подекуди й 0,01 еВ). Виняток ста-
новить лише 4𝑑5𝑝 1𝐹 𝑜-стан, для якого слiд бiльш
ретельно враховувати ефекти електронних коре-
ляцiй. Точнiсть виконаних нами розрахункiв стру-
ктури атома Sr (енергiї рiвнiв, хвильовi функцiї)
є iстотно вищою у порiвняннi з тими, що викори-
стовувалися в попереднiх теоретичних дослiджен-
нях розсiяння 𝑒-Sr (див., наприклад, [19–23]). За-
значимо також, що аналогiчнi розрахунки зв’яза-
них атомних станiв Са [1] та Mg [3] були виконанi
нами не в наближеннi MCHF [15, 16], а методом
сильного зв’язку з базисними сплайнами, локалi-
зованими в 𝑅-матричному боксi [17]. Проте для
атома Sr (заряд ядра 𝑧 = 38) такi розрахунки,
як i врахування спiн-орбiтальної взаємодiї, нара-
зi виходять за межi наших обчислювальних мож-
ливостей.

2.3. Розрахунки зiткнення 𝑒-Sr

Розрахунки процесiв розсiяння електронiв на ато-
мi Sr здiйснювалися нами в наближеннi 𝑅-матрицi
з 𝐵-сплайнами з використанням програмного ко-
ду BSR [9]. Задача 𝑒-Sr-розсiяння у внутрiшнiй 𝑅-
матричнiй областi (𝑟 ≤ 𝑎) розв’язувалася анало-
гiчно (9) шляхом розкладу хвильової функцiї зi-
ткнення за дискретним базисом:

ΨΓ
𝑘 (𝑥1, ..., 𝑥𝑁+1) =

= 𝐴
∑︁
𝑖,𝑗

Φ̄Γ
𝑖 (𝑥1, ..., 𝑥𝑁 ; r̂𝑁+1, 𝜎𝑁+1)×

× 𝑟−1
𝑁+1𝐵𝑗(𝑟𝑁+1)𝑐

Γ
𝑖𝑗𝑘, (16)

де Φ
Γ

𝑖 – канальнi хвильовi функцiї. Тут ми роз-
клали радiальнi хвильовi функцiї континууму 𝐹Γ

𝑖𝛼

за скiнченною системою базисних сплайнiв 𝐵𝑗(𝑟),
заданих на 𝑅-матричному iнтервалi 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎.
Амплiтуди хвильових функцiй на межi 𝑟 = 𝑎, якi
потрiбнi для оцiнки 𝑅-матрицi, задаються коефi-
цiєнтом при останньому 𝐵-сплайнi, котрий якраз
i є єдиним базисним сплайном з ненульовим зна-
ченням на межi внутрiшньої областi. Кiлькiсть 𝐵-
сплайнiв i 𝑅-матричний радiус у розрахунках роз-
сiяння беруться такими ж, як i при розрахунках
зв’язаних станiв мiшенi. Чисельно розраховували-
ся парцiально-хвильовi внески аж до 𝐿 = 50; для
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Збудження резонансного переходу атома Sr

Рис. 1. Енергетичнi залежностi IП переходу 51𝑆 → 51𝑃 𝑜

при розсiяннi 𝑒-Sr: a – результати BSR31-розрахунку (з
урахуванням i без урахування каскадного внеску) порiвню-
ються з експериментом Чена та iн. [13]. Наведено також
IП переходу 51𝑆 → 61𝑆 та експериментальнi пороги збу-
джень нижчих рiвнiв атома Sr [18]: b – збiльшений фра-
гмент рис. 1, a в околi енергiї ∼4 еВ

оцiнки внеску вiд бiльш високих значень 𝐿 вико-
ристовувалася (за необхiдностi) процедура “пiдсу-
мовування залишкiв”, що ґрунтується на апрокси-
мацiї геометричними рядами [9]. Перерiзи обчи-
слювалися за стандартною 𝑅-матричною схемою,
з використанням для зовнiшньої областi пакета
FARM [24].

Для спрощення обчислень та найбiльш послiдов-
ного врахування резонансної структури ми вико-
ристовували в наших розрахунках 𝑒-Sr-розсiяння

Рис. 2. Енергетичнi залежностi IП збудження з основ-
ного стану 51𝑆 рiвнiв 63𝑆, 61𝑆, 4𝑑5𝑝 1𝐷𝑜, 61𝑃 𝑜, 51𝐷 та
5𝑝2 1𝐷 при розсiяннi 𝑒-Sr. Розрахунки виконанi в наближен-
нi BSR31. Показано також пороги збуджень нижчих рiвнiв
атома Sr [18]

не експериментальнi енергiї збудження мiшенi [18],
а їх значення, розрахованi за допомогою програм-
ного коду MCHF [15, 16] з використанням 𝐵-
сплайнiв, див. табл. 1.

3. Результати та їх обговорення

Порiвняємо розрахованi нами iнтегральнi перерi-
зи (IП) збудження резонансного переходу в атомi
Sr з експериментальними даними Чена та iн. [13].
На рис. 1, a, b наведенi IП переходу 51𝑆 → 51𝑃 𝑜

при розсiяннi 𝑒-Sr. Поряд з експериментальними
ФЗ [13], на рисунках зображенi IП, розрахованi на-
ми в наближеннi BSR31 як з урахуванням, так i
без урахування каскадiв з вищих рiвнiв. Для оцiн-
ки максимально можливого внеску каскадiв, на
рис. 2 наведенi енергетичнi залежностi IП збудже-
ння електронним ударом кiлькох вищерозташова-
них станiв (63𝑆, 61𝑆, 4𝑑5𝑝 1𝐷𝑜, 61𝑃 𝑜, 51𝐷 та 5𝑝2 1𝐷)
атома Sr. При цiкавих для порiвняння з експери-
ментом енергiях зiткнення в околi 4 еВ радiацiй-
ний розпад цих станiв на рiвень 51𝑃 𝑜, як i слiд
було очiкувати, приводить до помiтного каскадно-
го внеску у ФЗ, спостережуваного в експеримен-
тi [13]. З iншого боку, порiвняння IП, наведених
на рис. 1 та 2, показує, що в дiапазонi енергiй вiд
3,6 до 4,2 еВ згаданий каскадний внесок у пере-
рiз переходу 51𝑆 → 51𝑃 𝑜 можуть спричинити ли-

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2018. Т. 63, № 1 17



Є.А. Нодь, В.Ф. Гедеон, С.В. Гедеон та iн.

Рис. 3. Енергетичнi залежностi IП переходу 51𝑆 → 51𝑃 𝑜

при розсiяннi 𝑒-Sr. Результати розрахунку BSR31 порiв-
нянi з експериментом Казаков та iн. [14]. Окрiм експе-
риментальних ФЗ [14] показанi цi самi функцiї, калiбро-
ванi нами зi зсувом вправо на 0,21 еВ та пiдiгнанi мно-
жником 1.2. Наведенi також лоренцiани пiдгонки резонан-
сiв 5𝑠6𝑝(1𝑃 𝑜)4𝑓 2𝐺 та 5𝑠5𝑑2(1𝐺) 2𝐺 при енергiях 4,216 та
4,264 еВ, вiдповiдно

Рис. 4. Енергетичнi залежностi iнтегрального та парцiаль-
них 2𝑃 𝑜, 2𝐷 та 2𝐺-перерiзiв для переходу 51𝑆 → 51𝑃 𝑜 при
зiткненнi 𝑒-Sr (наближення BSR31). Показанi також пороги
збуджень нижчих рiвнiв атома Sr [18]

ше переходи з розташованих вище збуджених ста-
нiв 63𝑆 та 61𝑆 зi значним превалюванням внескуу
61𝑆 → 51𝑃 𝑜. З рис. 1 видно практично повне узго-
дження теоретичних (BSR31 з урахуванням каска-
дiв) та експериментальних [13] результатiв у дiа-
пазонi енергiй вiд порога збудження (2,69 еВ) до

Рис. 5. Енергетичнi залежностi iнтегрального та парцiаль-
них 2𝑃 𝑜, 2𝐷 та 2𝐺-перерiзiв для переходу 51𝑆 → 61𝑆 при
зiткненнi 𝑒-Sr (наближення BSR31). Показанi також пороги
збуджень нижчих рiвнiв атома Sr [18]

4,8 еВ, а також вище 6,8 еВ. При цьому опукла
структура в енергетичнiй залежностi IП переходу
51𝑆 → 51𝑃 𝑜 при ∼4 еВ зумовлена як резонансними
особливостями IП прямого збудження 51𝑃 𝑜-рiвня,
так i радiацiйним розпадом розташованого вище
збудженого стану 61𝑆.

На рис. 3 порiвнюються BSR31-перерiзи прямо-
го переходу 51𝑆 → 51𝑃 𝑜 в атомi Sr з експеримен-
тальними даними [14]. Крiм вихiдних ФЗ [14], на
рисунку наведенi цi самi ФЗ, калiброванi шляхом
їх зсуву вправо на 0,21 еВ та пiдiгнанi множником
1.2. З рис. 3 видно чудове узгодження пiдiгнаної
експериментальної ФЗ [14] з розрахованими нами
IП резонансного переходу в дiапазонi енергiй вiд
порогу збудження i до 4,8 еВ.

Для дослiдження резонансної структури IП збу-
дження дипольного 51𝑆 → 51𝑃 𝑜-переходу, на
рис. 4 наведено внески в IП парцiальних хвиль
2𝑃 𝑜, 2𝐷 та 2𝐺. Аналогiчнi парцiально-хвильовi
внески в IП збудження переходу 51𝑆 → 61𝑆 на-
ведено на рис. 5. Внесок ще двох парцiальних
хвиль (2𝑆 i 2𝐹 𝑜) у резонансну структуру IП зга-
даних переходiв є незначним i на рис. 4 та 5 не
вiдображений.

З рис. 4 чiтко видно, що опукла резонансна стру-
ктура на теоретичних IП переходу 51𝑆 → 51𝑃 𝑜 в
областi ∼3,6–4,3 еВ у значнiй мiрi визначається по-
ведiнкою парцiальної 2𝐺-хвилi. На рис. 6 наведе-
но парцiальнi 2𝐺-перерiзи збудження станiв 43𝐷,
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Рис. 6. Енергетичнi залежностi парцiальних 2𝐺-перерiзiв
для переходiв з основного стану 51𝑆 у стани 51𝑃 𝑜, 43𝐷,
41𝐷, та 61𝑆 при зiткненнi 𝑒-Sr (наближення BSR31). По-
казанi також пороги збуджень нижчих рiвнiв атома Sr [18].
Вертикальна пунктирна лiнiя наведена для полегшення по-
рiвняння резонансних структур у перерiзах рiзних перехо-
дiв. Номери станiв у позначеннях переходiв з початкового
стану в кiнцевий наведенi згiдно з табл. 1

41𝐷, 51𝑃 𝑜 та 61𝑆 з основного стану 51𝑆 атома
Sr. Як видно з рис. 4 i 6, домiнуючою резонан-
сною структурою у парцiальних перерiзах 51𝑃 𝑜- i
43𝐷-збудження для 2𝐺-хвилi є широкий пiк в око-
лi енергiї ∼4 еВ. Помiтним є також роздвоєння
згаданої опуклої структури в областi енергiй 4,1–
4,2 еВ, яке зумовлене накладанням на резонанс
форми двох вузьких резонансiв фешбахiвського
типу (див. рис. 3). Дещо iнша картина спостерi-
гається (див. рис. 5) для IП переходу 51𝑆 → 61𝑆:
тут поведiнка IП визначається характером енер-
гетичних залежностей парцiальних перерiзiв для
2𝐷-хвилi i, в деякiй мiрi, 2𝑃 𝑜-хвилi.

Для виявлення i класифiкацiї резонансної стру-
ктури iнтегральних перерiзiв розсiяння 𝑒-Sr, ми
провели їх парцiально-хвильовий аналiз, який
ґрунтується на обчисленнi суми власних фаз для
кожної парцiальної хвилi. Iлюстративнi приклади
такого роду для хвиль 2𝐺, 2𝐷 та 2𝑃 𝑜 наведено на
рис. 7, 8 та 9 вiдповiдно. Енергетичнi областi, де

Рис. 7. Приклад парцiально-фазового аналiзу, використа-
ного для встановлення i класифiкацiї резонансних особли-
востей у 2𝐺-хвилi. Перерiзи i фази були отриманi за допо-
могою наближення BSR31. Вертикальнi пунктирнi лiнiї на-
веденi для полегшення порiвняння резонансних структур у
рiзних графiчних вiкнах. Номери станiв у позначеннях пе-
реходiв з початкового стану в кiнцевий (верхнє графiчне
вiкно) наведенi згiдно з табл. 1

сума власних фаз 𝛿 зростає на 𝜋, були перерахованi
з малим енергетичним кроком аж до 10−4 еВ, щоб
визначити з бiльш високою точнiстю похiдну по
енергiї вiд суми власних фаз. В резонанснiй обла-
стi ця похiдна приймає форму лоренцiану, макси-
мум якого визначає положення резонансу, в той
час як ширина резонансу у мiсцi його знаходжен-
ня рiвна 2/(𝑑𝛿/𝑑𝐸).

На жаль, метод 𝑅-матрицi не надає безпосе-
реднього “рецепту” для виявлення та класифiка-
цiї резонансiв у IП розсiяння в заданому дiапа-
зонi енергiй. Вiн не вказує i на спектроскопiчну
“iдентичнiсть” (належнiсть) промiжного квазiста-
цiонарного стану вiд’ємного iона, який (стан) спри-
чиняє дану резонансну особливiсть в IП розсiяння.
Таким чином, виявлення резонансу i визначення
його характеристик вимагає значних додаткових
зусиль.

У табл. 2 наведенi характеристики резонансiв,
виявлених нами в околi енергiї 4 еВ при аналiзi

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2018. Т. 63, № 1 19



Є.А. Нодь, В.Ф. Гедеон, С.В. Гедеон та iн.

Рис. 8. Те саме, що i на рис. 7, але для 2𝐷-хвилi

Рис. 9. Те саме, що i на рис. 7, але для 2𝑃 𝑜-хвилi

результатiв BSR31-розрахункiв. На рис. 7, 8 та 9
вiдображено основнi етапи такого аналiзу для пар-
цiальних хвиль 2𝐺, 2𝐷 та 2𝑃 𝑜, про що вже йшлося
вище. Кожний рисунок мiстить три графiчнi вi-
кна: у верхньому наведено фрагменти енергети-
чних залежностей парцiальних перерiзiв для пе-
реходiв 51𝑆 → 51𝑃 𝑜 та 51𝑆 → 61𝑆; у середньому
вiкнi показана енергетична залежнiсть суми вла-
сних фаз для даної парцiальної хвилi (в одиницях
𝜋); у нижньому вiкнi зображена така сама зале-
жнiсть для похiдної по енергiї вiд суми фаз. На-
гадаємо, що деяка резонансна структура в енерге-
тичнiй залежностi парцiального перерiзу трактує-
ться як “повноцiнний” резонанс за наявностi двох
супутнiх факторiв: 1) скачка фази на величину
∼𝜋 у дiапазонi енергiй, де проявляється особли-
вiсть у парцiальному перерiзi; 2) похiдна фази має
форму лоренцiана при вказаних енергiях. Як за-
значалося вище, положення максимуму лоренцiа-
на на шкалi енергiй вважається енергiєю резонансу
з шириною 2/(𝑑𝛿/𝑑𝐸). Ця “iдеальна” картина мо-
же порушуватися: а) при вiдкриттi нових каналiв
розсiяння, тобто поблизу порогiв збудження станiв
атома-мiшенi; б) за наявностi в перерiзах розсiян-
ня широких резонансiв форми (так званих шейп-
резонансiв), для яких рiдко коли скачок фази сягає
величини ∼𝜋.

На рис. 7 наведена також енергетична зале-
жнiсть суми фаз для парцiальної 2𝐺-хвилi у при-
пороговiй областi енергiй. Поведiнка цiєї зале-
жностi вiдповiдає типовому випадку (див., напри-
клад, [1, 6]), коли широкий резонанс форми [у на-
шому випадку 5𝑠5𝑝(1𝑃 𝑜)4𝑓 2𝐺] подавляється че-

Таблиця 2. Параметри резонансiв
для зiткнень 𝑒-Sr в околi енергiї 4 еВ.

№ Конфiгурацiя Терм Енергiя, еВ Ширина, меВ

1 5𝑠6𝑠(3𝑆)5𝑑 2𝐷 3,719 162
2 5𝑠5𝑝(1𝑃 )4𝑓 2𝐺 4,087 559
3 4𝑑2(1𝐷)5𝑝 2𝑃 𝑜 4,146 17
4 4𝑑5𝑝2(1𝐷) 2𝐷 4,147 50
5 5𝑠6𝑝2(1𝐷) 2𝐷 4,207 27
6 5𝑠6𝑝(1𝑃 𝑜)4𝑓 2𝐺 4,216 33
7 5𝑠6𝑝(1𝑃 𝑜)5𝑑 2𝑃 𝑜 4,216 16
8 5𝑠6𝑝(1𝑃 𝑜)4𝑓 2𝐷 4,222 3,4
9 5𝑠5𝑑2(1𝐷) 2𝐷 4,242 1,3

10 5𝑠5𝑑2(1𝐺) 2𝐺 4,263 46
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рез вiдкриття нових каналiв зiткнення при 4,17–
4,22 еВ. При цьому 2𝐺-фаза, починаючи з 3,6 еВ,
зростає майже на 0,7 (в од. 𝜋). Фазовий ана-
лiз, проведений у цiй областi енергiй, дозволив
також виявити в енергетичнiй похiднiй вiд суми
фаз для 2𝐺-хвилi двопiкову структуру, яка дово-
лi точно апроксимується парою лоренцiанiв, див.
рис. 10. Тут варто наголосити, що потужний ре-
зонанс 5𝑠5𝑝(1𝑃 𝑜)4𝑓 2𝐺 при 4,087 еВ лежить ви-
ще “батькiвського” стану 5𝑠5𝑝(1𝑃 𝑜) i може роз-
глядатися як резонанс форми. У той самий час,
два iншi стани 5𝑠6𝑝(1𝑃 𝑜)4𝑓 2𝐺 та 5𝑠5𝑑2 (1𝐺) 2𝐺
при енергiях 4,216 еВ та 4,264 еВ вiдповiдно, ле-
жать нижче порогiв збудження “батькiвських” ста-
нiв 5𝑠6𝑝(1𝑃 𝑜) та 5𝑠5𝑑(1𝐷) i класифiкуються як ре-
зонанси Фешбаха.

Таким чином, нашi дослiдження резонансної
структури IП збудження переходу 51𝑆 → 51𝑃 𝑜 в
околi енергiї 4 еВ пiдтверджують в загальному ви-
сновки працi Казакова та iн. [14], в якiй ствер-
джується, що збудження рiвнiв над порогом 63𝑆-
стану вiдбувається через утворення короткоживу-
чого вiд’ємного iона Sr−. Автори [14] вважали, що
в спостережувану поблизу 4 еВ структуру крiм ка-
скадних переходiв може давати внесок квазiста-
цiонарний стан вiд’ємного iона Sr− з конфiгура-
цiєю 5𝑠5𝑝6𝑠 (𝐸0 = 3,92 ± 0,03 еВ). Проте, як було
показано вище, “вiдповiдальним” за обговорювану
структуру є надпороговий резонанс форми в 2𝐺-
хвилi, який не може з’явитися за рахунок внеску
станiв конфiгурацiї 5𝑠5𝑝6𝑠, а скорiше за все, є ре-
зультатом утворення квазiстацiонарного стану Sr−
з конфiгурацiєю 5𝑠5𝑝(1𝑃 𝑜)4𝑓 .

Ще одним важливим фактором, який впли-
ває на формування опуклої особливостi на кри-
вiй енергетичної залежностi IП 51𝑃 𝑜-збудження
в областi енергiй 3,8–4,2 еВ, є каскаднi перехо-
ди з 61𝑆-рiвня. З рис. 5 видно, що: 1) в iнте-
гральному перерiзi збудження переходу 51𝑆 → 61𝑆
превалює внесок парцiальної 2𝐷-хвилi, яка повнi-
стю визначає його форму при вказаних енергiях;
2) спостережувана в енергетичнiй залежностi 2𝐷-
парцiального перерiзу опукла структура має ти-
повий вигляд резонансну форми (шейп-резонанс)
(див., наприклад, [25]), зумовлену утворенням ква-
зiстацiонарного стану 5𝑠6𝑠(1𝑆)5𝑑 2𝐷 вiд’ємного iо-
на Sr−. Проте вiдсутнiсть скачка 2𝐷-фази при
енергiях 3,8–4,2 еВ (рис. 8) не дозволяє вважа-
ти дану особливiсть “повноцiнним” резонансом. На

Рис. 10. Лоренц-пiдгонка похiдної за енергiєю вiд суми
фаз для парцiальної хвилi 2𝐺 в областi енергiй 4,15–4,32 еВ:
1 – розрахована в наближеннi BSR31 похiдна вiд суми фаз
для 2𝐺-хвилi; 2 – результуюча крива пiдгонки; 3, 4 – ло-
ренцiани пiдгонки резонансiв з пiками при енергiях 4,216
та 4,264 еВ, вiдповiдно (табл. 2)

нашу думку, причиною подiбної поведiнки фази
є збiг кiлькох факторiв: а) вiдносно значна не-
точнiсть у визначеннi взаємного розмiщення рiв-
нiв енергiй станiв 63𝑆 та 61𝑆, яка у даному ви-
падку досягає 0,12 еВ; б) високий ступiнь ко-
рельованостi резонансних процесiв, чутливих до
найменших обчислювальних неузгоджень; в) на-
явнiсть на порозi збудження непроявленого шейп-
резонансу 5𝑠6𝑠(1𝑆)5𝑑 2𝐷 ще одного 2𝐷-резонансу
форми [5𝑠6𝑠(3𝑆)5𝑑 2𝐷] шириною 162 меВ при енер-
гiї 3,719 еВ (див. табл. 2). У даному випадку на-
прошується висновок про необхiднiсть уточнюю-
чого розрахунку структури мiшенi iз залученням
пакета BSR [9].

4. Висновки

Енергетична залежнiсть експериментального пе-
рерiзу збудження 51𝑆 → 51𝑃 𝑜 атома Sr електрон-
ним ударом [13, 14] мiстить помiтну структуру
в областi енергiй ∼4 еВ, яка до останнього ча-
су не отримала належної теоретичної iнтерпрета-
цiї. Оскiльки вiдхилення вiд плавного ходу кри-
вої iнтегрального перерiзу [13] збудження рiвня
51𝑃 𝑜 починається з ∼3,79 еВ, то в згаданiй ро-
ботi припускалося, що причиною цiєї особливо-
стi є каскадний внесок з рiвня 61𝑆 i вiдкрит-
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тя нових каналiв збудження (див. рис. 1). Про-
те в експериментi [14] вiдхилення вiд рiвномiрно-
го зростання функцiї збудження проявлялося уже
при енергiї ∼3,66 еВ, яка близька до потенцiа-
лу збудження 63𝑆-рiвня (3,59 еВ). Там же ствер-
джувалося, що помiтна в IП структура крiм вне-
ску каскадних переходiв зумовлена внеском станiв
вiд’ємного iона Sr− з конфiгурацiєю 5𝑠5𝑝6𝑠 (при
∼3,92 еВ).

У данiй роботi в наближеннi BSR31 дослiдже-
но IП збудження 51𝑃 𝑜-рiвня атома Sr електрон-
ним ударом у припороговiй областi енергiй i по-
казано, що: 1) опукла особливiсть в експеримен-
тальних ФЗ переходу 51𝑆 − 51𝑃 𝑜 в околi енергiї
4 еВ [13, 14] зумовлена, насамперед, внеском 2𝐺-
резонансiв у перерiзi прямого 51𝑃 𝑜-збудження, а
також внеском каскадiв з рiвня 61𝑆; 2) основний
внесок в обговорювану структуру в IП прямого
51𝑃 𝑜-збудження в околi 4 еВ дає резонанс фор-
ми 5𝑠5𝑝(1𝑃 𝑜)4𝑓 2𝐺 з максимумом при ∼4,1 еВ,
на який накладаються два вузькi резонанси Феш-
баха 5𝑠6𝑝(1𝑃 𝑜)4𝑓 2𝐺 та 5𝑠5𝑑2(1𝐺) 2𝐺 при 4,216
i 4,264 еВ вiдповiдно; 3) превалюючий внесок в
IП збудження рiвня 61𝑆 дає непроявлений резо-
нанс форми 5𝑠6𝑠(1𝑆)5𝑑 2𝐷, який руйнується кiль-
кома супутнiми резонансними утвореннями у цiй
же 2𝐷-парцiальнiй хвилi. Iнакше кажучи, вияв-
лена в енергетичних залежностях перерiзiв 51𝑃 𝑜-
збудження атома Sr електронним ударом [13, 14]
опукла особливiсть в околi 4 еВ має резонансний
характер i в значнiй мiрi визначається складни-
ми для теоретичного опису висококорельованими
процесами утворення i розпаду квазiстацiонарних
станiв вiд’ємного iона Sr−.

Автори висловлюють подяку проф. О. Заца-
рiнному та проф. К.Бартшату з унiверситету
Дрейка (м. Де-Мойн, Айова, США) за допомогу в
проведеннi розрахункiв та плiднi обговорення.
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ELECTRON-IMPACT EXCITATION OF 51𝑆 − 51𝑃 𝑜

RESONANCE TRANSITION IN Sr ATOM

S u m m a r y

Main aspects of a new version of the 𝐵-spline 𝑅-matrix (BSR)

method, in which nonorthogonal orbitals are applied, have been

described. The BSR approximation is used to calculate the res-

onance structure of integral cross-sections of the 51𝑆 → 51𝑃 𝑜

transition at the electron scattering by a strontium atom in the

energy interval up to 10 eV. The multiconfiguration Hartree–

Fock method with a nonorthogonal set of orbitals is employed

to accurately represent the target wave functions. The close-

coupling expansion included 31 bound states of a neutral stron-

tium atom ranging from the ground state to the 5𝑠5𝑓 1𝐹 𝑜

one. The calculated cross-sections are in good agreement with

available experimental data and can be exhaustively inter-

preted. The structure of a resonance feature in the 𝑒-Sr scat-

tering cross-sections at about 4 eV is discussed.
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