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КОРЕЛЯЦIЯ ЕНЕРГЕТИЧНИХ СПЕКТРIВ
КОЛИВАЛЬНИХ I ЕЛЕКТРОННИХ ЗБУДЖЕНЬ
ТА ЇХНЯ ДИСПЕРСIЯ В ГРАФIТI ТА ГРАФЕНIУДК 539

Дослiджено кореляцiю коливальних мод, електронних збуджень та їх дисперсiйнi за-
лежностi в одношаровому графенi та кристалах графiту. Для iнтерпретацiї таких
кореляцiй вперше використано методи теорiї проективних представлень точкових та
просторових груп симетрiї. Визначено кореляцiї енергетичних спектрiв коливальних
та електронних збуджень i умови сумiсностi незвiдних проективних представлень
в описах квантових станiв графену i кристалiчного графiту для рiзних точок їх зон
Брiллюена. Для проективних представлень всiх проективних класiв гексагональної си-
стеми вперше побудовано стандартнi фактор-системи, в тому числi вперше визначено
фактор-системи для електронних станiв, за допомогою яких вперше знайдено коректнi
таблицi множення спiнорiв, тобто таблицi множення елементiв в подвiйних групах
симетрiї. На основi зазначеного вище, надано розподiли за типами симетрiї коливаль-
них збуджень для всiх точок високої симетрiї зон Брiллюена одношарового графену i
кристалiчного графiту.
Ключ о в i с л о в а: спiнорнi представлення груп симетрiї, фактор-системи, дисперсiя еле-
ментарних збуджень.

1. Вступ

Вивченню енергетичних спектрiв та дисперсiї ко-
ливальних та електронних колективних збуджень
в кристалах та дво- i одноперiодичних наностру-
ктурах завжди придiлялась велика увага науко-
вої спiльноти, бо такi дослiдження вiдносяться до
фундаментальних i мають безперечну як практи-
чну, так i теоретичну цiннiсть. Незважаючи на це,
на даний час вiдсутнє повне уявлення про дис-
персiю колективних збуджень та їх як теорети-
чне, так i симетрiйне тлумачення навiть для та-
кої широко дослiджуваної структури, як кристалi-
чний графiт. Лишаються не встановленими класи
проективних представлень, за якими перетворю-
ються хвильовi функцiї коливальних та електрон-
них станiв в рiзних точках зони Брiллюена гра-
фiту, не визначенi змiни характеру виродження
енергетичних спектрiв збуджень та їх кореляцiя
з вiдповiдними збудженнями одношарового гра-
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фену. На сьогоднi немає чiтких уявлень про ко-
ректну побудову фактор-систем, якi належать рi-
зним проективним класам, та про їх зведення до
стандартного вигляду, що визначає форму кривих
дисперсiї та кратностi виродження енергетичних
станiв.

У данiй роботi розвинуто методики визначення
як самих проективних класiв i їх змiн на грани-
цях зони Брiллюена, так i незвiдних проективних
представлень, за якими перетворюються хвильовi
функцiї дослiджуваних квантових систем. В да-
нiй роботi вперше представлено методики побу-
дови фактор-систем, що характеризують певний
проективний клас, та їх зведення до стандартно-
го вигляду, запропоновано нову класифiкацiю про-
ективних класiв для гексагональних структур, а
також вперше знайдено коректну таблицю симе-
трiйних перетворень хвильових функцiй кванто-
вих станiв з напiвцiлим спiном – спiнорiв. Впер-
ше надано симетрiйний аналiз дисперсiї коливаль-
них та електронних збуджень для 𝜋-зон кристалiв
графiту i наведено їх кореляцiї з електронними 𝜋-
зонами одношарового графену.
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2. Опис системи
Н-поворотiв групи 6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ)

Як i в [1, 2] в данiй статтi для Н-поворотiв (пово-
ротних елементiв як першого, так i другого роду)
групи 6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ) використанi права косокутна
система координат з вiссю 𝑍, направленою вгору, i
вiссю 𝑌 , направленою праворуч (кут мiж осями 𝑋
i 𝑌 рiвний 120∘), i цифровi позначення елементiв,
для яких дещо змiненi їх порядковi номери. Це зро-
блено для бiльш зручного представлення “блоко-
вого” характеру таблиць, який визначається вну-
трiшньою структурою групи 6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ), тобто
врахуванням того, що група 𝐷6ℎ є прямим до-
бутком груп 𝐷6 та 𝐶𝑖(𝐷6ℎ = 𝐷6 × 𝐶𝑖), а група
𝐷6, у свою чергу – прямим добутком груп 𝐷3 та
𝐶2(𝐷6 = 𝐷3 × 𝐶2). Група 𝐷3 мiстить iнварiантну
пiдгрупу, за якою можна побудувати її фактор-
групу, iзоморфну групi 𝐶2. Вiдповiдно до такого
“принципу композицiї” “головною” вiссю, що ви-
значає символи в позначеннях незвiдних представ-
лень в групi 𝐷6ℎ, є елемент 𝑐3 – поворот навколо
осi 3-го порядку в пiдгрупi старшого порядку у
тому випадку, коли у всiх прямих добутках спо-
чатку “виписується” пiдгрупа старшого порядку.
Змiст Н-поворотiв пояснюється на рис. 1. Як i в
[1, 2] iнверсiйним поворотам вiддано перевагу пе-
ред дзеркальними поворотами.

3. Кристалiчнi структури, зони
Брiллюена i базиснi елементи симетрiї
На рис. 2, а зображено стандартну елементарну ко-
мiрку кристалiчної ґратки графiту Бернала 𝛾 −𝐶

Рис. 1. Призма перепозначених Н-поворотiв

[3], яка вiдповiдає наведеному на рис. 2, б стан-
дартному графiку її просторової групи симетрiї
𝑃63/𝑚𝑚𝑐(𝐷4

6ℎ), а на рис. 2, в вказано розташуван-
ня та орiєнтацiю елементiв симетрiї точкової групи
6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ).

На рис. 3 наведено зону Брiллюена кристалiв 𝛾–
𝐶 та її точки симетрiї, якi позначенi лiтерами, що
вiдповiдають позначенням Херрiнга для гексаго-
нальних структур [4], а на рис. 4 – елементарну
комiрку Вiгнера–Зейтца (а) та зону Брiллюена (б)
одношарового графену 𝐶𝐿1.

На рис. 4, а суцiльними лiнiями схематично зо-
бражено елементарну комiрку графену 𝐶𝐿1, його
вектори основних трансляцiй a1 i a2 та вказано ви-
користану при розрахунках орiєнтацiю її елементiв
симетрiї в тривимiрному просторi, а пунктиром зо-
бражено вiдповiдну орiєнтацiю векторiв оберненої
ґратки b1 i b2 в довiльному масштабi та положе-
ння вузлiв оберненої ґратки в оберненому просто-
рi. На рис. 4, б, навпаки, суцiльними лiнiями зо-
бражено вектори оберненої ґратки, а пунктиром –
вектори прямої ґратки. Елементарнi комiрки (ко-
мiрки Вiгнера–Зейтца) графенового шару в реаль-
ному просторi (рис. 4, а) та в оберненому просторi
(рис. 4, б), де така комiрка збiгається з першою зо-
ною Брiллюена, видiленi сiрим фоном. Цiкаво, що
цi комiрки повернутi одна вiдносно iншої на кут
𝜋/2 (або на кут 30∘, зважаючи на те, що поворот на
кут 60∘ в обох випадках є елементом симетрiї). На
рис. 4, б також позначенi точки високої симетрiї зо-
ни Брiллюена графену – точки 𝐾 i 𝑀 . Еквiвален-
тнi точки позначенi одним або двома штрихами.

Просторова група симетрiї кристалiчної ґратки
графiту 𝑃63/𝑚𝑚𝑐(𝐷4

6ℎ) є несимморфною i визна-
чається базисними (головними) елементами, якi
можна вибрати у виглядi:
ℎ1 = (0|𝑒), ℎ2 = (0|𝑐3), ℎ3 = (0|𝑐23), ℎ4 = (0|(𝑢2)1),
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а б в
Рис. 2. Структура стандартної елементарної комiрки кристала графiту 𝛾−𝐶 (а), стандартний графiк просторової
групи симетрiї 𝑃63/𝑚𝑚𝑐(𝐷4

6ℎ) (б) i розташування та орiєнтацiя елементiв точкової групи симетрiї 6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ)

(в). Кружечками вказанi положення атомiв вуглецю

де a1 – основний вектор кристалiчної ґратки, на-
правлений вздовж осi ОZ (Оz ), в той час, як про-
сторова група симетрiї кристалiчної ґратки одно-
шарового графену 𝑃6/𝑚𝑚𝑚(𝐷𝐺80) [5] або три-
перiодичної групи 𝐷1

6ℎ, графiк якої збiгається з
графiком двоперiодичної просторової групи одно-
шарового графену, є симморфною i всi її “поворо-
тнi” елементи – елементи симетрiї точкової групи
6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ) не мiстять нетривiальних (частко-
вих) трансляцiй.

4. Нова класифiкацiя проективних
класiв для проективних представлень
групи 6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ) i побудова
для них стандартних фактор-систем

Визначення незвiдних представлень просторової
групи 𝐺, що має незвiдну зiрку {k} хвильового
вектора k, – представлень 𝐷{k} зводиться до зна-
ходження проективних представлень точкової гру-
пи еквiвалентних напрямкiв 𝐹k групи хвильового
векторa 𝐺k – пiдгрупи групи 𝐺. Групи 𝐹k є мо-
жливими пiдгрупами точкової групи симетрiї еквi-
валентних напрямкiв 𝐹 , що характеризує криста-
лiчний клас кристалiчної ґратки. Загальна мето-
дика побудови незвiдних представлень групи хви-
льового вектора 𝐷k, що називаються також мали-
ми представленнями, у виглядi проективних пред-

Рис. 3. Зона Брiллюена кристалiв графiту 𝛾−𝐶 та її точки
симетрiї

ставлень точкових груп еквiвалентних напрямкiв
груп хвильових векторiв 𝐹k, якi iзоморфнi фактор-
групам групи 𝐺k за нескiнченною iнварiантною
пiдгрупою трансляцiй, викладена, в цiлому, у [6].

Нагадаємо, що проективними, або променеви-
ми, представленнями називають представлення,
якi задовольняють спiввiдношення

𝐷(𝑟2)𝐷(𝑟1) = 𝜔(𝑟2, 𝑟1)𝐷(𝑟2𝑟1), (1)

де 𝑟𝑖 – “поворотний” (першого або другого роду)
елемент групи 𝐹k, а 𝜔(𝑟2, 𝑟1) – сукупнiсть ℎ2, у за-
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а

б
Рис. 4. Елементарнi комiрки Вiгнера–Зейтца (а) та зона Брiллюена одношарового графену 𝐶𝐿1 (б)

гальному випадку, комплексних числових коефiцi-
єнтiв (ℎ – порядок групи), що називається фактор-
системою, яка має властивостi

|𝜔(𝑟2, 𝑟1| = 1 (2)

та

𝜔(𝑟3, 𝑟2𝑟1)𝜔(𝑟2, 𝑟1) = 𝜔(𝑟3, 𝑟2)𝜔(𝑟3𝑟2, 𝑟1). (3)

Якщо 𝐷(𝑟) є деяке проективне представлення,
що належить фактор-системi 𝜔(𝑟2, 𝑟1), то будь-яке
iнше проективне представлення

𝐷′(𝑟) =
𝐷(𝑟)

𝑢(𝑟)
, (4)

де 𝑢(𝑟) – довiльна однозначна функцiя на групi
𝐿, а |𝑢(𝑟)| = 1, також здiйснює проективне пред-
ставлення групи 𝐿, але з iншою фактор-системою
𝜔′(𝑟2, 𝑟1), тобто

𝐷′(𝑟2)𝐷
′(𝑟1) = 𝜔′(𝑟2, 𝑟1)𝐷

′(𝑟2𝑟1),

де
𝜔′(𝑟2, 𝑟1) =

𝜔(𝑟2, 𝑟1)𝑢(𝑟2𝑟1)

𝑢(𝑟1)𝑢(𝑟2)
. (5)

Всi фактор-системи, зв’язанi спiввiдношеннями
(5), називають проективно-еквiвалентними або 𝑝-
еквiвалентними. Сукупнiсть всiх 𝑝-еквiвалентних

фактор-систем називають класом фактор-систем.
Це також вiдноситься i до вiдповiдних їм прое-
ктивних представлень.

Група 6/𝑚𝑚𝑚 має 8 класiв проективних пред-
ставлень. Вони класифiкуються за допомогою си-
стеми з трьох коефiцiєнтiв 𝛼, 𝛽 i 𝛾, якi набувають
значення 1 i −1. Кожний з коефiцiєнтiв визначає-
ться спiввiдношенням

[𝜔(𝑟𝑗 , 𝑟𝑖)]
−1𝜔(𝑟𝑖, 𝑟𝑗) =

𝜔(𝑟𝑖, 𝑟𝑗)

𝜔(𝑟𝑗 , 𝑟𝑖)

для вiдповiдної пари комутуючих елементiв 𝑟𝑖 i 𝑟𝑗
iз твiрних елементiв групи або елементiв, що нале-
жать рiзним класам, якi мiстять твiрнi елементи.

В ролi таких комутуючих елементiв для групи
6/𝑚𝑚𝑚 зручно вибрати, наприклад, такi твiрнi
елементи: 𝑎 = 𝑟1 = (𝑢2)1, 𝑏 = 𝑟2 = 𝑐2 i 𝑐 = 𝑟3 = 𝑖.
При цьому

𝛼 =
𝜔(𝑎, 𝑏)

𝜔(𝑏, 𝑎)
=

𝜔[(𝑢2)1, 𝑐2]

𝜔[𝑐2, (𝑢2)1]
,

𝛽 =
𝜔(𝑎, 𝑐)

𝜔(𝑐, 𝑎)
=

𝜔[(𝑢2)1, 𝑖]

𝜔[𝑖, (𝑢2)1]

i
𝛾 =

𝜔(𝑏, 𝑐)

𝜔(𝑐, 𝑏)
=

𝜔(𝑐2, 𝑖)

𝜔(𝑖, 𝑐2)
.
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Для класифiкацiї i позначення класiв фактор-
систем i, вiдповiдно, класiв проективних представ-
лень в групi 6/𝑚𝑚𝑚 зручно вибрати таку (iстотно
вiдмiнну вiд запропонованої в [6] як визначеннями
коефiцiєнтiв, так i їх значеннями) систему:

клас 𝐾0 − 𝛼 = 1, 𝛽 = 1, 𝛾 = 1,
клас 𝐾1 − 𝛼 = −1, 𝛽 = 1, 𝛾 = 1,
клас 𝐾2 − 𝛼 = 1, 𝛽 = −1, 𝛾 = 1,
клас 𝐾3 − 𝛼 = −1, 𝛽 = −1, 𝛾 = 1,
клас 𝐾4 − 𝛼 = 1, 𝛽 = 1, 𝛾 = −1,
клас 𝐾5 − 𝛼 = −1, 𝛽 = 1, 𝛾 = −1,
клас 𝐾6 − 𝛼 = 1, 𝛽 = −1, 𝛾 = −1,
i клас 𝐾7 − 𝛼 = −1, 𝛽 = −1, 𝛾 = −1.
Незвiднi представлення групи хвильового векто-

ра 𝐷k мiстять нескiнченну кiлькiсть членiв 𝐷k(ℎ)
для елементiв ℎ ∈ 𝐺k. Кожний елемент ℎ можна
представити у виглядi ℎ = (𝛼 + a|𝑟), де 𝑟 – “по-
воротний” елемент, сукупнiсть яких утворює гру-
пу 𝐹k, 𝛼 – вектор нетривiальної трансляцiї, котра
вiдповiдає поворотному елементу 𝑟, i a – вектор
тривiальної трансляцiї на перiоди ґратки Браве.

Значення матриць 𝐷k(ℎ) i їх характерiв 𝜒𝐷k(ℎ)

знаходяться за формулами:

𝐷k(ℎ) = 𝑒−𝑖𝑘(𝛼+a)𝑤(𝑟)𝐷(𝑟) (6)

i
𝜒𝐷k(ℎ) = 𝑒−𝑖𝑘(𝛼+a)𝑤(𝑟)𝜒𝐷(𝑟), (7)

де для представлень, що описують стани без ура-
хування спiну (з цiлим спiном), 𝑤(𝑟) = 𝑢(𝑟) ≡
≡ 𝑢1,k(𝑟) – функцiя, яка приводить фактор-
систему 𝜔(𝑟2, 𝑟1) ≡ 𝜔1,k(𝑟2, 𝑟1), котра визначає-
ться властивостями просторової групи кристала,
до стандартного вигляду 𝜔′(𝑟2, 𝑟1) ≡ 𝜔′

1,k(𝑟2, 𝑟1);
для представлень, що описують стани з ура-
хуванням спiну (з напiвцiлим спiном) 𝑤(𝑟) =
= 𝑢𝑠(𝑟) ≡ 𝑢1,k(𝑟)𝑢2(𝑟) – функцiя, яка при-
водить фактор-систему 𝜔(𝑟2, 𝑟1) = 𝜔𝑠(𝑟2, 𝑟1) =
= 𝜔1,k(𝑟2,𝑟1)𝜔2(𝑟2, 𝑟1), що визначається перетво-
реннями спiнорiв у просторовiй групi, до стан-
дартного вигляду 𝜔′ (𝑟2, 𝑟1) = 𝜔′

𝑠 (𝑟2, 𝑟1) =
= 𝜔′

1,k(𝑟2, 𝑟1)𝜔
′
2(𝑟2, 𝑟1), 𝑢2(𝑟) – функцiя, яка при-

водить фактор-систему 𝜔2(𝑟2, 𝑟1), що визначає-
ться перетвореннями спiнорiв при операцiях си-
метрiї груп напрямкiв груп хвильових векторiв
𝐹k, до стандартного вигляду 𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1); 𝐷(𝑟) – не-
звiднi представлення, що вiдповiдають стандар-
тним фактор-системам того проективного класу,

до якого належить фактор-система 𝜔(𝑟2, 𝑟1), та
𝜒𝐷(𝑟) – характери незвiдних проективних пред-
ставлень 𝐷(𝑟).

Побудова фактор-системи 𝜔1(𝑟2, 𝑟1)≡𝜔1,k(𝑟2, 𝑟1)
проводиться за формулою [6]

𝜔1,k(𝑟2, 𝑟1) = 𝑒𝑖(k−𝑟−1
2 k)𝛼1 (8)

i для кожної з точок зони Брiллюена не викликає
труднощiв. Нескладно також визначити проектив-
ний клас, якому ця фактор-система належить [6].

Перетворення спiнорiв – хвильових функцiй ста-
нiв з напiвцiлим спiном характеризуються двозна-
чними представленнями. Для їх побудови часто
використовують метод Бете [7], заснований на вве-
деннi додаткового абстрактного з геометричної то-
чки зору елемента симетрiї 𝑞, який комутує зi всi-
ма операцiями симетрiї i трактується як поворот
квантової системи на кут 2𝜋 навколо довiльної осi
l. Такий елемент змiнює знак спiнору, який хара-
ктеризує квантовi стани, на протилежний, i тому
вiдповiдне представлення групи симетрiї i назива-
ють двозначним. Наступний крок за методом Бе-
те – побудова подвiйної групи, яка мiстить 2𝑛 еле-
ментiв – 𝑛 “поворотних” елементiв симетрiї 𝑟 та 𝑛
додаткових елементiв 𝑞𝑟. Далi знаходяться незвi-
днi представлення подвiйної групи, з котрих до-
датковi по вiдношенню до представлень звичайної
групи i є двозначними представленнями звичай-
ної групи симетрiї. Така методика побудови дво-
значних представлень не враховує той факт, що цi
представлення повиннi бути проективними пред-
ставленнями звичайної групи симетрiї, для побу-
дови яких немає необхiдностi будувати подвiйну
абстрактну групу Бете, а потрiбно лише знайти
фактор-системи 𝜔2(𝑟2, 𝑟1), якi вiдображають пере-
творення хвильових функцiй квантових систем з
напiвцiлим спiном.

Фактор-система 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) визначається умовою

𝜔2(𝑟2, 𝑟1) =

{︂
1 при 0 6 𝜗 < 2𝜋,

−1 при 2𝜋 6 𝜗 < 4𝜋,
(9)

де 𝜗 – кут повороту при обертаннi, що вiдповiд-
ає добутку елементiв 𝑟2𝑟1. Проективний клас, до
якого вона належить, також легко встановити [6].

Дамо визначення стандартної фактор-системи
для проективних представлень проективного кла-
су 𝐾𝑖.
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Стандартними фактор-системами для проектив-
них представлень рiзних проективних класiв 𝐾𝑖

некомутативних (неабелевих) точкових груп си-
метрiї порядку ℎ називатимемо фактор-системи
𝜔′(𝑟2, 𝑟1), якi складаються з дiйсних коефiцiєнтiв
1 i −1 i мiстять максимальне число перiодiв за еле-
ментами 𝑟2, що утворюють сумiжнi класи, якi фор-
мують фактор-групи за вiдповiдними iнварiантни-
ми пiдгрупами.

Якщо врахувати, що стандартнi фактор-системи
для представлень проективного класу 𝐾0 повнi-
стю складаються з коефiцiєнтiв, рiвних 1, а ма-
трицi незвiдних представлень, вiдповiдних стан-
дартним фактор-системам i для класу 𝐾0, де вони
спiвпадають iз звичайними векторними представ-
леннями, i для класу 𝐾1, де їх легко розрахува-
ти за перетвореннями кутового моменту з напiвцi-
лим квантовим числом 𝑗 вiдомi, то задача побудо-
ви незвiдних проективних представлень класу 𝐾1

повних просторових груп симетрiї, зокрема, спi-
норних представлень, зводиться до задачi побудо-
ви фактор-систем 𝜔2(𝑟2, 𝑟1), встановлення вигляду
стандартних фактор-систем класу 𝐾1 i знаходже-
ння функцiй 𝑢2(𝑟), якi приводять фактор-системи
𝜔2(𝑟2, 𝑟1) до 𝑝-еквiвалентного стандартного вигля-
ду 𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1).

5. Методика побудови фактор-систем
𝜔2(𝑟2, 𝑟1), що описують перетворення
спiнорiв пiд дiєю операцiй симетрiї, та їх
зведення до стандартного вигляду 𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1)

Побудуємо фактор-систему 𝜔2(𝑟2, 𝑟1), яка описує
перетворення спiнових змiнних для групи симетрiї
6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ).

У ролi твiрних елементiв групи 6/𝑚𝑚𝑚 вибере-
мо елементи

𝑎 = 𝑐3, 𝑏 = (𝑢2)1, 𝑐 = 𝑐2, 𝑑 = 𝑖. (10)

При такому виборi твiрних елементiв враховує-
ться принцип композицiї, вiдповiдно до якого гру-
па 6/𝑚𝑚𝑚 може бути представлена як прямий до-
буток груп 622 i 1̄ (6/𝑚𝑚𝑚 = 622× 1̄), далi, група
622 – як прямий добуток груп 32 i 2 (622 = 32×2),
а група 32 – як прямий добуток груп 3 i 2′ (32 =
= 3× 2′).

Скориставшись визначаючими спiввiдношення-
ми, яким задовольняють вибранi твiрнi елементи,
обчислимо всi значення 𝜔2(𝑟2, 𝑟1). Суттєво, що при

цьому за визначаючi спiввiдношення повиннi бу-
ти узятi визначаючi спiввiдношення для подвiйної
групи (6/𝑚𝑚𝑚)′:

𝑎6 = 𝑒, 𝑏4 = 𝑒, 𝑐4 = 𝑒, 𝑑2 = 𝑒,
𝑎𝑏 = 𝑞𝑏𝑎2, 𝑎𝑐 = 𝑐𝑎, 𝑎𝑑 = 𝑑𝑎,
𝑏𝑐 = 𝑞𝑐𝑏, 𝑏𝑑 = 𝑑𝑏, 𝑐𝑑 = 𝑑𝑐.

(11)

При встановленнi алгебраїчних виразiв для еле-
ментiв подвiйної групи (6/𝑚𝑚𝑚)′ через її твiрнi
елементи скористаємося загальним для елементiв
нескiнченої подвiйної групи обертань 𝐾 ′ спiввiдно-
шенням [6, 8]:

𝑓−1𝑐l(𝛼)𝑓 = 𝑐𝑓−1l(𝛼), (12)

де 𝑐l(𝛼) – поворот на кут 𝛼 навколо осi l, а 𝑓 –
довiльне обертання в подвiйнiй групi обертань з
трактуванням одиничної операцiї, як повороту на
кут 4𝜋. Саме це спiввiдношення дозволяє одержа-
ти вказанi вище перестановочнi визначаючi спiв-
вiдношення i алгебраїчнi вирази для елементiв по-
двiйної групи через елементи, що її створюють
[8]. Наприклад, для визначення елемента подвiй-
ної групи (𝑢2)2 одержимо 𝑐3(𝑢2)1𝑞𝑐

2
3 = (𝑢2)2, що

приводить до виразу:

(𝑢2)2 = 𝑞𝑎𝑏𝑎2 = 𝑞𝑞𝑏𝑎2𝑎2 = 𝑏𝑎4 = 𝑞𝑏𝑎. (13)

Вiдзначимо, що в ролi твiрних елементiв можна
скористатися i iншим їх вибором, але це приве-
де до змiни для них i визначаючих спiввiдно-
шень. При твiрних елементах (11), як легко бачи-
ти, для елементiв подвiйної групи (6/𝑚𝑚𝑚)′ одер-
жимо такi їх алгебраїчнi вирази: 𝑒 = 𝑑0𝑐0𝑏0𝑎0,
𝑐3 = 𝑑0𝑐0𝑏0𝑎1, 𝑐23 = 𝑑0𝑐0𝑏0𝑎2, (𝑢2)1 = 𝑑0𝑐0𝑏1𝑎0,
(𝑢2)2 = 𝑞𝑑0𝑐0𝑏1𝑎1, (𝑢2)3 = 𝑑0𝑐0𝑏1𝑎2, 𝑐2 = 𝑑0𝑐1𝑏0𝑎0,
𝑐56 = 𝑑0𝑐1𝑏0𝑎1, 𝑐6 = 𝑞𝑑0𝑐1𝑏0𝑎2, (𝑢′

2)1 = 𝑑0𝑐1𝑏1𝑎0,
(𝑢′

2)2 = 𝑞𝑑0𝑐1𝑏1𝑎1, (𝑢′
2)3 = 𝑑0𝑐1𝑏1𝑎2, 𝑖 = 𝑑1𝑐0𝑏0𝑎0,

𝑖𝑐3 = 𝑑1𝑐0𝑏0𝑎1, 𝑖𝑐23 = 𝑑1𝑐0𝑏0𝑎2, 𝑖(𝑢2)1 = (𝜎𝑑)1 =
= 𝑑1𝑐0𝑏1𝑎0, 𝑖(𝑢2)2 = (𝜎𝑑)2 = 𝑞𝑑1𝑐0𝑏1𝑎1, 𝑖(𝑢2)3 =
= (𝜎𝑑)3 = 𝑑1 𝑐0 𝑏1 𝑎2, 𝑖𝑐2 = 𝜎ℎ = 𝑑1 𝑐1 𝑏0 𝑎0, 𝑖 𝑐56 =
= 𝑑1𝑐1𝑏0𝑎1, 𝑖𝑐6 = 𝑞𝑑1𝑐1𝑏0𝑎2, 𝑖(𝑢′

2)1 = (𝜎′
𝑑)1 =

= 𝑑1𝑐1𝑏1𝑎0, 𝑖(𝑢′
2)2 = (𝜎′

𝑑)2 = 𝑞𝑑1𝑐1𝑏1𝑎1, 𝑖(𝑢′
2)3 =

= (𝜎′
𝑑)3 = 𝑑1𝑐1𝑏1𝑎2.

Розрахована у такий спосiб для групи 6/𝑚𝑚𝑚
фактор-система 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) наведена в табл. 1. Ця
фактор-система вiдноситься до проективного кла-
су 𝐾1, оскiльки для неї 𝛼 = −1, 𝛽 = 1 i 𝛾 = 1. Ни-
жнiм iндексом бiля значень коефiцiєнтiв фактор-
системи 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) в табл. 1, що мiстять цифри в
круглих дужках, представлено таблицю множення
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елементiв групи 6/𝑚𝑚𝑚 (числами у дужках вказа-
нi цифровi позначення елементiв, якi вiдповiдають
добуткам 𝑟2𝑟1).

Слiд зазначити, що О.В. Ковальовим [1, 2]
була здiйснена спроба побудувати цю фактор-
систему у виглядi таблицi множення спiнорiв у
групi 6/𝑚𝑚𝑚. Проте, цю спробу можна визнати
невдалою, оскiльки з 576 значень таблицi, одержа-
ної в [1, 2], протилежний знак мають 216 значень.
Справа в тому, що у вираз для хвильової функцiї-
спiнору для квантової системи з напiвцiлим спiном
входить додатковий множник 𝑐 [9]. Цей множник
може приймати одне з двох значень: +1 або −1 [9].
Дiйсно, при поворотi на кут 2𝜋 навколо довiльної
осi спiнор змiнює свiй знак на протилежний. Якраз
в цьому i полягає двозначнiсть матрицi представ-
лення для кожного з “поворотних” елементiв симе-
трiї. Але така двозначнiсть допустима, без обме-
ження узагальнення розгляду, тiльки для твiрних
“поворотних” елементiв симетрiї групи кристалi-
чного класу. Для iнших елементiв симетрiї, якi є
добутками рiзних ступенiв твiрних елементiв гру-
пи, цей множник вже не може приймати довiльне
з двох значень – вiн завжди приймає те значення,
яке випливає iз спiввiдношення, що визначає цей
елемент. Тобто, довiльнiсть у виборi “внутрiшньо-
го” знака спiнора для твiрних елементiв групи не
впливає на значення коефiцiєнтiв фактор-системи.
В роботах [1, 2], на жаль, знак спiнору при пере-
твореннi за допомогою будь-якого “поворотного”
елемента групи кристалiчного класу визначався за
алгебраїчними виразами для геометричного обра-
зу елемента в звичайному, однозначному при пово-
ротах, тривимiрному просторi, тобто, для кожного
iз нетвiрних “поворотних” елементiв групи вiн ви-
значався довiльно.

Правильнiсть розрахунку фактор-системи
𝜔2(𝑟2, 𝑟1) нашим способом доводиться тим, що,
по-перше, вона приводиться перетворенням (5)
за допомогою вказаних у нижнiй частинi табл. 1
коефiцiєнтiв 𝑢2(𝑟), розрахованих за формулами
(13.3), (14.18) i (14.19) [6], до 𝑝-еквiвалентного
блоково-симетричного вигляду, який вiдповiдає
визначенню стандартної фактор-системи, тобто,
фактор-системи 𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1). По-друге, цi ж кое-
фiцiєнти 𝑢2(𝑟) при перетвореннi за формулою
(4) матриць незвiдних проективних представлень
та їх характерiв, що вiдповiдають стандартнiй
фактор-системi, якi можна одержати незалежно

при використаннi вказанiй у [6] методицi побудови
розширеної групи – групи представлень, де вони
визначаються за її однозначними незвiдними пред-
ставленнями i є додатковими до звичайних незвiд-
них векторних представлень [6], дають матрицi та
характери спiнорних представлень точно такi, якi
можна одержати за допомогою подвiйної групи за
методом Бете. Це доводить, що фактор-система
𝜔′
2(𝑟2, 𝑟1) дiйсно є стандартною фактор-системою

проективного класу 𝐾1 групи 6/𝑚𝑚𝑚.
Знаючи вигляд стандартної фактор-системи

класу 𝐾1 𝜔′
2(𝑟2, 𝑟1), ми, як це зроблено далi, здатнi

побудувати стандартнi фактор-системи, а, отже, i
незвiднi проективнi представлення для всiх прое-
ктивних класiв.

Оскiльки фактор-системи 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) i 𝜔′
2(𝑟2, 𝑟1)

для групи симетрiї 6/𝑚𝑚𝑚 належать проектив-
ному класу 𝐾1, то для цiєї групи стандар-
тна фактор-система 𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1) спiвпадає iз стан-
дартною фактор-системою 𝜔′

(1)(𝑟2, 𝑟1)[𝜔
′
2(𝑟2, 𝑟1) ≡

≡𝜔′
(1)(𝑟2, 𝑟1)], де в символi стандартної фактор-

системи цифрою в його нижньому iндексi в кру-
глих дужках позначений її проективний клас.
Стандартний вигляд фактор-системи 𝜔2(𝑟2, 𝑟1),
що позначається 𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1) [для групи 6/𝑚𝑚𝑚
𝜔′
2(𝑟2, 𝑟1) = 𝜔′

(1)(𝑟2, 𝑟1)], наведений в табл. 2. В
наведенiй табл. 2 використана додаткова розбив-
ка елементiв симетрiї групи 6/𝑚𝑚𝑚 на блоки 𝑎,
𝑏, 𝑐 i 𝑑 по горизонталi та блоки 𝑎(𝑎1, 𝑎2), 𝑏(𝑏1, 𝑏2),
𝑐(𝑐1, 𝑐2), i 𝑑(𝑑1, 𝑑2) по вертикалi. Ця розбивка до-
зволяє використовувати застосовану нижче ком-
пактну форму запису фактор-систем, в якiй кое-
фiцiєнти, що мають однаковi значення в кожно-
му з блокiв, замiнюються одним значенням одного
коефiцiєнта, однаковим для всiх коефiцiєнтiв бло-
ку. В табл. 2 i нижче суцiльними лiнiями видiленi
контури таких блокiв для коефiцiєнтiв, що мають
значення “−1”.

6. Характери незвiдних представлень
подвiйної групи (6/𝑚𝑚𝑚)′ та незвiдних
проективних представлень групи 6/𝑚𝑚𝑚,
що вiдповiдають двозначним проективним
представленням класу 𝐾1 – спiнорним
та вiдповiдним стандартнiй фактор-системi

У табл. 3 наведенi характери незвiдних представ-
лень подвiйної групи (6/𝑚𝑚𝑚)′ (𝐷′

6ℎ), додатко-
вi однозначнi незвiднi представлення якої (дода-
тковi до звичайних векторних однозначних незвi-
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Таблиця 3. Характери незвiдних представлень подвiйної групи (6/𝑚𝑚𝑚)′ (𝐷′
6ℎ)

(6/𝑚𝑚𝑚)′ (𝐷′
6ℎ) 𝑒 𝑞

𝑐3,
𝑞𝑐23

𝑐23,
𝑞𝑐3

3𝑢2,
3𝑞𝑢2

𝑐2,
𝑞𝑐2

𝑐56,
𝑞𝑐6

𝑐6,
𝑞𝑐56

3𝑢′
2

3𝑞𝑢′
2

𝑖 𝑞𝑖
𝑖𝑐3,
𝑞𝑖𝑐23

𝑖𝑐23,
𝑞𝑖𝑐3

3𝜎𝑑,
3𝑞𝜎𝑑

𝜎ℎ,
𝑞𝜎ℎ

𝑖𝑐56,
𝑞𝑖𝑐6

𝑖𝑐6,
𝑞𝑖𝑐56

3𝜎′
𝑑,

3𝑞𝜎′
𝑑

Γ+
1 𝐴+

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Γ−
1 𝐴−

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

Γ+
2 𝐴+

2 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

Γ−
2 𝐴−

2 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1

Γ+
3 𝐴+

3 1 1 1 1 −1 1 1 1 −1 1 1 1 1 −1 1 1 1 −1

Γ−
3 𝐴−

3 1 1 1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1

Γ+
4 𝐴+

4 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1

Γ−
4 𝐴−

4 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 −1

Γ+
5 𝐸+

1 2 2 −1 −1 0 2 −1 −1 0 2 2 −1 −1 0 2 −1 −1 0
Γ−
5 𝐸−

1 2 2 −1 −1 0 2 −1 −1 0 −2 −2 1 1 0 −2 1 1 0
Γ+
6 𝐸+

2 2 2 −1 −1 0 −2 1 1 0 2 2 −1 −1 0 −2 1 1 0
Γ−
6 𝐸−

2 2 2 −1 −1 0 −2 1 1 0 −2 −2 1 1 0 2 −1 −1 0
Γ+
7 (𝐸′

1)
+ 2 −2 1 −1 0 0

√
3 −

√
3 0 2 −2 1 −1 0 0

√
3 −

√
3 0

Γ−
7 (𝐸′

1)
− 2 −2 1 −1 0 0

√
3 −

√
3 0 −2 2 −1 1 0 0 −

√
3

√
3 0

Γ+
8 (𝐸′

2)
+ 2 −2 1 −1 0 0 −

√
3

√
3 0 2 −2 1 −1 0 0 −

√
3

√
3 0

Γ−
8 (𝐸′

2)
− 2 −2 1 −1 0 0 −

√
3

√
3 0 −2 2 −1 1 0 0

√
3 −

√
3 0

Γ+
9 (𝐸′

3)
+ 2 −2 −2 2 0 0 0 0 0 2 −2 −2 2 0 0 0 0 0

Γ−
9 (𝐸′

3)
− 2 −2 −2 2 0 0 0 0 0 −2 2 2 −2 0 0 0 0 0

дних представлень групи 6/𝑚𝑚𝑚, що можуть бути
одержанi з представлень групи (6/𝑚𝑚𝑚)′ простим
викреслюванням зi всiх спiввiдношень елементу
𝑞) i є двозначними проективними або спiнорними
представленнями групи 6/𝑚𝑚𝑚. Спiнорнi пред-
ставлення позначаються символами 𝐸′

1, 𝐸′
2 та 𝐸′

3

в системi позначень Маллiкена або символами Γ7,
Γ8 та Γ9 в системi позначень Костера, де великою
буквою Γ позначена не тiльки їх приналежнiсть
до певної точкової групи (в даному випадку гру-
пи 6/𝑚𝑚𝑚), а i до спiвпадаючої з нею групи на-
прямкiв групи хвильового вектора точки Γ в кри-
сталах або перiодичних наноструктурах. У виглядi
проективних цi незвiднi представлення i їх хара-
ктери можна також одержати згiдно з формулами
(6) i (7), де 𝐷(𝑟) i 𝜒𝐷(𝑟) – проективнi представ-
лення та їх характери, що вiдповiдають стандар-
тним фактор-системам тих класiв, яким належать
фактор-системи 𝜔(𝑟2, 𝑟1).

Характери незвiдних представлень проективних
класiв 𝐾0 (звичайних однозначних або векторних)
i 𝐾1 (двозначних проективних або спiнорних) на-
веденi в табл. 4. Легко бачити, що характери не-
звiдних проективних представлень класу 𝐾1 групи
6/𝑚𝑚𝑚 збiгаються з характерами спiнорних незвi-
дних представлень подвiйної групи (6/𝑚𝑚𝑚)′.

Характери проективних представлень проектив-
ного класу 𝐾1, що вiдповiдають стандартнiй
фактор-системi 𝜔′

(1)(𝑟2, 𝑟1), можна одержати, як
вiдзначалося вище, використовуючи методику по-
будови групи представлень для групи 6/𝑚𝑚𝑚 [6]
або, що значно простiше, скориставшись форму-
лою (4), пiдставляючи в неї значення коефiцiєн-
тiв 𝑢2(𝑟), якi приводять фактор-систему 𝜔2(𝑟2, 𝑟1)
до стандартного вигляду 𝜔′

(1)(𝑟2, 𝑟1). Характери
незвiдних проективних представлень проектив-
ных класiв 𝐾0 i 𝐾1 групи 6/𝑚𝑚𝑚, якi вiдпо-
вiдають стандартним фактор-системам 𝜔′

(0)(𝑟2, 𝑟1)

i 𝜔′
(1)(𝑟2, 𝑟1), вiдповiдно, наведенi в табл. 5.

Характери двовимiрних проективних представ-
лень, що вiдповiдають стандартнiй фактор-системi
𝜔′
(1)(𝑟2, 𝑟1) в табл. 5 позначенi символом 𝑃 .

7. Фактор-системи, зумовленi
структурою просторових груп симетрiї,
їх побудова та зведення до стандартного
вигляду. Визначення проективних класiв
для коливальних та електронних збуджень
в рiзних точках зони Брiллюена

Тепер побудуємо вiдповiдно до формули (8) фак-
тор-систему 𝜔1,𝐴(𝑟2, 𝑟1), яка визначається власти-
востями просторової групи симетрiї кристала гра-
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Таблиця 4. Характери однозначних i двозначних незвiдних проективних представлень точки Γ

Проек-
тивний
клас

Позначення
незвiдного

проективного
представлення

6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ)

𝑒 𝑐3 𝑐23 3𝑢2 𝑐2 𝑐56 𝑐6 3𝑢′
2 𝑖 𝑖𝑐3 𝑖𝑐23 3𝜎𝑑 𝜎ℎ 𝑖𝑐56 𝑖𝑐6 3𝜎′

𝑑

𝐾0 Γ+
1 𝐴+

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Γ−
1 𝐴−

1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

Γ+
2 𝐴+

2 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

Γ−
2 𝐴−

2 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1
Γ+
3 𝐴+

3 1 1 1 −1 1 1 1 −1 1 1 1 −1 1 1 1 −1

Γ−
3 𝐴−

3 1 1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1
Γ+
4 𝐴+

4 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1
Γ−
4 𝐴−

4 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1 1 1 1 −1

Γ+
5 𝐸+

1 2 −1 −1 0 2 −1 −1 0 2 −1 −1 0 2 −1 −1 0
Γ−
5 𝐸−

1 2 −1 −1 0 2 −1 −1 0 −2 1 1 0 −2 1 1 0
Γ+
6 𝐸+

2 2 −1 −1 0 −2 1 1 0 2 −1 −1 0 −2 1 1 0
Γ−
6 𝐸−

2 2 −1 −1 0 −2 1 1 0 −2 1 1 0 2 −1 −1 0

𝐾1 Γ+
7 (𝐸′

1) 2 1 −1 0 0
√
3 −

√
3 0 2 1 −1 0 0

√
3 −

√
3 0

Γ−
7 (𝐸′

1) 2 1 −1 0 0
√
3 −

√
3 0 −2 −1 1 0 0 −

√
3

√
3 0

Γ+
8 (𝐸′

2) 2 1 −1 0 0 −
√
3

√
3 0 2 1 −1 0 0 −

√
3

√
3 0

Γ−
8 (𝐸′

2) 2 1 −1 0 0 −
√
3

√
3 0 −2 −1 1 0 0

√
3 −

√
3 0

Γ+
9 (𝐸′

3) 2 −2 2 0 0 0 0 0 2 −2 2 0 0 0 0 0
Γ−
9 (𝐸′

3) 2 −2 2 0 0 0 0 0 −2 2 −2 0 0 0 0 0

Таблиця 5. Характери незвiдних проективних представлень проективних
класiв 𝐾0 i 𝐾1 групи 6/𝑚𝑚𝑚, що вiдповiдають стандартним фактор-системам 𝜔′

(0)
(𝑟2, 𝑟1) i 𝜔′

(1)
(𝑟2, 𝑟1)

Проек-
тивний
клас

Позначення
незвiдного

проективного
представлення

6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ)

𝑒 𝑐1 𝑐23 3𝑢2 𝑐2 𝑐56 𝑐6 3𝑢′
2 𝑖 𝑖𝑐3 𝑖𝑐23 3𝜎𝑑 𝜎ℎ 𝑖𝑐56 𝑖𝑐6 3𝜎′

𝑑

𝐾0 Γ+
1 𝐴+

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Γ−
1 𝐴−

1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

Γ+
2 𝐴+

2 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

Γ−
2 𝐴−

2 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1
Γ+
3 𝐴+

3 1 1 1 −1 1 1 1 −1 1 1 1 −1 1 1 1 −1

Γ−
3 𝐴−

3 1 1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1
Γ+
4 𝐴+

4 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1
Γ−
4 𝐴−

4 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1 1 1 1 −1

Γ+
5 𝐸+

1 2 −1 −1 0 2 −1 −1 0 2 −1 −1 0 2 −1 −1 0
Γ−
5 𝐸−

1 2 −1 −1 0 2 −1 −1 0 −2 1 1 0 −2 1 1 0
Γ+
6 𝐸+

2 2 −1 −1 0 −2 1 1 0 2 −1 −1 0 −2 1 1 0
Γ−
6 𝐸−

2 2 −1 −1 0 −2 1 1 0 −2 1 1 0 2 −1 −1 0

𝐾1 (𝑃
(1)
1 )+ 2 −1 −1 0 0

√
3𝑖 −

√
3𝑖 0 2 −1 −1 0 0

√
3𝑖 −

√
3𝑖 0

(𝑃
(1)
1 )− 2 −1 −1 0 0

√
3𝑖 −

√
3𝑖 0 −2 1 1 0 0 −

√
3𝑖

√
3𝑖 0

(𝑃
(1)
2 )+ 2 −1 −1 0 0 −

√
3𝑖

√
3𝑖 0 2 −1 −1 0 0 −

√
3𝑖

√
3𝑖 0

(𝑃
(1)
2 )− 2 −1 −1 0 0 −

√
3𝑖

√
3𝑖 0 −2 1 1 0 0

√
3𝑖 −

√
3𝑖 0

(𝑃
(1)
3 )+ 2 2 2 0 0 0 0 0 2 2 2 0 0 0 0 0

(𝑃
(1)
3 )− 2 2 2 0 0 0 0 0 −2 −2 −2 0 0 0 0 0
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фiту i визначає однозначнi незвiднi проективнi
представлення точки 𝐴. Ця фактор-система на-
ведена в табл. 6. Як легко бачити, обчислив-
ши значення коефiцiєнтiв 𝛼, 𝛽 та 𝛾, побудова-
на фактор-система належить проективному кла-
су 𝐾5. Значення функцiї на групi 𝑢1,𝐴(𝑟), якi
приводять фактор-систему 𝜔1,𝐴(𝑟2, 𝑟1) до стандар-
тного вигляду 𝜔′

1,𝐴(𝑟2, 𝑟1), неважко знайти, ви-
користовуючи методику, викладену у [6 (фор-
мули 14.33), 10–12]. Цi значення приведенi в
нижнiй частинi табл. 6. Табл. 7 є стандар-
тною фактор-системою проективного класу 𝐾5 –
фактор-системою 𝜔′

1,𝐴(𝑟2, 𝑟1) ≡ 𝜔′
(5)(𝑟2, 𝑟1), яку

легко одержати, скориставшись значеннями фун-
кцiї 𝑢1,𝐴(𝑟) i формулою (5). Характери однозна-
чних незвiдних проективних представлень для то-
чки 𝐴 неважко одержати, знаючи значення фун-
кцiї 𝑢1,𝐴(𝑟) i приведенi в табл. 8 [6] характери не-
звiдних проективних представлень класу 𝐾5, що
вiдповiдають стандартнiй фактор-системi класу
𝐾5. Однозначнi незвiднi проективнi представлен-
ня для точки 𝐴 наведенi в табл. 9 (першi її три
незвiднi проективнi представлення).

Легко встановити, що двозначнi (спiнорнi) незвi-
днi проективнi представлення в точцi 𝐴 вiднося-
ться до проективного класу 𝐾4. Дiйсно, перемно-
жуючи вiдповiднi значення констант 𝛼, 𝛽 та 𝛾, для
нашого випадку знаходимо 𝐾1 × 𝐾5 = 𝐾1 · 𝐾5 =
= 𝐾1𝐾5 = 𝐾4. Стандартна фактор-система кла-
су 𝐾4 – фактор-система 𝜔′

(4)(𝑟2, 𝑟1)
1, коефiцiєнти

якої 𝜔′
(4)(𝑟2, 𝑟1) = 𝜔′

(1)(𝑟2, 𝑟1)𝜔
′
(5)(𝑟2, 𝑟1), а характе-

ри двозначних (спiнорних) проективних представ-
лень в точцi 𝐴, що вiдносяться до проективного
класу 𝐾4, наведенi в табл. 9 (iншi її три незвiдних
проективних представлення). Характери цих не-
звiдних проективних представлень одержуємо, по-
множивши значення добуткiв 𝑢1,𝐴(𝑟)𝑢2(𝑟) на при-
веденi в табл. 8 [6] значення характерiв незвiдних
проективних представлень класу 𝐾4, що вiдповiд-
ають стандартнiй фактор-системi класу 𝐾4.

Тепер неважко встановити й вигляд стандар-
тних фактор-систем iнших проективних класiв
групи 6/𝑚𝑚𝑚. Стандартнi фактор-системи для

1 Неважко бачити, що 𝜔′
(4)

(𝑟2, 𝑟1) = 𝜔′
2,𝐴(𝑟2, 𝑟1) =

= 𝜔′
1,𝐴(𝑟2, 𝑟1)𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1) = 𝜔′
(5)

(𝑟2, 𝑟1)𝜔′
(1)

(𝑟2, 𝑟1) =

= 𝜔′
(1)

(𝑟2, 𝑟1)𝜔′
(5)

(𝑟2, 𝑟1), де 𝜔′
2,𝐴(𝑟2, 𝑟1) – стандартна

фактор-система для вiдповiдних їй двозначних проектив-
них представлень в точцi 𝐴.

всiх восьми проективних класiв групи 6/𝑚𝑚𝑚 на-
веденi в табл. 10.

За вiдсутностi зовнiшнiх магнiтних полiв на хви-
льовi функцiї станiв, i, вiдповiдно, на представлен-
ня, накладаються додатковi умови, пов’язанi iз iн-
варiантнiстю до iнверсiї часу. При виконаннi цих
умов для деяких станiв може виникнути додаткове
виродження.

8. Симетрiя коливань ґраток
та електронних 𝜋-зон i їх дисперсiя
для одношарового графену 𝐶𝐿1

i кристалiчного графiту 𝛾 − 𝐶

Представлення фундаментальних коливань кри-
сталiчних ґраток (Γlat. vibr) та електронних 𝜋-зон
при k = 0 (Γ𝜋) для одношарового графену 𝐶𝐿1 та
кристалiчного графiту 𝛾−𝐶 визначаються однiєю
й тiєю самою точковою групою 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ). Для
одношарового графену ця група описує симетрiю
макромолекулярного класу, а для кристалiчного
графiту 𝛾−𝐶 – симетрiю його кристалiчного кла-
су. Термiн “макромолекулярний клас”, на вiдмiну
вiд термiну “кристалiчний клас”, будемо вживати
для групи симетрiї еквiвалентних напрямкiв у пе-
рiодичних наноструктурах з дво- або одноперiо-
дичними нескiнченними iнварiантними пiдгрупа-
ми трансляцiї, в той час, як термiн “кристалiчний
клас” – це точкова група симетрiї еквiвалентних
напрямкiв в триперiодичнiй структурi – кристалi,
де трансляцiйнi елементи симетрiї утворюють не-
скiнченну триперiодичну пiдгрупу. Представлення
Γlat vibr i Γ𝜋 визначаються формулами [13]:

Γlat. vibr = Γeq ⊗ Γvector

i

Γ𝜋 = Γeq ⊗ Γ𝑧, (14)

де Γeq – представлення еквiвалентностi атомiв у
точцi Γ, Γvector – представлення полярного вектора
r з компонентами 𝑥, 𝑦 i 𝑧. Для визначення Γ𝜋 ми
використовуємо тiльки Γ𝑧, що є незвiдним пред-
ставленням для вектора, направленого вздовж осi
𝑧, оскiльки електроннi 𝜋-зони в графенi i графiтi
формуються електронними орбiталями 𝑝𝑧.

Формули (14) визначають коливальнi та еле-
ктроннi представлення також i для елементарних
збуджень з k ̸= 0 [13]. Так, для будь-якої точки
зони Брiллюена перiодичних макромолекулярної
та кристалiчної структур характер представлення
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Таблиця 8. Характери незвiдних представлень проективних класiв 𝐾5 i 𝐾4

групи 6/𝑚𝑚𝑚, що вiдповiдають стандартним фактор-системам цих класiв 𝜔′
(5)

(𝑟2, 𝑟1) i 𝜔′
(4)

(𝑟2, 𝑟1)

Проек-
тивний
клас

Позначення
незвiдного

проективного
представлення

6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ)

𝑒 𝑐1 𝑐23 3𝑢2 𝑐2 𝑐56 𝑐6 3𝑢′
2 𝑖 𝑖𝑐3 𝑖𝑐23 3𝜎𝑑 𝜎ℎ 𝑖𝑐56 𝑖𝑐6 3𝜎′

𝑑

𝐾5 𝑃
(5)
1 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0

𝑃
(5)
2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 −2 0 0 0 0

𝑄(5) 4 −2 −2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝐾4 𝑃
(4)
1 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝑃
(4)
2 2 2 2 −2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝑄(4) 4 −2 −2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Таблиця 9. Характери однозначних та двозначних незвiдних проективних представлень точки 𝐴

Проек-
тивний
клас

Позначення
незвiдного

проективного
представлення

6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ)

𝑒 𝑐1 𝑐23 3𝑢2 𝑐2 𝑐56 𝑐6 3𝑢′
2 𝑖 𝑖𝑐3 𝑖𝑐23 3𝜎𝑑 𝜎ℎ 𝑖𝑐56 𝑖𝑐6 3𝜎′

𝑑

𝐾5 𝐴1 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0
𝐴2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 −2 0 0 0 0
𝐴3 4 −2 −2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝐾4 𝐴4 2 −2 2 2𝑖 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝐴4 +𝐴5<𝐴5 2 −2 2 −2𝑖 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝐴6 4 2 −2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

еквiвалентностi атомiв 𝜒eq(𝑅𝛼) для елемента симе-
трiї макромолекулярного та кристалiчного класiв
𝑅𝛼 можна визначити за формулою [13]:

𝜒eq(𝑅𝛼) =
∑︁
𝑗

𝛿𝑅𝛼r𝑗 ,r𝑗𝑒
𝑖K𝑚r𝑗 , (15)

де операцiя 𝑅𝛼 переводить атом в еквiвалентний,
тобто, задовольняє умову:

𝑅𝛼r𝑗 = r𝑗 +R𝑛, (16)

в якiй R𝑛 = 𝑛1a1+𝑛2a2+𝑛3a3 (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3 = 0, ±1,
±2, ..., а a𝑖 – базиснi вектори або вектори основ-
них трансляцiй) є вектором кристалiчної ґратки
або перiодичної наноструктури, та

𝑅−1
𝛼 k = k+Km, (17)

де K𝑚 = 𝑚1b1+𝑚2b2+𝑚3b3 (𝑚1, 𝑚2, 𝑚3 = 0, ±1,
±2, ..., а b𝑗 – базиснi вектори оберненої ґратки) є
вектором оберненої ґратки кристала або перiоди-
чної наноструктури. Зрозумiло, що, як це завжди

вважається, базиснi вектори прямої та оберненої
ґраток зв’язанi спiввiдношеннями:

b𝑗a𝑖 = 2𝜋𝛿𝑖𝑗 . (18)

Обчислимо розподiл нормальних коливань за
типами симетрiї для рiзних точок зон Брiллюена
одношарового графену 𝐶𝐿1 та кристала графiту
𝛾−𝐶 i визначимо симетрiї їх електронних зон, ви-
щих за енергiєю з валентних зон – валентних 𝜋-зон
(позначимо їх лiтерами 𝜋) та нижчих за енергiєю
𝜋-зон провiдностi (позначимо їх лiтерами 𝜋*).

Точки Γ. Легко бачити, що фактор-групи груп
хвильових векторiв за iнварiантними пiдгрупами
трансляцiй i для графену 𝐶𝐿1, i для кристала гра-
фiту 𝛾−𝐶 iзоморфнi однiй i тiй самiй точковiй гру-
пi симетрiї 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ). Це вiдноситься не тiль-
ки для груп хвильових векторiв у точках Γ гра-
фену i кристалiчного графiту, а i для всiх, позна-
чених однаковими лiтерами, точок зон Брiллюена
для структур графену i графiту. Незважаючи на
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Таблиця 10. Нова класифiкацiя проективних класiв групи 6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ)

та їх стандартнi фактор-системи: 1 – клас 𝐾0, 2 – клас 𝐾1, 3 – клас 𝐾2, 4 – клас 𝐾3,
5 – клас 𝐾4, 6 – клас 𝐾5, 7 – клас 𝐾6, 8 – клас 𝐾7

0 ( , 1, 1)K  
1 ( , 1, 1)K  

2 ( , 1, 1)K  
3 ( , 1, 1)K  

 a b c d  a b c d  a b c d  a b c d

a  
1a 1 1 1 1

a  
1a 1 1 1 1

a  
1a 1 1 1 1

a  
1a 1 1 1 1

2a 1 1 1 1
2a 1 1 1 1

2a 1 1 1 1
2a 1 1 1 1

b
1b 1 1 1 1

b
1b 1 1 1 1

b
1b 1 1 1 1

b
1b 1 1 1 1

2b 1 1 1 1
2b 1 1 1 1

2b 1 1 1 1
2b 1 1 1 1

c
 

1c 1 1 1 1
c

 

1c 1 1 1 1
c

 

1c 1 1 1 1
c

 

1c 1 1 1 1

2c 1 1 1 1
2c 1 1 1 1

2c 1 1 1 1
2c 1 1 1 1

d
1d 1 1 1 1

d
1d 1 1 1 1

d
1d 1 1 1 1

d
1d 1 1 1 1

2d 1 1 1 1
2d 1 1 1 1

2d 1 1 1 1
2d 1 1 1 1

1 2 3 4 

4 ( , 1, 1)K  
5 ( , 1, 1)K  

6 ( , 1, 1)K  
7 ( , 1, 1)K  

 a b c d   a b c d   a b c d   a b c d

a  
1a 1 1 1 1

a  
1a 1 1 1 1

a  
1a 1 1 1 1

a  
1a 1 1 1 1

2a 1 1 1 1
2a 1 1 1 1

2a 1 1 1 1
2a 1 1 1 1

b
1b 1 1 1 1

b
1b 1 1 1 1

b
1b 1 1 1 1

b
1b 1 1 1 1

2b 1 1 1 1
2b 1 1 1 1

2b 1 1 1 1
2b 1 1 1 1

c
 

1c 1 1 1 1
c

 

1c 1 1 1 1
c

 

1c 1 1 1 1
c

 

1c 1 1 1 1

2c 1 1 1 1
2c 1 1 1 1

2c 1 1 1 1
2c 1 1 1 1

d
1d 1 1 1 1

d
1d 1 1 1 1

d
1d 1 1 1 1

d
1d 1 1 1 1

2d 1 1 1 1
2d 1 1 1 1

2d 1 1 1 1
2d 1 1 1 1

5 6 7 8 

(0)' 2 1( , )r r
(1)' 2 1( , )r r

(2)' 2 1( , )r r (3)' 2 1( , )r r

(4)' 2 1( , )r r
(5)' 2 1( , )r r

(6)' 2 1( , )r r (7)' 2 1( , )r r

це, характери представлення еквiвалентностi Γeq,
що входять у формули (10), для позначених одна-
ковими буквами точок зон Брiллюена графену i
кристалiчного графiту, оскiльки останнi мають рi-
зну структуру, вiдрiзняються.

Характери представлень Γeq для одношарово-
го графену 𝐶𝐿1 i кристалiчного графiту 𝛾 − 𝐶
наведенi в табл. 11, де також наведенi характе-
ри представлень полярного вектора Γvector = Γr

i представлення Γ𝑧, що визначає симетрiю 𝑝𝑧 ор-
бiталi. В табл. 12 наведено розподiл коливально-
го представлення Γvibr ≡ Γlat. vibr, яке легко отри-
мати за формулою (10), представлень для аку-
стичних i оптичних фундаментальних коливаль-
них мод Γac i Γopt, вiдповiдно, i представлення
електронних зон Γ𝜋 також знайденого за форму-
лою (10), за незвiдними представленнями групи
6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ).

Точка 𝐴. Фактор-група групи хвильового векто-
ра в точцi 𝐴 за iнварiантною пiдгрупою трансля-
цiй для кристалiв графiту 𝛾 − 𝐶 також iзомор-
фна групi 6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ). Зiрка хвильового вектора
точки 𝐴 також, як i для точки Γ, складається з
одного вектора k = −(1/2)b1. Характер проектив-
ного представлення еквiвалентностi в точцi 𝐴 –
представлення 𝐴eq наведено в табл. 11, а розпо-
дiл представлень 𝐴vibr i 𝐴𝜋 за незвiдними пред-
ставленнями групи – в табл. 12. В табл. 13 наве-
денi характери однозначних та двозначних незвi-
дних проективних представлень точки Δ, промi-
жної мiж точками Γ i 𝐴. Групою еквiвалентних
напрямкiв групи хвильового вектора в точцi Δ є
група 6𝑚𝑚(𝐶6𝑣). Зiрка хвильового вектора в цiй
точцi мiстить два променi. Додаткове виродження
станiв при врахуваннi їх iнварiантностi до iнверсiї
часу вiдсутнє, на вiдмiну вiд зумовленого iнварi-
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Таблиця 11. Характери представлень еквiвалентностi, полярного вектора (точка Γ) та Γ𝑧 (точка Γ) для точок
високої симетрiї зон Брiллюена структур одношарового графену 𝐶𝐿1 та кристалiчного графiту 𝛾 − 𝐶

Точки Γ
Точковi групи 6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ)

Проективнi класи 𝐾0

6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ) 𝑒 2𝑐3 3𝑢2 𝑐2 2𝑐6 3𝑢′
2 𝑖 2𝑖𝑐3 3𝑖𝑢2 𝑖𝑐2 2𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′

2

𝐶𝐿1 k = 0 Γeq 2 2 0 0 0 2 0 0 2 2 2 0
𝛾 − 𝐶 k = 0 Γeq 4 4 0 0 0 4 0 0 4 4 4 0

Γr 3 0 −1 −1 2 −1 −3 0 1 1 −2 1
Γ𝑧 1 1 −1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 −1 1

Точка 𝐴
Точкова група 6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ)

Проективний клас 𝐾5

6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ) 𝑒 2𝑐3 3𝑢2 𝑐2 2𝑐6 3𝑢′
2 𝑖 2𝑖𝑐3 3𝑖𝑢2 𝑖𝑐2 2𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′

2

𝛾 − 𝐶 k = −(1/2)b1 𝐴eq 4 4 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0

Точки 𝐾
Точковi групи 6̄𝑚2(𝐷3ℎ)

Проективнi класи 𝐾0

6̄𝑚2(𝐷3ℎ) 𝑒 2𝑐3 3𝑢2 𝑖𝑐2 2𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′
2

𝐶𝐿1 (k𝐾)1 = −(1/3)(2b1 − b2) 𝐾eq 2 −1 0 2 −1 0
(k𝐾)2 = (1/3)(2b1 − b2)

𝛾 − 𝐶 (k𝐾)1 = −(1/3)(2b2 − b3) 𝐾eq 4 1 0 4 1 0
(k𝐾)2 = (1/3)(2b2 − b3)

Точка 𝐻
Точкова група 6̄𝑚2(𝐷3ℎ)

Проективний клас 𝐾1

6̄𝑚2(𝐷3ℎ) 𝑒 𝑐3 𝑐23 3𝑢2 𝑖𝑐2 𝑖𝑐56 𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′
2

𝛾 − 𝐶 (k𝐻)1 = −(1/2)b1 − (1/3)(2b2 − b3) 𝐻eq 4 1 1 0 0
√
3 −

√
3 0

(k𝐻)2 = −(1/2)b1 + (1/3)(2b2 − b3)

Точки 𝑀
Точковi групи 𝑚𝑚𝑚(𝐷2ℎ)

Проективнi класи 𝐾0

𝑚𝑚𝑚(𝐷2ℎ) 𝑒 (𝑢2)1 𝑐2 (𝑢′
2)1 𝑖 𝑖(𝑢2)1 𝑖𝑐2 𝑖(𝑢′

2)1

𝐶𝐿1 (k𝑀 )1 = −(1/2)b2,(k𝑀 )2 = (1/2)b1 𝑀eq 2 0 0 2 0 2 2 0
(k𝑀 )3 = −(1/2)(b1 − b2)

𝛾 − 𝐶 (k𝑀 )1 = −(1/2)b3,(k𝑀 )2 = (1/2)b2 𝑀eq 4 0 0 4 0 4 4 0
(k𝑀 )3 = −(1/2)(b2 − b3)

Точка 𝐿
Точкова група 𝑚𝑚𝑚(𝐷2ℎ)

Проективний клас 𝐾5

𝑚𝑚𝑚(𝐷2ℎ) 𝑒 (𝑢2)1 𝑐2 (𝑢′
2)1 𝑖 𝑖(𝑢2)1 𝑖𝑐2 𝑖(𝑢′

2)1

𝛾 − 𝐶 (k𝐿)1 = −(1/2)(b1 + b3) 𝐿eq 4 0 0 0 0 4 0 0
(k𝐿)2 = −(1/2)(b1 − b2)

(k𝐿)3 = −(1/2)(b1 + b2 − b3)
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Таблиця 12. Розподiли коливальних
та електронних збуджень для 𝜋-зон у точках
високої симетрiї зон Брiллюена за незвiдними
проективними представленнями вiдповiдних
проективних класiв для структур одношарового
графену 𝐶𝐿1 та кристалiчного графiту 𝛾 − 𝐶

Одношаровий
графен, 𝐶𝐿1

Кристал
графiту, 𝛾 − 𝐶

Точки Γ
Точковi групи 6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ)

Проективнi класи 𝐾0

Γvib = Γ+
2 + Γ−

3 + Γ+
5 + Γ−

6 Γvib = 2Γ+
2 + 2Γ−

3 + 2Γ+
5 + 2Γ−

6

Γac = Γ−
3 + Γ−

6 Γac = Γ−
3 + Γ−

6

Γopt = Γ+
2 + Γ+

5 Γopt = 2Γ+
2 + Γ−

3 + 2Γ+
5 + Γ−

6

Γ𝜋 = Γ+
2 + Γ−

3 Γ𝜋 = 2Γ+
2 + 2Γ−

3

Точки 𝐾
Точковi групи 6̄𝑚2(𝐷3ℎ)

Проективнi класи 𝐾0

𝐾vib = 𝐾1 +𝐾3 +𝐾5 +𝐾6 𝐾vib = 𝐾1 +𝐾2 +𝐾3+

+𝐾4 + 3𝐾5 +𝐾6

𝐾𝜋 = 𝐾6 𝐾𝜋 = 𝐾2 +𝐾4 +𝐾6

Точки 𝑀
Точковi групи 𝑚𝑚𝑚(𝐷2ℎ)

Проективнi класи 𝐾0

𝑀vib = 𝑀+
1 +𝑀+

2 +𝑀−
2 + 𝑀vib = 2𝑀+

1 + 2𝑀+
2 + 2𝑀−

2 +

+𝑀+
3 +𝑀−

3 +𝑀−
4 +2𝑀+

3 + 2𝑀−
3 + 2𝑀−

4

𝑀𝜋 = 𝑀+
2 +𝑀−

3 𝑀𝜋 = 2𝑀+
2 + 2𝑀−

3

Точка 𝐴
Точкова група 6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ)

Проективний клас 𝐾5

𝐴vib = 2𝐴
(5)
1 + 2𝐴

(5)
3

𝐴𝜋 = 2𝐴
(5)
1

Точка 𝐻
Точкова група 6̄𝑚2(𝐷3ℎ)

Проективний клас 𝐾1

𝐻vib = 3𝐻
(1)
1 +𝐻

(1)
2 + 2𝐻

(1)
3

𝐻𝜋 = 𝐻
(1)
1 +𝐻

(1)
3

Точка 𝐿
Точкова група 𝑚𝑚𝑚(𝐷2ℎ)

Проективний клас 𝐾5

𝐿vib = 4𝐿
(5)
1 + 2𝐿

(5)
2

𝐿𝜋 = 2𝐿
(5)
1

антнiстю до iнверсiї часу для структур, симетрiя
яких описується несiмморфною просторовою гру-
пою 𝑃63/𝑚𝑚𝑐, попарного злипання дисперсiйних
кривих всiх енергетичних станiв у точцi 𝐴 (виводи-
ться на основi аналогiчного розгляду для структу-
ри вюрциту, наведеному в [6]). На рис. 5 зображено

Рис. 5. Дiаграма, що визначає сумiснiсть незвiдних прое-
ктивних представлень групи 𝑃63/𝑚𝑚𝑐 в зонi Брiллюена в
напрямку Γ−𝐴

Таблиця 13. Характери однозначних
та двозначних незвiдних проективних
представлень точки Δ

Проек-
тивний
клас

Позначення
незвiдного
проектив-
ного пред-
ставлення

6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ)

𝑒 𝑐3 𝑐23 3𝜎′
𝑟 𝑐2 𝑐56 𝑐6 3𝜎𝑟

𝐾0 Δ1 1 1 1 𝜂𝑘 𝜂𝑘 𝜂𝑘 𝜂𝑘 1
Δ2 1 1 1 𝜂𝑘 −𝜂𝑘 −𝜂𝑘 −𝜂𝑘 −1

Δ3 1 1 1 −𝜂𝑘 𝜂𝑘 𝜂𝑘 𝜂𝑘 −1

Δ4 1 1 1 −𝜂𝑘 −𝜂𝑘 −𝜂𝑘 −𝜂𝑘 1
Δ5 2 −2 −1 0 2𝜂𝑘 −𝜂𝑘 −𝜂𝑘 0
Δ6 2 −1 −1 0 −2𝜂𝑘 𝜂𝑘 𝜂𝑘 0

𝐾1 Δ7 2 1 −1 0 0
√
3𝜂𝑘 −

√
3𝜂𝑘 0

Δ8 2 1 −1 0 0 −
√
3𝜂𝑘

√
3𝜂𝑘 0

Δ9 2 −2 2 0 0 0 0 0

дiаграму, за якою визначається сумiснiсть незвi-
дних проективних представлень групи 𝑃63/𝑚𝑚𝑐
вздовж лiнiї Γ−Δ−𝐴 в зонi Брiллюена кристалi-
чного графiту.

Точки 𝐾. Фактор-групи груп хвильових векто-
рiв за нескiнченими iнварiантними пiдгрупами
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Таблиця 14. Фактор-системи 𝜔1,𝐻(𝑟2, 𝑟1) для точки 𝐻 кристала
графiту (просторова група 𝑃63/𝑚𝑚𝑐(𝐷4

6ℎ), точкова – 6̄𝑚2(𝐷3ℎ)) (a), та стандартна
фактор-система 𝜔′

1,𝐻(𝑟2, 𝑟1), що вiдповiдає її стандартному вигляду (б). У нижнiй
частинi табл. 14, 𝑎 приведенi значення функцiї 𝑢1,𝐻(𝑟), якi приводять фактор-систему
𝜔1,𝐻(𝑟2, 𝑟1) до стандартного вигляду 𝜔′

1,𝐻(𝑟2, 𝑟1) ≡ 𝜔′
(1)

(𝑟2, 𝑟1)

a

б

трансляцiй в точках 𝐾 структур одношарового
графену 𝐶𝐿1 i кристалiчного графiту 𝛾 − 𝐶 iзо-
морфнi точковiй групi 6̄𝑚2(𝐷3ℎ), яка є точковою
групою симетрiї еквiвалентних напрямкiв. Зiрки
груп хвильового вектора в точках 𝐾 для обох

структур мiстять по два вектори: для одношаро-
вого графену 𝐶𝐿1 (k𝐾)1 = −(1/3)(2b1 − b2) i
(k𝐾)2 = (1/3)(2b1 − b2), а для кристалiчного гра-
фiту 𝛾 − 𝐶 (k𝐾)1 = −(1/3)(2b2 − b3) i (k𝐾)2 =
= (1/3)(2b2 − b3). Характери проективних пред-
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Таблиця 15. Фактор-система 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) для групи 6̄𝑚2(𝐷3ℎ) (а) та стандартна
фактор-система 𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1), що вiдповiдає її стандартному вигляду (б). У нижнiй
частинi табл. 15, 𝑎 приведенi значення функцiї 𝑢2(𝑟), якi приводять фактор-систему
𝜔2(𝑟2, 𝑟1) до стандартного вигляду 𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1) ≡ 𝜔′
(1)

(𝑟2, 𝑟1)

a

б

ставлень 𝐾eq, якi для обох структур належать кла-
су 𝐾0, наведенi в табл. 11, а розподiли 𝐾vibr i 𝐾𝜋

за незвiдними представленнями групи 6̄𝑚2(𝐷3ℎ) –
в табл. 12.

Точка 𝐻. Фактор-група групи хвильового векто-
ра за нескiнченною iнварiантною пiдгрупою транс-

ляцiй в точцi 𝐻 структури графiту 𝛾 − 𝐶 також
iзоморфна точковiй групi 6̄𝑚2(𝐷3ℎ). Зiрка групи
хвильового вектора мiстить два вектори: (k𝐻)1 =
= −(1/2)b1 − (1/3)(2b2 −b3) i (k𝐻)2 = −(1/2)b1 +
+(1/3)(2b2 − b3). В табл. 14, а наведено фактор-
систему 𝜔1,𝐻(𝑟2, 𝑟1), розраховану за формулою (8),
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Таблиця 16. Характери незвiдних проективних представлень групи 6̄𝑚2(𝐷3ℎ):
однозначних представлень, вiдповiдаючих стандартнiй фактор-системi (a), двозначних спiнорних
представлень (б) i однозначних представлень, якi описують симетрiю коливальних i електронних
збуджень без врахування спiну в точцi 𝐻 для просторової групи симетрiї (групи хвильового вектора точки
𝐻), що є пiдгрупою просторової групи симетрiї 𝑃63𝑚𝑚𝑐(𝐷6ℎ) (в). Штрихи над лiтерами Γ в символах
незвiдних проективних представлень означають, що цi представлення є двозначними спiнорними

6̄𝑚2(𝐷3ℎ) 𝑒 𝑐3 𝑐23 3𝑖𝑢2 𝑖𝑐2 𝑖𝑐56 𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′
2

𝐾1 а 𝑃
(1)
1 2 −1 −1 0 0

√
3𝑖 −

√
3𝑖 0

𝑃
(1)
2 2 −1 −1 0 0 −

√
3𝑖

√
3𝑖 0

𝑃
(1)
3 2 2 2 0 0 0 0 0

б (Γ′)
(1)
1 = Γ7 𝐸′

1 2 1 −1 0 0
√
3 −

√
3 0

(Γ′)
(1)
2 = Γ8 𝐸′

2 2 1 −1 0 0 −
√
3

√
3 0

(Γ′)
(1)
3 = Γ9 𝐸′

3 2 −2 2 0 0 0 0 0
𝑢2(𝑟) 1 −1 1 𝑖 𝑖 −𝑖 −𝑖 −1

в 𝐻
(1)
1 2 −1 −1 0 0 −

√
3

√
3 0

𝐻
(1)
2 2 −1 −1 0 0

√
3 −

√
3 0

𝐻
(1)
3 2 2 2 0 0 0 0 0

𝑢1,𝐻(𝑟) 1 1 1 1 𝑖 𝑖 𝑖 𝑖

яка за допомогою значень функцiї на групi 𝑢1,𝐻(𝑟),
що вказанi в нижнiй частинi табл. 14, а, зводиться
до стандартного вигляду 𝜔′

1,𝐻(𝑟2, 𝑟1), який пред-
ставлено в табл. 14, б. Легко бачити, що фактор-
системи 𝜔1,𝐻(𝑟2, 𝑟1) i 𝜔′

1,𝐻(𝑟2, 𝑟1) за значеннями ко-
ефiцiєнтiв 𝛼, 𝛽 i 𝛾, якi безпосередньо знаходяться
з самих фактор-систем, належать до проективного
класу 𝐾1, тобто 𝜔′

1,𝐻(𝑟2, 𝑟1) ≡ 𝜔′
(1)(𝑟2, 𝑟1).

Стандартну фактор-систему проективного кла-
су 𝐾1 – фактор-систему 𝜔′

(1)(𝑟2, 𝑟1) можна було б
отримати також не з фактор-системи 𝜔′

1,𝐻(𝑟2, 𝑟1),
що описує симетрiйнi властивостi просторової гру-
пи симетрiї кристалiчного графiту 𝑃63/𝑚𝑚𝑐(𝐷4

6ℎ),
а з фактор-системи 𝜔2(𝑟2, 𝑟1), яка визначається
перетвореннями спiнорiв при дiї елементiв симе-
трiї точкової групи 6̄𝑚2(𝐷3ℎ), що є групою си-
метрiї еквiвалентних напрямкiв в групi хвильово-
го вектора точки 𝐻 зони Брiллюена графiту. В
табл. 15, а наведена фактор-система 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) для
точкової групи симетрiї 6̄𝑚2(𝐷3ℎ), що одержана
за формулою (12) i, як легко бачити, належить
проективному класу 𝐾1. Нижнiми iндексами бiля
значень коефiцiєнтiв фактор-системи 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) в
табл. 15, а, що мiстять цифри у круглих дужках,
представлено, як i вище за текстом, таблицю мно-
ження елементiв тепер вже групи 6̄𝑚2 (числами
у дужках вказанi цифровi позначення елементiв

для групи 6̄𝑚2, якi вiдповiдають добуткам 𝑟2𝑟1).
В табл. 15, б наведена стандартна фактор-система
𝜔′
2(𝑟2, 𝑟1), яку одержано при перетвореннi за фор-

мулою (5) фактор-системи 𝜔2(𝑟2, 𝑟1), за допомогою
значень функцiї 𝑢2(𝑟), якi приведенi в нижнiй ча-
стинi табл. 15, а.

Суттєво, що значення коефiцiєнтiв 𝑢2(𝑟) для
елементiв, якi входять як в групу 6̄𝑚2, так i в
групу 6/𝑚𝑚𝑚, виявились однаковими. Як i мо-
жна було очiкувати, стандартнi фактор-системи
𝜔′
1,𝐻(𝑟2, 𝑟1) i 𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1), якi належать одному й то-
му самому проективному класу 𝐾1, також спiвпа-
ли, тобто, дiйсно, має мiсце рiвнiсть 𝜔′

1,𝐻(𝑟2, 𝑟1) =
= 𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1) = 𝜔′
(1)(𝑟2, 𝑟1).

Характери рiзних 𝑝-еквiвалентних форм незвi-
дних проективних представлень групи 6̄𝑚2(𝐷3ℎ),
якi належать проективному класу 𝐾1, наведе-
но в табл. 16: незвiдних однозначних проектив-
них представлень, що вiдповiдають стандартнiй
фактор-системi 𝜔′

(1)(𝑟2, 𝑟1) (табл. 16, a), незвiдних
проективних двозначних спiнорних представлень
(табл. 16, б) i незвiдних проективних однозначних
представлень, що описують симетрiю коливаль-
них i електронних збуджень без врахування спi-
ну в точцi 𝐻 для просторової групи симетрiї або
групи хвильового вектора точки 𝐻, що є пiдгру-
пою просторової групи симетрiї 𝑃63/𝑚𝑚𝑐(𝐷4

6ℎ),
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Таблиця 17. Фактор-системи 𝜔1,𝐿(𝑟2, 𝑟1) для точки 𝐿 зони Брiллюена
кристалiчного графiту (просторова група 𝑃63/𝑚𝑚𝑐(𝐷4

6ℎ), точкова –
𝑚𝑚𝑚(𝐷2ℎ)) (a), та стандартна фактор-система 𝜔′

1,𝐿(𝑟2, 𝑟1), що
вiдповiдає її стандартному вигляду (б). У нижнiй частинi табл. 17, a
приведенi значення функцiї 𝑢1,𝐿(𝑟), якi приводять фактор-систему
𝜔1,𝐿(𝑟2, 𝑟1) до стандартного вигляду 𝜔′

1,𝐿(𝑟2, 𝑟1) = 𝜔′
(5)

(𝑟2, 𝑟1)

a

б

(табл. 16, в). Слiд зазначити, що представлення в
точцi 𝐻 для просторової групи симетрiї 𝑃63/𝑚𝑚𝑐,
при знаходженнi яких не враховується спiн кван-
тового збудження, кардинально вiдрiзняються вiд
двозначних спiнорних представлень (табл. 16, б),
але є їм, як i проективним представленням, вiдпо-
вiдаючим стандартнiй фактор-системi проектив-
ного класу 𝐾1 (табл. 16, а), проективно еквiвален-
тними (𝑝-еквiвалентними). При цьому “носiями”
двозначностi представлень є набори коефiцiєнтiв,
що визначаються функцiями 𝑢2(𝑟), тобто, такими

наборами коефiцiєнтiв зведення фактор-систем до
стандартних виглядiв, якi вiдповiдають значенням
параметра 𝛼, рiвним −1.

Точки M. Фактор-групи груп хвильових векто-
рiв за нескiнченими iнварiантними пiдгрупами
трансляцiй в точках 𝑀 структур одношарового
графену i кристалiчного графiту iзоморфнi точко-
вiй групi 𝑚𝑚𝑚(𝐷2ℎ), яка для точок 𝑀 є точковою
групою симетрiї еквiвалентних напрямкiв. Зiрки
груп хвильових векторiв в точках М для обох стру-
ктур мiстять по три вектори: для одношарового
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графену 𝐶𝐿1 (k𝑀 )1 = −(1/2)b2, (k𝑀 )2 = (1/2)b1

i (k𝑀 )3 = −(1/2)(b1 − b2), а для кристалiчного
графiту 𝛾 − 𝐶 (k𝑀 )1 = −(1/2)b3, (k𝑀 )2 = (1/2)b2

i (k𝑀 )3 = −(1/2)(b2 − b3). Характери проектив-
них представлень 𝑀𝑒𝑞, якi для обох структур на-
лежать класу 𝐾0, наведенi в табл. 11, а розподiли
𝑀vibr i 𝑀𝜋 за незвiдними представленнями групи
𝑚𝑚𝑚(𝐷2ℎ) – в табл. 12. Побудова характерiв незвi-
дних представлень групи 𝑚𝑚𝑚(𝐷2ℎ) не викликає
жодних труднощiв, якщо дотримуватися послiдов-
ностi запису елементiв симетрiї пiдгрупи 𝑚𝑚𝑚 та-
кiй, в якiй вони записанi в групi 6/𝑚𝑚𝑚, i пiсля
кожного парного до iнверсiї представлення випи-
сувати вiдповiдне непарне.

Точка L. Фактор-група групи хвильового векто-
ра за iнварiантною пiдгрупою трансляцiй в точцi
𝐿 кристалiчного графiту також iзоморфна точко-
вiй групi 𝑚𝑚𝑚(𝐷2ℎ). Зiрка хвильового вектора то-
чки 𝐿 для структури графiту 𝛾−𝐶 також мiстить
три вектори (k𝐿)1 = −(1/2)(b1 + b3), (k𝐿)2 =
= −(1/2)(b1 − b2) i (k𝐿)3 = −(1/2)(b1 + b2 − b3).
В табл. 17, а наведено фактор-систему 𝜔1,𝐿(𝑟2, 𝑟1),
розраховану за формулою (8), яка за допомогою
значень функцiї на групi 𝑢1,𝐿(𝑟), що вказанi в ни-
жнiй частинi табл. 17, а, зводиться до стандартно-
го вигляду 𝜔′

1,𝐿(𝑟2, 𝑟1), який наведено в табл. 17, б.
Фактор-системи 𝜔1,𝐿(𝑟2, 𝑟1) i 𝜔′

1,𝐿(𝑟2, 𝑟1) за значе-
ннями коефiцiєнтiв 𝛼, 𝛽 i 𝛾, якi визначаються з
самих фактор-систем, належать до проективного
класу 𝐾5, тобто 𝜔′

1,𝐿(𝑟2, 𝑟1) ≡ 𝜔′
(5)(𝑟2, 𝑟1). Хара-

ктери незвiдних проективних представлень для то-
чки 𝐿 легко отримати, знаючи значення функцiї
𝑢1,𝐿(𝑟) i наведенi в табл. 8 [6] характери незвiдних
проективних представлень класу 𝐾5, що вiдповiда-
ють стандартнiй фактор-системi класу 𝐾5. Незвi-
днi проективнi представлення для точки 𝐿 легко
визначити з табл. 9. Характер проективного пред-
ставлення еквiвалентностi в точцi 𝐿 – представлен-
ня 𝐿eq наведено в табл. 11, а розподiл представлень
𝐿vibr i 𝐿𝜋 за незвiдними проективними представле-
ннями класу 𝐾5 групи 𝑚𝑚𝑚 – в табл. 12.

На рис. 6 схематично зображено дисперсiю енер-
гетичних електронних 𝜋-зон кристалiв графiту
(буквами позначенi точки зони Брiллюена, а бу-
квами з iндексами – незвiднi проективнi представ-
лення вiдповiдних проективних класiв). Схемати-
чне зображення дисперсiї електронних 𝜋-зон на
рис. 6 представлено для всiх точок високої симетрiї
в зонi Брiллюена кристалiв графiту. Воно добре

Рис. 6. Дисперсiя енергетичних електронних 𝜋-зон кри-
сталiв графiту (буквами позначенi точки зони Брiллюена,
а буквами з iндексами – незвiднi проективнi представлення
вiдповiдних проективних класiв)

якiсно узгоджується з чисельними розрахунками
в роботах [14, 15], але, на вiдмiну вiд них, вклю-
чає також якiсну поведiнку дисперсiї електрон-
них зон вздовж лiнiї високої симетрiї Γ − Δ − 𝐴.
Крiм того, символiчнi позначення представлень
при наведенiй вперше в данiй роботi класифiка-
цiї енергетичних станiв за незвiдними проективни-
ми представленнями визначених проективних кла-
сiв для рiзних точок зони Брiллюена представ-
ляють точнi значення характерiв, а, вiдтак, i ма-
триць незвiдних проективних представлень, що то-
чно описують симетрiю коливальних i електрон-
них збуджень.

9. Висновки

По роботi можна зробити такi висновки:
1. Вперше для точкових груп симетрiї винайде-

но методику побудови коректних таблиць множен-
ня спiнорiв – хвильових функцiй квантових станiв
з напiвцiлим спiном, тобто, фактично, методику
обчислення фактор-систем проективного класу 𝐾1

та розроблено процедуру їх зведення до стандар-
тного вигляду.

2. Вперше побудованi стандартнi фактор-
системи i вiдповiднi їм характери незвiдних пред-
ставлень для всiх проективних класiв гексагональ-
ної групи симетрiї 6/𝑚𝑚𝑚(𝐷6ℎ) та її пiдгруп.

3. Вперше iдентифiкованi класи проективних
представлень для рiзних точок зони Брiллюена
кристалiчного графiту. Для кожної з них побудо-
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ванi характери незвiдних проективних представ-
лень, знайдено симетрiйний розподiл за незвiдни-
ми проективними представленнями коливальних
збуджень та електронних станiв, що визначаються
структурою 𝜋-зон.

4. Вперше з урахуванням змiн проективних кла-
сiв для рiзних точок зони Брiллюена надано си-
метрiйний теоретико-груповий опис дисперсiї ко-
ливальних i електронних збуджень кристалiчного
графiту та представлено їх кореляцiї з коливаль-
ними та електронними збудженнями одношарово-
го графену.
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ENERGY SPECTRA CORRELATION
OF VIBRATIONAL AND ELECTRONIC
EXCITATIONS AND THEIR DISPERSION
IN GRAPHITE AND GRAPHENE

S u m m a r y

The correlation between the vibrational and electron excita-

tion modes in the energy spectra of single-layer graphene and

crystalline graphite, as well as the dispersion dependences of

those modes, has been studied. The methods of the theory of

projective representations of the point and spatial symmetry

groups are used for the first time in order to interpret those

correlations. The correlations of vibrational and electron exci-

tation spectra and the compatibility conditions for irreducible

projective representations in the descriptions of quantum states

of graphene and crystalline graphite at various points of their

Brillouin zones are determined. For the projective represen-

tations of all projective classes belonging to the hexagonal

system, standard factor-systems are constructed for the first

time. In particular, the factor-systems for electron states are

first determined. The results obtained are used to calculate,

also for the first time, the correct spinor multiplication tables,

i.e. the multiplication tables for elements in double symmetry

groups. The developed method is applied to classify all high-

symmetry points in the Brillouin zones of single-layer graphene

and crystalline graphite with respect to the symmetry type of

vibrational excitations.
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