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Роботу присвячено дослiдженню одноелектронних оптичних
властивостей (внесок одноелектронної компоненти є суттєвим
у областях частот, далеких вiд плазмонного резонансу) сфери-
чної наночастинки, що складається з дiелектричного ядра та
тонкої металевої оболонки, зi слабким змiщенням центра ядра
вiдносно геометричного центра всiєї наночастинки. Запропоно-
вано модель, що дозволяє записати хвильовi функцiї та спектр
хвильових чисел для електрона у оболонцi композитної нано-
частинки такого типу. За допомогою цiєї моделi отримано ма-
тричнi елементи оптичних переходiв та одноелектронну опти-
чну провiднiсть наночастинки як без урахування (напiвкласи-
чна провiднiсть), так i з урахуванням квантування хвильових
чисел електрона у оболонцi. Показано, що врахування вище-
названих ефектiв квантування приводить до появи осцилюю-
чої залежностi оптичної провiдностi наночастинки вiд частоти
свiтла. Показано, що вплив змiщення центрiв та квантування
спектра на оптичну провiднiсть наночастинки у першому на-
ближеннi можна враховувати незалежно.

1. Вступ

Розвиток нанотехнологiй у останнi десятирiччя до-
зволив використання у технiцi наночастинок рiзних
конфiгурацiй i, вiдповiдно, з рiзними властивостями.
Зокрема у технiцi широко використовуються мета-
левi наночастинки; їх застосування ґрунтуються, пе-
редусiм, на унiкальних оптичних властивостях. Так,
цi частинки ефективно поглинають свiтло на заданiй
довжинi хвилi. Композитнi наночастинки такого ти-
пу, отриманi у останнi роки – так званi нанооболон-
ки [1–4] – сприяють розвитку цих технологiй, розши-
рюючи робочий дiапазон довжин хвиль порiвняно з
традицiйними суцiльними металевими наночастинка-

ми. Нанооболонки – це композитнi наночастинки, що
складаються з дiелектричного ядра i тонкої металевої
оболонки. Зауважимо також, що оптичнi властивостi
нанооболонок можна регулювати бiльш гнучко, нiж
у традицiйних системах. Така гнучкiсть пов’язана з
тим, що внутрiшнiй та зовнiшнiй радiуси металевої
оболонки (оптичний вiдгук якої є визначальним для
всiєї частки) можуть змiнюватись незалежно. Це ро-
бить нанооболонки особливо перспективними для те-
хнiчних застосувань.

Пiсля отримання нанооболонок у останнi роки їх
активно дослiджували як теоретично [5–11] (з вико-
ристанням класичного i квантового пiдходу), так i
експериментально [3,5,12,13]. Проте їх оптичнi вла-
стивостi вивчали переважно у околi плазмонного ре-
зонансу. Але у областях частот, далеких вiд плазмон-
ного резонансу, внесок iндивiдуальних переходiв у по-
глинання свiтла стає домiнуючим. Роботи, що вивча-
ють внесок iндивiдуальних переходiв у поглинання
свiтла, як правило, розглядають один з двох протиле-
жних граничних випадкiв. Перший випадок вiдповiд-
ає ситуацiї, коли вiдстанi мiж квантовими електрон-
ними рiвнями дуже малi порiвняно з енергiєю кванта
свiтла i сума по дискретних рiвнях замiнюється iнте-
гралом. Другий граничний випадок вiдповiдає ситуа-
цiї, коли вiдстань мiж енергетичними рiвнями одного
порядку з енергiєю кванта свiтла, так що враховую-
ться тiльки два-три рiвнi. Проте електронних рiвнiв у
типовiй оболонцi набагато бiльше. З iншого боку, як
показано у данiй роботi, квантовими ефектами, що
пов’язанi з квантуванням енергiї електрона у оболон-
цi, нехтувати не можна. Причина цього полягає в то-



В.В. КУЛIШ

му, що енергетичнi рiвнi для тонкої оболонки стають
квазiодновимiрними, так що вiдстань мiж ними зро-
стає.

Як ми покажемо у роботi, врахування таких роз-
мiрних квантових ефектiв приводить до появи осци-
люючої залежностi оптичних властивостей нанообо-
лонки вiд товщини металевого покриття. Осцилюючу
залежнiсть – як оптичних, так i електричних вла-
стивостей – металевого нанодроту вiд його товщи-
ни, подiбну до отриманої у данiй роботi, спостерiгали
експериментально у [14]. Подiбний вигляд залежностi
для суцiльного металевого нанодроту, товщина яко-
го є вiдносно великою, означає, що подiбнi кванто-
вi ефекти для тонких оболонок є набагато сильнiши-
ми.

Зауважимо, що у малих металевих частинках (i,
зокрема, у металевих нанооболонках) при дослiджен-
нi поглинання свiтла потрiбно дослiджувати обидвi
компоненти поглинання – як електричне (пов’язаним
з електричним вектором електромагнiтної хвилi), так
i магнiтне. Це випливає з того, що у таких частинках
може домiнувати як магнiтне, так i електричне по-
глинання залежно вiд форми i розмiру частинки та
частоти електромагнiтної хвилi [15]. Проте у попере-
днiх роботах, присвячених дослiдженню поглинання
свiтла у таких оболонках, вивчали передусiм магнi-
тне поглинання (див., наприклад, [16–18]). Це робить
дослiдження електричного поглинання у металевих
оболонках рiзного типу актуальним.

Вiдомо, що одна з унiкальних властивостей наноча-
стинок полягає у залежностi оптичних властивостей
частинки вiд її форми та розмiру (див., наприклад,
[15]). Тому оптичнi властивостi дослiджуються окре-
мо для наночастинок рiзних форм як суцiльних, так
i композитних, що становлять ще ширший дiапазон
конфiгурацiй.

У данiй роботi дослiджено рiзновид композитних
наночастинок, що потрапив у поле зору дослiдникiв
порiвняно нещодавно – так званi нанояйця [19–21].
Нанояйцями називають звичайнi (близькi до сфери-
чної форми) нанооболонки з порушенням симетрiї,
тобто нанооболонки, центр ядра якої змiщено вiдно-
сно центра всiєї наночастинки. Крiм зовнiшнього роз-
мiру та вiдношення розмiрiв дiелектричного ядра та
оболонки, параметром, що визначає оптичнi власти-
востi нанояйця, є також i вiдносне змiщення центрiв
ядра та наночастинки. Отже, такi композитнi нано-
частинки дають ще бiльш широкий дiапазон засто-
сувань, i їх оптичнi властивостi можуть бути змiне-
нi ще бiльш гнучко, нiж для симетричних компози-
тних наночастинок. Метою даної роботи є теоретичне

дослiдження оптичних властивостей деформованого
елiпсоїда зi слабким змiщенням центра дiелектрично-
го ядра вiдносно геометричного центра наночастин-
ки, тобто зi слабким порушенням симетрiї. Конкре-
тно у роботi буде знайдено оптичну провiднiсть (з
урахуванням електричного поглинання) названих ви-
ще оболонок у одноелектронному наближеннi для ча-
стот, далеких вiд плазмонного резонансу. При обчи-
сленнi оптичної провiдностi враховано дискретнiсть
електронних рiвнiв енергiї, що робить отриманi ре-
зультати застосовними навiть для дуже тонких обо-
лонок.

2. Постановка задачi. Робоча модель

Розглянемо деформований елiпсоїд, що складається
з дiелектричного ядра та тонкої металевої оболон-
ки. Нехай деформований елiпсоїд – як його зовнiшня
границя наночастинки, так i границя дiелектричного
ядра – має форму, близьку до сферичної. Позначимо
внутрiшнiй та зовнiшнi радiуси оболонки a i b вiдпо-
вiдно. Ми розглядаємо випадок тонкої оболонки, так
що виконується b−a

b � 1.
У данiй роботi розглядаємо наночастинка, внутрi-

шнiй та зовнiшнiй центри якого (тобто геометричнi
центри дiелектричного ядра та зовнiшньої границi
оболонки вiдповiдно) змiщено один вiдносно iншого
на малу величину Δl, так що виконується Δl

a � 1,
Δl
b−a � 1, а, отже, i Δl

b � 1. Для врахування тако-
го малого змiщення застосуємо спочатку вiдому мо-
дель симетричної сферичної нанооболонки [22] i далi
знайдемо малу поправку до оптичної провiдностi обо-
лонки, зумовлену вiдносним змiщенням центрiв обо-
лонки. Згiдно з [22] розглядаємо сферичну металеву
оболонку (дiелектричне ядро не дає суттєвого вне-
ску у провiднiсть частинки), моделюючи її безмежно
глибокою потенцiйною ямою для електронiв (можли-
вiсть застосування такої моделi випливає з спiввiд-
ношення мiж енергiєю Фермi та роботою виходу для
типових металiв) i застосовуючи одноелектронну мо-
дель.

Нехай на описаний вище деформований елiпсоїд па-
дає електромагнiтна хвиля, довжина якої набагато
бiльша за зовнiшнiй розмiр оболонки, так що поле
хвилi у оболонцi можна вважати однорiдним; обере-
мо вiсь Oz у напрямку поширення хвилi. Розглянемо
випадок, коли цей напрямок збiгається з напрямком
змiщення центрiв у оболонцi. Тодi у вiдповiднiй сфе-
ричнiй системi координат (r, θ, φ) з формулами пере-
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ходу до декартових:

x = r cosϕ sin θ
y = r sinϕ sin θ
z = r cos θ

 (1)

мале змiщення Δl центрiв можна описати, замiнивши

b→ b (1± α cos θ) , α =
Δl
b
� 1, (2)

знак “+” вiдповiдає випадку, коли центр зовнiшньої
сфери змiщено вiдносно внутрiшнього у напрямку по-
ширення хвилi, “–” – у протилежному.

З умови Δl
b−a � 1 випливає, що товщина оболон-

ки змiнюється повiльно та на малу величину. Оскiль-
ки задача про знаходження хвильових функцiй, спе-
ктра енергiї та хвильових чисел електрона у тонкiй
оболонцi зводиться до квазiодновимiрної задачi (еле-
ктрон у одновимiрнiй потенцiйнiй ямi), то при ма-
лiй та повiльнiй змiнi товщини можемо для кожного
напрямку (θ, φ) використати вiдповiдний вираз для
сферичної оболонки. Отже, при знаходженнi поправ-
ки до оптичної провiдностi, пов’язаної з малим змiще-
нням центрiв, ми можемо використовувати хвильовi
функцiї та спектр хвильових чисел сферичної нано-
оболонки у слабко деформованiй (вiдносно сферичної
r = a, r = b) потенцiйнiй ямi, границi якої у сфе-
ричних координатах задаються рiвняннями r = a,
r = b (1± α cos θ) з подальшою пiдстановкою цих
хвильових функцiй та спектра у матричний елемент
оптичного переходу.

Отже, задача даної роботи полягає у знаходжен-
нi оптичної провiдностi описаної вище наночастинки
при падiннi на неї електромагнiтної хвилi з великою
(порiвняно з розмiром наночастинки) довжиною хви-
лi.

3. Вираз для оптичної провiдностi через суму
по електронних станах

Для розрахунку оптичної провiдностi наночастинки,
описаної у попередньому роздiлi, використаємо ме-
тод, який наведено у [22]. Запишемо спочатку ви-
раз для компонент провiдностi нанооболонки через
матричнi елементи оптичного переходу електрона.
Оптичну провiднiсть у напрямку поширення хвилi
(вiсь Oz) запишемо так:

σ =
πe2ω

Vs

∑
i,f

|〈i|z|f〉|2 f(Ei)(1− f(Ef ))×

×δ (Ef − Ei − ~ω) , (3)

де Vs – об’єм нанооболонки, ω – частота хвилi; iнде-
ксом i позначено початковий, f – кiнцевий стан еле-
ктрона; Ei та Ef – енергiя електрона у початковому
та кiнцевому станах вiдповiдно; f(E) – електронна
функцiя розподiлу по енергiях.

Для знаходження матричних елементiв застосуємо
методику, наведену в [22]. Ми знайдемо хвильовi фун-
кцiї та спектр хвильових чисел для електрона у ме-
талевiй оболонцi, використовуючи їх, обчислимо ма-
тричнi елементи оператора координати z i, нарештi,
просумувавши по початкових та кiнцевих станах еле-
ктрона, отримаємо власне провiднiсть.

Розглянемо спочатку симетричну сферичну обо-
лонку. Хвильовi функцiї та спектр хвильових чи-
сел для такої оболонки отримано пiсля роздiлення –
у сферичних координатах (1) – змiнних у рiвняннi
Шредiнгера для електрона у безмежнiй потенцiйнiй
ямi. Згiдно з [22] пiсля розв’язку рiвняння Шредiнге-
ра, пiдстановки граничних умов та врахування тонко-
стi оболонки ( b−ab � 1) хвильову функцiю ψ та спектр
хвильових чисел k сферичної оболонки записуємо

ψ(r, θ, ϕ) ≈

≈
(

2
b− a

)1/2 1
r

sin
(
kr − (l + 1)

π

2
+ α

)
Ylm (θ, ϕ) , (4)

k =
πn

b− a
, (5)

де Ylm – полiноми Лежандра, a, b – внутрiшнiй та
зовнiшнiй радiуси потенцiйної ями, вiдповiдно – вiд-
повiдають, очевидно, внутрiшньому та зовнiшньому
радiусам металевої оболонки.

Замiна (2) приведе до змiни матричного елемен-
та оптичного переходу у напрямку поширення хви-
лi. Матричний елемент для сферичної нанооболонки
запишемо

〈i|z|f〉 =

2π∫
0

dϕ

π∫
0

sin θdθ

b∫
a

r2drYlmθ, ϕ)Y ∗l′m′θ, ϕ)×

× 2
b− a

1
r2

sin

(
kr − (l + 1)

π

2
+ α

)
×

× sin
(
k′r − (l′ + 1)

π

2
+ α′

)
r cos θ. (6)
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Зауважимо, що в цей вираз входить рiзниця b − a у
степенi –1. У iнтеграл по радiальнiй змiннiй

b∫
a

r sin
(
kr − (l + 1)

π

2
+ α

)
×

× sin
(
k′r − (l′ + 1)

π

2
+ α′

)
dr =

=
1− (−1)n+n′

2
2k′2k(

(k′)2 − k2
)2 , (7)

зважаючи на те, що з (5) kk′

((k′)2−k2)2 ∼ (b− a)2, вхо-

дить квадрат рiзницi b − a. Отже, остаточно можна
записати, що пiсля замiни (2) у матричному еле-
ментi (6) iнтеграл по радiальних змiнних змiниться
пропорцiйно величинi (b− a)2 (b− a)−1 = b − a →
(b− a)

(
1± αb

b−a cos θ
)
, тобто для iнтеграла по радi-

альних змiнних, що входить у матричний елемент (6),

2π∫
0

dϕ

π∫
0

dθY ∗lm(θ, ϕ) cos θYl′m′(θ, ϕ) sin θ →
2π∫
0

dϕ×

×
π∫

0

dθY ∗lm(θ, ϕ) cos θYl′m′(θ, ϕ)×

× sin θ
(

1± αb

b− a
cos θ

)
. (8)

Обчислимо цей iнтеграл. Введемо для зручностi по-
значення αb

b−a = β. З вiдомих формул для полiномiв
Лежандра
Ylm(θ, ϕ) ≡

√
2l + 1

4π
(l −m)!
(l +m)!

Pml (cos θ)eimϕ,

xPml (x) =
l −m+ 1

2l + 1
Pml+1 +

l +m

2l + 1
Pml−1

(9)

можна записати таке рекурентне спiввiдношення:

Ylm(θ, ϕ) cos θ=

√
2l+1
4π

(l −m)!
(l +m)!

Pml (cos θ)eimϕ cos θ =

=

√
2l + 1

4π
(l −m)!
(l +m)!

eimϕ
(
l−m+1
2l + 1

Pml+1+
l +m

2l + 1
Pml−1

)
=

=

√
(l +m+ 1)(l −m+ 1)

(2l + 1)(2l + 3)
Y ml+1+

+

√
(l +m)(l −m)
(2l + 1)(2l − 1)

Y ml−1. (10)

З цiєї властивостi полiномiв Лежандра та їх ортого-
нальностi знаходимо

2π∫
0

dϕ

π∫
0

dθY ∗lm(θ, ϕ) cos θYl′m′(θ, ϕ) sin θ (1± β cos θ) =

=

2π∫
0

dϕ

π∫
0

dθ(γ(l + 1,m)Y ∗l+1,m + γ(l,m)Y ∗l−1,m±

±β(γ(l + 1,m)γ(l + 2,m)Y ∗l+2,m + (γ2(l + 1,m) + γ2×

×(l,m))Y ∗l,m+γ(l,m)γ(l−1,m)Y ∗l−2,m))Yl′m′(θ, ϕ) sin θ=

= δm,m′(γ(l′,m′)δl,l′−1 + γ(l,m)δl,l′+1±

±β(γ(l′,m′)γ(l′ − 1,m′)δl,l′−2+

+(γ2(l + 1,m) + γ2(l,m))δl,l′+

+γ(l,m)γ(l − 1,m)δl,l′−2)). (11)

Тут введено функцiю γ двох цiлих аргументiв:

γ(l,m) ≡

√
(l +m)(l −m)
(2l + 1)(2l − 1)

. (12)

Проiнтегрувавши таким чином по кутових та радi-
альних змiнних, пiдставимо отримане значення ма-
тричного елемента < i|z|f > у вираз для провiдностi
(3). Через ортогональнiсть дельта-iндексiв отримаємо

σ =
2πe2~4

Vsm4
eω

3

1
(b− a)2

∑
n,l,m,n′,l′,m′

(1−(−1)n+n′
)k2(k′)2×

×f(Ei)(1−f(Ef ))δ(Ef−Ei−~ω)δm,m′(γ2(l′,m′)δl,l′−1+

+γ2(l,m)δl,l′+1 ± β2(γ2(l′,m′)γ2(l′ − 1,m′)δl,l′−2+
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+(γ2(l + 1,m) + γ2(l,m))2δl,l′+

+γ2(l,m)γ2(l − 1,m)δl,l′−2)). (13)

Пiдсумуємо спочатку по квантових числах l, l’, m та
m′. Як вiдомо, m змiнюється в межах – l ≤ m ≤ l, l
– вiд 0 до 2n. Наявнiсть дельта-iндексiв δm,m′ i δl,l′+1

змiнює картину пiдсумовування – фактично l i l’ змi-
нюються вiд 0 до 2 min(n, n′) ± 1, m – вiд –min(l,l’)
до min(l,l’). Якщо, як у нашому випадку, наявне по-
глинання, n має менше значення, нiж n′, тому 0≤ l,
l’≤2n. Тут ми знехтували одиницею порiвняно з 2n,
оскiльки пiдсумовування йде по вузькiй областi тер-
мiчного розмиття поблизу енергiї Фермi, в якiй n�1.
Звiдси також випливає, що доданки з малими l, l’, m
та m′ не можуть давати суттєвий внесок у резуль-
туючу суму, так що ми можемо вважати цi кванто-
вi числа набагато бiльшими за одиницю i, зокрема,
γ2(l,m) ≈ l2−m2

4l2 . Пiсля врахування цих фактiв пiдсу-
мовування по l, l’, m та m′ можна провести так:∑
l,m,l′,m′

δm,m′(γ2(l′,m′)δl,l′−1 + γ2(l,m)δl,l′+1±

±β2(γ2(l′,m′)γ2(l′ − 1,m′)δl,l′−2 + (γ2(l + 1,m)+

+γ2(l,m))2δl,l′ + γ2(l,m)γ2(l − 1,m)δl,l′−2)) ≈

≈
∑

l,m,l′,m′

δm,m′δl,l′(2γ2(l,m)± 6βγ4(l,m)) =

=
l̃∑

m=−l̃

(2γ2(l̃, m)± 6βγ4(l,m)) ≈

≈ 2l̃
3
± 6β

l̃

5
=

2l̃
3

(
1± 3

5
β2

)
, (14)

де позначено l̃ = min (l, l′).
Бачимо, що врахування змiщення центрiв у дефор-

мованому елiпсоїдi приводить до появи сталого мно-
жника 1± 3

5β
2 у виразi для провiдностi вже на цьому

етапi. Пiдсумовуючи далi по l̃

2n∑
l̃=0

l̃ =
2n(2n− 1)

2
≈ (2n)2

2
= 2

(
b− a
π

k

)2

(15)

i остаточно пiдставляючи результат пiдсумовування
у (13), отримуємо суму по n, n′ для оптичної провiд-
ностi:

σ =
8e2~4

3πVsm4
eω

3

(
1± 3

5

(
Δl
b− a

)2
)
×

×
∑
n,n′

(
1− (−1)n+n′

)
k4 (k′)2 f(E)×

×(1− f(E′))δ (E′ − E − ~ω) . (16)

На загальний об’єм оболонки змiщення ядра не впли-
ває, тому об’єм Vs залишається без змiни.

4. Обчислення оптичної провiдностi

Обчислимо отриману суму для оптичної провiдно-
стi (16) у два етапи. Спочатку замiнимо суму по
електронних станах iнтегралом, нехтуючи ефектами,
пов’язаними з квантуванням електронного спектра
енергiй. Обчислюючи отриманий iнтеграл аналогiчно
до [22], запишемо оптичну провiднiсть σ0 в такому на-
ближеннi у виглядi

σ0 =
32e2 (b− a)2

3π3~4ω3Vs

(
1± 3

5

(
Δl
b− a

)2
)
E3

Fgsph (ν) , (17)

де Ef – енергiя Фермi, величина ν = ~ω
EF

, а функцiя

gsph(ν) =

1∫
1−ν

q3/2
√
q + νdq =

(
(q(q + ν))3/2

3
−

−
ν(2q + ν)

√
q(q + ν)

8
+
ν3

8
ln(
√
q+
√
q + ν)

)∣∣∣∣∣
1

1−ν

. (18)

Отриманий вираз не враховує квантовi ефекти, пов’я-
занi з дискретнiстю електронного спектра (iнформа-
цiя про квантування губиться при переходi вiд суми
до iнтеграла), але враховує принцип Паулi.

Тепер уточнимо вираз (17), врахувавши дискре-
тнiсть спектра хвильових чисел. Для цього замiсть
замiни суми по n та n′, що входить у (16), iнтегра-
лом використаємо точну формулу пiдсумовування –
формулу Пуассона:

∞∑
n=1

y1(n)=

∞∫
0

dn

(
y1(n)+2

∞∑
s=1

y1(n) cos(2πsn)

)
, (19)
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де y1 – довiльна функцiя натурального аргументу n.
Для обчислення суми, що входить у (16), форму-

лу Пуассона необхiдно застосовувати двiчi – при пiд-
сумовуваннi по n та по n′. Коли взяли суму по n′

потрiбно застосувати формулу Пуассона до виразу,
що мiстить дельта-функцiю вiд дискретних iндексiв,
а саме функцiї

G (E(n) + ~ω) ≡
∞∑
n′=1

(
1− (−1)n−n

′
)
×

×δ (E(n′)− E(n)− ~ω) . (20)

Для коректного проведення такої операцiї необхiдно
зауважити, що пiд дельта-функцiєю ми маємо на ува-
зi границю сiмейства класичних функцiй (наприклад,
з класу C∞ або наведеної нижче). При граничному
переходi площа пiд класичною функцiєю залишає-
ться рiвною одиницi при прямуваннi характерної ши-
рини фiгури пiд кривою до нуля, а її висоти до безме-
жностi. Для наших цiлей зручно застосувати сiмей-
ство класичних функцiї вигляду

δ∗ (x) =


0, x < −ΔE

2 ,
1

ΔE , −
ΔE
2 < x < ΔE

2 ,
0, x > ΔE

2

(21)

при ΔE → 0. Формула Пуассона застосовується до
виразу, що мiстить δ∗, з подальшим переходом ΔE →
0. Крiм того, множник

(
1− (−1)n

′−n
)
, що входить у

(20), можна замiнити середнiм значенням – одиницею
– не тiльки при замiнi суми iнтегралом (в цьому ви-
падку закономiрнiсть такої замiни очевидна), а й при
використаннi формули пiдсумовування Пуассона. Ко-
ректнiсть такої апроксимацiї можна довести строго,
розглядаючи для (20) окремо ситуацiї парних на не-
парних n′. При застосуваннi формули Пуассона для
обох випадкiв отриманi вирази є iдентичними.

Зробивши цi зауваження, замiнимо в (20) дискре-
тну функцiю

(
1− (−1)n−n

′)
на її середнє значення,

яке дорiвнює одиницi, а дельта-функцiю на δ∗ i засто-
суємо до отриманої суми формулу Пуассона аналогi-
чно до того, як це було зроблено у роботi [22]. Пiсля
застосування формули Пуассона два рази (для пiд-
сумовування по n та по n′) з урахуванням E ≈ EF,
EF � θ, де θ – температура у енергетичних одиницях,
шукана оптична провiднiсть записується

σ(ω) = σ0(ω) + Δσ = σ0(ω)×

×

1 +
2πθ

(
1− e− ~ω

θ

)−1

(Φ(EF)− Φ(EF − ~ω))

E3
Fg̃sph (ν)

 =

=
8e2

π4~
(b− a)2

b3 − a3

(
1± 3

5

(
Δl
b− a

)2
)
gsph (ν)×

×

1 +
2πθ

(
1− e− ~ω

θ

)−1

(Φ(EF)− Φ(EF − ~ω))

E3
Fν

3gsph (ν)

 ,

(22)

де функцiя

Φ (EF) = E
3/2
F (EF + ~ω)1/2

∞∑
s=1

sinϕs(EF)
sh (πθϕ′s(EF))

, (23)

ϕs (E) ≡ s2 (b− a)
~

√
2me

(√
E + ~ω −

√
E
)
, (24)

поправка Δσ до провiдностi, що враховує квантуван-
ня спектра

Δσ = σ0

2πθ
(
1− e− ~ω

θ

)−1

(Φ(EF)− Φ(EF − ~ω))

E3
Fg̃sph (ν)

=

=
8e2

π4~
(b− a)2

b3 − a3
gsph (ν)

(
1± 3

5

(
Δl
b− a

)2
)
×

×
2πθ

(
1− e− ~ω

θ

)−1

(Φ(EF)− Φ(EF − ~ω))

E3
Fg̃sph (ν)

. (25)

Отриманий вираз для провiдностi (22) складається
з двох компонент: напiвкласичної провiдностi (17),
яка не враховує дискретнiсть спектра хвильових чи-
сел електрона у оболонцi, та малого доданка (25), що
враховує названi вище ефекти. Як можна бачити, по-
чаткова сума для оптичної провiдностi (16) вiдрiзняє-
ться вiд вiдповiдної суми для симетричної сферичної

нанооболонки [22] множником 1± 3
5

(
Δl
b−a

)2

перед су-
мою. Цей множник не залежить вiд n, так що оптична
провiднiсть наночастинки вiдрiзняється вiд провiдно-
стi вiдповiдної сферичної нанооболонки на такий же

множник 1± 3
5

(
Δl
b−a

)2

.
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Залежнiсть вiдносної квантової поправки Δσ
σ0

вiд частоти свiтла для наночастинки з параметрами EF = 5,53 еВ (енергiя Фермi
золота), радiус дiелектричного ядра a = 40 нм, середня товщина оболонки b− a = 100 нм

Графiчне представлення вiдносної квантової по-
правки Δσ

σ0
як функцiї параметра ν для сферичного

деформованого елiпсоїда з параметрами EF = 5,53 еВ
(енергiя Фермi золота), радiус дiелектричного ядра
a = 40 нм, середню товщину оболонки b− a = 100 нм
наведено на рисунку (як можна бачити з (22), ця
вiдносна поправка не залежить вiд величини Δl змi-
щення центрiв). З графiка (i з чисельних розрахун-
кiв) можна бачити, що цими квантовими поправка-
ми не можна нехтувати. Для тонших оболонок вне-
сок цiєї поправки є ще бiльш суттєвим. Таким чином,
врахування квантування енергiї електрона приводить
до появи осцилюючої залежностi компонент оптичної
провiдностi вiд частоти свiтла, що падає на оболон-
ку. Аналiз показує, що частота осциляцiй залежить
вiд товщини оболонки. Як ми вже згадували у всту-
пi, залежнiсть такого вигляду спостерiгали навiть для
вiдносно товстих нанодротiв [14].

Таким чином, мале змiщення центрiв оболонки та
ядра на величину Δl уздовж напрямку поширення
хвилi приводить до появи вiдносного доданка друго-

го порядку малостi 3
5

(
Δl
b−a

)2

у виразi для вiдповiдної
компоненти провiдностi. Бачимо, що ефекти, пов’я-
занi з дискретнiстю спектра електрона у оболонцi, та
ефекти, пов’язанi зi змiщенням центрiв у наночастин-
цi, впливають на оптичну провiднiсть незалежно, так
що змiщення центрiв у наночастинцi з дуже тонкою
оболонкою (так що необхiдно врахування квантуван-
ня електронного спектра хвильових чисел) врахову-

ється тим же множником 1 ± 3
5

(
Δl
b−a

)2

у провiдностi,

що i для загального виразу для провiдностi через су-
му по електронних станах (16), i для напiвкласичного
виразу (17).

5. Висновок

У данiй роботi дослiджено оптичнi властивостi ме-
талевої наночастинки з формою, близькою до сфе-
ричної, за малого змiщення центра дiелектричного
ядра вiдносно центра зовнiшньої границi оболонки.
Конкретно ми отримали вираз для одноелектронної
оптичної провiдностi такої наночастинки. Оболонка у
наночастинцi при цьому вважалась тонкою порiвняно
з розмiрами наночастинки, що виконується для типо-
вих нанояєць. У результуючому виразi (22) врахованi
ефекти, пов’язанi з дискретнiстю електронного спе-
ктра енергiй (проявляються в осцилюючiй залежно-
стi оптичної провiдностi вiд частоти). З результуючо-
го виразу (22) можна бачити, що:

– змiщення центрiв дiелектричного ядра та зовнi-
шньої границi наночастинки на малу величину Δl
приводить до змiни провiдностi наночастинки на ма-

лу вiдносну величину 3
5

(
Δl
b−a

)2

порiвняно з провiднi-
стю вiдповiдної симетричної сферичної нанооболон-
ки, причому оптична провiднiсть збiльшується, якщо
центр зовнiшньої границi оболонки змiщено вiдносно
центра ядра у напрямку поширення хвилi, i зменшу-
ється, якщо змiщення вiдбувається у протилежному
напрямку;

– врахування квантових ефектiв, пов’язаних з дис-
кретнiстю спектра хвильових чисел (i, вiдповiдно,
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енергiй) електрона, приводить до появи осцилюючої
залежностi оптичної провiдностi наночастинки вiд
частоти свiтла, причому частота та вiдносна амплiту-
да осциляцiй збiльшуються при зменшеннi товщини
металевої оболонки; осцилююча залежнiсть аналогi-
чна до отриманої у [22];

– ефекти, пов’язанi з дискретнiстю спектра, та ефе-
кти, пов’язанi зi змiщенням центрiв, в першому по-
рядку малостi впливають на оптичнi властивостi на-
ночастинки незалежно.

Як ми бачимо, вiдносна змiна провiдностi 3
5

(
Δl
b−a

)2

,
пов’язана зi змiщенням центрiв, пропорцiйна квадра-
ту величини цього змiщення та обернено пропорцiйна
до квадрата товщини оболонки. Оскiльки ця поправ-
ка має другiй ступiнь малостi, можна сказати, що
оптичнi властивостi металевої нанооболонки є стiй-
кими вiдносно малого вiдносного змiщення центрiв
ядра та оболонки i слабко реагують на таке змiщен-
ня.

За подальшого розвитку даної теми можливе до-
слiдження сферичних наночастинок без припущення
про малiсть вiдносного змiщення центра дiелектри-
чного ядра вiдносно центра зовнiшньої границi обо-
лонки.

Автор виражає подяку доктору фiзико-матема-
тичних наук, член-кореспонденту НАН України
П.М. Томчуку та доктору фiзико-математичних на-
ук, член-кореспонденту АПН України Ю.I. Горобцю
за увагу до роботи та кориснi обговорення.
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ОДНОЭЛЕКТРОННЫЕ ОПТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА
НАНООБОЛОЧЕК С НЕКОНЦЕНТРИЧЕСКИМ
ЯДРОМ. УЧЕТ КВАНТОВАНИЯ
ЭЛЕКТРОННОГО СПЕКТРА

В.В. Кулиш

Р е з ю м е

Работа посвящена исследованию одноэлектронных оптических
свойств (вклад одноэлектронной компоненты является суще-
ственным в областях частот, далеких от плазмонного резонан-
са) сферической наночастицы, состоящей из диэлектрического
ядра и тонкой металлической оболочки, со слабым смещением
центра ядра относительно геометрического центра всей нано-
частицы. Предложена модель, позволяющая записать волно-
вые функции и спектр волновых чисел для электрона в оболо-
чке композитной наночастицы такого типа. С помощью этой
модели получены матричные элементы оптических переходов
и одноэлектронная оптическая проводимость наночастицы как
без учета (полуклассическая проводимость), так и с учетом
квантования волновых чисел электрона в оболочке. Показа-
но, что учет названных выше эффектов квантования приводит
к появлению осциллирующей зависимости оптической прово-
димости наночастицы от частоты света. Показано, что влия-
ние смещения центров и квантования спектра на оптическую
проводимость наночастицы в первом приближении можно учи-
тывать независимо.
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S u m m a r y

Single-electron optical properties of a spherical nanoparticle com-

posed of a dielectric core and a thin metallic shell and charac-

terized by a slight shift of the core center with respect to the

geometric center of a nanoparticle have been studied in the fre-

quency range far from the plasmon resonance, where the contri-

bution of the single-electron component is considerable. A model

that allows the wave functions and the wavenumber spectrum for

an electron in the shell of a composite nanoparticle of this type

to be obtained is proposed. The model is used to obtain the ma-

trix elements of optical transitions and the single-electron opti-

cal conductivity of a nanoparticle both with and without (semi-

classical conductivity) quantization of the electron energy spec-

trum in the shell. It is shown that the aforementioned quanti-

zation effects result in the appearance of the oscillatory depen-

dence of the optical conductivity of a nanoparticle on the light fre-

quency. It is demonstrated that the influences of the center shift

and the spectrum quantization on the optical conductivity of a

nanoparticle can be considered independently in the first approx-

imation.
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