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СИМЕТРIЯ КОЛИВАЛЬНИХ
СТАНIВ ТА ЕЛЕКТРОННИХ 𝜋-ОРБIТАЛЕЙ
МОЛЕКУЛИ БЕНЗЕНУ C6H6. ТОНКА
СТРУКТУРА СПIНЗАЛЕЖНИХ РОЗЩЕПЛЕНЬ 1

УДК 535.3; 530.1:512.54

Iз застосуванням оператора проектування на елементи матриць незвiдних представ-
лень точкової групи симетрiї 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ) молекули бензену C6H6 побудовано ана-
лiтичнi вирази та векторнi зображення форм всiх її нормальних коливань, у то-
му числi двократно вироджених. Знайдено характери представлень, що вiдповiдають
симетрiї 𝜋-електронних орбiталей молекули бензену без урахування спiну електрона
та проективних представлень її спiнорних 𝜋′-орбiталей. Представлення спiнорних 𝜋′-
орбiталей молекули бензену C6H6 належать проективному класу 𝐾1 та описують
тонку структуру вперше встановлених спiнзалежних при врахуваннi спiну електрона
розщеплень станiв, вироджених без врахування спiну 𝜋-орбiталей.
К люч о в i с л о в а: бензен, векторнi та спiнорнi представлення груп симетрiї, форми нор-
мальних коливань, класи проективних представлень груп симетрiї, спiнзалежне розще-
плення електронних станiв.

1. Вступ
Молекула бензену C6H6 є базовою молекулою
ароматичних вуглеводнiв, елементи симетрiї якої
утворюють точкову групу 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ) – гру-
пу максимальної симетрiї для 𝑠𝑝2-гiбридизованих
структур iз ковалентними ненасиченими 𝜋-зв’яз-
ками. Дослiдженню коливальних спектрiв та форм
нормальних коливань молекули бензену та її по-
хiдних присвячена велика кiлькiсть робiт, напри-
клад [1–5]. Однак, розрахунки форм двократно ви-
роджених коливальних мод мiстять помилки та
численнi неузгодження.

Теоретико-груповий метод аналiзу найбiльш на-
очно виявляє симетрiйнi властивостi просторової
структури квантових станiв молекул.

Технiка квантово-механiчного оператора проек-
тування дозволяє визначити представлення, за
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якими класифiкуються коливальнi збудження мо-
лекул i, зокрема, для детально розглянутої в ро-
ботi молекули бензену. За допомогою даної те-
хнiки можна визначити форми нормальних ко-
ливань молекули, знайти проективнi представле-
ння, що вiдповiдають її 𝜋-електронним станам
без врахування спiну електрона та з його вра-
хуванням. Разом це означає виконання для мо-
лекули симетрiйної процедури методу лiнiйних
комбiнацiй атомних орбiт (методу ЛКАО) i до-
даткового аналiзу iз симетрiйних позицiй впли-
ву спiну електрона на енергетичний спектр її
𝜋-орбiталей.

Отриманi в данiй роботi результати симетрiй-
ного аналiзу електронних станiв молекули C6H6

порiвнюються з квантово-хiмiчними розрахунками
енергетичного спектра її 𝜋-орбiталей.

1 Стаття присвячена 75-рiчному ювiлею академiка Л.А.Бу-
лавiна.
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2. Структура молекули
бензену. Симетрiя коливальних мод

На рис. 1 зображено структуру молекули бензе-
ну C6H6 та вибрану орiєнтацiю елементiв симетрiї
групи 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ). Свiтлi кружечки з цифрови-
ми позначками вiдповiдають положенням атомiв
вуглецю C, а сiрi – положенням атомiв гiдрогену
H. Цифрами позначенi положення атомiв C i H.

Табл. 1 представляє теоретико-груповий аналiз
нормальних коливальних мод молекули C6H6, де
вказано характери представлення змiщень атомiв
iз їх рiвноважних положень, характери представ-
лень трансляцiйних та ротацiйних невласних коли-
вань, характери представлення власних коливань,
розподiли цих представлень за незвiдними вектор-
ними представленнями та правила вiдбору, що вка-
зують на активнiсть коливань в спектрах комбiна-
цiйного розсiяння свiтла (КРС) та iнфрачервоного
(IЧ) поглинання.

З табл. 1 видно, що розподiл усiх коливань моле-
кули бензену C6H6 за незвiдними представленнями
групи 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ) має вигляд:

Γdis = 2𝐴+
1 + 2𝐴−

2 + 2𝐴+
3 + 2𝐴−

3 + 2𝐴+
4 +

+2𝐴−
4 + 4𝐸+

1 + 2𝐸−
1 + 2𝐸+

2 + 4𝐸−
2

або

Γdis = 2Γ+
1 + 2Γ−

2 + 2Γ+
3 + 2Γ−

3 + 2Γ+
4 +

+2Γ−
4 + 4Γ+

5 + 2Γ−
5 + 2Γ+

6 + 4Γ−
6 ,

в тому числi власних коливань

Γvib = 2𝐴+
1 + 2𝐴−

2 +𝐴+
3 +𝐴−

3 + 2𝐴+
4 +

+2𝐴−
4 + 4𝐸+

1 + 2𝐸−
1 + 𝐸+

2 + 3𝐸−
2

або

Γvib = 2Γ+
1 + 2Γ−

2 + Γ+
3 + Γ−

3 + 2Γ+
4 +

+2Γ−
4 + 4Γ+

5 + 2Γ−
5 + Γ+

6 + 3Γ−
6 ,

невласних коливань: трансляцiйних

𝛤tr = 𝐴−
3 + 𝐸−

2

або

𝛤tr = 𝛤−
3 + 𝛤−

6

i ротацiйних

𝛤rot = 𝐴+
3 + 𝐸+

2

або

𝛤rot = 𝛤+
3 + 𝛤+

6 .

3. Форми нормальних
коливань молекули бензену C6H6

Обчислимо тепер форми нормальних коливань мо-
лекули бензену C6H6. Це неважко зробити, ско-
риставшись стандартною методикою застосуван-
ня оператора проектування на матрицi незвiдних
представлень групи 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ) [6], якi для
одновимiрних представлень спiвпадають з їх ха-
рактерами.

За допомогою оператора проектування на не-
звiднi представлення групи 𝐷6ℎ визначимо симе-
тризованi змiщення або, що те саме, координати
симетрiї – iнварiантнi векторнi функцiї, що пере-
творюються за незвiдними представленнями гру-
пи 𝐷6ℎ. Число лiнiйно незалежних симетризова-
них змiщень для кожного типу симетрiї дорiвнює
числу коливальних мод даного типу симетрiї, але
симетризованi змiщення для кожного з типiв симе-
трiї не обов’язково повиннi бути ортогональними.
Далi для кожного типу симетрiї будується ортого-
нальна система лiнiйних комбiнацiй симетризова-
них змiщень i вже ця система являє собою форми
нормальних коливань.

Оскiльки до складу молекули бензену C6H6 вхо-
дять атоми тiльки двох хiмiчних елементiв, вугле-
цю C i гiдрогену H, i, як це видно з рис. 1, симе-
трiї їх розташування, як i вибрана нумерацiя ато-
мiв кожного з хiмiчних елементiв, абсолютно то-
тожнi, то аналiтичнi вирази їхнiх симетризованих
змiщень якiсно будуть однаковими за виключен-
ням у загальному випадку амплiтуд змiщень, для
коливальних мод однакових типiв симетрiї.

Рис. 1. Структура молекули бензену C6H6 та орiєнтацiя
елементiв симетрiї групи 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ)
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Таблиця 1. Характери однозначних незвiдних представлень
групи 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ), класифiкацiя нормальних коливальних мод молекули бензену
за типами симетрiї та їх активнiсть (правила вiдбору) в спектрах КРС та IЧ поглинання

6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ) 𝑒 2𝑐3 3𝑢2 𝑐2 2𝑐6 3𝑢′
2 𝑖 2𝑖𝑐3 3𝑖𝑢2 𝑖𝑐2 2𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′

2
𝑛dis 𝑛tr 𝑛rot 𝑛vib Вiдбiр

𝛤+
1 𝐴+

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 0 0 2 𝛼𝑧𝑧 , 𝛼𝑥𝑥 + 𝛼𝑦𝑦 ; 𝑖𝑎

𝛤−
1 𝐴−

1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 0 0 0 𝑣; 𝑖𝑎

𝛤+
2 𝐴+

2 1 1 1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 0 0 0 0 𝑣; 𝑖𝑎

𝛤−
2 𝐴−

2 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 2 0 0 2 𝑣; 𝑖𝑎

𝛤+
3 𝐴+

3 1 1 −1 1 1 −1 1 1 −1 1 1 −1 2 0 1 1 𝑣; 𝑖𝑎

𝛤−
3 𝐴−

3 1 1 −1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 −1 1 2 1 0 1 𝜇𝑧 ; 𝑖𝑎

𝛤+
4 𝐴+

4 1 1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1 2 0 0 2 𝑣; 𝑖𝑎

𝛤−
4 𝐴−

4 1 1 −1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 1 −1 2 0 0 2 𝑣; 𝑖𝑎

𝛤+
5 𝐸+

1 2 −1 0 2 −1 0 2 −1 0 2 −1 0 4 0 0 4 𝛼𝑥𝑥 − 𝛼𝑦𝑦 , 𝛼𝑥𝑦 ; 𝑖𝑎

𝛤−
5 𝐸−

1 2 −1 0 2 −1 0 −2 1 0 −2 1 0 2 0 0 2 𝑣; 𝑖𝑎

𝛤+
6 𝐸+

2 2 −1 0 −2 1 0 2 −1 0 −2 1 0 2 0 1 1 𝛼𝑧𝑥, 𝛼𝑧𝑦 ; 𝑖𝑎

𝛤−
6 𝐸−

2 2 −1 0 −2 1 0 −2 1 0 2 −1 0 4 1 0 3 𝜇𝑥, 𝜇𝑦 ; 𝑣

𝜒𝛤dis
36 0 −4 0 0 0 0 0 0 12 0 4

𝜒𝛤tr 3 0 −1 −1 2 −1 −3 0 1 1 −2 1
𝜒𝛤rot 3 0 −1 −1 2 −1 3 0 −1 −1 2 −1

Рис. 2. Твiрний базис у виглядi комбiнованої системи ко-
ординат для визначення форм невироджених нормальних
коливань молекули бензену

Так, для невироджених типiв симетрiї коливань
молекули бензену для кожного з типiв коливань
буде тiльки по два симетризованих змiщення (по
двi координати симетрiї) 𝑆1(C) i 𝑆2(H) одного i то-
го ж аналiтичного виразу, якi будуть вiдрiзнятись
тiльки приналежнiстю атомiв до того, чи iншого
хiмiчного елемента. Нормальними коливальними
модами в цьому випадку будуть їх симетричнi i
антисиметричнi комбiнацiї. Тобто для кожного з
типiв симетрiї невироджених коливань будуть ре-

алiзуватись по двi коливальнi моди молекули бен-
зену, що визначаються як

𝑄1 =
1√
2
(𝑆1(C) + 𝑆2(H))

i

𝑄2 =
1√
2
(𝑆1(C)− 𝑆2(H)) .

3.1. Форми невироджених
нормальних коливань молекули бензену

Для одержання аналiтичних виразiв для форм не-
вироджених нормальних коливань молекули бен-
зену зручно використати для опису змiщень ато-
мiв твiрний базис у виглядi комбiнованої системи
координат, що формується змiщенням кожного з
атомiв C (або H) в напрямках ортогональних ортiв
z𝑖, u𝑖 i v𝑖 (u𝑖,v𝑖|| 0𝑥𝑦), якi утворюють для кожно-
го 𝑖-го атома ортогональнi правi пiдсистеми коор-
динат з однаковими напрямками ортiв z𝑖 вздовж
осi 0𝑧, а загальна ортогональнiсть комбiнованої си-
стеми атомних змiщень визначається додатковою
ортогональнiстю за номерами атомiв.

На рис. 2 зображено такий твiрний базис у ви-
глядi комбiнованої системи координат для змiщень
атомiв, наприклад, вуглецю. Введемо аналогiчну
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комбiновану систему координат i для опису змi-
щень атомiв гiдрогену, де орти координатних змi-
щень атома гiдрогену i-го номера спiвпадають за
напрямками з ортами координатних змiщень ато-
ма вуглецю i-го номера.

Для молекули бензену C6H6 аналiтичнi вирази
для форм невироджених нормальних коливань бу-
дуть такими:
для симетрiї 𝐴+

1 :

𝑄
𝐴+

1
1 =

1

2
√
3
(uC

1 + uC
2 + uC

3 + uC
4 + uC

5 + uC
6 +

+uH
1 + uH

2 + uH
3 + uH

4 + uH
5 + uH

6 ),

𝑄
𝐴+

1
2 =

1

2
√
3
(uC

1 + uC
2 + uC

3 + uC
4 + uC

5 + uC
6 −

−uH
1 − uH

2 − uH
3 − uH

4 − uH
5 − uH

6 ),

для симетрiї 𝐴−
2 :

𝑄
𝐴−

2
1 =

1

2
√
3
(uC

1 − uC
2 + uC

3 − uC
4 + uC

5 − uC
6 +

+uH
1 − uH

2 + uH
3 − uH

4 + uH
5 − uH

6 ),

𝑄
𝐴−

2
2 =

1

2
√
3
(uC

1 − uC
2 + uC

3 − uC
4 + uC

5 − uC
6 −

−uH
1 + uH

2 − uH
3 + uH

4 − uH
5 + uH

6 ),

для симетрiї 𝐴+
3 :

𝑄
𝐴+

3
1 =

1

2
√
3
(vC

1 + vC
2 + vC

3 + vC
4 + vC

5 + vC
6 +

+vH
1 + vH

2 + vH
3 + vH

4 + vH
5 + vH

6 ),

𝑄
𝐴+

3
2 =

1

2
√
3
(vC

1 + v𝐶
2 + vC

3 + vC
4 + vC

5 + vC
6 −

−vH
1 − vH

2 − vH
3 − vH

4 − vH
5 − vH

6 ),

для симетрiї 𝐴−
3 :

𝑄
𝐴−

3
1 (𝑧 − tr.) =

1

2
√
3
(zC1 + zC2 + zC3 + zC4 + zC5 + zC6 +

+ zH1 + zH2 + zH3 + zH4 + zH5 + zH6 ),

𝑄
𝐴−

3
2 =

1

2
√
3
(zC1 + zC2 + zC3 + zC4 + zC5 + zC6 −

− zH1 − zH2 − zH3 − zH4 − zH5 − zH6 ),

для симетрiї 𝐴+
4 :

𝑄
𝐴+

4
1 =

1

2
√
3
(zC1 − zC2 + zC3 − zC4 + zC5 − zC6 +

+ zH1 − zH2 + zH3 − zH4 + zH5 − zH6 ),

𝑄
𝐴+

4
2 =

1

2
√
3
(zC1 − zC2 + zC3 − zC4 + zC5 − zC6 −

− zH1 + zH2 − zH3 + zH4 − zH5 + zH6 ),

для симетрiї 𝐴−
4 :

𝑄
𝐴−

4
1 =

1

2
√
3
(vC

1 − vC
2 + vC

3 − vC
4 + vC

5 − vC
6 +

+vH
1 − vH

2 + vH
3 − vH

4 + vH
5 − vH

6 ),

𝑄
𝐴−

4
2 =

1

2
√
3
(vC

1 − vC
2 + vC

3 − vC
4 + vC

5 − vC
6 −

−vH
1 + vH

2 − vH
3 + vH

4 − vH
5 + vH

6 ).

Вiдповiдно до аналiтичних виразiв форми неви-
роджених нормальних коливань молекули бензену
зображенi на рис. 3.

3.2. Форми двократно вироджених
нормальних коливань молекули бензену

Для знаходження форм двократно вироджених
нормальних коливань молекули бензену нами були
використанi матрицi двовимiрних незвiдних пред-
ставлень, заданi для всiх елементiв симетрiї гру-
пи 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ) в єдинiй для всiх матриць декар-
товiй системi координат. Набори таких матриць
для двовимiрних незвiдних представлень групи
6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ) для рiзних типiв симетрiї наведенi
в табл. 2.

Симетризованi змiщення (координати симетрiї)
для побудови форм двократно вироджених нор-
мальних коливань молекули бензену достатньо ви-
значити, як i форми двократно вироджених нор-
мальних коливань, тiльки для атомiв вуглецю. Як
було вказано вище, аналiтичнi вирази для симе-
тризованих змiщень i форм нормальних коливань
для атомiв гiдрогену будуть iдентичними симетри-
зованим змiщенням i формам нормальних коли-
вань атомiв вуглецю. При формуваннi симетризо-
ваних змiщень i форм нормальних коливань мо-
лекули бензену для кожного типу симетрiї вони
будуть додаватися до форм i змiщень нормальних

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2021. Т. 66, № 1 31



В.О. Губанов, А.П. Науменко, Д.В. Гринь та iн.

(A+
1 )1 (A+

1 )2 (A−2 )1 (A−2 )2

(A+
3 )1(z − rot.) (A+

3 )2 (A−3 )1(z − tr.) (A−3 )2

(A+
4 )1 (A+

4 )2 (A−4 )1 (A−4 )2

Рис. 3. Форми невироджених коливань молекули бензену C6H6

коливань атомiв вуглецю один раз в тотожнiй фа-
зi, а другий раз – у протифазi.

Побудуємо форми двократно вироджених нор-
мальних коливань молекули бензену C6H6. Для
цього, як зазначалось вище, достатньо побудувати
форми двократно вироджених нормальних коли-
вань тiльки для атомiв одного з хiмiчних елемен-
тiв, що утворюють молекулу бензену, наприклад,
для атомiв вуглецю.

Почнемо з побудови форм двократно виродже-
них нормальних коливань атомiв вуглецю, що ма-
ють симетрiю 𝐸+

1 .
Твiрна координата – змiщення (𝑥C

1 )
′ при засто-

суваннi оператора проектування на елементи наве-
дених в табл. 2 матриць двовимiрного незвiдного
представлення 𝐸+

1 – елементи матриць 𝐷
𝐸+

1
11 поро-

джує симетризоване змiщення

(𝑆C
1,1)

𝐸+
1

1𝛼 =
1√
6

(︂
2𝑥C

1 − 1

2
𝑥C
2 −

√
3

2
𝑦C2 +

1

2
𝑥C
3 −

√
3

2
𝑦C3 −

− 2𝑥C
4 +

1

2
𝑥C
5 +

√
3

2
𝑦C5 − 1

2
𝑥C
6 +

√
3

2
𝑦C6

)︂
,

i при проектуваннi на елементи матриць 𝐷
𝐸+

1
12 –

симетризоване змiщення

(𝑆C
2,1)

𝐸+
1

1𝛽 =
1

2

(︂
− 1

2
𝑥C
2 −

√
3

2
𝑦C2 − 1

2
𝑥C
3 +

√
3

2
𝑦C3 +

1

2
𝑥C
5 +

+

√
3

2
𝑦C5 +

1

2
𝑥C
6 −

√
3

2
𝑦C6

)︂
,

а твiрна координата – змiщення (𝑦C1 )
′ при проек-

туваннi на елементи матриць 𝐷
𝐸+

1
21 – симетризо-
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Таблиця 2. Матрицi двовимiрних незвiдних представлень групи 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ)

𝑒 𝑐3 𝑐23 (𝑢2)1 (𝑢2)2 (𝑢2)3

𝐸+
1

(︃
1 0

0 1

)︃ (︃
− 1

2
−

√
3
2√

3
2

− 1
2

)︃ (︃
− 1

2

√
3

2

−
√
3

2
− 1

2

)︃ (︃
1 0

0 −1

)︃ (︃
− 1

2
−

√
3

2

−
√
3

2
1
2

)︃ (︃
− 1

2

√
3

2√
3
2

1
2

)︃

𝐸−
1

(︃
1 0

0 1

)︃ (︃
− 1

2
−

√
3
2√

3
2

− 1
2

)︃ (︃
− 1

2

√
3
2

−
√
3

2
− 1

2

)︃ (︃
1 0

0 −1

)︃ (︃
− 1

2
−

√
3

2

−
√
3

2
1
2

)︃ (︃
− 1

2

√
3

2√
3
2

1
2

)︃

𝐸+
2

(︃
1 0

0 1

)︃ (︃
− 1

2
−

√
3
2√

3
2

− 1
2

)︃ (︃
− 1

2

√
3

2

−
√
3

2
− 1

2

)︃ (︃
1 0

0 −1

)︃ (︃
− 1

2
−

√
3

2

−
√
3

2
1
2

)︃ (︃
− 1

2

√
3

2√
3
2

1
2

)︃

𝐸−
2

(︃
1 0

0 1

)︃ (︃
− 1

2
−

√
3
2√

3
2

− 1
2

)︃ (︃
− 1

2

√
3

2

−
√
3

2
− 1

2

)︃ (︃
1 0

0 −1

)︃ (︃
− 1

2
−

√
3

2

−
√
3

2
1
2

)︃ (︃
− 1

2

√
3

2√
3
2

1
2

)︃

𝑐2 𝑐56 𝑐6 (𝑢′
2)1 (𝑢′

2)2 (𝑢′
2)3

𝐸+
1

(︃
1 0

0 1

)︃ (︃
− 1

2
−

√
3

2√
3

2
− 1

2

)︃ (︃
− 1

2

√
3

2

−
√
3

2
− 1

2

)︃ (︃
1 0

0 −1

)︃ (︃
− 1

2
−

√
3

2

−
√
3

2
1
2

)︃ (︃
− 1

2

√
3
2√

3
2

1
2

)︃

𝐸−
1

(︃
1 0

0 1

)︃ (︃
− 1

2
−

√
3

2√
3

2
− 1

2

)︃ (︃
− 1

2

√
3

2

−
√
3

2
− 1

2

)︃ (︃
1 0

0 −1

)︃ (︃
− 1

2
−

√
3

2

−
√
3

2
1
2

)︃ (︃
− 1

2

√
3
2√

3
2

1
2

)︃

𝐸+
2

(︃
−1 0

0 −1

)︃ (︃
1
2

√
3

2

−
√

3
2

1
2

)︃ (︃
1
2

−
√
3

2√
3

2
1
2

)︃ (︃
−1 0

0 1

)︃ (︃
1
2

√
3

2√
3

2
− 1

2

)︃ (︃
1
2

−
√
3
2

−
√
3

2
− 1

2

)︃

𝐸−
2

(︃
−1 0

0 −1

)︃ (︃
1
2

√
3

2

−
√

3
2

1
2

)︃ (︃
1
2

−
√
3

2√
3

2
1
2

)︃ (︃
−1 0

0 1

)︃ (︃
1
2

√
3

2√
3

2
− 1

2

)︃ (︃
1
2

−
√
3
2

−
√
3

2
− 1

2

)︃

𝑖 𝑖𝑐3 𝑖𝑐23 𝑖(𝑢2)1 𝑖(𝑢2)2 𝑖(𝑢2)3

𝐸+
1

(︃
1 0

0 1

)︃ (︃
− 1

2
−

√
3

2√
3

2
− 1

2

)︃ (︃
− 1

2

√
3

2

−
√
3

2
− 1

2

)︃ (︃
1 0

0 −1

)︃ (︃
− 1

2
−

√
3

2

−
√
3

2
1
2

)︃ (︃
− 1

2

√
3
2√

3
2

1
2

)︃

𝐸−
1

(︃
−1 0

0 −1

)︃ (︃
1
2

√
3

2

−
√

3
2

1
2

)︃ (︃
1
2

−
√
3

2√
3

2
1
2

)︃ (︃
−1 0

0 1

)︃ (︃
1
2

√
3

2√
3

2
− 1

2

)︃ (︃
1
2

−
√
3
2

−
√
3

2
− 1

2

)︃

𝐸+
2

(︃
1 0

0 1

)︃ (︃
− 1

2
−

√
3

2√
3

2
− 1

2

)︃ (︃
− 1

2

√
3

2

−
√
3

2
− 1

2

)︃ (︃
1 0

0 −1

)︃ (︃
− 1

2
−

√
3

2

−
√
3

2
1
2

)︃ (︃
− 1

2

√
3
2√

3
2

1
2

)︃

𝐸−
2

(︃
−1 0

0 −1

)︃ (︃
1
2

√
3

2

−
√

3
2

1
2

)︃ (︃
1
2

−
√
3

2√
3

2
1
2

)︃ (︃
−1 0

0 1

)︃ (︃
1
2

√
3

2√
3

2
− 1

2

)︃ (︃
1
2

−
√
3
2

−
√
3

2
− 1

2

)︃

𝑖𝑐2 𝑖𝑐56 𝑖𝑐6 𝑖(𝑢′
2)1 𝑖(𝑢′

2)2 𝑖(𝑢′
2)3

𝐸+
1

(︃
1 0

0 1

)︃ (︃
− 1

2
−

√
3

2√
3

2
− 1

2

)︃ (︃
− 1

2

√
3

2

−
√
3

2
− 1

2

)︃ (︃
1 0

0 −1

)︃ (︃
− 1

2
−

√
3

2

−
√
3

2
1
2

)︃ (︃
− 1

2

√
3
2√

3
2

1
2

)︃

𝐸−
1

(︃
−1 0

0 −1

)︃ (︃
1
2

√
3

2

−
√

3
2

1
2

)︃ (︃
1
2

−
√
3

2√
3

2
1
2

)︃ (︃
−1 0

0 1

)︃ (︃
1
2

√
3

2√
3

2
− 1

2

)︃ (︃
1
2

−
√
3
2

−
√
3

2
− 1

2

)︃

𝐸+
2

(︃
−1 0

0 −1

)︃ (︃
1
2

√
3

2

−
√

3
2

1
2

)︃ (︃
1
2

−
√
3

2√
3

2
1
2

)︃ (︃
−1 0

0 1

)︃ (︃
1
2

√
3

2√
3

2
− 1

2

)︃ (︃
1
2

−
√
3
2

−
√
3

2
− 1

2

)︃

𝐸−
2

(︃
1 0

0 1

)︃ (︃
− 1

2
−

√
3

2√
3

2
− 1

2

)︃ (︃
− 1

2

√
3

2

−
√
3

2
− 1

2

)︃ (︃
1 0

0 −1

)︃ (︃
− 1

2
−

√
3

2

−
√
3

2
1
2

)︃ (︃
− 1

2

√
3
2√

3
2

1
2

)︃
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Рис. 4. Симетризованi змiщення (а) та форми двократно
вироджених нормальних коливань(б) симетрiї 𝐸+

1 молекули
бензену

ване змiщення

(𝑆C
1,2)

𝐸+
1

2𝛼 =
1

2

(︂
−
√
3

2
𝑥C
2 +

1

2
𝑦C2 +

√
3

2
𝑥C
3 +

1

2
𝑦C3 +

√
3

2
𝑥C
5 −

− 1

2
𝑦C5 −

√
3

2
𝑥C
6 − 1

2
𝑦C6

)︂
,

i при проектуваннi на елементи матриць 𝐷
𝐸+

1
22 –

симетризоване змiщення

(𝑆C
2,2)

𝐸+
1

2𝛽 =
1√
6

(︃
2𝑦C1 +

√
3

2
𝑥C
2 − 1

2
𝑦C2 +

√
3

2
𝑥C
3 +

1

2
𝑦C3 −

− 2𝑦C4 −
√
3

2
𝑥C
5 +

1

2
𝑦C5 −

√
3

2
𝑥C
6 − 1

2
𝑦C6

)︃
.

Векторнi зображення вищезазначених симетризо-
ваних змiщень симетрiї 𝐸+

1 наведенi на рис. 4, а.
Легко бачити, що складовi двократно виродже-

них нормальних коливальних мод молекули бен-
зену симетрiї 𝐸+

1 , якi формуються тiльки атомами
одного з хiмiчних елементiв, наприклад, атомами
вуглецю, будуть такими:

(𝑄C
1𝛼)

𝐸+
1 =

1√
2
[(𝑆C

1,1)
𝐸+

1
1𝛼 + (𝑆C

1,2)
𝐸+

1
2𝛼 ] =

=
1√
6
(𝑥C

1 − 𝑥C
2 + 𝑥C

3 − 𝑥C
4 + 𝑥𝐶

5 − 𝑥C
6 ),

(𝑄C
1𝛽)

𝐸+
1 =

1√
2
[(𝑆C

2,1)
𝐸+

1

1𝛽 + (𝑆C
2,2)

𝐸+
1

2𝛽 ] =

=
1√
6
(𝑦C1 − 𝑦C2 + 𝑦C3 − 𝑦C4 + 𝑦C5 − 𝑦C6 ),

(𝑄C
2𝛼)

𝐸+
1 =

1√
2
[(𝑆C

1,1)
𝐸+

1
1𝛼 − (𝑆C

1,2)
𝐸+

1
2𝛼 ] =

=
1√
6
(2𝑥C

1 + 𝑥C
2 −

√
3𝑦C2 − 𝑥C

3 −
√
3𝑦C3 −

− 2𝑥C
4 − 𝑥C

5 +
√
3𝑦C5 + 𝑥C

6 +
√
3𝑦C6 )

та

(𝑄C
2𝛽)

𝐸+
1 =

1√
2
[(𝑆C

1,1)
𝐸+

1

1𝛽 − (𝑆C
1,2)

𝐸+
1

2𝛽 ] =

=
1√
6
(−2𝑦C1 −

√
3𝑥C

2 − 𝑦C2 −
√
3𝑥C

3 + 𝑦C3 +

+2𝑦C4 +
√
3𝑥C

5 + 𝑦C5 +
√
3𝑥C

6 − 𝑦C6 ).

Векторнi зображення вуглецевих складових
форм двократно вироджених нормальних коли-
вань симетрiї 𝐸+

1 наведенi на рис. 4, б.
Перейдемо до побудови форм двократно виро-

джених нормальних коливань атомiв вуглецю в
молекулi бензену, що мають симетрiї 𝐸−

1 i 𝐸+
2 .

Оскiльки атоми вуглецю молекули бензену для
двократно вироджених нормальних коливань си-
метрiй 𝐸−

1 i 𝐸+
2 формують лише по одному симе-

тризованому змiщенню з компонентами 𝛼 i 𝛽, то
аналiтичнi вирази для симетризованих змiщень з
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компонентами 𝛼 i 𝛽 для симетрiй 𝐸−
1 i 𝐸+

2 спiв-
падають з аналiтичними виразами для компонент
𝛼 i 𝛽 їх форм двократно вироджених нормальних
коливань, якi будуть такими: для симетрiї 𝐸−

1(︀
𝑄C

𝛼

)︀𝐸−
1 =

(︀
𝑆C
1,2

)︀𝐸−
1

𝛼
=

1

2
(zC2 − zC3 + zC5 − zC6 )

(одержано при проектуваннi твiрної координати –
змiщення (𝑧C1 )

′ на елементи матрицi 𝐷𝐸−
1

21 ) i(︀
𝑄C

𝛽

)︀𝐸−
1 =

(︀
𝑆C
2,2

)︀𝐸−
1

𝛽
=

=
1√
6
(2zC1 − zC2 − zC3 + 2zC4 − zC5 − zC6 )

(одержано при проектуваннi твiрної координати –
змiщення (𝑧C1 )

′ на елементи матрицi 𝐷𝐸−
1

22 ), а для
симетрiї 𝐸+

2(︀
𝑄C

𝛼

)︀𝐸+
2 (𝑥−rot.) =

1

2
(−zC2 − zC3 + zC5 + zC6 )

(одержано при проектуваннi твiрної координати –
змiщення (𝑧C1 )

′ на елементи матрицi 𝐷𝐸+
2

21 ) i(︀
𝑄C

𝛽

)︀𝐸+
2 (𝑦−rot.) =

1√
6
(2zC1 + zC2 − zC3 − 2zC4 −

− zC5 + zC6 )

(одержано при проектуваннi твiрної координати –
змiщення (𝑧C1 )

′ на елементи матрицi 𝐷𝐸+
2

22 ).
Векторнi зображення вуглецевих складових

форм двократно вироджених нормальних коли-
вань молекули бензену симетрiй 𝐸−

1 i 𝐸+
2 наведенi

на рис. 5 (на рис. 5, а – для коливання симетрiї 𝐸−
1

i на рис. 5, б – для коливання симетрiї 𝐸+
2 ).

Компоненти форм двократно вироджених нор-
мальних коливань молекули бензену симетрiй 𝐸−

1 i
𝐸+

2 – це суми та рiзницi тотожних за аналiтичними
виразами форм двократно вироджених нормаль-
них коливань атомiв вуглецю та атомiв гiдрогену.

Визначимо тепер форми двократно вироджених
нормальних коливань атомiв вуглецю в молекулi
бензену, що мають симетрiю 𝐸−

2 .
Твiрна координата – змiщення (𝑥C

1 )
′ при засто-

суваннi оператора проектування на елементи наве-
дених в табл. 2 матриць двовимiрного незвiдного
представлення 𝐸−

2 – елементи матриць 𝐷
𝐸−

2
11 поро-

джує симетризованi змiщення(︀
𝑆C
1,1

)︀𝐸−
2

1𝛼
=

1√
6

(︂
2𝑥C

1 +
1

2
𝑥C
2 +

√
3

2
𝑦C2 +

1

2
𝑥C
3 −

−
√
3

2
𝑦C3 + 2𝑥C

4 +
1

2
𝑥C
5 +

√
3

2
𝑦C5 +

1

2
𝑥C
6 −

√
3

2
𝑦C6

)︂

i при проектуваннi на елементи матриць 𝐷
𝐸−

2
12 –

симетризоване змiщення

(︀
𝑆C
2,1

)︀𝐸−
2

1𝛽
=

1

2

(︂
1

2
𝑥C
2 +

√
3

2
𝑦C2 − 1

2
𝑥C
3 +

√
3

2
𝑦C3 +

+
1

2
𝑥C
5 +

√
3

2
𝑦C5 − 1

2
𝑥C
6 +

√
3

2
𝑦C6

)︂
,

а твiрна координата – змiщення (𝑦C1 )
′ при прое-

ктуваннi на елементи матриць 𝐷
𝐸−

2
21 породжує си-

метризоване змiщення

(︀
𝑆C
1,2

)︀𝐸−
2

2𝛼
=

1

2

(︂√
3

2
𝑥C
2 − 1

2
𝑦C2 +

+

√
3

2
𝑦C3 +

1

2
𝑦C3 +

√
3

2
𝑥C
5 − 1

2
𝑦C5 +

√
3

2
𝑥C
6 +

1

2
𝑦C6

)︂

i при проектуваннi на елементи матриць 𝐷
𝐸−

2
22 –

симетризоване змiщення

(︀
𝑆C
2,2

)︀𝐸−
2

2𝛽
=

1√
6

(︂
2𝑦C1 −

√
3

2
𝑥C
2 +

1

2
𝑦C2 +

√
3

2
𝑥C
3 +

1

2
𝑦C3 +

+2𝑦C4 −
√
3

2
𝑥C
5 +

1

2
𝑦C5 +

√
3

2
𝑥C
6 +

1

2
𝑦C6

)︂
.

Векторнi зображення цих симетризованих змiщень
симетрiї 𝐸−

2 наведенi на рис. 6, а.

Рис. 5. Форми двократно вироджених нормальних коли-
вань симетрiї 𝐸−

1 (угорi) та 𝐸+
2 (унизу) молекули бензену
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Рис. 6. Симетризованi змiщення (а) та форми двократно
вироджених нормальних коливань (б) симетрiї 𝐸−

2 молеку-
ли бензену

Неважко бачити, що складовi вироджених нор-
мальних коливальних мод молекули бензену симе-
трiї 𝐸−

2 , якi формуються тiльки атомами одного з
хiмiчних елементiв, наприклад, атомами вуглецю,
будуть такими:(︀
𝑄C

1𝛼

)︀𝐸−
2 (𝑥− tr.) =

1√
2
[(𝑆C

1,1)
𝐸−

2
1𝛼 + (𝑆C

1,2)
𝐸−

2
2𝛼 ] =

=
1√
6
(𝑥C

1 + 𝑥C
2 + 𝑥C

3 + 𝑥C
4 + 𝑥C

5 + 𝑥C
6 ),

(︀
𝑄C

1𝛽

)︀𝐸−
2 (𝑦 − tr.) =

1√
2
[(𝑆C

2,1)
𝐸−

2

1𝛽 + (𝑆C
2,2)

𝐸−
2

2𝛽 ] =

=
1√
6
(𝑦C1 + 𝑦C2 + 𝑦C3 + 𝑦C4 + 𝑦C5 + 𝑦C6 ),(︀

𝑄C
2𝛼

)︀𝐸−
2 =

1√
2
[(𝑆C

1,1)
𝐸−

2
1𝛼 −(𝑆C

1,2)
𝐸−

2
2𝛼 ] =

1√
6
(2𝑥C

1 −𝑥C
2 +

+
√
3𝑦C2 −𝑥C

3 −
√
3𝑦C3 +2𝑥C

4 −𝑥C
5 +

√
3𝑦C5 −𝑥C

6 −
√
3𝑦C6 )

та(︀
𝑄C

2𝛽

)︀𝐸−
2 =

1√
2
[(𝑆C

2,1)
𝐸−

2

1𝛽 − (𝑆C
2,2)

𝐸−
2

2𝛽 ] =

=
1√
6
(−2𝑦C1 +

√
3𝑥C

2 + 𝑦C2 −
√
3𝑥C

3 +

+ 𝑦C3 − 2𝑦C4 +
√
3𝑥C

5 + 𝑦C5 −
√
3𝑥C

6 + 𝑦C6 ).

Векторнi зображення вуглецевих складових
форм двократно вироджених нормальних коли-
вань симетрiї 𝐸−

2 наведенi на рис. 6, б.
Компоненти форм двократно вироджених нор-

мальних коливань молекули бензену симетрiї 𝐸−
2 ,

як вже зазначалось вище для iнших типiв симетрiї,
неважко отримати – вони являють собою суми та
рiзницi тотожнiх за аналiтичними виразами ком-
понент форм двократно вироджених нормальних
коливань атомiв вуглецю та атомiв гiдрогену.

4. Симетрiя та енергетична структура
електронних станiв 𝜋-орбiталей в молекулi
бензену C6H6. Тонка структура
спiнзалежних розщеплень

Симетрiю електронних станiв 𝜋-орбiталей без вра-
хування спiну електрона та з його врахуванням
можна визначити за методикою [7, 8], яка вiдпо-
вiдає практичному застосуванню методу лiнiйних
комбiнацiй атомних орбiт (методу ЛКАО). За цi-
єю методикою спочатку визначаються характери
представлення еквiвалентностi 𝜋-орбiталей в моле-
кулi бензену, тобто, представлення еквiвалентностi
атомiв, що мають електроннi 𝜋-орбiталi – ненаси-
ченi ковалентнi зв’язки атомiв C, якi виникають в
результатi 𝑠𝑝2-гiбридизацiї їх електронних станiв.

В табл. 3 наведенi характери представлення
еквiвалентностi всiх атомiв молекули бензену 𝐷eq,
представлення полярного вектора 𝛤r, характери
представлення змiщень всiх атомiв молекули бен-
зену 𝛤dis = 𝐷eq. ⊗ 𝛤r i представлення еквiвален-
тностi 𝜋-орбiталей – представлення еквiвалентно-
стi тiльки атомiв вуглецю C, що мають 𝜋-орбiталi
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Таблиця 3. Характери представлення еквiвалентностi атомiв молекули
бензену, 𝐷eq, представлення полярного вектора 𝛤r, представлення всiх змiщень атомiв молекули
бензену, 𝛤dis, представлення еквiвалентностi атомiв вуглецю в молекулi бензену (𝐷eq)C, представлення
симетрiї 𝜋-орбiталi в групi 6/𝑚𝑚𝑚 – представлення полярного вектора 𝛤𝑧, направленого
вздовж осi 0𝑧 та представлення 𝜋-орбiталей молекули бензену без врахування спiну електрона, 𝛤𝜋

6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ) 𝑒 2𝑐3 3𝑢2 𝑐2 2𝑐6 3𝑢′
2 𝑖 2𝑖𝑐3 3𝑖𝑢2 𝑖𝑐2 2𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′

2

𝐷eq 12 0 4 0 0 0 0 0 0 12 0 4
𝛤r 3 0 −1 −1 2 −1 −3 0 1 1 −2 1

𝛤dis = 𝐷eq ⊗ 𝛤r 36 0 −4 0 0 0 0 0 0 12 0 4
(𝐷eq)C 6 0 2 0 0 0 0 0 0 6 0 2

𝛤𝑧 1 1 −1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 −1 1
𝛤𝜋 = (𝐷eq)C ⊗ 𝛤𝑧 6 0 −2 0 0 0 0 0 0 −6 0 2

Таблиця 4. Розклад представлення 𝜋-орбiталей молекули бензену без врахування
спiну електрона – представлення 𝛤𝜋 на незвiднi векторнi представлення групи 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ)

6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ) 𝑒 2𝑐3 3𝑢2 𝑐2 2𝑐6 3𝑢′
2 𝑖 2𝑖𝑐3 3𝑖𝑢2 𝑖𝑐2 2𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′

2
𝑛𝛤𝜋

𝛤+
1 𝐴+

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0

𝛤−
1 𝐴−

1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0

𝛤+
2 𝐴+

2 1 1 1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 0

𝛤−
2 𝐴−

2 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 0

𝛤+
3 𝐴+

3 1 1 −1 1 1 −1 1 1 −1 1 1 −1 0

𝛤−
3 𝐴−

3 1 1 −1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 −1 1 1

𝛤+
4 𝐴+

4 1 1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1 1

𝛤−
4 𝐴−

4 1 1 −1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 1 −1 0

𝛤+
5 𝐸+

1 2 −1 0 2 −1 0 2 −1 0 2 −1 0 0

𝛤−
5 𝐸−

1 2 −1 0 2 −1 0 −2 1 0 −2 1 0 1

𝛤+
6 𝐸+

2 2 −1 0 −2 1 0 2 −1 0 −2 1 0 1

𝛤−
6 𝐸−

2 2 −1 0 −2 1 0 −2 1 0 2 −1 0 0

𝜒𝛤𝜋 6 0 −2 0 0 0 0 0 0 −6 0 2

Таблиця 5. Характери двозначних проективних
представлень проективного класу 𝐾1 групи 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ)

Проек-
тивний
клас

Позначення
незвiдного

проективного
представлення

6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ)

𝑒 𝑐3 𝑐23 3𝑢2 𝑐2 𝑐56 𝑐6 3𝑢′
2 𝑖 𝑖𝑐3 𝑖𝑐23 3𝑖𝑢2 𝑖𝑐2 𝑖𝑐56 𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′

2

𝐾1 (𝛤 ′)+1 (𝛤+
7 ) (𝐸′

1)
+ 2 1 −1 0 0

√
3 −

√
3 0 2 1 −1 0 0

√
3 −

√
3 0

(𝛤 ′)−1 (𝛤−
7 ) (𝐸′

1)
− 2 1 −1 0 0

√
3 −

√
3 0 −2 −1 1 0 0 −

√
3

√
3 0

(𝛤 ′)+2 (𝛤+
8 ) (𝐸′

2)
+ 2 1 −1 0 0 −

√
3

√
3 0 2 1 −1 0 0 −

√
3

√
3 0

(𝛤 ′)−2 (𝛤−
8 ) (𝐸′

2)
− 2 1 −1 0 0 −

√
3

√
3 0 −2 −1 1 0 0

√
3 −

√
3 0

(𝛤 ′)+3 (𝛤+
9 ) (𝐸′

3)
+ 2 −2 2 0 0 0 0 0 2 −2 2 0 0 0 0 0

(𝛤 ′)−3 (𝛤−
9 ) (𝐸′

3)
− 2 −2 2 0 0 0 0 0 −2 2 −2 0 0 0 0 0
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Таблиця 6. Характери представлення еквiвалентностi атомiв молекули бензену, 𝐷eq,
представлення полярного вектора 𝛤r, представлення всiх змiщень атомiв молекули бензену, 𝛤dis,
представлення еквiвалентностi атомiв вуглецю в молекулi бензену (𝐷eq)C, представлення симетрiї
𝜋-орбiталi в групi 6/𝑚𝑚𝑚 – представлення полярного вектора 𝛤𝑧, направленого вздовж осi 0𝑧

та представлення 𝜋-орбiталей молекули бензену без врахування спiну електрона, 𝛤𝜋.

6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ) 𝑒 𝑐3 𝑐23 3𝑢2 𝑐2 𝑐56 𝑐6 3𝑢′
2 𝑖 𝑖𝑐3 𝑖𝑐23 3𝑖𝑢2 𝑖𝑐2 𝑖𝑐56 𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′

2

𝛤𝑧 1 1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1
(𝐷eq)C 6 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 6 0 0 2
𝛤 ′
𝑧 = 𝛤𝑧 ⊗𝐷+

1/2
2 1 −1 0 0 −

√
3

√
3 0 −2 −1 1 0 0

√
3 −

√
3 0

𝛤 ′
𝜋 = (𝐷eq)C ⊗ 𝛤 ′

𝑧 12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝛤−
3 (𝐴−

3 )⊗𝐷+
1/2

2 1 −1 0 0 −
√
3

√
3 0 −2 −1 1 0 0

√
3 −

√
3 0

𝛤+
4 (𝐴+

4 )⊗𝐷+
1/2

2 1 −1 0 0
√
3 −

√
3 0 2 1 −1 0 0

√
3 −

√
3 0

𝛤−
5 (𝐸−

1 )⊗𝐷+
1/2

4 −1 1 0 0
√
3 −

√
3 0 −4 1 −1 0 0 −

√
3

√
3 0

𝛤+
6 (𝐸+

2 )⊗𝐷+
1/2

4 −1 1 0 0 −
√
3

√
3 0 4 −1 1 0 0 −

√
3

√
3 0

Рис. 7. Схема спiнзалежних розщеплень електронних 𝜋′-
орбiталей та карти вiдповiдних їм хвильових функцiй для
молекули бензену

(𝐷eq)C. Далi в табл. 3 наданi характери представ-
лення, що характеризує симетрiю 𝜋-орбiталi в гру-
пi 6/𝑚𝑚𝑚 – представлення полярного вектора 𝛤𝑧,
направленого вздовж осi 0𝑧, i визначено, як i в ро-

ботi [2], характери представлення всiх 𝜋-орбiталей
молекули бензену без врахування спiну електро-
на – представлення 𝛤𝜋 = (𝐷eq)C ⊗ 𝛤𝑧.

В табл. 4 наведено розклад представлення
𝛤𝜋 на незвiднi векторнi представлення групи
6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ), що i є практичною процедурою реа-
лiзацiї методу ЛКАО без врахування спiну еле-
ктрона.

Як видно з табл. 4,

𝛤𝜋 = 𝐴−
3 +𝐴+

4 + 𝐸−
1 + 𝐸+

2

або

𝛤𝜋 = 𝛤−
3 + 𝛤+

4 + 𝛤−
5 + 𝛤+

6 ,

тобто, представлення всiх 𝜋-орбiталей розкладає-
ться на два одновимiрних представлення 𝐴−

3 (𝛤
−
3 )

та 𝐴+
4 (𝛤

+
4 ) i два двовимiрнi представлення

𝐸−
1 (𝛤−

5 ) та 𝐸+
2 (𝛤+

6 ). Це означає, що без врахуван-
ня спiну електрона 𝜋-орбiталi роздiляються на двi
невиродженi 𝐴−

3 i 𝐴+
4 i двi двократно виродженi

𝐸−
1 i 𝐸+

2 .
Як показано в [7, 8] (табл. 4 [7] i табл. 1 [8]) при

врахуваннi спiну електрона, електроннi стани бу-
дуть класифiкуватись за незвiдними проективни-
ми представленнями проективного класу 𝐾1 гру-
пи 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ). Цi представлення наведенi в
табл. 5. Штрих у позначеннях представлень озна-
чає врахування спiну електрона.

Для визначення представлення електронних 𝜋-
орбiталей з урахуванням спiну електрона (пред-
ставлення 𝜋′-орбiталей), 𝛤 ′

𝜋, як i в роботi [7], бу-
демо використовувати формулу 𝛤 ′

𝜋 = (𝐷eq)C ⊗
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𝛤 ′
𝑧, де представлення, що описує симетрiю 𝜋-

орбiталi з урахуванням спiну електрона (спiнор-
ної 𝜋′-орбiталi) 𝛤 ′

𝑧 знаходиться за формулою 𝛤 ′
𝑧 =

= 𝛤𝑧⊗𝐷+
1/2, в якiй 𝛤𝑧 – представлення, що є незвi-

дним представленням в групi 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ) для
вектора, направленого вздовж осi 0𝑧 – цей вектор
характеризує симетрiю 𝜋-орбiталi без врахування
спiну електрона, а 𝐷+

1/2 – парне двовимiрне (спi-
норне) представлення групи обертань для хара-
ктеризацiї симетрiї електрона з квантовим числом
повного моменту 𝑗 = 1/2.

В табл. 6 наведенi характери проективного пред-
ставлення 𝐷+

1/2, представлень 𝛤𝑧 i (𝐷eq)C, а також
проективних представлень 𝛤 ′

𝑧 i 𝛤 ′
𝜋. У нижнiй ча-

стинi табл. 6 наведено характери прямих добуткiв
представлень безспiнових орбiталей молекули бен-
зену i представлення 𝐷+

1/2, що визначають спiновi
(спiнорнi) орбiталi молекули C6H6, якi вiдповiда-
ють її зазначеним безспiновим орбiталям.

Так, з табл. 6 i табл. 5 видно, що при врахуван-
нi спiну електрона безспiнова невироджена орбi-
таль молекули бензену 𝛤−

3 (𝐴−
3 ) переходить в спi-

норну двократно вироджену орбiталь 𝛤−
8 ((𝐸′

2)
−)),

безспiнова невироджена орбiталь 𝛤+
4 (𝐴+

4 ) – в спi-
нову двократно вироджену орбiталь 𝛤+

7 ((𝐸′
1)

+)),
а кожна з двократно вироджених безспiнових ор-
бiталей 𝛤−

5 (𝐸−
1 ) i 𝛤+

6 (𝐸+
2 ) при врахуваннi спiн-

орбiтальної взаємодiї розщеплюється на двi компо-
ненти – двi двократно виродженi спiнорнi орбiталi:
двократно вироджена безспiнова орбiталь 𝛤−

5 (𝐸−
1 )

переходить у двi двократно виродженi спiнорнi ор-
бiталi 𝛤−

7 ((𝐸′
1)

−)) i 𝛤−
9 ((𝐸′

3)
−)), а двократно ви-

роджена безспiнова орбiталь 𝛤+
6 (𝐸+

2 ) – у двi дво-
кратно виродженi спiнорнi орбiталi 𝛤+

8 ((𝐸′
2)

+)) i
𝛤+
9 ((𝐸′

3)
+)). Цей результат є важливим для експе-

риментальних дослiджень як самої молекули бен-
зену, так i комплексiв з її участю [9].

Схема переходiв безспiнових орбiталей молекули
C6H6 при врахуваннi спiну електрона в її спiнорнi
орбiталi i вiдповiдний прояв тонкої спiнзалежної
структури i симетрiї розщеплень безспiнових ор-
бiталей при врахуваннi спiну електрона в молеку-
лi бензену зображенi на рис. 7. В правiй частинi
рис. 7 для кожної спiнорної 𝜋′-орбiталi молекули
бензену зображенi також вiдповiднi карти розподi-
лу електронної хвильової функцiї в околi атомного
каркасу молекули, якi було обчислено за програ-
мою Gaussian-09 [10].

Важливо, що при врахуваннi спiну електрона
енергетичний спектр 𝜋′-орбiталей молекули бензе-
ну C6H6 формують всi шiсть без винятку можли-
вих за симетрiєю проективного класу 𝐾1 групи
6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ) спiнорних орбiталей, причому ко-
жний з типiв симетрiї проективного класу 𝐾1 в
енергетичному електронному спектрi 𝜋′-орбiталей
молекули бензену зустрiчається лише один раз.

Величина спiнзалежних розщеплень за кванто-
во-хiмiчними розрахунками в програмi Gaussian-
09 [10] становить ∼(1–2) меВ, що добре узгоджує-
ться з оцiнками енергiї спiн-орбiтальної взаємодiї
∼(1–2) меВ в атомах вуглецю [11].

Цiкаво також звернути увагу на те, що енерге-
тична вiдстань мiж зв’язуючою спiнорною орбiта-
ллю 𝛤−

8 ((𝐸′
2)

−) та антизв’язуючою спiнорною ор-
бiталлю 𝛤+

7 ((𝐸′
1)

+) вуглецевого каркасу молекули
бензену, яка за квантово-хiмiчними розрахунками
становить ∼24 еВ, близька до енергетичної вiдста-
нi ∼19 еВ мiж валентною зоною i зоною провiдно-
стi в точцi 𝛤 зони Брiлюена одношарового графе-
ну [12].

5. Висновки

1. Iз залученням квантово-механiчного оператора
проектування вперше знайдено аналiтичнi вирази
i векторнi зображення для форм усiх нормальних
коливань молекули бензену, включаючи двокра-
тно виродженi.

2. Знайдено характери представлення еквiвален-
тностi для атомiв вуглецю в молекулi бензену,
за допомогою якого обчислено характери пред-
ставлень електронних 𝜋-орбiталей молекули бен-
зену без врахування спiну електрона i характе-
ри проективних представлень проективного класу
𝐾1, що характеризують симетрiю електронних 𝜋′-
орбiталей з урахуванням спiну електрона.

3. Вперше показано, що врахування спiну еле-
ктрона призводить до появи спiнзалежних розще-
плень електронних станiв молекули бензену, ве-
личина яких через малу енергiю спiн-орбiтальної
взаємодiї для атомiв вуглецю становить ∼(1,0–
2,0) меВ.
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V.O.Gubanov, A.P.Naumenko,
D.V.Gryn, L.A.Bulavin

SYMMETRY OF THE VIBRATIONAL
STATES AND ELECTRONIC 𝜋-ORBITALS
IN A BENZENE MOLECULE C6H6. THE FINE
STRUCTURE OF SPIN-DEPENDENT SPLITTING

Analytical expressions and vector images have been con-

structed for all patterns of the normal vibrations, including

doubly degenerate ones, of a benzene molecule C6H6 using the

projection operator on the matrix elements of irreducible rep-

resentations of the point symmetry group 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ). The

characters of representations corresponding to the symmetry

of both the electronic 𝜋-orbitals in a benzene molecule (with-

out taking the electron spin into account) and the projective

representations of its spinor 𝜋′-orbitals are found. The repre-

sentations of the spinor 𝜋′-orbitals of a benzene molecule C6H6

belong to the projective class 𝐾1 and describe the fine struc-

ture of spin-dependent splitting of the degenerate spinless 𝜋-

orbitals, which are revealed for the first time.

Keywords: benzene, vector and spinor representations of sym-
metry groups, normal-vibration patterns, classes of symmetry-
group projective representations, electronic states, spin-depen-
dent splitting.
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