
О.К. Вiдибiда, O.В. Щур

О.К. ВIДИБIДА, О.В. ЩУР
Iнститут теоретичної фiзики iменi М.М. Боголюбова НАН України
(Вул. Метрологiчна, 14-б, Київ 03143; e-mail: vidybida@bitp.kiev.ua)

ТВIРНА ФУНКЦIЯ МОМЕНТIВ
ДЛЯ СТАТИСТИКИ ВИХIДНОЇ АКТИВНОСТI
IНТЕГРУЮЧОГО НЕЙРОНА З ВТРАТАМИУДК 539

Дослiджується статистика вихiдної активностi нейрона при його стимуляцiї пото-
ком вхiдних iмпульсiв, що утворюють стохастичний процес Пуассона. В ролi моделi
нейрона взято iнтегруючий нейрон з втратами. Знайдено нове представлення функцiї
розподiлу ймовiрностей довжин вихiдних мiжiмпульсних iнтервалiв. На його основi
обчислено в явному виглядi твiрну функцiю моментiв ймовiрнiсного розподiлу. Остан-
ня, за теоремою Куртiса, повнiстю визначає сам розподiл. Зокрема, на основi твiрної
функцiї знайдено явнi вирази для моментiв всiх порядкiв. Момент першого порядку
збiгається iз знайденим ранiше. Формули для моментiв другого i третього порядкiв
перевiрено чисельно шляхом прямого моделювання стохастичної динамiки нейрона з
конкретними фiзичними параметрами.
Ключ о в i с л о в а: iнтегруючий нейрон з втратами, стохастичний процес Пуассона, мiж-
спайковий iнтервал, моменти функцiї розподiлу, твiрна функцiя моментiв.

1. Вступ
Iнформацiя в мозку в основному представлена у
виглядi нервових iмпульсiв. Усi цi iмпульси при-
близно однаковi за висотою та шириною i назива-
ються спайками, див. рис. 1. Єдине, що має значен-
ня – це момент часу, коли такий iмпульс був згене-
рований або отриманий. При записi спайкiв за до-
помогою належних бiофiзичних iнструментiв от-
римується сильно нерегулярна послiдовнiсть. Її на-
зивають послiдовнiстю спайкiв (англ. spike train).
Важко знайти будь-який рацiональний змiст у цих
моментах отримання спайкiв, або часових промiж-
ках мiж ними – мiжiмпульсних iнтервалах (МII).
Насправдi ситуацiя ще гiрша: у бiльшостi випадкiв
цi послiдовностi не вiдтворюються, якщо до екс-
периментальної тварини кiлька разiв застосува-
ти однакову стимуляцiю. Це може бути головною
причиною, чому нейронауковцi в основному цiкав-
ляться саме статистичними властивостями послi-
довностей спайкiв. Фiзики-теоретики також нама-
гаються передбачити, якою саме може бути ста-
тистика i як вона змiнюється при змiнi стимулiв
або параметрiв моделi. Дискусiя у цьому напрям-
ку триває. Як насправдi представлена корисна iн-
формацiя у послiдовностях спайкiв? Що є iстотно
важливим: середня кiлькiсть спайкiв за одиницю
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часу (частотне кодування), чи їх точнi часовi по-
ложення (часове кодування)? На це питання не-
має чiткої вiдповiдi. Спочатку ми припускали, що
частотне кодування працює на периферiї нервової
системи. Прикладом актюатора на периферiї нер-
вової системи є нервово-м’язовi синапси мотоней-
ронiв [1, Розд. 5.01.12]. Єдина команда, яка переда-
ється м’язу вiд мотонейрона, – це сила скорочення.
Але сила скорочення визначається концентрацiєю
нейромедiатора, який видiляється з нейронних за-
кiнчень з кожним приходом спайку. Чим бiльше
спайкiв за одиницю часу, тим вищий рiвень ней-
ромедiатора, i тим бiльша сила скорочення м’язу.
Отже, у цьому випадку має мiсце частотне кодува-
ння. Прикладом на сенсорнiй периферiї головного
мозку є рецептор нюху [2], де кiлькiсть спайкiв за
одиницю часу залежить вiд концентрацiї запаху.

Але навiть на сенсорнiй периферiї часове коду-
вання може бути парадигмою кодування. Це спо-
стерiгається, наприклад, для ехолокацiї [3], де ча-
сове положення спайкiв з двох вух повинне бути
визначеним з точнiстю до мiкросекунд.

Зрозумiло також, що в механiзмi часового ко-
дування послiдовнiсть спайкiв може нести бiльше
iнформацiї, нiж у частотному кодуваннi. Це мо-
же бути важливим для складнiших iнтелектуаль-
них завдань, нiж скорочення м’язiв або сприйнят-
тя запаху.

254 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2021. Т. 66, № 3



Твiрна функцiя моментiв для iнтегруючого нейрона з втратами

Рис. 1. Приклад електричної активностi в середовищi нейронiв. Запис зроблено електродом, який помiщено в середовище.
Отже, реєструється активнiсть декiлькох нейронiв одночасно. У випадку генерацiї нейроном вихiдного iмпульсу його мем-
бранний потенцiал рiзко змiнюється. На рисунку в цi моменти видно короткочаснi стрибки напруги – спайки. Рiзнi спайки
мають рiзну висоту, оскiльки належать рiзним нейронам, якi знаходяться на рiзних вiдстанях вiд реєструючого електрода.
Окремий нейрон генерує спайки однакової висоти. Модифiковано з: https://backyardbrains.com/experiments/spikerbox

На жаль, бiльшiсть спроб обчислити статистику
активностi нейронiв виключає можливiсть часово-
го кодування через використання так званого ди-
фузiйного наближення. У такому пiдходi нейрон-
ний стимул моделюється як дифузiйний стохасти-
чний процес, наприклад, Вiнера або Орнштейна–
Уленбека, див. [4, 5]. У дифузiйному процесi будь-
який скiнченний iнтервал часу мiстить нескiнчен-
но багато нескiнченно малих спайкiв, отриманих
при диференцiюваннi процесу Вiнера. Тому у тако-
му випадку для механiзму часового кодування не-
має мiсця. У той самий час вихiдна активнiсть ней-
рона, стимульована дифузiйним процесом, пред-
ставлена скiнченними спайками, що генеруються,
коли напруга нейронної мембрани перевищує по-
рiг збудження. Iнтервали часу мiж цими спайка-
ми є скiнченними, див. рис. 2. Цi спайки являють
собою не дифузiйний, а точковий процес, i, отже,
їх не можна подавати в iнший нейрон в рамках
дифузiйного наближення. Це означає, що пiдхiд
дифузiйного наближення не є завершеним i само-
узгодженим. Тому була зроблена спроба обчисли-
ти статистику вихiдної активностi нейрона без ди-
фузiйного наближення.

У наступних роздiлах ми коротко сформулюємо
одержанi ранiше результати, на якi спирається ро-
бота. Попереднi результати стосуються статистики
ативностi iнтегруючого нейрона з втратами (IНВ)
з порогом 2. Зокрема, ранiше, [6, 7], були одержанi
явнi вирази для функцiї розподiлу вихiдних мiж-
iмпульсних iнтервалiв (МII) на початковiй дiлянцi
значень довжини МII. Розподiл вхiдних iмпульсiв
вважається пуассонiвським. Для бiльших значень
МII функцiя розподiлу представлена у виглядi сум
кратних iнтегралiв. Це дозволило обчислити пер-

Рис. 2. Часовий хiд мембранного потенцiалу нейрона, що
змодельований дифузiйним процесом. У моменти досягне-
ння мембранним потенцiалом 𝑉 (𝑡) порога збудження V0

генеруються вихiднi iмпульси (спайки). Модифiковано з:
A. Iolov, S. Ditlevsen & A. Longtin, DOI: 10.1186/2190-8567-
4-4

ший момент функцiї розподiлу (середнiй МII). У
цiй роботi ми знаходимо iнше представлення фун-
кцiї розподiлу, яке дозволяє обчислити твiрну фун-
кцiю моментiв. Ця функцiя дозволяє обчислити
моменти розподiлу всiх порядкiв шляхом застосу-
вання диференцiювання до твiрної функцiї. Крiм
того, за теоремою Куртiса [8] твiрна функцiя мо-
ментiв повнiстю визначає саму функцiю розподiлу.

2. Попереднi результати

2.1. Опис моделi

Iнтегруючий нейрон з втратами, [9], характеризу-
ється трьома позитивними константами: 𝜏 – час
релаксацiї; V0 – порiг збудження; ℎ – величина вхi-
дного iмпульсу. У будь-який момент 𝑡 стан IНВ ха-
рактеризується невiд’ємним дiйсним числом 𝑉 (𝑡),
яке iнтерпретується як вiдхилення трансмембран-
ної рiзницi потенцiалiв вiд стану спокою в бiк депо-
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ляризацiї, або, iншими словами, величина збудже-
ння. Тут вважається, що в станi спокою 𝑉 = 0,
а деполяризацiї вiдповiдає позитивне значення 𝑉 .
Наявнiсть втрат означає, що за вiдсутностi зовнi-
шнiх стимулiв величина 𝑉 (𝑡) експоненцiйно змен-
шується:

𝑉 (𝑡+ 𝑠) = 𝑉 (𝑡)𝑒−𝑠/𝜏 , 𝑠 > 0. (1)

Вхiднi стимули – це вхiднi iмпульси. Одержання
вхiдного iмпульсу в момент 𝑡 пiдвищує 𝑉 (𝑡) на ве-
личину ℎ:

𝑉 (𝑡) → 𝑉 (𝑡) + ℎ. (2)

Нейрон характеризується пороговим значенням
збудження V0. Останнє означає, що як тiльки ви-
конано умову 𝑉 (𝑡) > V0, IНВ генерує вихiдний iм-
пульс i переходить в стан спокою, 𝑉 (𝑡) = 0. Вiдно-
сно ℎ i V0 ми робимо таке припущення:

0 < ℎ < V0 < 2ℎ. (3)

З (1) i (2) випливає, що IНВ може згенерувати ви-
хiдний iмпульс тiльки в момент одержання вхiдно-
го. Умова (3) означає, що одного вхiдного iмпуль-
су, застосованого до IНВ в станi спокою, не досить
для генерацiї вихiдного iмпульсу, але вже два вхi-
дних iмпульси, отриманi за короткий промiжок ча-
су, можуть збудити IНВ вище порога i згенерува-
ти вихiдний iмпульс. Це означає, що нейрон має
порiг 2 1.

2.2. Функцiя розподiлу довжин МII 2

Вважаємо, що описаний в Розд. 2.1 нейрон сти-
мулюється потоком вхiдних iмпульсiв, який утво-
рює стохастичний процес Пуассона iнтенсивностi
𝜆. Останнє означає, що ймовiрнiсть одержати на
входi МII тривалостi 𝑡 з точнiстю 𝑑𝑡 дається та-
ким виразом:

𝑒−𝜆𝑡 𝜆 𝑑𝑡,

а також, що вхiднi МII статистично незалежнi.
Введемо такi позначення:

𝑇2 = 𝜏 ln

(︂
ℎ

V0 − ℎ

)︂
, 𝑇3 = 𝜏 ln

(︂
V0

V0 − ℎ

)︂
,

Θ𝑚 = 𝑇2 + (𝑚− 3)𝑇3, 𝑚 = 3, ... . (4)

1 Див. [10], де розглянуто випадок вищих порогiв.
2 В цьому роздiлi i далi 𝑡 позначає довжину МII.

У роботах [6, 7] одержано таку формулу для
функцiї розподiлу вихiдних МII:

𝑃 (𝑡)𝑑𝑡 =

𝑚−1∑︁
𝑘=2

(︀
𝑃 0
𝑘 (𝑡)𝜆𝑑𝑡− 𝑃−

𝑘 (𝑡)𝜆𝑑𝑡
)︀
+ 𝑃 0

𝑚(𝑡)𝜆𝑑𝑡,

𝑡 ∈ ]Θ𝑚; Θ𝑚+1], 𝑚 ≥ 2,

(5)

де 𝑃 (𝑡)𝑑𝑡 – це ймовiрнiсть одержати вихiдний МII
тривалостi 𝑡 з точнiстю 𝑑𝑡. Функцiї в правiй части-
нi (5) визначаються таким чином:

𝑃 0
𝑘+1(𝑡)𝜆 𝑑𝑡 =

𝑡∫︁
Θ𝑘+1

𝑃−
𝑘 (𝑠)𝜆 𝑑𝑠 𝑒−𝜆(𝑡−𝑠)𝜆 𝑑𝑡,

𝑡 ≥ Θ𝑘+1, 𝑘 = 2, 3, ...,

(6)

𝑃−
𝑘 (𝑡)𝜆𝑑𝑡 = 𝑒−𝜆𝑡𝜆𝑘𝑑𝑡

𝑡1∫︁
𝑡1

𝑑𝑡1

𝑡2∫︁
𝑡2

𝑑𝑡2 ...

𝑡𝑘−1∫︁
𝑡𝑘−1

𝑑𝑡𝑘−1, (7)

де границi iнтегрування визначаються з таких не-
рiвностей:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 ≤ 𝑡1 ≤ 𝑡−Θ𝑘+1,

𝑇2 + 𝜏 ln

⎛⎝∑︁
1≤𝑗≤𝑖

𝑒𝑡𝑗/𝜏

⎞⎠ ≤ 𝑡𝑖+1,

𝑡𝑖+1 ≤ 𝜏 ln

⎛⎝𝑒(𝑡−Θ𝑘+1−𝑖)/𝜏 −
∑︁

1≤𝑗≤𝑖

𝑒𝑡𝑗/𝜏

⎞⎠,
𝑖 = 1, ..., 𝑘 − 2.

(8)

Отже, функцiя розподiлу вихiдних МII повнiстю
визначається функцiєю 𝑃−

𝑘 (𝑡) при рiзних 𝑘 =
= 2, 3, ... . Її фiзичний змiст є наступним: якщо ней-
рон стартує зi стану спокою, 𝑉 (0) = 0, то вираз
𝑃−
𝑘 (𝑡)𝜆𝑑𝑡 дає ймовiрнiсть одержати вiд вхiдного

процесу Пуассона 𝑘 послiдовних вхiдних iмпуль-
сiв так, що останнiй з них потрапляє в iнтервал
[𝑡; 𝑡+ 𝑑𝑡[ i при цьому не вiдбулось пострiлу нейро-
на (не було перевищено порога збудження V0). У
свою чергу, 𝑃 0

𝑘 (𝑡)𝜆 𝑑𝑡 дає ймовiрнiсть одержати 𝑘
iмпульсiв, останнiй в iнтервалi [𝑡; 𝑡+𝑑𝑡[ так, що по-
стрiлiв не вiдбулось до (𝑘−1)-го iмпульсу включно.
Зауважимо, що в формулi (7) при фiксованому 𝑡 𝑘
не може приймати значень, бiльших вiд 𝑘max, де

𝑘max =

[︂
𝑡− 𝑇2

𝑇3

]︂
+ 2,

а квадратнi дужки позначають цiлу частину
числа.
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3. Нове представлення
функцiї розподiлу

У цьому роздiлi ми подамо (7), (8) у бiльш про-
стому виглядi, зручному для обчислення твiрної
функцiї моментiв. Введемо з цiєю метою новi змiн-
нi iнтегрування:

𝑧𝑖 = 𝑒−
𝑡−Θ𝑘+2−𝑖

𝜏

∑︁
1≤𝑗≤𝑖

𝑒
𝑡𝑗
𝜏 , 𝑖 = 1, ..., 𝑘 − 1.

Область iнтегрування (8) у нових змiнних набуває
такого вигляду:{︃
𝑒−

𝑡−Θ𝑘+1
𝜏 ≤ 𝑧1 ≤ 1,

𝑧𝑖 ≤ 𝑧𝑖+1 ≤ 1, 𝑖 = 1, ..., 𝑘 − 2.
(9)

Визначник якобiана переходу до нових змiнних
має такий вигляд:⃒⃒⃒⃒
det

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑧𝑗
𝜕𝑡𝑖

⃦⃦⃦⃦⃒⃒⃒⃒
=

1

𝜏𝑘−1
𝑧1

∏︁
2≤𝑖≤𝑘−1

(𝑧𝑖−1 − 𝛽𝑧𝑖),

де 𝛽 = 𝑒−
𝑇3
𝜏 . Враховуючи (9) i останнє, (7) можна

подати в такому виглядi:

𝑃−
𝑘 (𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡(𝜆𝜏)𝑘−1

1∫︁
𝐵𝑘(𝑡)

𝑑𝑧1
𝑧1

1∫︁
𝑧1

𝑑𝑧2
𝑧2 − 𝛽𝑧1

...

...

1∫︁
𝑧𝑘−2

𝑑𝑧𝑘−1

𝑧𝑘−1 − 𝛽𝑧𝑘−2
, (10)

де

𝐵𝑘(𝑡) = 𝑒−
𝑡−Θ𝑘+1

𝜏 .

Якщо ввести набiр допомiжних функцiй 𝑓𝑖(𝑥) на-
ступними спiввiдношеннями:

𝑓0(𝑥) ≡ 1, 𝑓𝑖+1(𝑥) =

1∫︁
𝑥

𝑑𝑦

𝑦 − 𝛽𝑥
𝑓𝑖(𝑦), 𝑖 = 0, ..., (11)

то (10) можна записати так:

𝑃−
𝑘 (𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡(𝜆𝜏)𝑘−1

1∫︁
𝐵𝑘(𝑡)

𝑑𝑥

𝑥
𝑓𝑘−2(𝑥). (12)

Останнiй вираз разом з (5) i (6) далi використову-
ється для обчислення твiрної функцiї моментiв.

4. Твiрна функцiя

Моментами ймовiрнiсного розподiлу 𝑃 (𝑡) назива-
ються величини 𝜇𝑛, заданi формулою 3

𝜇𝑛 =

∞∫︁
−∞

𝑡𝑛𝑃 (𝑡)𝑑𝑡. (13)

Тут перший момент – середнє значення випадкової
величини, у нашому випадку – МII. Обчислення
конкретних моментiв може бути складним з огля-
ду на складнiсть виразу для 𝑃 (𝑡). Задача спрощу-
ється при використаннi твiрної функцiї моментiв.

Згiдно з означенням твiрна функцiя моментiв
𝑀𝑡(𝑧) визначається такою формулою:

𝑀𝑡(𝑧) = E [𝑒𝑡𝑧] =

∞∫︁
−∞

𝑒𝑡𝑧𝑃 (𝑡)𝑑𝑡. (14)

Для її обчислення, представимо функцiю розпо-
дiлу 𝑃 (𝑡) (5) через допомiжнi функцiї 𝑓𝑖(𝑥) (11).
Для цього спочатку запишемо вираз (6) 𝑃 0

𝑘 (𝑡) че-
рез 𝑓𝑖(𝑥) (11), пiдставивши у нього (12):

𝑃 0
𝑘+1(𝑡) = 𝜆(𝑡−Θ𝑘+1)𝑃

−
𝑘 (𝑡)+

+ 𝑒−𝜆𝑡𝑟𝑘
1∫︁

𝐵𝑘+1(𝑡)

ln(𝑥)

𝑥
𝑓𝑘−2(𝑥)𝑑𝑥, (15)

де 𝑟 = 𝜆𝜏 .
Перегрупувавши доданки у сумi в правiй части-

нi (5) та пiдставивши туди (12) та (15), можна
отримати такий вираз для функцiї розподiлу 𝑃 (𝑡)
через функцiї 𝑓𝑖(𝑥):

𝑃 (𝑡)𝑑𝑡 = 𝜆𝑡𝑒−𝜆𝑡𝑑𝑡+ 𝑒−𝜆𝑡𝑑𝑡×

×
𝑚∑︁

𝑘=3

𝑟𝑘−2

1∫︁
𝐵𝑘(𝑡)

𝑑𝑥

𝑥
𝑓𝑘−3(𝑥)(𝜆(𝑡−Θ𝑘)− 1 + 𝑟 ln(𝑥)),

𝑡 ∈]Θ𝑚; Θ𝑚+1], 𝑚 ≥ 2.

Отримане використаємо в (14) для обчислення
твiрної функцiї розподiлу:

𝑀𝑡(𝑧) =
𝜆2

(𝜆− 𝑧)2
+

+
𝜆𝑧

(𝜆− 𝑧)2

∞∑︁
𝑚=3

𝑟𝑚−2𝑒−(𝜆−𝑧)Θ𝑚𝐼𝑚(𝑧), 𝑧 < 𝜆, (16)

3 В нашому випадку 𝑡 ≤ 0 ⇒ 𝑃 (𝑡) = 0.
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Рис. 3. Залежнiсть другого 𝜇2 та третього 𝜇3 моментiв
функцiї розподiлу тривалостей МII вiд iнтенсивностi вхi-
дного потоку 𝜆. Ромби – результати чисельного моделю-
вання методом Монте-Карло, суцiльна лiнiя – обчислення
згiдно з формулами (21) i (20) при 𝑛 = 3. Тут V0 = 20 мВ,
ℎ = 11,2 мВ, 𝜏 = 20 мс

де введено такi допомiжнi функцiї 𝐼𝑚(𝑧):

𝐼𝑚(𝑧) =

1∫︁
0

𝑑𝑥 𝑓𝑚(𝑥)𝑥𝑟−𝜏𝑧−1, 𝑚 = 0, 1, ... .

Знайдемо рекурентне спiввiдношення для фун-
кцiй 𝐼𝑚(𝑧), пiдставивши (11) в останнiй вираз:

𝐼𝑚(𝑧) = Φ(𝛽, 1, 𝑟 − 𝜏𝑧)𝐼𝑚−1(𝑧), 𝑚 = 1, 2 ...;

𝐼0(𝑧) =
1

𝑟 − 𝜏𝑧
.

(17)

Тут Φ(𝛽, 1, 𝑟 − 𝜏𝑧) – трансцедент Лерха:

Φ(𝑧, 𝑠, 𝑎) =
1

Γ(𝑠)

1∫︁
0

𝑑𝑥

1− 𝑧𝑥
(− ln(𝑥))𝑠−1𝑥𝑎−1.

З рекурентного cпiввiдношення (17) слiдує, що

𝐼𝑚(𝑧) =
1

𝑟 − 𝜏𝑧
(Φ (𝛽, 1, 𝑟 − 𝜏𝑧))

𝑚
, 𝑚 = 0, 1 ... .

Пiдставимо останнiй вираз у (16) та використа-
ємо означення Θ𝑚 (4):

𝑀𝑡(𝑧) =
𝜆2

(𝜆− 𝑧)2
+

𝜆𝑧

(𝜆− 𝑧)2
𝑟

𝑟 − 𝜏𝑧
𝑒−(𝜆−𝑧)𝑇2×

×
∞∑︁

𝑚=0

(︁
𝑟𝛽𝑟(1− 𝑧

𝜆 )Φ (𝛽, 1, 𝑟 − 𝜏𝑧)
)︁𝑚

. (18)

Тут ряд
∑︀∞

𝑚=0

(︀
𝑟𝛽𝑟(1− 𝑧

𝜆 )Φ (𝛽, 1, 𝑟 − 𝜏𝑧)
)︀𝑚

збiга-
ється в околi точки 𝑧 = 0, оскiльки 𝑟𝛽𝑟Φ (𝛽, 1, 𝑟) <
< 1. Останнє доведено у теоремi 3 роботи [7].

Остаточно, пiсля пiдсумовування у правiй ча-
стинi (18), в околi точки 𝑧 = 0 твiрна функцiя
моментiв має такий вигляд:

𝑀𝑡(𝑧) =
𝜆2

(𝜆− 𝑧)2
+ 𝑎𝑟

𝜆𝑧

(𝜆− 𝑧)2
×

× 𝑟

𝑟 − 𝜏𝑧

𝑒𝑧𝑇2

1− 𝑟𝛽𝑟𝑒𝑧𝑇3Φ(𝛽, 1, 𝑟 − 𝜏𝑧)
, (19)

де 𝑎 = 𝑒−
𝑇2
𝜏 .

Оскiльки в околi нуля твiрна функцiя момен-
тiв скiнченна, то, згiдно з теоремою Куртiса [8],
отримана твiрна функцiя моментiв (19) повнiстю
визначає саму функцiю розподiлу 𝑃 (𝑡).

За допомогою твiрної функцiї моментiв (19) мо-
жна знайти моменти функцiї розподiлу:

𝜇𝑛 =
𝑑𝑛𝑀𝑡(𝑧)

𝑑𝑧𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

=
(𝑛+ 1)!

𝜆𝑛
+

+
𝑛!𝑎𝑟

2𝜆𝑛

1

1− 𝑟𝛽𝑟Φ(𝛽, 1, 𝑟)

𝑛−1∑︁
𝑚=0

(𝜆(𝑇2 − 𝑇3))
𝑚

𝑚!
×

×
𝑛−1−𝑚∑︁
𝑘=0

(𝑛−𝑚− 𝑘)(𝑛−𝑚− 𝑘 + 1)

(︃
𝛿𝑘,0 +

+
1

𝑘!

𝑘∑︁
𝑙=1

(−1)𝑙𝑙!

(1− 𝑟𝛽𝑟Φ(𝛽, 1, 𝑟))𝑙
𝐵𝑘,𝑙(𝑔1, 𝑔2, ..., 𝑔𝑘−𝑙+1)

)︃
,

𝑔𝑚 = (−𝜆𝑇3)
𝑚 −𝑚!𝑟𝑚+1𝛽𝑟Φ(𝛽,𝑚+ 1, 𝑟); (20)

де 𝜇𝑛 позначає 𝑛-й момент, 𝐵𝑘,𝑙(𝑔1, 𝑔2, ..., 𝑔𝑘−𝑙+1) –
частковi експоненцiйнi полiноми Белла.

Поклавши в останньому виразi 𝑛 = 1, для пер-
шого моменту маємо:

𝜇1 =
2

𝜆
+

1

𝜆

𝑎𝑟

1− 𝑟𝛽𝑟Φ(𝛽, 1, 𝑟)
,

що збiгається з отриманим ранiше у [7, Рiвн. (46)].
Зауважимо, що у позначеннях роботи [7] 𝐼(𝑎, 𝑟) =
= 𝛽𝑟Φ(𝛽, 1, 𝑟).

Згiдно з (20) при 𝑛 = 2 другий момент має такий
вигляд:

𝜇2 =
6

𝜆2
+

2

𝜆2

𝑎𝑟

1− 𝑟𝛽𝑟Φ(𝛽, 1, 𝑟)

(︃
3 + 𝜆𝑇2 +

+
𝑟𝛽𝑟Φ(𝛽, 1, 𝑟)

1− 𝑟𝛽𝑟Φ(𝛽, 1, 𝑟)

(︂
𝜆𝑇3 + 𝑟

Φ(𝛽, 2, 𝑟)

Φ(𝛽, 1, 𝑟)

)︂)︃
. (21)

5. Чисельна перевiрка

Для чисельної перевiрки одержаних формул бу-
ло написано програму, яка моделювала динамiку
мембранного потенцiалу нейрона, стимульованого
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потоком вхiдних iмпульсiв, якi утворюють стоха-
стичний процес Пуассона. Поведiнка нейрона мо-
делювалась протягом такого часу, щоб в результатi
було одержано 1000 000 вихiдних iмпульсiв, що до-
зволило обчислити густину ймовiрностi 𝑃 (𝑡) i мо-
менти розподiлу, як показано в (13). Моделювання
повторювалось для рiзних значень iнтенсивностей
вхiдного потоку 𝜆. Результати обчислення 2-го i 3-
го моментiв i їх порiвняння з формулою (21) i (20)
при 𝑛 = 3 показано на рис. 3.

6. Висновки

У цiй роботi розглянуто статистику активностi iн-
тегруючого нейрона з втратами при його стиму-
ляцiї вхiдними iмпульсами, якi утворюють стоха-
стичний процес Пуассона. Для моделi нейрона з
порогом двiйка одержано вичерпний опис стати-
стики довжин вихiдних мiжiмпульсних iнтервалiв
у термiнах твiрної функцiї моментiв, яку знайде-
но явно, рiвн. (19). Одержанi формули перевiрено
шляхом чисельного моделювання динамiки нейро-
на з конкретними фiзичними параметрами.

Ця робота була пiдтримана Програмою фун-
даментальних дослiджень Вiддiлення Фiзики i
Астрономiї Нацiональної академiї наук України
“Iндукованi шумом динамiка та кореляцiї в нерiв-
новажних системах”, № 0120U101347.
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MOMENT-GENERATING
FUNCTION OF OUTPUT STREAM
OF LEAKY INTEGRATE-AND-FIRE NEURON

The statistics of the output activity of a neuron during its

stimulation by the stream of input impulses that forms the

stochastic Poisson process is studied. The leaky integrate-and-

fire neuron is considered as a neuron model. A new represen-

tation of the probability distribution function of the output

interspike interval durations is found. Based on it, the moment-

generating function of the probability distribution is calculated

explicitly. The latter, according to the Curtiss theorem, com-

pletely determines the distribution itself. In particular, explicit

expressions are derived from the moment-generating function

for the moments of all orders. The first moment coincides with

the one found earlier. Formulas for the second and third mo-

ments have been checked numerically by direct modeling of

the stochastic dynamics of a neuron with specific physical

parameters.

Ke yw o r d s: leaky integrate-and-fire neuron, stochastic Poi-
sson process, interspike interval, moments of probability distri-
bution, moment-generating function.
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