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ТЕОРIЯ ФУНКЦIОНАЛА
ГУСТИНИ В АТОМНIЙ ФIЗИЦIУДК 539.184.01

Наведено огляд широкого спектра питань, що лежать в основi теорiї функцiонала гу-
стини, ТФГ, яка у теперiшнiй час є всюдисущою практично у всiх розрахункових робо-
тах по атомах i молекулах, твердих тiлах i наноматерiалах, i фактично становить
основу сучасних комп’ютерних технологiй вивчення багатьох тiл, та її застосувань до
квантової теорiї атомних систем. Основна мета цього огляду двояка: це, по-перше, по-
казати, на основi дослiджень властивостей атомних систем, всi “за та проти” стан-
дартної ТФГ, що бере початок з теореми Хоенберга–Кона i метода самоузгодженого
поля Кона–Шема, i, по-друге, продемонструвати шляхи її покращення, здебiльшого спи-
раючись на метод локально-масштабних перетворень, у якому одноелектронна густина
вiдiграє, як це i повинно бути у ТФГ, природну роль змiнної.
К люч о в i с л о в а: атом, одноелектронна густина, теорiя функцiонала густини, теорема
Хоенберга–Кона, метод самоузгодженого поля Кона–Шема, локально-масштабнi пере-
творення.

1. Вступ

“ Якщо говорити про прогрес пiзнання i пiдкорен-
ня природи, частиною якої є ми самi, то в iсторiї
науки навряд чи щось може зрiвнятися з дослiд-
женнями свiту атомiв у нашому столiттi.”

Нiльс БОР (Вибранi науковi працi, т. II, Наука, М.,
1971, с. 504)

Огляд, зазвичай, задумується як певний пiдсумок,
пiдсумовування результатiв дослiджень, зiбраних
у чисельних роботах. Зовсiм не є виключенням i
цей огляд. З контентного боку, вiн знаходиться на
перетинi двох тем. Одна з них – це атомна фiзика
або фiзика атома [1, 2]. Тому вiдповiдь на питан-
ня “Чому про це?” дана у епiграфi, мотто даного
огляду. Друга, певна рiч – теорiя функцiонала гу-
стини (ТФГ). Перетин цих тем – це вся палiтра
застосувань ТФГ до атомної фiзики.

1.1. Передмова: Чому про це?

З назви випливає, що тема огляду багата на ювi-
лейнi дати, як не так далекi, так i теперешнi. Пер-
ша з них, природно, по першiй темi. У минуло-
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му 2013 роцi, з 9 по 12 жовтня в Боннi прохо-
див Форум лауреатiв Премiї Олександра ф. Гум-
больдта, який зiбрав фактично всю мiжнародну
елiту квантових теоретикiв. Серед ста його уча-
сникiв були минулорiчний Нобелiвський лауреат
C. Арош (Serge Haroche) з Парижа та його нi-
мецький колега Вольфганг Кеттерле (Wolfgang
Ketterle), який був удостоюваний Нобелiвською
премiєю по фiзицi 2001 року. В Секцiї “Межi
квантової оптики: Приборкання свiту атомiв i фо-
тонiв – 100 рокiв пiсля Нiльса Бора”, учасни-
ки обговорювали поточнi i актуальнi питання цi-
єї дисциплiни, яка бере початок бiльш нiж сто
рокiв тому.

1.2. Моделi атома:
Дж.Дж. Томсон, Е. Резерфорд
та Н. Бор (1904–1913)

Тодi – в далекi 1900 роки 1 – квантова механiка
тiльки робила свої першi кроки у свiдомостi люд-

1 Пiдводячи пiдсумки ХIХ сторiччя, Лорд Кельвiн у своїй
промовi 27 квiтня 1900 року зазначив, що “тiльки двi ма-
ленькi хмаринки” залишились на горизонтi нашого знан-
ня фiзичного свiту.
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ства i починала з простiшого атома Всесвiту, атома
водню H 2.

Ще з часiв Левкiппа (Leukippos) – це десь V сто-
рiччя до н.е. – атом уявлявся як сама маленька,
неподiльна i дискретна частинка [4–7]: не даремно
слово “атом” походить з грецької 𝛼𝜏𝑜𝜇𝑜𝜎, що зна-
чить неподiльний (“indivisible”). Ця концепцiя була
розвинута його учнем Демокрiтом (Demokritos) з
Абдери (Abdera) [6–8], i в подальшому узагальнена
Коперником (Copernicus), Кеплером (Kepler), Га-
лiлеєм (Galileo), Декартом (Descartes), та iншими
[8,9]. До цього часу, вже у XIX сторiччi, певна рiч,
пропонувалися моделi атома, наприклад, Кельвi-
ном i Гельмгольцем, але вони, по сутi, були або ме-
ханiчними, або гiдродинамiчними [10]. Пiзнiше, в
кiнцi цього сторiччя, незмiнною компонентою ато-
ма вважався електрон(и), який було вiдкрито дещо
ранiше, у 1897 р., Дж.Дж. Томсоном (Joseph John
Thomson) у роботах з катодних променiв. Вiн вва-
жав атом не таким вже й неподiльним, а таким, що
складається з електронiв, якi вiн назвав корпуску-
лами (“corpuscle”) 3, за що, точнiше “на знак визна-
ння його теоретичних i експериментальних дослi-
джень, присвячених провiдностi електрики газа-
ми”, i був удостоюваний Нобелiвської премiї по фi-
зицi 1906 р. Тодi, французський фiзик Ж. Перрен
(Jean Perrin) [11, 12] запропонував модель атома у
виглядi позитивно зарядженої частинки, оточува-
ної електронами на зразок “petites planètes” [11],
якi компенсують заряд першої частинки.

До цього часу всi передумови встановити струк-
туру “неподiльного” атома були наявними, що i
привело Томсона до його моделi “сливового пиро-
га” (“plum pudding”) [14] (див. також [15–17]), яка,
правда, проiснувала всього лише впродовж приб-
лизно 5 рокiв. В цiй моделi, атом розглядався як
позитивно заряджений “суп”, “желе”, який займав

2 Здається, “на початку ХХ сторiччя було ще не час пiд-
нiмати питання про будову атома”. За висловлюванням
одного фiзика: “Напевно, буде справедливим зауважити,
що для звичайного фiзика того часу припущення про бу-
дову атома звучали приблизно так, як припущення про
життя на Марсi. Вони були вельми цiкавi для тих, кого
захоплювали подiбнi речi, але надiї на те, що вони будуть
пiдкрiпленi переконливими науковими доказами та що
наукова думка зможе розвинути їх, майже не було.”([3],
стор. 27). Ось ще одна хмара, навiть не “хмаринка”!

3 У 1894 р. перейменована Стонi [13] у атом електрики або
електрон (“electron”).

весь об’єм атома i в який вкрапленi електрони
для збалансування позитивного заряду желе, на
зразок iзюму у пудингу 4. Електрони в желе здiй-
снюють рух по замкнутих орбiтах 5. Таким чином,
атом, по Томсону, складається з декiлькох негатив-
но заряджених корпускул, якi заключено у “сфе-
ру рiвномiрно розподiленого позитивного заряду”
([14], стор. 237), точнiше, “𝑛 корпускул розташо-
ванi на рiвних кутових iнтервалах на колi радiуса
𝑎, причому кожна корпускула має негативний за-
ряд 𝑒”. Згiдно з теоремою Iрншоу ([23], див. також
[24], Задача 3, с. 25; а також [25], §19, с. 94), яка
носить iм’я Самуеля Iрншоу (Samuel Earnshaw),
англiйського священика, фiзика i математика [24],
питання про стабiльнiсть такого атома залишало-
ся вiдкритим. Фактично, теорема Iрншоу запере-
чувала iснування атома як томсонiвської системи
статичних зарядiв i привела до його планетарної
моделi.

Це також був час вiдкриття радiоактивностi,
яка вважалась вельми загадковим явищем. Тим
не менш, її природу було розв’язано, за що Резер-
форд отримав у 1908 роцi Нобелiвську премiю по
хiмiї 6. Тодi вважалося, що радiоактивнiсть може
бути пояснена у рамках Томсонiвської моделi “пи-
рога” [14].

Необхiдно зазначити, що це також був час, коли
не iснувало нiяких прискорювачiв i колайдерiв, i
експериментатори використовували тiльки радiо-
активнi iзотопи у ролi джерел альфа- i бета-час-
тинок. Так, альфа-частинки виникають при роз-
падi радiю i деяких iнших елементiв i по сутi є
повнiстю iонiзованими атомами гелiю 4He2+. При
зiткненнях з атомами, aльфа- i бета-частинки вiд-
хиляються вiд заданого напрямку. Альфа-частин-

4 Ряд рисункiв Томсонiвського “пудингу” пред-
ставлено на сайтi, https://en.wikipedia.org/wiki/
Plum_pudding_model.

5 У вiдповiдностi з теоремою Бертранда [18–22], яка ствер-
джує, що єдиними центральними потенцiалами, якi є
функцiями вiд вiдстанi 𝑟, та якi дозволяють замкнутi ор-
бiти для зв’язаних частинок, незалежнi вiд початкових
умов, є потенцiали Кулона, ∼1/𝑟2, та iзотропного гармо-
нiчного осцилятора (тобто закон Гука, ∼𝑟). Див. з цього
приводу коментар Еренфеста [20] про винятковiсть роз-
мiрностi 3D порiвняно з iншими розмiрностями.

6 Слiд зауважити, що Резерфорд, який вважав себе фiзи-
ком, а зовсiм не хiмiком, широко цитується як такий, що
сказав: “Вся наука – це або фiзика, або колекцiювання
марок”.
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Рис. 1. Спрощена схема дослiдiв Гейгера–Марсдена–
Резерфорда. Весь прилад розташовано у сосудi з достатнiм
вакуумом, щоб виключити додаткове розсiювання альфа-
частинок. Останнi випускалися радiоактивним джерелом 1,
розташованим у цилiндрi iз свинцю 2 з вузьким каналом 3
i потрапляли на фольгу 4 з золота, перпендикулярно до
її поверхнi. Альфа-частинки, що пройшли крiзь фольгу та
розсiянi нею, потрапляли на напiвпрозорий екран 5, покри-
тий люмiнесцируючою речовиною (сульфат цинку), який
мiг свiтитися при ударi з альфа-частинками – такий спа-
лах називається сцинтиляцiєю (вiд латинського “scintillati-
o”), що значить виблискування, короткочасний спалах свi-
тла). Спалахи рахувалися мiкроскопом 6, розташованим за
екраном. При вiдсутностi фольги на екранi виникав свiтлий
кружечок, який складався з сцинтиляцiй, зумовлених тон-
ким пучком альфа-частинок. Якщо на шляху руху альфа-
частинок помiстити тонку золоту фольгу товщиною при-
близно 0,1 мк, тодi картинка, що спостерiгається на екранi,
сильно змiнювалась: окремi спалахи з’являлися не тiльки
за межами попереднього кружечка, а їх можнi було навiть
спостерiгати з протилежного боку золотої фольги. Пiдрахо-
вуючи число сцинтиляцiй в одиницю часу у рiзних мiсцях
екрана, можна встановити розподiл у просторi розсiяних
альфа-частинок. Число альфа-частинок швидко спадає зi
збiльшенням кута розсiювання (див. рис. 2)

ки, як бiльш швидкi, можуть проникати крiзь ато-
ми, якi спричиняють вiдхилення, що спостерiгаю-
ться. Природно вважати, що цi вiдхилення зумов-
ленi електричним полем, iснуючим всерединi ато-
ма, i тому можуть дати iнформацiю про розподiл
заряду у атомi [27]. Оскiльки маса альфа-частинки
𝑚𝛼 перевищує масу електрона майже у 7300 разiв,
то можна, певна рiч, нехтувати впливом електрона
на розсiювання альфа-частинки i на помiтну змi-
ну її напрямку руху. Отже, тiльки позитивно за-
ряджена область атома дає суттєвий вплив на рух
альфа-частинки, заряд якої 𝑧𝛼 = 2𝑒.

У 1909 р. Г. Гейгер (Hans Geiger), молодий нiме-
цький фiзик, i Е. Марсден (Ernest Marsden), сту-
дент Унiверситету Манчестера, провели експери-
менти з бомбардування альфа-частинками мiше-
нi (рис. 1), що складалась з пластини фольги зо-

лота 197Au [28] 7. Золото було вибрано не просто
так: як вiдомо, золото – самий благородний ме-
тал з вiдомих так званих монетних (“coinage”) ме-
талiв. У об’ємнiй фазi золото суттєво iнертно [32–
35] 8. Гейгер i Марсден спостерiгали чудну пове-
дiнку альфа-частинок, якi було розсiяно золотою
фольгою, а саме:

a) Спостерiгався досить широкий кутовий роз-
подiл, який неможливо було пояснити томсонiв-
ською моделлю атома, в якiй “𝑁 негативно заря-
джених корпускул, розташовано у такому ж числi
позитивно заряджених частинок желе, рiвномiрно
розподiленого у сферi” [14]. Так, приблизно одна
з 8000 альфа-частинок, пройшовши скрiзь фольгу
з золота товщиною 0,00004 см, розсiюється на кут
𝜃 > 90∘ (“розсiювання назад”, рис. 2).

б) Найбiльш iмовiрнi кути розсiювання альфа-
частинок на золотiй фользi товщиною 1,7 ·10−4 см
дорiвнюють приблизно 1,40∘ [37]. Якщо припусти-
ти, що атом описується моделлю пудингу, в якiй
позитивний заряд є достатньо просторовим, i, та-
ким чином, вiн не може створювати сильного ку-
лонiвського вiдштовхування, що примушує альфа-
частинки вiдхилятися на малi кути.

Що дає нам теорiя? Розглянемо альфа-частинку,
що рухається з нескiнченностi зi швидкiстю 𝑣∞ i
розсiюється на точковому позитивному зарядi 𝑍𝑒
маси 𝑀 (𝑒 – позитивний заряд, рiвний по абсолю-
тнiй величинi заряду електрона). Нехай енергiя 𝑈
їх взаємодiї кулонiвська, рiвна 𝑈 = 𝑧𝛼𝑍𝑒

2/𝑟, де 𝑟 –
вiдстань мiж частинками. Тодi диференцiальний
перерiз розсiювання дається формулою Резерфор-
да [27, 42, 43]:
𝑑𝜎

𝑑Ω
=

(︂
𝑧𝛼𝑍𝑒

2

𝜇𝑣2∞

)︂2
csc4

(︂
𝜃

2

)︂
, (1)

7 100 рокiв по тому схожий експеримент було проведено
А. Лемасоном (Antoine Lemasson) з колегами з Францiї,
Iндiї, Польщi i США на прискорювачi СПIРАЛ (Францiя)
[29–31].

8 Взагалi кажучи, це твердження не зовсiм вiрне. Так, у
ХVI сторiччi, каталiтичнi властивостi золота – так зване
“питне золото” (“aurum potabile”), зокрема – були вiдомi
завдяки роботам алхiмiка Давiда де Планi–Кампи (David
de Planis Campy), хiрурга французського короля Людо-
вiка XIII, i його “Трактату про iстиннi, неперевершенi,
великi i унiверсальнi лiкi древнiх, або ж про питне зо-
лото, незрiвняну скарбницю невичерпних багатств” [36] i
вiдомого алхiмiка Пилипа Ауреолуса Теофрастуса Бом-
бастуса ф. Гогенхейма (Philippus Aureolus Theophrastus
Bombastus von Hohenheim), бiльш вiдомого як Парацельс.
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де 𝜇 = 𝑚𝛼𝑀/(𝑚𝛼 + 𝑀) – приведена маса. Тодi
число розсiяних частинок, якi попали у детектор,
що знаходиться пiд кутом 𝜃 (див. рис. 2), дорiвнює

Δ𝑁 =

(︂
𝑑𝜎

𝑑Ω

)︂
𝑁Au𝑙ΔΩ, (2)

де 𝑁Au – число центрiв, що розсiюють на 𝛼, 𝑙 –
товщина фольги. Порiвнюючи формули (1) i (2),
отримуємо

Δ𝑁 sin4
(︂
𝜃

2

)︂
= const ≡ C. (3)

Результати по формулi (3) зiставленi у табл. 1 з
експериментальними даними для золота. З табл. 1
випливає, що добуток Δ𝑁 sin4(𝜃/2) слабо змiню-
ється в даному iнтервалi кутiв (15∘, 150∘) i, от-
же, модель розсiювання альфа-частинки на ядрi
з зарядом 𝑍𝑒 наближено описує данi експеримен-
ту Гейгера–Марсдена. Можна припустити, що це
наближення пов’язано, по-перше, як з тим, що са-
ма формула Резерфорда є наближеною (див. на-
приклад, [44] про аномальне розсiювання альфа-
частинок на легких ядрах, зобов’язане ядернiй
взаємодiї завдяки ефективному проникненню че-
рез їх низький кулонiвський бар’єр та [45,46]), так
i з неврахуванням впливу електронної пiдсистеми,
що входить у склад атома i яка екранує ефектив-
ний позитивний заряд.

Користуючись своєю формулою Резерфорд [27]
зробив висновок про те, що для того, щоб кути роз-
сiювання задовольняли нерiвнiсть 𝜑 > 90∘, розсiю-
вання повинно вiдбуватися мiж альфа-частинкою i
сильно зарядженою частинкою з концентрованою
масою. Отже, атом має масивний центр з зарядом
𝑍𝑒, що оточений сферою з негативним зарядом.
Ця модель атома отримала назву планетарної [27].
Таким чином, атом по Резерфорду – це система, в
якiй весь позитивний заряд з основною масою ато-
ма, яка зконцентрована в достатньо малому об’є-
мi – так званому центрi атома (ядрi), а негативно
зарядженi частинки, електрони, рухаються навко-
ло ядра, на достатньо великих вiдстанях. У цiй са-
мiй роботi Резерфорд показав, що його формула
добре узгоджується з експериментальними дани-
ми Гейгера–Марсдена i, що величина позитивного
заряду атома приблизно пропорцiйна його атом-
нiй вазi 𝐴 (у випадку атомiв важче алюмiнiю).
Так, атом золота з атомною вагою 𝐴 = 197 має

Рис. 2. Траекторiї альфа-частинок, що пролiтають на рi-
зних вiдстанях вiд ядра. Картина сцинтиляцiй, що спосте-
рiгаються на екранi 5 рис. 1, показала, що бiльшiсть альфа-
частинок проходить скрiзь золоту фольгу без помiтної змi-
ни напрямку їх руху. Однак, окремi частинки вiдхилялися
на бiльшi кути вiд початкового напрямку альфа-частинок
[Θ ∼ 135∘–150∘, див. четверту (зверху) альфа-частинку] i
навiть вiдкидалися назад. Дослiдження показали, що при
проходженнi альфа-частинок скрiзь фольгу приблизно на
кожнi 10000 падаючих частинок тiльки одна вiдхиляється
на кут бiльше 10∘ вiд початкового напрямку руху. Ли-
ше у виглядi рiдкiсного виключення одна з величезного
числа альфа-частинок вiдхиляється вiд свого початкового
напрямку

заряд 𝑍, що приблизно дорiвнює 100. Зазначимо
тут, що до 1911 р. атомне число 𝑍, як число еле-
ктронiв елемента перiодичної системи не iснува-
ло: хiмiчнi елементи все ще визначалися атомни-
ми вагами. Резерфорд першим запровадив понят-
тя “атомний номер” – це було ним зроблено у 1913
р., хоча його на мiсяць випередив голландський
фiзик-любитель Антонiус ван ден Брьок, що опу-
блiкував статтю у Nature [38] (див. також [39, 40])
через мiсяць пiсля появи вiдповiдної статтi Резер-
форда. Ван ден Брьок вважав, що атомне число
визначає позитивний заряд атома Резерфорда.

Планетарна модель Резерфорда атома аж нiяк
не була єдиною, в якiй позитивно заряджене ядро

Таблиця 1. Результати
розсiювання на фользi з золота

𝜃(∘) 15 30 45 60 75 105 120 135 150

Δ𝑁 132000 7800 1435 477 211 69,5 51,9 43,0 33,1

C 38,4 35,0 30,8 29,8 29,1 27,5 29,0 31,2 28,8
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займало крихiтну область атома. У 1904 р. япон-
ський фiзик Хантаро Нагаока (Hantaro Nagaoka)
запропонував свою “сатурнiанську” модель, яка
нагадувала модель атома Перрiна i в якiй пози-
тивно заряджене ядро було оточене електронами,
що знаходилися на рiвних вiдстанях один вiд одно-
го та оберталися з загальною кутовою швидкiстю
[10, 41].

У додаток до сказаного вище про формулу Ре-
зерфорда зазначимо, що внесок електронної пiд-
системи у взаємодiю з альфа-частинками може бу-
ти визначено таким чином: апроксимацiєю дискре-
тного розподiлу негативного заряду у планетар-
нiй моделi атома Резерфорда неперервним розпо-
дiлом, рiвномiрно зарядженим по об’єму сфери ра-
дiуса 𝑅. Тодi потенцiал 𝜑(𝑟) такого атома на вiд-
станi 𝑟 вiд центра визначається виразом ([47], За-
дача 76, с. 27, 227; див. також [27], §2; [24], с. 15):

𝜑(𝑟) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑍𝑒

𝑅

(︂
3

2
− 𝑟2

2𝑅2

)︂
, 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅,

𝑍𝑒

𝑟
, 𝑟 ≥ 𝑅.

(4)

Розглянемо альфа-частинку, що падає на центр
атома, а взаємодiя описується потенцiалом (4). Ча-
стинка зупиниться на такiй вiдстанi 𝑏 вiд центра
атома, яка задовольняє рiвняння
1

2
𝑀𝑢2 = 𝑧𝛼𝑍𝑒

2

(︂
1

𝑏
− 3

2𝑅
+

𝑏2

2𝑅3

)︂
. (5)

Припустимо (див. [17, 27]), що 𝑍 = 100 i вiдноси-
ться до золота, 𝑢 = 2,09 · 109 см/с, а 𝑅 = 10−8 см,
що є порядком радiуса атома. Тодi вiдстань 𝑏 =
= 3,4 · 10−12 см, що дуже мало порiвняно з 𝑅 i, от-
же, альфа-частинка до розсiювання, зокрема, “роз-
сiювання назад”, достатньо близько пiдходить до
позитивно зарядженого центра.

Необхiдно, мабуть, згадати декiлька робiт, при-
свячених потенцiалу (4). Флюгге ([48], Задача 73,
с. 200) розглянув пертурбативний вплив верхньої
частини потенцiалу (4), зумовлену врахуванням
рiвномiрного розподiлу електричного заряду по
об’єму, на енергетичний спектр незбуреної задачi
про рух електрона в полi точкового ядра (нижня
частина потенцiалу (4)). Iваненко i Пустовалов [49]
застосували (4) для опису iзотопiчного змiщення
мезоатомiв, а автори [50] – до квантової точки, уза-
гальнюючи таким чином її параболiчну модель.

Отже, резерфордiвська модель атома або атом
Резерфорда, як її охрестив Бор [51], це факти-

чно є атом водню Н, складається з дуже легкого
електрона 𝑒− з масою 𝑚𝑒 i негативним електри-
чним зарядом –1 9 i бiльш важкого ядра – протона
𝑝 – з масою 𝑚𝑝 i масовим вiдношенням 𝑚𝑝/𝑚𝑒 ≈
1836,1526724718, який символiчно позначається як
H+ (або H без електрона, однократно iонiзований)
та несе позитивний заряд +1. Ця модель не бу-
ла досконалою. Оскiльки електрон i протон ма-
ють протилежнi електричнi заряди, вони притягу-
ються по закону Кулона, та, таким чином, по тео-
ремi Бертранда [18], електрон обертається навколо
протона по стiйкiй i замкнутiй кеплерiвськiй орбiтi
[42, 52]. Але, оскiльки вiн рухається з прискорен-
ням, вiн має випромiнювати електромагнiтне ви-
промiнювання i, таким чином, втрачати енергiю,
все ближче i ближче наближаючись до ядра, та,
насамкiнець, впасти на нього 10. В результатi, атом
Резерфорда має колапсувати. Насправдi, атом во-
дню – це стiйка система з тiєї причини, що падiн-
ня електрона на ядро суворо заборонено кванто-
вою механiкою [55], яка постулює модель атома
Резерфорда–Бора, по якiй атом водню складається
з електрона, що обертається навколо позитивно-
го ядра на деякiй специфiчнiй стацiонарнiй орбi-
тi з перiодом ≈150 аттосекунд (1 аттосекунда =
= 10−18 c, одна квiнтiлiонна частка секунди) та се-
редньою довжиною зв’язку 𝑒− −H+, що дорiвнює
1,000545 6 а.о. (бор) (або 0,529 455 7 Å) [54, 56].

Перед тим, як впритул пiдiйти до моделi атома
Бора, зробимо невеличкий вiдступ. Вище ми на-
водили вислiв Е. Резерфорда про те, що “Вся на-
ука – це або фiзика, або колекцiювання марок”.
Воно звучить дещо парадоксально, оскiльки слово
“фiзика” бере початок з грецького слова “𝜙𝜐𝜎𝜄𝜁”,
що означає “природу”, точнiше “вивчення приро-
ди”. Вивчення природи – як задача науки – засно-
вано на логiчних умовивiдах, математицi, iншими
словами: природа нам з’являється у явищах, якi
спостережуванi – через чуттєве споглядання, че-
рез вiдчуття, якщо слiдувати “Критицi чистого ро-
зуму” I. Канта. Ми, таким чином, отримуємо уяв-
лення про явища i обмiрковуємо, осмислюємо йо-
го логiчно. Таким чином, ключовою у науцi стає
доктрина логiчного емпiрицизму, що виражається
у тому, щоб унiфiкувати, математизувати науку.

9 У атомних одиницях, а.о.
10 Задача падiння частинки на притягуючий центр розгля-

дається квантово-механiчно у [53]. Див. також [54].
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Таблиця 2. Серiя Бальмера атома водню. Якщо 𝑛 – головне квантове число [див. формулу (12)],
тодi серiя характеризується переходами з 𝑛-го рiвня (𝑛 > 2) на рiвень 𝑛 = 2, якi послiдовно позначають
грецькими буквами: 𝑛 = 3 на 𝑛 = 2 – Н𝛼, 𝑛 = 4 на 𝑛 = 2 – Н𝛽, 𝑛 = 5 на 𝑛 = 2 – Н𝛾 , 𝑛 = 6 на 𝑛 = 2 – Н𝛿

Перехiд 3 → 2 4 → 2 5 → 2 6 → 2 7 → 2 8 → 2 9 → 2 ∞ → 2

Позначення Н𝛼 Н𝛽 Н𝛾 Н𝛿 Н𝜀 Н𝜁 Н𝜂 Границя
Довжина хвилi (нм) 656,3 486,1 434,1 410,2 397,0 388,9 383,5 364,6
Колiр Червоний Синiй Фiолетовий Фiолетовий Ультра- Ультра- Ультра- Ультра-

фiолетовий фiолетовий фiолетовий фiолетовий

Тодi стає зрозумiлою вiдмова Ньютона вiд фiзи-
чних термiнiв i введення математизованих рiвнянь
та його перетворення всiєї фiзики у “Математичнi
начала натуральної фiлософiї”.

З часом, ця доктрина превалювала у так зва-
ному “Вiденському крузi”, де Г. Хан (Hans Hahn),
М. Шлiк (Moritz Schlick), Ф. Франк (Philip Frank)
i Р. Карнап (Rudolph Carnap) намагалися показа-
ти, що вся наука може бути об’єднана ексклюзив-
но на основi математики i символiчної логiки, та,
у цьому сенсi, комп’ютеризована або “оцифрова-
на”. Осторонь не залишилась i спектроскопiя, осно-
ви якої було закладено Ньютоном пiсля 1666 р.,
як науки про походження спектральних лiнiй. У
тi роки це називалося мiстикою, магiєю чисел або
нумерологiєю – науковi школи були глибоко про-
никнутi пiфагорiйською iдеєю про гармонiю свi-
ту. Якщо пам’ятаєте, Нептун було “вiдкрито кiн-
чиком пера” американського астронома Персиваля
Ловелла [61].

У 1885 р. Iоган Якоб Бальмер, який тодi викла-
дав у жiночiй школi у Базелi пiсля захисту до-
кторської дисертацiї по циклоїдi, i який, судячи по
спогадам Дж. Томсона (див. [10], с. 74), теж був
великим любителем нумерологiї i переконаним по-
слiдовником пiфагорiйцев, опублiкував статтю у
“Повiдомленнях товариства природознавцiв у Ба-
зелi”, де стверджував наступне: “Менi здається, що
водню ... як нiякiй iншiй речовинi призначено вiд-
крити новi шляхи до розумiння структури речови-
ни та її властивостей. Тому кiлькiснi спiввiдношен-
ня мiж довжинами хвиль перших чотирьох водне-
вих спектральних лiнiй повиннi особливо притягти
увагу” [62] 11.

11 Так, в статтi “Значення рентгенiвських променiв для су-
часного пiзнання природи” [63], А. Зомерфельд писав:
“Рука в руку з цим поворотом до арифметичного виник
вiдомий потяг сучасної фiзики до пiфагорiйської мiстики

Iснує така iсторiя вiдкриття Бальмера. До Баль-
мера Ангстрем [64] вивчав спектр водню, вiдкрито-
го ним на Сонцi, та спостерiгав 1000 спектральних
лiнiй (чотири лiнiї у видимому дiапазонi: 6562,3,
4860,7, 4340,0, 4102,20 нм – див. табл. 2) з роздi-
ленням у одну десятимiльйонну частку мiлiметра
(згодом названу “ангстремом”, Å, на його честь):

Одного разу, у колi друзiв, Бальмер заявив, що
може знайти формулу для послiдовностi любих чо-
тирьох чисел, i його друг Едуард ф. Хагенбах-Бi-
шофф (Eduard v. Hagenbach-Bischoff) дав йому на
спiр довжини хвиль червоної, зеленої, синьої i фi-
олетової лiнiй спектра водню. Бальмер зауважив,
що довжини можуть бути вираженi через число
ℎ = 3645,6·10−7 см, а саме, як 9/5ℎ, 16/12ℎ, 25/21ℎ
i 36/32ℎ, або формально,

𝜆 = ℎ
𝑚2

𝑚2 − 22
. (6)

чисел. Як раз дослiдники, що найбiльш плiдно працюють
у теоретичнiй спектроскопiї – Бальмер, Рiдберг, Рiтц, –
були яскраво вираженими прихильниками мiстики чисел.
Свiдомо або несвiдомо вони в основу своїх дослiджень
ставили умову, щоб закономiрностi для частот у спектрi
були так гармонiчнi, так естетично простi, наскiльки це
сумiсно з експериментальними даними; отриманi резуль-
тати виправдали їх вихiдну точку зору. Керованi цiлими
квантовими числами спектральнi серiї фактично за змi-
стом є узагальненнями стародавнього тризвуку лiри, з
якої пiфагорiйцi ще 2500 рокiв тому виводили гармонiю
явищ у природi, а нашi кванти дiйсно нагадують про ту
роль, яку, мабуть, вiдiгравали цiлi числа у пiфагорiйцiв,
причому не в ролi деякого атрибута, а як сама суть фiзи-
чних явищ. Можливо, початок математичної фiзики тре-
ба вiднести саме до часу пiфагорiйцев, якi близько 600
рокiв до н. е. у Пiвденнiй Iталiї встановили цiлочисленi
спiввiдношення мiж довжинами струн лiри при їх гармо-
нiчному бринiннi, тобто вперше виразили фiзичне яви-
ще математичними спiввiдношеннями. I коли сьогоднi, у
плутанинi лiнiй спектра залiза ми наводимо порядок, то
нами керує тверда вiра у цiлочисленнiсть i гармонiю явищ
природи.”
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Цiкаво, що формула (6), яка отримала iм’я форму-
ли Бальмера, передрiкає довжину хвилi п’ятої лiнiї
(𝑚 = 7), рiвну 397 нм. Бiльше того, у [65] Бальмер
показав, що його формулу можна застосувати до
всiх 12 вiдомих тодi водневих лiнiй.

Продовження iсторiї з формулою Бальмера бу-
ло пов’язано з iменами Рунге, Рiдберга, Рiтца та
iнших. У Повiдомленнях Королiвської Шведської
академiї 1890 року Рiдберг заявив, що вiн теж ви-
користовував формулу (6) (Бальмера) задовго до
її опублiкування у 1885 р. самим Бальмером. Але
не в цьому суть, а в тому, що Рiтц [66] переписав
формулу (6) у виглядi

𝜈 = 𝑅𝑐

(︂
1

𝜏22
− 1

𝜏21

)︂
, (7)

i сформулював фундаментальний, пiзнiше назва-
ний комбiнацiйним, принцип (принцип Рiтца) [66]:
“частоту будь-якої спектральної лiнiї деякого еле-
мента можна виразити у виглядi рiзницi двох чле-
нiв або спектральних термiв.” Забiгаючи вперед – у
сенсi часового масштабу розвитку квантової меха-
нiки атома водню та його спектрiв, цiкаво вiдзна-
чити, що, крiм серiї Бальмера, формула (7) вклю-
чає серiю Лаймана (𝜏2 = 1), Пашена (у iнфрачер-
вонiй областi 𝜏2 = 3), Брекета (𝜏2 = 4), Пфундта
(𝜏2 = 5). У той час – а це все ще був 1913 рiк – ви-
никла ситуацiя, коли вiдсутнiсть експерименталь-
них даних про спектри водню зовсiм не ставила
пiд питання невiрнiсть теоретичної формули (7).

Принцип Рiтца неможливо було пояснити у рам-
ках класичної фiзики.

Всi труднощi моделi атома Резерфорда, що ви-
никли з появою формули Бальмера i закономiр-
ностями, знайденими Рiдбергом i Рiтцем, зрозумiв
Бор, який писав: “Як тiльки я побачив формулу
Бальмера, для мене зразу все стало ясним” [67,68].
Бор сформулював наступнi постулати квантової
теорiї атома, при побудовi якої вiн засновувався,
по-перше, на моделi атома Резерфорда i, по-друге,
на теорiї Планка теплового випромiнювання. По-
вiрте, це була важка проблема, що стояла перед
Бором. Отже, прийнявши, що атом водню склада-
ється з електрона, який обертається навколо ядра,
заряд якого рiвний i протилежний по знаку заряду
електрона, а маса дуже велика порiвняно з масою
електрона, Бор запропонував:

Квантовий Постулат A: Атомна система, за-
снована на моделi Резерфорда, може iснувати тiль-

ки у певних стацiонарних станах (орбiтах) з енер-
гiями

𝜀1, 𝜀2, 𝜀3, ... (8)

i може частково описуватися законами класичної
механiки.

Постулат В: Випромiнювання (або поглинан-
ня) електромагнiтної енергiї вiдбувається тiльки
завдяки переходам мiж стацiонарними орбiтами
таким чином, що частота 𝜈 випромiненого (або по-
глинутого) випромiнювання дається формулою

𝜈 =
| 𝜀𝑓 − 𝜀𝑖 |

ℎ
, (9)

де ℎ – стала Планка i 𝜀𝑓 та 𝜀𝑖 – величини енергiй
двох орбiт, що беруть участь у переходi, вiдповiд-
но. Iншими словами, енергiя 𝜀 випромiненого або
поглинутого фотона визначається законом Планка
𝜀 = ℎ𝜈.

Постулат С: Рiзнi стацiонарнi стани простої си-
стеми, що складається з електрона, який обертає-
ться навколо позитивно зарядженого ядра, визна-
чаються умовою, згiдно з якою вiдношення повної
енергiї, випущеної при утвореннi конфiгурацiї, до
частоти обертання електрона є цiлим кратним ве-
личини 1/2ℎ.

Постулат D: “Перманентний” стан довiльної
атомної системи, тобто стан, в якому випущена
енергiя максимальна, визначається з умови, що
момент iмпульсу електрона вiдносно центра йо-
го орбiти може набувати лише дискретний набiр
значень, кратних “перекресленiй” сталiй Планка
~ = ℎ/2𝜋.

Застосуємо цi постулати до атома Резерфорда.
Бор розмiрковував таким чином [67,68]: по-перше,
припустимо, що випромiнювання енергiї вiдсутнє.
По-друге, обмежимося розглядом кругових орбiт
електрона у моделi Резерфорда атома водню. Не-
хай електрон з зарядом −𝑒 рухається навколо ядра
з зарядом +𝑒 по колу радiуса 𝑟 зi сталою по моду-
лю швидкiстю 𝑣. Момент iмпульсу електрона 𝑚𝑣𝑟,
згiдно з Постулатом D, дорiвнює

𝑚𝑣𝑟 = 𝑛~, 𝑛 = 1, 2, 3, ... . (10)

По-третє, вище ми казали, що класична фiзика не
працює всерединi атома. Так воно i є, але всупе-
реч цьому давайте проте припустимо, що електрон
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притягується до ядра кулонiвськи, а його рух пiд-
коряється закону Ньютона

𝑚𝑣2

𝑟
=
𝑘𝑒2

𝑟2
. (11)

З (10) отримуємо

𝑣 =
𝑛~
𝑚𝑟

(12)

i, об’єднуючи (11) i (12), отримуємо формулу для
дозволених радiусiв орбiт електрона:

𝑟𝑛 =
~2𝑛2

𝑘𝑚𝑒𝑒2
. (13)

Повна енергiя 𝐸 електрона дорiвнює сумi його кi-
нетичної i потенцiальної енергiй, а саме,

𝐸 =
𝑚𝑣2

2
− 𝑘𝑒2

𝑟
= −𝑘𝑒

2

2𝑟
, (14)

де при виведеннi останньої формули ми використа-
ли (10). З (14) видно, що повна енергiя вiд’ємна.
Пiдставляючи (13) у (14), отримуємо дискретний
набiр дозволених енергiй атома водню:

𝐸𝑛 = −𝑘𝑒
2

2𝑟𝑛
= −𝑘

2𝑚𝑒𝑒
4

2~2𝑛2
(𝑛 = 1, 2, 3, ...). (15)

Отже, основний стан атома водню – це стан з най-
меншою енергiєю 𝐸1 = −13,61 еВ, яка, по су-
тi, є енергiєю iонiзацiї атома водню. Очевидно,
𝑟1 = 5 · 10−9 см – радiус орбiти основного стану.
Вказаними вище постулатами не вичерпуються всi
постулати моделi Бора. Немало в нiй прихованих
постулатiв, повний список яких був запропонова-
ний Е. Уiттекером [69]:

1) атоми народжують спектральнi лiнiї у будь-
який момент часу;

2) єдиний електрон є агентом процесу;
3) атом Резерфорда дає задовiльну основу для

точних розрахункiв довжин хвиль спектральних
лiнiй;

4) атомний спектр – це квантове явище;
5) атом даного хiмiчного елемента може iснува-

ти у рiзних станах, якi характеризуються деякими
дискретними значеннями кутового моменту i та-
кож дискретними значеннями енергiї (15);

6) у квантовiй теорiї, кутовий момент повинен
бути кратним ~;

7) два рiзнi стани атома беруть участь у генера-
цiї спектральної лiнiї (9);

8) рiвняння Планка–Ейнштейна 𝐸 = ℎ𝜈, що
зв’язує енергiю з частотою випромiнювання, вико-
нується як для випускання, так i для поглинання.

До цього списку Уiттекер добавляє останнiй по-
стулат, який, завдяки своїй епiстемологiчнiй зна-
чимостi, повинен бути розглянутий окремо, а саме
принцип, який говорить, що ми повиннi вiдмови-
тися вiд усiх спроб вiзуалiзацiї або класичного по-
яснення поведiнки активного електрона при пере-
ходi атома з одного стацiонарного стану у iнший.
Це зречення – точно нагадує те припущення, яке
Бор запровадив, коли вiн спробував побудувати
квантову модель – зауважимо, механiчно стiйку –
атома, з одного боку, вiдомого своїм електромагнi-
тним дискретним спектром, а з другого боку – в
якому один електрон виконує роль агента процесу,
без чiткого розумiння природи квантового проце-
су, що дiйсно бере участь у електромагнiтному ви-
промiнюваннi. У цьому розумiннi, знаменитий бо-
рiвский принцип вiдповiдностi здiйснює набагато
бiльший гносеологiчний зв’язок мiж спостережу-
ваним електромагнiтним спектром i механiчним
орбiтальним рухом електрона, що припускається,
нiж той загальний зв’язок, який iснує мiж класи-
чною фiзикою i квантовою. Ми припускаємо, що
третього вибору у Бора просто не було – або при-
знати свою модель логiчно суперечною, оскiльки
вона не є анi класичною, анi квантовою, або посту-
лювати принцип вiдповiдностi 12. Незважаючи на
свою таку недостатню послiдовнiсть, модель Бо-
ра розв’язала проблему динамiчної нестабiльностi
атома Резерфорда 13. По сутi, постулати Бора були
у повному протирiччi з тим, що зазвичай слiд було
б очiкувати з теорiї Максвела–Лоренца про заря-
ди, що рухаються з прискоренням, i, таким чином,
тiльки пiдсилили кризу класичної фiзики (з її уза-
гальненням на речовину), яка i так була у повiтрi,
особливо пiсля виходу двох блискучих робiт План-
ка i Ейнштейна, що пролили свiтло на “хмаринки”
Лорда Кельвiна. Це було фактично 100 рокiв тому
(точнiше, 101), коли у Phil. Mag. вийшла перша ча-

12 Як жартома зауважив Брегг, в теорiї Бора по понедiлках,
середах i п’ятницях треба застосовувати класичнi закони,
а по вiвторках, четвергах i суботах – квантовi.

13 Як жартували фiзики у тi роки, атом Бора – це не атом
бору, а атом водню.
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стина статтi Н. Бора “Про будову атомiв i молеку-
л”. Судячи по назвi, вона претендувала на теорiю
всiх атомiв, як з одним, так i з багатьма електро-
нами. Проте, вона не змогла дати адекватний опис
самого простого пiсля водню атома гелiю, не гово-
рила про iнтенсивнiсть спектральних лiнiй. Уявле-
ння про певнi орбiти, по яких рухається електрон у
атомi Бора, виявилося вельми умовним. Насправдi
рух електронiв у атомi має мало спiльного з рухом
планет по орбiтах [70].

Природно, тим паче не могло бути i мови про
узагальнення моделi Бора на бiльш складнi атоми
з декiлькома електронами. Да, “якiсна теорiя Бо-
ра з успiхом пояснювала властивостi навiть скла-
дних атомiв”, як пише В. Паулi про Нiльса Бора
з нагоди його шiстдесятирiччя [71] i продовжує
“Незважаючи на всi цi успiхи, ставало все бiльш
i бiльш ясним, що кiлькiсне формулювання втiле-
ної у принципi вiдповiдностi спроби побудови нової
теорiї, зокрема розрахунок iмовiрностей переходiв
i енергетичних рiвнiв атомiв з бiльш нiж одним
електроном, буде можливим лише у тому випад-
ку, коли вiдмовитися вiд iдеї про наочне уявлення
стацiонарних станiв за допомогою класичної кiне-
матики”. Очевидно, що узагальнення моделi Бора
на складнi атоми було пов’язано з проблемою за-
повнення електронних оболонок, тiсно пов’язаної з
теорiєю мультиплетної (дублетної, зокрема) стру-
ктури [72]. У цей час з’явилася маловiдома робота
Е. Стонера [57], в ту пору студента Е. Резерфорда,
i Р. Фаулера.

Нагадаємо, що у моделi атома Резерфорда–Бора
використано тiльки два квантових числа. Паулi
виявив, що загальновiдома до того часу iдея, що
саме магнiтний момент ядра атома вiдповiдає за
розщеплення енергетичних рiвнiв зовнiшнiх еле-
ктронiв, була неправильною. Вiн запропонував но-
ву модель, яка привела його до вiдомого принципу
виключення. Ця нова модель була заснована на но-
вiй схемi класифiкацiї електронних рiвнiв, запро-
понованiй у 1924 р. Е. Стонером [57] (див. також
[58–60]), у якiй електрон в атомi розподiляється
по електронних оболонках, використовуючи три
квантових числа (𝑛, 𝑘1, 𝑘2), де першi два вiдповiд-
ають квантовим числам Бора, а третє, так зване
“внутрiшнє” квантове число 𝑘2. “I ось тодi, – пи-
ше Паулi [72], – на основi моїх попереднiх резуль-
татiв з класифiкацiї спектральних термiв у силь-
ному магнiтному полi для мене стало ясним за-

гальне формулювання принципу заборони” (див.
також [73], с. 43).

Пiдсумовуючи описану вище палiтру вiдкриттiв
про будову атома, пафосно можна було б сказати,
що, таким чином, “квантова теорiя пролила свiтло
на найбiльшу проблему хiмiї на Перiодичну систе-
му елементiв” [73]. Бiльше того, саме так, у процесi
обговорення питання про те, що собою являє Атом,
квантова теорiя виникла. Попереду очiкувалися
пiдходи, пов’язанi з iменами Л. де Бройля, Е. Шре-
дiнгера, В. Гейзенберга, М. Борна, П.А.М. Дiрака,
що вели до тiєї самої мети – на бiльш строгiй, не-
суперечливiй основi хвильової або матричної кван-
тової механiки – опису будови i властивостей бага-
тоелектронних атомiв.

Перед тим, як перейти до другої теми огля-
ду, пiдведемо деякий промiжковий пiдсумок. Ми
бачимо, що внутрiшньоатомнi властивостi атома
визначаються характеристиками стану електрона.
Аналогiчнi властивостi рiзноманiтних систем ви-
значаються вiдповiдними характеристиками: у ба-
гатоелектронних атомних системах – станами всiх
електронiв, у кластерних, молекулярних, нанороз-
мiрних та твердотiльних системах – станами ядер
i електронiв, у ядерних системах – станами нукло-
нiв. Такими характеристиками частинок, в пер-
шу чергу, виступають їх хвильовi функцiї. Та-
кож одними з важливих характеристик систем є
вiдповiднi густини частинок – електронiв, ядер,
нуклонiв.

Дослiдження з атомами становлять основу для
широких структурних дослiджень рiзноманiтних
квантових систем – молекул, кластерiв, твердих
тiл та їх поверхнi. Вкрай важливим є вивчення
процесiв зiткнень цих систем з частинками – фо-
тонами, електронами, позитронами, атомами та їх
iонами, молекулами та взаємодiя з зовнiшнiми по-
лями. Розвинутi в атомнiй фiзицi методи можуть
бути застосованi у рiзних областях сучасної фiзи-
ки – фiзики твердого тiла, фiзики рiдин, ядернiй
фiзицi.

Атомнi системи з однiєю напiвзаповненою пiдо-
болонкою описують у спiн-поляризованному на-
ближеннi, тобто з врахуванням спiнової поляри-
зацiї електронних пiдоболонок. Вiдповiдно до пра-
вила Хунда основний стан таких систем має ма-
ксимальний спiн, який визначається електронами
напiвзаповненої пiдоболонки. Вся електронна обо-
лонка атома розбивається на двi заповненi спiно-
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вi пiдоболонки. Для знаходження повної i спiно-
вих електронних густин та потенцiалiв розсiюван-
ня нами використовується наближення локальної
спiнової густини (ЛСГ, LSD) теорiї функцiонала
густини (ТФГ,DFT).

Обмiнна взаємодiя налiтаючого електрона з фi-
ксованим напрямком спiну зi спiн-поляризованим
атомом можлива лише з електронами вiдповiд-
ної спiнової пiдоболонки. Отже, розсiювання еле-
ктронiв на таких атомах може бути розглянуто у
випадках, коли напрямки спiнiв налiтаючого еле-
ктрона та атома збiгаються – розсiювання з пара-
лельними спiнами та коли цi спiни мають протиле-
жнi напрямки – розсiювання з антипаралельними
спiнами.

Вiд спiну системи залежить також поляризацiй-
на взаємодiя налiтаючого електрона з атомом. У
внутрiшнiй областi атома поляризацiйна взаємо-
дiя визначається кореляцiйною взаємодiєю налiта-
ючого електрона з електронами мiшенi. Ця взає-
модiя у ТФГ описується кореляцiйним функцiона-
лом, який у наближеннi ЛСГ для неоднорiдного
спiн-поляризованного електронного газу визнача-
ється густиною кореляцiйної енергiї.

1.3. Теорiя
функционала густини: Прелюдiя

2014 р. не обiйшов на ювiлейнi дати i другу те-
му нашого огляду – теорiю функцiонала густи-
ни: а саме, пiвстолiтнiй юбiлей [74, 75] теореми
Хоенберга–Кона [76] i 30-рiчний роботи Рунге i
Гроса, яка заклала фундамент часозалежної ТФГ,
ЧЗ–ТФГ [77].

Теорема Хоенберга–Кона [76, 78–82] 14 знахо-
диться у самому серцi ТФГ, або бiльш точно,
версiї ТФГ Хоенберга–Кона–Шема, ХКШ–ТФГ.
За минулi пiвсторiччя було опублiковано велику
кiлькiсть книг [84–87, 91–120, 863] 15 i незлiчен-
ну кiлькiсть статей i оглядiв (див., наприклад,
[121–158] 16). Велику кiлькiсть конференцiй з ТФГ
було проведено у всьому свiтi 17 – для прикладу
наведемо тiльки деякi: Париж (1995 p.), Вiдень

14 Безпосереднє узагальнення теореми Хоенберга–Кона для
вiльної енергiї на скiнченнi температури випливає з до-
ведення Мермiна [83].

15 Книга [87] була реферована у роботах [88–90].
16 Вичерпний набiр статей з ТФГ та по близьких темах, да-

тований 1989 р., було представлено у [87].
17 Цитується по [159].

Рис. 3. Кiлькiсть статей (у тисячах), що вiдповiдають по-
шуку найменування “DFT” на Web of Knowledge (сiрий) для
рiзних та найбiльш популярних ТФГ потенцiалiв: B3LYP
цитований (синiй) i PBE цитований (зелений, зверху над
синiм). Рисунок адаптовано з роботи [152]

(1997 p.), Рим (1999 p.), Мадрид (2001 p.), Брюсель
(2003 p.), Женева (2005 p.), Амстердам (2007 p.),
Лiон (2009 p.), Афiни (2011 p.).

За цi пiвсторiччя теорiя функцiонала густи-
ни стала самим популярним та корисним обчи-
слювальним пiдходом для дослiдження багатоеле-
ктронних систем, якi знаходяться у основному ста-
нi, а також для широкого ряду наноматерiалiв,
розрахунки яких вважалися неправдоподiбними
декiлька десятилiть тому. Таке зростання популяр-
ностi можна було б вiднести до простоти її обчи-
слювальних методiв i явної прозоростi фiзичних
концепцiй, що лежать у її основi. Бiльше того,
причина її популярностi, яку можна побачити з
рис. 3, випливає з балансу мiж розумною i кори-
сною точнiстю (наприклад, у довжинах зв’язкiв,
коливних мод, пружних констант, якi розрахову-
ють з похибками менше декiлькох процентiв, i, та-
ким чином, вважаються достатньо точними для
багатьох застосувань у фiзицi твердого тiла, хi-
мiї, матерiалознавствi, бiологiї, геологiї, та у iнших
областях), швидкiсть та низька розрахункова вар-
тiсть, i обчислювальна ефективнiсть. ХКШ–ТФГ –
це [76, 78, 79, 85, 108] багаточастинковий метод для
розрахункiв електронної структури атомiв, моле-
кул, твердих тiл i поверхонь 18, що найбiльш ши-
роко використовується.

18 Фактично нещодавно було розроблено ТФГ код Conquest,
заснований на лiнiйному скейлiнгу [160, 161], який дозво-
ляє проводити ТФГ розрахунки мiльйонiв атомiв.
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Однак, аналiзуючи arXiv.org, можна побачити
спад кiлькостi публiкацiй по ТФГ за останнi ро-
ки, який на диво контрастує з рис. 3 даного огля-
ду i рис. 1.1 з книги [87], i може бути пояснений
незадовiльним застосуванням ХКШ–ТФГ: зокре-
ма, при описi щiлини мiж високозайнятою орбiта-
ллю (HOMO) та найнижчою незайнятою (LUMO);
багаточастинкових (екситонних) ефектiв; систем
з незаповненими оболонками i т. iн. Вiдзначимо,
що хоча парадигматичного зсуву немає, але змi-
на парадигми, спричинена навiть найбiльш сут-
тєвими недолiками ХКШ–ТФГ, серед яких фун-
даментальна – це нездатнiсть описати ван-дер-
ваальсiвськi взаємодiї, повинна була бути, на наш
погляд. В цьому i є основна iдея даного огляду – на
фонi успiшного застосування ТФГ в атомнiй фiзи-
цi показати, що концептуальнi основи ХКШ–ТФГ
або повиннi отримати подальший розвиток, або по-
виннi бути переглянутi.

У 1998 р. В. Кона було нагороджено Нобелiв-
ською премiєю з хiмiї за “його розвиток теорiї фун-
кцiонала густини” 19. Така прагматична точка зо-
ру на проблему багатоелектронних систем має свої
коренi. Так, ще у 1808 р. – близько двохсот рокiв
тому – Л.-Ж. Гей–Люссак сказав: “Я, принаймнi,
хочу сповiстити про новi властивостi газiв, ефе-
кти яких демонструють регулярнiсть. Цi речови-
ни з’єднуються одна з одною у достатньо простих
пропорцiях, i об’єм стиснення, що вони зазнають в
результатi такої комбiнацiї, також регулярний. Я
сподiваюсь навести доведення того факту, яке бу-
ло висунуто вельми поважними хiмiками, що ми,
можливо, не так далекi вiд тiєї епохи, коли ми бу-
демо мати можливiсть розрахувати бiльшiсть хi-
мiчних явищ.” В якiйсь мiрi це екстраординарне
пророцтво перетинається з обговорюваною вище
темою “оцифрування науки” i хiмiї, зокрема. Нам
здається, що у цьому контекстi потрiбно розгля-
дати Нобелiвську премiю з хiмiї 2013 р., прису-
джену Мартiну Карплусу (Martin Karplus), Май-
клу Левiтту (Michael Levitt) та Арiє Варшелю (Ari-
eh Warshel) – “за розроблення мультимасштабних
моделей складних хiмiчних систем” (див., напри-
клад, 20).

19 http://www.nobelprize.org/nobel_prizes/chemistry/
laureates/1998/; див. також [80].

20 В.Є. Кузьмiн, Комп’ютер – ваш Вергiлiй у свiтi атомiв,
Вiсн. НАН України №2, 22–31 (2014).

Iснує, однак, iнший бiк у такiй точцi зору. Спра-
ва у тому, що квантово-механiчна розв’язуванiсть
𝑁 -електронних систем вичерпується атомом во-
дню (𝑁 = 1) [162] i атомом гелiю (𝑁 = 2) [163]
(див. також [164,165]). Ось чому з розвитком наук
про матерiали, високомолекулярну хiмiю, молеку-
лярну бiологiю i багатьох областей фiзики конден-
сованого стану, постало вкрай нагальне питання,
що робити з квантовою механiкою багаточастинко-
вих систем з тисячами електронiв i сотнями ядер.
Їх основна труднiсть полягає у тому, що точне ви-
рiшування такої проблеми шляхом розв’язку рiв-
няння Шредiнгера, чисельного, варiацiйного або
пертурбативного, на сьогоднiшнiй день лежить по-
за можливостями надсуперкомп’ютерiв. З цiєї при-
чини рiзноманiтнi альтернативнi шляхи, що дозво-
ляють “доторкнутися” до квантової проблеми бага-
тьох тiл, вельми енергiйно розроблялися останнi-
ми роками i у квантовiй хiмiї, i у теорiї конденсо-
ваного стану. В результатi, свiтло побачила ТФГ
як життєва опцiя для розв’язання цiєї проблеми
[87, 91, 93, 108].

Теорiя функцiонала густини сягає корiнням у
пiдхiд, який Томас i Фермi розробили незабаром
пiсля народження квантової механiки [166, 167].
Модель атома Томаса–Фермi може розглядатися
як напiвкласичний пiдхiд, де енергiя системи по-
стулюється як функцiонал вiд одночастинкової гу-
стини [168, 169] (див. також [170] у ролi нещо-
давнього iсторичного огляду). Впродовж подаль-
ших десятирiчь модель Томаса–Фермi була моди-
фiкована низкою авторiв, якi її узагальнили шля-
хом включення додаткових членiв, що виплива-
ли з градiєнтного розкладу енергiї та залежали
вiд густини [171–177]. Всi цi пiдходи мали за мету
представити повну енергiю багаточастинкової си-
стеми як функцiонал вiд одночастинкової густи-
ни, хоча i тiшили око з практичного боку, тим
не менш потребували бiльш строгого обґрунту-
вання [187].

З iншого боку, в цi роки виник ще один пiдхiд,
заснований на редукованiй матрицi густини дру-
гого порядку, який було строго обґрунтовано, але
його практичне застосування зiштовхнулося з не-
переборними труднощами – а саме, внаслiдок так
званої проблеми 𝑁 -представимостi [185–187, 87].
Фактично, саме тут, ми вважаємо, проходить та
межа, де ТФГ з’явилася, принаймнi, концептуаль-
но, у її теперiшньому контекстi.
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У 1964 р. Хоенберг i Кон [76] запропонували тео-
рему, яка стверджувала, що точна енергiя основно-
го стану є функцiоналом (просто кажучи, функцiя
вiд функцiї) вiд точної одночастинкової густини
основного стану. Формально, ця теорема виправ-
довує ранiшнi пiдходи, що узагальнюють модель
Томаса–Фермi. Але вона, на жаль, не дає реце-
пта, як побудувати цей функцiонал, тобто, стро-
го кажучи, це теорема iснування енергетичного
функцiонала густини. Це пояснює, чому так бага-
то зусиль було витрачено на проблему отримання
наближених функцiоналiв для опису властивостей
багаточастинкових систем у основному станi. По-
за сумнiвом, теорема Хоенберга–Кона стимулюва-
ла велику активнiсть у ТФГ. Фактично, бiльша ча-
стина розвинутих пiдходiв у цiй областi заснована
на її принципах i, як наслiдок, застосуваннi вели-
кого числа наближених функцiоналiв (наприклад,
так званi сходи Iакова: див. Пiдроздiл 2.5.3), ТФГ
стала основним iнструментом сучасної квантової
теорiї атомiв i молекул [104, 178, 179].

Однак, як було показано декiлька десятирiч
тому Лiбом [121] та, нещодавно, низкою авторiв
[98, 140, 180, 181, 183, 227, 229], внаслiдок її тонко-
щiв, ця теорiя все ще не може вважатися повнiстю
завершеною. Так, наприклад, при розглядi систем
багатьох частинок на основi редукованої матрицi
густини другого порядку (2-РМГ), що строго узго-
джується з принципами квантової механiки, ви-
никає проблема 𝑁 -представимостi для 2-РМГ [87,
185–187]. Питання у тому, чому у ТФГ не виникає
аналогiчна проблема𝑁 -представимостi, як у теорiї
РМГ, хоча концептуально ТФГ вийшла з РМГ, пiд-
няте спершу Льовдiним [187], викликало збентеже-
ння i пiддалося постiйному обговоренню останнiми
роками [87, 187–193].

Релевантнiсть цього питання для ТФГ поля-
гає в тому, що внаслiдок наближеного характе-
ру всiх функцiоналiв, що ґрунтуються на теоре-
мi Хоенберга–Кона, вони є “ функцiонально не-
𝑁 -представимими”. Просто кажучи, всi наближенi
пiдходи, в основi яких лежить теорема Хоенберга–
Кона, не знаходяться у взаємо-однозначнiй вiд-
повiдностi як з рiвнянням Шредiнгера, так i з
варiацiйним принципом, який з нього випливає
[190, 193]. Таким чином, примара проблеми 𝑁 -
представимостi 2-РМГ назад “заповзає” у ТФГ.
На жаль, сутi цiєї проблеми нiколи не було на-
лежним чином оцiнено до останнього часу [799].

Впродовж довгого часу помилково припускалося,
що ця 2-РМГ 𝑁 -представимiсть може перейти, у
ТФГ контекстi, в умови 𝑁 -представимостi одно-
частинкової густини [193]. Оскiльки остання зада-
ча розв’язується тривiально [815, 817], тому було
зроблено висновок, що 𝑁 -представимiсть не є про-
блемою для ХКШ–ТФГ. Насправдi, як детально
обговорювалося у [193], далеко не так просто все
було. Таким чином, вiдсутнiсть функцiональної𝑁 -
представимостi, яка мала мiсце у всiх цих набли-
жених версiях, приносить дуже серйозний дефект
та призводить до помилкових результатiв.

У даному оглядi ми також обговоримо низку
припущень, якi висловлено при доведеннi теоре-
ми Хоенберга–Кона, та їх наслiдки на першу те-
орему Хоенберга–Кона в скiнченному пiдпросто-
рi гiльбертова простору. Причина цього обговоре-
ння полягає в тому, що оскiльки ХКШ–ТФГ ре-
алiзується у термiнах рiвнянь Кона–Шема, якi у
бiльшостi практичних застосувань розв’язуються
у скiнченних базисних множинах, тому i розгляд
ХКШ–ТФГ також природно повинен проводитися
у скiнченному пiдпросторi гiльбертова простору.
В зв’язку з цим виникла проблема про можливе
узагальнення першої теореми Хоенберга–Кона на
скiнченнi простори. Ми будемо обговорювати це
питання i покажемо, що якщо деякi, доволi сильнi
умови не накладено в цьому випадку, то взаємо-
однозначна вiдповiднiсть мiж густинами i зовнi-
шнiми потенцiалами порушується.

Але, в додаток до вiдсутностi строгостi з умо-
вами 𝑁 -представимостi i до труднощiв в узагаль-
неннi першої теореми Хоенберга–Кона на скiнчен-
нi пiдпростори, все ще iснують iншi проблеми, вiд
яких ТФГ якось почуває себе некомфортно. Се-
ред них, насамперед – це проблема, як належним
чином включити симетрiю (тобто властивостi всiх
операторiв, комутуючих з гамiльтонiаном даної си-
стеми). Ясно, що серед всiх операцiй симетрiї ми
маємо тi, якi описують спiн. Вiдзначимо, що з не-
давнiх пiр спостерiгається, що ТФГ не в змозi на-
дати узгоджений i якiсно адекватний опис систем
з вiдкритою (незамкненою) оболонкою – всi наяв-
нi наближенi функцiонали демонструють система-
тичнi помилки у передрiканнi (неточному) енер-
гетичних, геометричних та iнших молекулярних
властивостей [194–202]. Незважаючи на низку зу-
силь в отриманнi точних результатiв з спектроско-
пiчних властивостей, залежних вiд спiнової густи-
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ни, ця проблема так i залишається вiдкритою у
дослiдженнях з ТФГ.

Ясно, що вказанi симетрiйнi труднощi беруть
початок вiд нерозв’язаних фундаментальних про-
блем ТФГ та пов’язанi з дробними зарядами i дро-
бними спiнами.

Всi цi основнi нерозв’язанi проблеми у ХКШ–
ТФГ вказують на необхiднiсть ревiзiї її фундамен-
тальних концепцiй. Ось чому ключова iдея даного
огляду – це дати глибокий аналiз концептуальних
основ ХКШ–ТФГ з тим, щоб запропонувати “тео-
рiї функцiонала густини, якi дають бiльш краще
фiзико-хiмiчне розумiння електронної будови ре-
човини.”

Насправдi, пiсля пiвсторiччя iнтенсивних зусиль
з розвитку ТФГ та у свiтлi її безумовних успiхiв у
розрахунках багатьох властивостей, можна вважа-
ти, що ТФГ досягла своєї зрiлої стадiї. Проте, ТФГ
все ще залишається, у певному розумiннi, незавер-
шеною або, як бажаєте, все ще нестрого доведеною
теорiєю (нагадаємо, наприклад, назву Частини 8
роботи [152]: “Вступ: Першi принципи або бесприн-
ципне?” i критику Бартлетом та iн. у статтi [203]:
“Неемпiрична ТФГ: Отримання правильної вiдпо-
вiдi по правильнiй причинi”). Це одна з ключових
тем даного огляду – фактичнi дежавю: повернення
до старої проблеми 𝑁 -представимостi [185].

Отже, обрисувавши тiньовi, часто-густо замов-
чуванi проблеми ХКШ–ТФГ, ми бачимо, що ТФГ
є незавершеною, наближеною теорiєю. У цьому
сенсi, наслiдуємо М. Левi, який на 15-й мiжнаро-
днiй конференцiї з квантових систем у хiмiї i фi-
зицi (Кембрiджський унiверситет, Англiя, 2010 р.)
увiв термiн НФГ “Наближення функцiонала густи-
ни”, який, здається, адекватно вiдображає тепе-
рiшню ситуацiю з сучасною теорiєю функцiонала
густини.

2. Стацiонарна теорiя функцiонала густини

2.1. Початок: Варiацiйний принцип
i проблема 𝑁-представимостi редукованих
матриць густини 2-го порядку

Розглянемо стiйку кулонiвську атомну систему 𝒜,
що складається з таких двох пiдсистем.

– Електронна: 𝑁 електронiв з масами 𝑚𝑒 i заря-
дами −𝑒, положення яких у спiн-конфiгурацiйно-
му просторi задаються радiус-векторами r1, r2, ...,
r𝑁 ∀r𝑖 ∈ ℜ3, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁 i спiнами 𝜎1, 𝜎2, ..., 𝜎𝑁 ,

де кожен 𝜎𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁 набуває значення з Z2 =
= {±1/2}, дискретного двовимiрного спiнового
простору.

– Ядерна: тривiальна i складається з одного
ядра з ядерним зарядом 𝑍, знаходиться у R ∈ ℜ3.

Її оператор Гамiльтона (в а. о.: 𝑚𝑒 = ~ = 𝑒 = 1)
має вигляд

̂︀𝐻𝑁
𝑒,𝑣 = ̂︀𝑇𝑒 + ̂︀𝑈𝑒𝑒 + ̂︀𝑉𝑒𝑛 = −1

2

𝑁∑︁
𝑖=1

∇2
r𝑖+

+

𝑁∑︁
1=𝑖<𝑗

1

|r𝑖 − r𝑗 |
+

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑣(r𝑖), (16)

де ̂︀𝑇𝑒 – оператор кiнетичної енергiї, ̂︀𝑈𝑒𝑒 – опе-
ратор електрон-електронної кулонiвської енергiї, i
так званий “зовнiшнiй”, електрон-ядерний потенцi-
ал ̂︀𝑉𝑒𝑛, що визначається таким чином:

𝑣(r𝑖) =
𝑍

|r𝑖 −R|
. (17)

̂︀𝐻𝑁
𝑒,𝑣 заданий на класi ℒ𝑁 “допустимих” 𝑁 -елек-

тронних хвильових функцiй Ψ(r1, 𝜎1; ...; r𝑁 , 𝜎𝑁 ),
що задовольняють такi умови [267]:

(Fi) нормування:

⟨Ψ |Ψ⟩ =
∑︁

𝜎1,...,𝜎𝑁

∫︁
𝑑3r1...×

×
∫︁
𝑑3r𝑁 |Ψ(r1, 𝜎1; ...; r𝑁 , 𝜎𝑁 )|2 <∞, (18)

яка означає, що ℒ𝑁 ⊂ ℒ2
𝜎(R3𝑁 ⊗ Z𝑁

2 ), Гiльбер-
товий простiр антисиметричних квадратично-
iнтегрованих 𝑁 -електронних хвильових функцiй.
Отже, припускається, що довiльна Ψ ∈ ℒ𝑁 нормо-
вана на одиницю: ⟨Ψ |Ψ⟩ = 1;

(Fii) обмежена знизу значенням ⟨Ψ | ̂︀𝐻𝑒 |Ψ⟩ >
> −∞: фактично, (Fii) випливає з означення
Левдiна [204, 205]: “Система електронiв i атомних
ядер утворює молекулу (або атом), якщо кулонiв-
ський гамiльтонiан 𝐻 ′ з виключеним центром мас
кiнцеву енергiю основного стану 𝐸𝑜” (див. також
[264–266] i наведенi там посилання). Якщо ̂︀𝑈𝑒𝑒 î︀𝑉𝑒𝑛 – обидва кулонiвського типу, (Fii) еквiвален-
тна умовi

𝑇𝑒[Ψ] = ⟨Ψ |𝑇𝑒 |Ψ⟩ <∞, (19)
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яка означає, що Ψ ∈ ℒ𝑁 є диференцiйованою фун-
кцiєю всiх просторових координат, разом з кожною
компонентою ∇r𝑖Ψ ∈ ℒ𝑁 .

Оскiльки гамiльтонiан (16) мiстить, як най-
бiльш, тiльки двочастинковi оператори, його мо-
жна представити у виглядi

̂︀𝐻𝑁
𝑒,𝑣 =

𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=𝑖+1

̂︀𝐾𝑁
2 (r𝑖, r𝑗) ≡

≡
𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=𝑖+1

1

𝑁 − 1
(ℎ̂(r𝑖) + ℎ̂(r𝑗)) +

1

|r𝑖 − r𝑗 |
, (20)

де ℎ̂(r) = − 1
2∇

2
r + 𝑣(r).

Можна довести [87, 268], що умови (Fi) i (Fii)
повнiстю визначають простiр ℒ𝑁 “допустимих” 𝑁 -
електронних хвильових функцiй i гарантують, що
енергетичний функцiонал

𝐸[Ψ] ≡ ⟨Ψ | ̂︀𝐻𝑁
𝑒,𝑣 |Ψ⟩ (21)

таким чином є визначеним. Його найнижча енер-
гiя, iнфiмум, дорiвнює електроннiй енергiї основ-
ного стану 𝐸𝑜, як найнижчiй власнiй енергiї 𝑁 -
частинкового рiвняння Шредiнгера:̂︀𝐻𝑁

𝑒,𝑣Ψ𝑜 = 𝐸𝑜(𝑣)Ψ𝑜, (22)

яка досягається на 𝑁 -електроннiй хвильовiй фун-
кцiї основного стану Ψ𝑜, тобто,

𝐸𝑜(𝑣) ≡ inf
Ψ∈ℒ𝑁

{︀
𝐸[Ψ]

}︀
= 𝐸[Ψ]|Ψ=Ψ𝑜∈ℒ𝑁

. (23)

З iншого боку, з рiвняння (20), енергетичний
функцiонал (21) можна представити через так зва-
ну редуцiровану матрицю густини 2-го порядку
(або 2-матрицю), яка визначається так

𝐷2
Ψ(𝑥1, 𝑥2;𝑥

′
1, 𝑥

′
2) =

𝑁(𝑁 − 1)

2

∫︁
𝑑4𝑥3...×

×
∫︁
𝑑4𝑥𝑁Ψ*(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑁 )Ψ(𝑥′1, 𝑥

′
2, ..., 𝑥𝑁 ). (24)

Використовуючи її та редуцiрований двочастинко-
вий гамiльтонiан ̂︀𝐾𝑁

2 (r1, r2) формули (20), прихо-
димо до точної вiдповiдностi

𝐸[Ψ] = ℰ
[︀
𝐷2

Ψ

]︀
≡ Tr2

[︀ ̂︀𝐾𝑁
2 𝐷2

Ψ

]︀
=

∫︁
𝑑4𝑥1

∫︁
𝑑4𝑥2×

× ̂︀𝐾𝑁
2 (r′1, r

′
2)𝐷

2
Ψ(𝑥1, 𝑥2;𝑥

′
1, 𝑥

′
2)|𝑥′

1=𝑥1, 𝑥′
2=𝑥2

, (25)

де 𝑥 ≡ (r, 𝜎).

Тодi, варiацiйна задача (23), де було введено
енергетичний функцiонал в (25), може бути пред-
ставлена таким чином:

𝐸0(𝑣) = inf
Ψ ∈ ℒ𝑁

𝐷2
Ψ ∈ 𝒫2

𝑁 [Ψ]

{︁
Tr[ ̂︀𝐾𝑁

2 𝐷
2
Ψ]
}︁
, (26)

де

𝒫2
𝑁 [Ψ] = {𝐷2

Ψ|�̂�𝑁
2 |Ψ⟩⟨Ψ|, Ψ ∈ ℒ𝑁} (27)

– множина нормованих 2-матриць, отриманих з
хвильових функцiй. Але, для того, щоб уникнути
посилань на 𝑁 -частинковi хвильовi функцiї, роз-
глянемо таку варiацiйну проблему:

𝐸0(𝑣) = inf
𝐷2 ∈ 𝒫2

𝑁 =

= {𝐷2|умови N-представимостi}

{︁
Tr[ ̂︀𝐾𝑁

2 𝐷
2]
}︁
, (28)

де 𝒫2
𝑁 є пiдобластю всiх 2-матриць, прообрази

яких у ℒ𝑁 при вiдображеннi (24). Вiдзначимо,
що оскiльки оператор ̂︀𝐾𝑁

2 (𝑟1, r2) явно визначено
у (20), функцiональна еквiвалентнiсть (тобто фун-
кцiональна взаємо-однозначна вiдповiднiсть)

Tr2
[︀ ̂︀𝐾𝑁

2 𝐷2
]︀
⇐⇒ Tr2

[︀ ̂︀𝐾𝑁
2 𝐷2

Ψ

]︀
(29)

може виконуватися на всiх кроках варiацiї, де
взаємо-однозначна вiдповiднiсть мiж 𝐷2 i 𝐷2

Ψ, як i
мiж їх вiдповiдними варiацiями 𝛿𝐷2 i 𝛿𝐷2

Ψ. Функ-
цiональна 𝑁 -представимiсть задається в явному
виглядi як

𝐸[Ψ]⇐⇒ ℰ [𝐷2] ≡ Tr2
[︀ ̂︀𝐾𝑁

2 𝐷2
]︀
,

𝐷2 ∈ 𝒫2
𝑁 ≡ {𝐷2 |𝐷2 ←− Ψ ∈ ℒ𝑁}.

(30)

Iншими словами, функцiональна еквiвалентнiсть
формули (14) має мiсце, якщо вимагати, щоб 𝐷2

була 𝑁 -представимою i, таким чином, означає, що
треба визначити необхiднi та достатнi умови для
характеризацiї 𝒫2

𝑁 як множини 𝑁 -представимих
2-матриць. Але, ця проблема все ще не повнiстю
розв’язана. Якщо не достатньо таких умов накла-
дено для вiдповiдної характеризацiї 𝒫2

𝑁 , то мi-
нiмум рiвняння (28) не досягається при 𝐸𝑜, але
деяка iнша енергiя 𝐸′

𝑜 < 𝐸𝑜 (див., наприклад,
[185] з приводу дискусiї роботи Боппа на с. 669).
Отже, обмеження по верхнiй оцiнцi у квантово-
механiчному варiацiйному принципi бiльше непри-
датне, що призводить до “варiацiйних” енергiй, що
лежать нижче точної [269].
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Дiйсно, ще на зорi теорiї 2-матриць було емпiри-
чно показано, що мiнiмiзацiя виразу для енергiї без
накладання умов на 2-матрицi приводить до енер-
гiй нижче точного значення енергiї основного ста-
ну [270, 271]. Це було сформульовано Коулменом
як 2-матрична проблема 𝑁 -представимостi [185].
Точнi, хоча i формальнi, умови 𝑁 -представимостi
були вже вiдомi [272]: 𝐷2 є 𝑁 -представимою тодi i
тiльки тодi, коли для кожного 𝑁 -частинкового га-
мiльтонiана ̂︀𝐻𝑁 така нерiвнiсть задовольняється:

𝐸0[ ̂︀𝐻𝑁 ] ≤ 𝑇𝑟[ ̂︀𝐾𝑁
2 𝐷

2]. (31)

Якщо задана 𝐷2 не задовольняє нерiвнiсть (31),
то вона не 𝑁 -представима. I навпаки, якщо 𝐷2

не є 𝑁 -представимою, то iснує принаймнi один
такий гамiльтонiан ̂︀𝐻𝑁 , який порушує нерiв-
нiсть (31) [273].

2.2. Формалiзм Хоенберга–Кона

Основний постулат багатоелектронної ТФГ [76, 78,
85, 87, 91, 93, 108, 863] припускає, по-перше, iснува-
ння так званого функцiонала

ℰ [𝜌(𝑥)] =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ℰ [𝜌(r)] спiн-обмежений

функцiонал,
ℰ [𝜌↑(r), 𝜌↓(r)] спiн-поляризований

функцiонал,

(32)

що має значення енергiї i який залежить, деяким
функцiональним чином, вiд одноелектронної гу-
стини 𝜌(r),

𝜌Ψ(r) := 𝑁
∑︁

𝑠1,...,𝑠𝑁

∫︁
𝑑3r2...×

×
∫︁
𝑑3r𝑁 |Ψ(r, 𝑠1; r2, 𝑠2; . . . ; r𝑁 , 𝑠𝑁 )|2,Ψ ∈ ℒ𝑁 , (33)

або вiд її обох спiнових компонент, 𝜌Ψ↑(r) и 𝜌Ψ↓(r),

𝜌Ψ 𝑠(r) := 𝜌Ψ(r, 𝑠) = 𝑁
∑︁

𝑠2,...,𝑠𝑁

∫︁
𝑑3r2...×

×
∫︁
𝑑3r𝑁 |Ψ(r, 𝑠; r2, 𝑠2; ...; r𝑁 , 𝑠𝑁 )|2, 𝑠 =↑, ↓ . (34)

Останнi рiвняння разом дають 𝜌Ψ(r) = 𝜌Ψ↑(r)+
+ 𝜌Ψ↓(r). Кожна 𝜌Ψ 𝑠(r) нормована на 𝑁𝑠 таким
чином, що 𝑁↑ +𝑁↓ = 𝑁 .

Друге припущення полягає в такому: (i) iнфiмум
ℰ [𝜌(r)] iснує i (ii)

𝐸𝑜 ≡ inf
Ψ∈ℒ𝑁

{︀
𝐸[Ψ]

}︀
= 𝐸[Ψ]|Ψ=Ψ𝑜

= inf
𝜌∈𝒫𝑁

{︀
ℰ [𝜌(r)]

}︀
=

= ℰ [𝜌Ψ(r)]|Ψ=Ψ𝑜
, (35)

де 𝒫𝑁 – клас одноелектронних густин, що визначе-
нi як функцiї 𝜌(r) : ℜ3 → ℜ1

+ (ℜ1
+ позначає невiд’-

ємну напiввiсь ℜ1) i асоцiйованих з даною кулонiв-
ською системою 𝑁 електронiв i якi задовольняють
такi умови:

(Di) 𝜌(r) невiд’ємна всюди у ℜ3;
(Dii) 𝜌(r) нормована на повне число 𝑁 елект-

ронiв,∫︁
ℜ3

𝑑3r𝜌(r) = 𝑁. (36)

Вираз (36) попросту означає, що квадратний ко-
рiнь з 𝜌(r) є квадратично-iнтегрованою функцiєю,
тобто [𝜌(r)]

1/2 ∈ 𝐿2(ℜ3);
(Diii) 𝜌(r) – неперервно диференцiйована фун-

кцiя вiд r майже всюди у ℜ3. Це так звана власти-
вiсть “хорошої поведiнки” густин.

Кажучи формально, даний постулат виглядає
достатньо строгим. Тим не менш, як загально-
прийнятно вважати, вiн гарантується теоремою
Хоенберга–Кона (Х–К) [76] (з приводу розвитку
цiєї теореми див. [212, 213, 361, 385–389]).

Рiвняння (32) припускає iснування “F (функцiо-
нального) вiдображення”

F : 𝐸[Ψ] ↦→ ℰ [𝜌Ψ(r)], (37)

що неявно припускає iснування “V-вiдображення
(змiнних)”

V : Ψ→ 𝜌Ψ(r)

V−1 : 𝜌Ψ(r)→ Ψ.
(38)

Очевидно, вiдображення (C36) має змiст якщо, по-
перше, множини “змiнних” на його лiвому i пра-
вому боках визначенi. По-друге, символ → зов-
сiм не означає, що це вiдображення є взаємо-
однозначним. Суб-вiдображення у верхньому ряд-
ку (C36), а саме, V : Ψ → 𝜌Ψ(r), дається ре-
дукцiйним вiдображенням, (33) або (34), тобто,
𝜌Ψ(r) = V(Ψ) i 𝒫𝑁 ≡ Vℒ𝑁 . Крiм того, редукцiйне
вiдображення має ще одну рису – так звана 𝑁 -
представимiсть: будь-яка одноелектронна густина,
отримана за допомогою V має свiй власний образ
у ℒ𝑁 . Взагалi, обернене вiдображення V−1 є ба-
гатозначним, тобто, дана одноелектронна густина
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має багато прообразiв у ℒ𝑁 . Це можна тривiаль-
но показати таким чином. Розглянемо стабiльну
двоелектронну систему, основний стан якої хара-
ктеризується, вiдповiдно, хвильовою функцiєю i
одноелектронною густиною: Ψ𝑜(r1, r2)[𝛼(𝑠1)𝛽(𝑠2)−
𝛽(𝑠1)𝛼(𝑠2)] i 𝜌𝑜(r). Двоелектронний детермiнант
Слетера

√︀
𝜌𝑜(r1)𝜌𝑜(r2)[𝛼(𝑠1)𝛽(𝑠2) − 𝛽(𝑠1)𝛼(𝑠2)]/2

має ту саму одноелектронну густину 𝜌𝑜(r), що
i потрiбно було доказати (QED). Але теорема
Хоенберга–Кона [76] (див. також [212, 213]) ствер-
джує, що iснує взаємо-однозначна вiдповiднiсть
мiж хвильовими функцiями основних станiв i гу-
стинами основних станiв.

Отже, зробимо пiдсумок. Чи може енергiя основ-
ного стану, яка визначається як екстремум варi-
ацiйного функцiонала 𝐸[Ψ] у формулi (21), бути
представлена як функцiонал вiд одночастинкової
густини? Стверджувальна вiдповiдь на це питан-
ня була дана Хоенбергом i Коном у 1964 р. [76]. На
с. B864 статтi [76], Хоенберг i Кон заявляють, що
вони “... розвили точний формальний варiацiйний
принцип для енергiї основного стану, в якому гу-
стина” 𝜌(r) (в загальноприйнятих позначеннях) “є
змiнною функцiєю. В цьому принципi бере участь
унiверсальний функцiонал” 𝐹 [𝜌(r)], “який застосо-
вується до всiх електронних систем у їх основно-
му станi, незважаючи на те, як виглядає зовнiшнiй
потенцiал”.

2.3. Оригiнальна
теорема Хоенберга–Кона

Слiдуючи за Хоенбергом i Коном [76], розгляне-
мо “набiр з довiльного числа електронiв, що зна-
ходяться у великому ящику i рухаються пiд впли-
вом зовнiшнього потенцiалу 𝑣(r) i взаємного куло-
нiвського вiдштовхування”. Гамiльтонiан �̂�𝑁

𝑒 да-
ної𝑁 -електронної системи дається рiвнянням (16),
де 𝑉𝑒𝑛 – мiжелектронний оператор Кулона, 𝑣(r𝑖)
у (17) це загальний зовнiшнiй потенцiал. Далi (с.
B865 в [76]), Хоенберг i Кон [76] припускають, що
�̂�𝑁

𝑒 має принаймнi один зв’язаний (основний) стан
з хвильовою функцiєю Ψ𝑜(r1, r2, ..., r𝑁 ) ∈ ℒ𝑁 (спi-
ни пропущенi для простоти), який невироджений.
Згiдно з (33), визначимо вiдповiдну одноелектрон-
ну густину основного стану

𝜌𝑜(r) ≡ 𝑁
∫︁ 𝑁∏︁

𝑖=2

𝑑3r𝑖 | Ψ𝑜(r, r2, ..., r𝑁 ) |2, (39)

“яка, очевидно, є функцiоналом вiд 𝑣(r)” (с. B865,
[76]), тобто, iснують такi вiдображення:

𝑣(r)⇒ Ψ𝑜(r1, r2, ..., r𝑁 )⇒ 𝜌𝑜(r). (40)

Твердження 1 (теорема Хоенберга–Кона
[76]): “𝑣(r) є єдиним функцiоналом” вiд 𝜌(r), “з
точнiстю до тривiальної аддитивної сталої”.

Доведення (с. B865, [76]): “Доведення методом
вiд противного reductio ad absurdum”.

Розглянемо систему 𝑁 електронiв, що взаємодi-
ють з позитивно-зарядженим фоном за допомогою
“зовнiшнього” потенцiала:

𝑉 (r1, ..., r𝑁 ) =

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑣(r𝑖). (41)

Багатоелектронний гамiльтонiан такої системи
має вигляд (тут ми акцентуємо його 𝑣-залежнiсть,
але не 𝑁 -залежнiсть, як у рiвняннi (16)):

̂︀𝐻𝑣 = ̂︀𝐻𝑜 + ̂︀𝑉 , (42)

де ̂︀𝐻𝑜 визначається таким чином:

̂︀𝐻𝑜 = −1

2

∑︁
∇2

r𝑖 +

𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=𝑖+1

1

|r𝑖 − r𝑗 |
. (43)

Припускаємо, що одночастинковий зовнiшнiй по-
тенцiал такий, що iснує хвильова функцiя Ψ𝑣

𝑜

основного стану. Одноелектронна густина 𝜌𝑣𝑜(r),
що асоцiюється з Ψ𝑣

𝑜 задається виразом

𝜌𝑣𝑜(r1) = 𝑁

∫︁
𝑑3r2 ...

∫︁
𝑑3r𝑁 |Ψ𝑣

𝑜(r1, ..., r𝑁 )|2. (44)

Також припускається iснування двох “зовнiш-
нiх” потенцiалiв 𝑣(r) i 𝑣′(r) таких, що

𝑣(r) ̸= 𝑣′(r) + const. (45)

Для 𝑣(r) i 𝑣′(r) рiвняння (41) i (42) визначають
вiдповiдно гамiльтонiани �̂�𝑣 i �̂�𝑣′ , пов’язанi з дво-
ма рiзними 𝑁 -електронними системами. Далi при-
пускається iснування нормованих хвильових фун-
кцiй основних станiв, Ψ(𝑣

𝑜 ∈ ℋ𝑁 i Ψ𝑣′

𝑜 ∈ ℋ𝑁 для 𝐻𝑣

i 𝐻𝑣′ , вiдповiдно. Завдяки (44), Ψ𝑣
𝑜 i Ψ𝑣′

𝑜 дають вiд-
повiднi одноелектроннi густини 𝜌𝑣𝑜(r) i 𝜌𝑣

′

𝑜 (r) основ-
них станiв. Насамкiнець, Хоенберг i Кон [76] при-
пускають, що
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(i) Ψ𝑣
𝑜 ̸= Ψ𝑣′

𝑜 ,
(ii) 𝜌𝑣𝑜(r) = 𝜌𝑣

′

𝑜 (r) = 𝜌𝑜(r).
Застосовуючи варiацiйний принцип Релєя–

Рiтца, отримуємо

𝐸𝑣
𝑜 = ⟨Ψ𝑣

𝑜 | 𝐻𝑣 | Ψ𝑣
𝑜⟩

(i),Eq.(23)
< ⟨Ψ𝑣′

𝑜 | 𝐻𝑣 | Ψ𝑣′

𝑜 ⟩
Eq. (42)
=

Eq. (42)
= ⟨Ψ𝑣′

𝑜 | 𝐻𝑣′ | Ψ𝑣′

𝑜 ⟩+ ⟨Ψ𝑣′

𝑜 | 𝑉 − 𝑉 ′ | Ψ𝑣′

𝑜 ⟩
Eq. (22)
=

Eq. (22)
= 𝐸𝑣′

𝑜 +

∫︁
𝑑3r[𝑣(r)− 𝑣′(r)]𝜌𝑜(r) (46)

i

𝐸𝑣′

𝑜 = ⟨Ψ𝑣′

𝑜 | 𝐻𝑣′ | Ψ
′

𝑜⟩
(i),Eq.(23)

< ⟨Ψ𝑣
𝑜 | 𝐻𝑣′ | Ψ𝑣

𝑜⟩
Eq. (42)
=

Eq. (42)
= ⟨Ψ𝑣

𝑜 | 𝐻𝑣 | Ψ𝑣
𝑜⟩+ ⟨Ψ𝑣

𝑜 | 𝑉 ′ − 𝑉 | Ψ𝑣
𝑜⟩

Eq. (22)
=

Eq. (22)
= 𝐸𝑣

𝑜 −
∫︁
𝑑3r[𝑣(r)− 𝑣′(r)]𝜌𝑜(r), (47)

де формули, що використанi, вказанi вище знакiв
рiвностi.

Далi Хоенберг i Кон роблять висновок (с. B865,
[76]), що додавання (46) до (47) “призводить до не-
узгодженостi”:

𝐸𝑣
𝑜 + 𝐸𝑣′

𝑜 < 𝐸𝑣
𝑜 + 𝐸𝑣′

𝑜 , (48)

i, отже, (48) означає, що припущення (ii) хибне
(неправильне): “Таким чином, 𝑣(r) є (з точнiстю
до константи) єдиним функцiоналом вiд 𝜌(r)”, i
“оскiльки, у свою чергу, 𝑣(r) фiксує �̂�, бачимо, що
повний багаточастинковий основний стан є єдиним
функцiоналом вiд 𝜌(r)”. QED

2.4. Реформування Лiба
оригiнального доказу Хоенберга–Кона

У даних позначеннях, твердження цiєї теореми
(Теорема 3.2 [121]) Лiбом таке. Нехай Ψ𝑣

𝑜 (вiдпо-
вiдно, Ψ𝑣′

𝑜 ) це основний стан для 𝑣 (i вiдповiдно,
для 𝑣′) i 𝑣 ̸= 𝑣′+ const. Тодi 𝜌𝑣0(r) ̸= 𝜌𝑣

′

0 (r). До-
ведення Лiба виходить з припущення, що 𝜌𝑣0(r) =
= 𝜌𝑣

′

0 (r) = 𝜌0 i Ψ𝑣
𝑜 ̸= Ψ𝑣′

𝑜 , оскiльки вони задоволь-
няють рiзнi рiвняння Шредiнгера, i проводиться,
як i оригiнальне доведення, яке показує, що це ве-
де до протирiччя (суперечностi). Як було зазначе-
но вище, аргумент для написання таких суворих
нерiвностей [рiвнянь (5) i (6)] у роботi Хоенберга–
Кона [76] засновано на припущеннi, що Ψ𝑣

𝑜 i Ψ𝑣′

𝑜

задовольняють рiзнi рiвняння Шредiнгера, а саме,
що Ψ𝑣

𝑜 ̸= Ψ𝑣′

𝑜 .

Той факт, що простiр одночастинкових потен-
цiалiв не визначено в оригiнальному доведеннi
Хоенберга–Кона, було виправлено у доведеннi Лi-
ба (с. 251 [121]) шляхом вибору цього простору як
𝑌 = 𝐿3/2(ℛ3) +𝐿∞(ℛ3) 21 i вимогою, що 𝑣(r) ∈ 𝑌 .
Такий вибiр – який виходить з вимоги, що 𝜌1/2 ∈
∈ 𝐻1(ℛ3) – гарантує, що iнтеграл

∫︀
𝑑3r𝜌(r)𝑣(r)

(що фактично, випливає iз суттєво самоспряже-
ного характеру гамiльтонiана [390]) добре виз-
начений.

Але, важлива рiзниця виникає з того факту,
що Лiб зауважує, що для того, щоб довести твер-
дження, що Ψ𝑣

𝑜 i Ψ𝑣′

𝑜 задовольняють рiзнi рiвнян-
ня Шредiнгера, необхiдно показати, що еквiвален-
тнiсть 𝑉 (r1, ..., r𝑁 )Ψ(r1, ..., r𝑁 ) = 𝑉 ′(r1, ..., r𝑁 )×
×Ψ(r1, ..., r𝑁 ) означає, що 𝑣(r) = 𝑣′(r).

Щоб задовольнити цю умову треба, щоб Ψ𝑣
𝑜, яке

вiдповiдає зовнiшньому потенцiалу 𝑣 ∈ 𝑌 не до-
рiвнювало (перетворювалося) нулевi на множинi
додатної (позитивної) мiри. Як зазначалось Лiбом
[121] (с. 255), єдина теорема продовження може
бути застосована з тим, щоб гарантувати, що Ψ𝑣

𝑜

не дорiвнює нулевi на вiдкритiй множинi. Тим не
менш, ця теорема суворо виконується тiльки для
𝑣 ∈ 𝐿3

loc, хоча здавалося, вона має мiсце для 𝑣 ∈ 𝑌 .
Але зауважимо, що тодi з’являються деякi тонкi
проблеми, пов’язанi з простором, якому належить
одночастинковий потенцiал, та з його зв’язком з
хвильовою функцiєю. Таким чином, наприклад, як
було показано Iнглiш i Iнглiш [391], у одночастин-
ковому випадку iснує нетотожна нулевi густина
𝜌 (або еквiвалентно, ненульова хвильова функцiя,
задана як Ψ = 𝜌1/2), яка не виникає з довiльного 𝑣
у тому сенсi, що 𝑣 = 𝜌−1/2∇2𝜌1/2,−∇2+ 𝑣 не може
бути визначений як напiвобмежений оператор. А
саме, для того, щоб обiйти такi труднощi, алгебра-
їчне доведення теореми Хоенберга–Кона, де згада-
нi вище проблеми вже виключено, запропоновано
нижче.

Пiно зi спiвавторами [392] представили дове-
дення, яке суттєво базується на версiї Лiба ХК-
теореми (Теорема 3.2 i Зауваження (ii) на с. 255
[121]), в якiй для того, щоб уникнути деяких мате-
матичних складностей, припущення, що Ψ𝑣

𝑜 ̸= Ψ𝑣′

𝑜

було виключено, тобто у випадку, де 𝑣 ̸= 𝑣′ + const,

21 Нагадаємо, що 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿𝑚, якщо
∫︀
𝑑𝑥 |𝑓(𝑥)|𝑚 < ∞.

𝑓 ∈ 𝐿𝑚
loc, якщо 𝑓 ∈ 𝐿𝑚 i iнтегрована у любiй замкненiй

областi. 𝑓 ∈ 𝐻1, якщо 𝑓,∇𝑓 ∈ 𝐿2.

54 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. Огляди. 2014. Т. 9, № 1



Теорiя функцiонала густини в атомнiй фiзицi

але Ψ𝑣
𝑜 = Ψ𝑣′

𝑜 розглядається (це в точностi випадок
I у [212]) i де додається умова, що хвильова фун-
кцiя основного стану дорiвнює нулевi на множинi
мiри нуль.

Таким чином, нехай ̂︀𝐻𝑜 – гамiльтонiан кулонiв-
ської системи електронiв iз зовнiшнiм потенцiалом
(43). Фактично, вигляд ̂︀𝐻𝑜 не такий вже дуже ва-
жливий, оскiльки доведення є алгебраїчним. Не-
хай багатоелектронний гамiльтонiан ̂︀𝐻𝑣 заданий
рiвнянням (16). Додатково, 𝑌 визначається як i ви-
ще. Припустимо, що 𝜌𝑣𝑜 – густина основного стану̂︀𝐻𝑣, якщо iснує хвильова функцiя основного стану
Ψ𝑣

𝑜
̂︀𝐻𝑣. Нехай 𝐸𝑣

𝑜 – її вiдповiдне власне значення.
Твердження 1′ (теорема Хоенберга–Кона

[1]): Нехай 𝑣, 𝑣′ належать 𝑌 та нехай 𝜌𝑣𝑜 – гу-
стина основного стану ̂︀𝐻𝑣 i 𝜌𝑣

′

𝑜 – густина основ-
ного стану ̂︀𝐻𝑣′ . Припустимо, що хвильова фун-
кцiя Ψ𝑣

𝑜 основного стану ̂︀𝐻𝑣 дорiвнює нулевi як
саме бiльше на множинi з ℛ3𝑁 мiри нуль по Ле-
бегу. Нехай також 𝜌𝑣𝑜 = 𝜌𝑣

′

𝑜 . Тодi майже всюди,
у сенсi лебегiвської мiри,

𝑣(r)− 𝑣′(r) = (𝐸𝑣
𝑜 − 𝐸𝑣′

𝑜 )/𝑁. (49)

Доведення: Ми робимо суттєво явним те, що
було неявним у доведеннi Лiба [121]. Введемо таке
позначення: Δ𝐸 = 𝐸𝑣′

𝑜 − 𝐸𝑣
𝑜 , Δ𝑣 = 𝑣′ − 𝑣 i Δ𝑉 =

=
∑︀𝑁

𝑖=1 Δ𝑣(r𝑖). Тодi маємо ̂︀𝐻𝑣 = ̂︀𝐻𝑣′ −Δ𝑉 i

𝐸𝑣
𝑜 = ⟨Ψ𝑣

𝑜| ̂︀𝐻𝑣|Ψ𝑣
𝑜⟩ ≤ ⟨Ψ𝑣′

𝑜 | ̂︀𝐻𝑣|Ψ𝑣′

𝑜 ⟩ = 𝐸𝑣′

𝑜 −
∫︁
𝜌𝑣

′

𝑜 Δ𝑣.

(50)

де знак рiвностi повинен бути включений, оскiльки
ми не припускаємо, що для 𝑣 ̸= 𝑣′ + const умова
Ψ𝑣

𝑜 ̸= Ψ𝑣′

𝑜 має мiсце.
Отже, отримуємо 𝑎 ≥ 0, де 𝑎 = Δ𝐸 −

∫︀
𝜌𝑜Δ𝑣,

i 𝜌𝑜 = 𝜌𝑣𝑜 = 𝜌𝑣
′

𝑜 . Переставляючи 𝑣 i 𝑣′, аналогiчно
отримуємо, що 𝑎 ≤ 0. Таким чином, 𝑎 = 0 i це озна-
чає також, що всi попереднi нерiвностi по сутi є
рiвностями. Наприклад, маємо 𝐸𝑣

𝑜 = ⟨Ψ𝑣′

𝑜 | ̂︀𝐻𝑣|Ψ𝑣′

𝑜 ⟩,
так що Ψ𝑣′

𝑜 також – основний стан ̂︀𝐻𝑣: ̂︀𝐻𝑣Ψ
𝑣′

𝑜 =

= 𝐸𝑣
𝑜Ψ

𝑣′

𝑜 . Аналогiчно: ̂︀𝐻𝑣′Ψ𝑣
𝑜 = 𝐸𝑣′

𝑜 Ψ𝑣
𝑜. Також за-

стосовуючи ̂︀𝐻𝑣Ψ
𝑣
𝑜 = 𝐸𝑜Ψ

𝑣
𝑜 i ̂︀𝐻𝑣′ − ̂︀𝐻𝑣 = Δ𝑉 , вiднi-

маючи, отримуємо

Δ𝑉 Ψ𝑣
𝑜 = Δ𝐸 Ψ𝑣

𝑜 (51)

або, еквiвалентно,

(Δ𝑉 −Δ𝐸)Ψ𝑣
𝑜 = 0. (52)

Оскiльки, ми маємо згiдно з припущенням, що Ψ
перетворюється на нуль на множинi мiри нуль (ро-
зумiючи, що це хвильова функцiя основного стану,
що не має вузлiв), з формули (51) випливає, що
Δ𝑉 = Δ𝐸 майже всюди для (r1, .., r𝑁 ) ∈ ℛ3𝑁 , за
виключенням на множинi мiри нуль. Тодi вважа-
ючи r1 = ... = r𝑁 = r, отримуємо 𝑁 Δ𝑣(r) = Δ𝐸
(див. також коментар Гаррiмана на с. 641 у [393]
та у Додатку). QED.

2.5. Енергетичний функцiонал
𝐹 [𝜌] у ТФГ Хоенберга–Кона–Шема

Пiдведемо пiдсумок попереднiх роздiлiв. Теоре-
ма Хоенберга–Кона Твердження 1 i 1′ до-
водить iснування єдиного функцiонала ℰ [𝜌(r)],
(32), чий iнфiмум, ∀ 𝜌(r) ∈ 𝒫𝑁 , дає основний
стан з енергiєю 𝐸𝑜. Чи доводить Тверджен-
ня 1 iснування варiацiйної проблеми для основ-
ного стану багатоелектронної системи – це вже
iнше питання, до якого ми повернемося в Ча-
стинi 6.1.1 i яке, зокрема, пов’язано з пробле-
мою 𝑁 -представимостi ХКШ–ТФГ. Якщо, тим не
менш, як рутинно стверджується, дана варiацiй-
на проблема – див. формулу (40), дiйсно iснує,
вона говорить, що багатомiрна варiацiйна багато-
частинкова проблема зводиться до пошуку обчи-
слювально доступної тривимiрної одноелектрон-
ної густини 𝜌(r). Саме в цьому i лежить “про-
ста i, разом з тим, революцiйна суть ХКШ–
ТФГ” [421].

Енергетичний функцiонал густини ℰ [𝜌(r)] є рi-
зним при переходi вiд однiєї системи електронiв
до iншої, у вiдповiдностi з зовнiшнiм потенцiа-
лом. Тим не менш, вiн мiстить унiверсальний член,
який однаковий для всiх електронних систем:

ℰ [𝜌(r)] := 𝐹 [𝜌(r)] +

∫︁
𝑑3r𝑣(r)𝜌(r), (53)

де 𝐹 [𝜌(r)] – унiверсальний функцiонал, iснуван-
ня якого i його єдинiсть доводяться ХК-теоре-
мою (Твердження 1). По означенню i лiнiйно-
стi “функцiонального вiдображення” (42) i (43),
𝐹 [𝜌(r)] складається з двох членiв, а саме, 𝐹 [𝜌(r)] =
= 𝑇 [𝜌(r)] + 𝑈𝑒𝑒[𝜌(r)] з функцiоналiв, кiнетичного i
електрон-електронної кулонiвської взаємодiї, вiд-
повiдно. Точний вигляд останнiх функцiоналiв за-
лишається невiдомим.
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2.5.1. Визначення 𝐹 [𝜌] Левi у ХКШ–ТФГ

У контекстi обмежено-пошукового (“constrained-
search”) формулювання ТФГ [419], унiверсальний
функцiонал 𝐹 [𝜌], що залежить тiльки вiд густини,
визначається таким чином [121, 419]:

𝐹 [𝜌] := inf
𝜌 ∈ 𝒫𝑁 ≡ {𝜌 : 𝜌 ≥ 0,∫︀
𝜌 = 𝑁, 𝜌1/2 ∈ 𝐻1(R3)}

Ψ𝜌 −→ 𝜌(fixed)

Ψ𝜌 ∈ ℒ𝑁

{︁
⟨Ψ𝜌| ̂︀𝑇 + ̂︀𝑉𝑒𝑒|Ψ𝜌⟩

}︁
, (54)

де хвильова функцiя Ψ𝜌(r1, ..., r𝑁 ) є довiльною 𝑁 -
частинковою хвильовою функцiєю у ℒ𝑁 , що дає
задану густину 𝜌 ∈ 𝒫𝑁 .

Варiацiйний принцип для енергiї тодi набуває
вигляду
𝐸0[𝑁, 𝑣] = inf

𝜌∈𝒫𝑁

{︁
𝐹 [𝜌] +

∫︁
𝑑r𝑣(r)𝜌(r)

}︁
, (55)

де, очевидно, мiнiмальне значення функцiонала
збiгається з власним значенням рiвняння Шредiн-
гера (22) при густинi 𝜌(r) = 𝜌0(r; 𝑣), що задається
виразом

𝜌0(r; 𝑣) = 𝑁

∫︁
𝑑3r3 ...

∫︁
𝑑3r𝑁 |Ψ0

(︀
r1, ..., r𝑁 ; 𝑣(r)

)︀
|2.

(56)

Зв’язок з згаданими вище пiдходами з редуцiро-
ваною 2-матрицею полягає у такому. Спершу роз-
глянемо, як можна переозначити 𝐹 [𝜌] тiльки у
термiнах 2-матрицi, тобто без згадування хвильо-
вої функцiї [422]. Вводячи редукований внутрiшнiй
двочастинковий оператор:

̂︀𝑇 + ̂︀𝑉𝑒𝑒 = 𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=𝑖+1

[︁
−
∇2

r𝑖 +∇
2
r𝑖

2(𝑁 − 1)
+

1

|r𝑖 − r𝑗 |

]︁
=

=

𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=𝑖+1

̂︀𝐾𝑁
0 (r𝑖, r𝑗) (57)

можна переписати внутрiшню частину енергiї та-
ким чином:

⟨Ψ𝜌| ̂︀𝑇 + ̂︀𝑈𝑒𝑒|Ψ𝜌⟩ = Tr[ ̂︀𝐾𝑁
0 𝐷

2
𝜌], (58)

де 𝐷2
𝜌(r1, r2; r

′
1, r

′
2) припускається зв’язаною з

хвильовою функцiєю Ψ𝜌 за допомогою спiввiдно-
шення

𝐷2
𝜌 =

𝑁(𝑁 − 1)

2

∫︁
𝑑r3×

×
∫︁
𝑑r𝑁Ψ𝜌(r1, ..., r𝑁 )Ψ𝜌(r

′
1, r

′
2, r3, ..., r𝑁 ). (59)

2.5.2. Унiверсальнiсть
енергетичного функцiонала 𝐹 [𝜌] у ХКШ–ТФГ

“Як результат, ми приходимо до висновку про
те, що лема Хоенберга–Кона [76] не може слу-
жити виправданням iснування “унiверсального”
функцiонала густини як точного твердження або
теореми”.

В.Б. БОБРОВ, С.А. ТРИГГЕР ([361], с. 733)

Термiн “унiверсальний”, який застосовується до
функцiонала 𝐹 [𝜌], рiвняння (54), використовує-
ться для означення того факту, що оскiльки зов-
нiшнiй потенцiал не з’являється у його означеннi
(див., наприклад, (54)) i оскiльки оператори кiне-
тичної енергiї i енергiї електрон-електронної взає-
модiї, ̂︀𝑇 i ̂︀𝑉𝑒𝑒, є одними й тими самими для довiль-
ної 𝑁 -електронної системи, то 𝐹 [𝜌] повинен бути
одним i тим же для всiх 𝑁 -електронних систем.
Концепцiя унiверсального функцiонала 𝐹 [𝜌] спо-
чатку була висунута Хоенбергом i Коном [76]. У
позначеннях нашої роботи, цей функцiонал дає-
ться формулою

𝐹HK[𝜌(r)] = ⟨Ψ| ̂︀𝑇 + ̂︀𝑉𝑒𝑒|Ψ⟩; 𝜌 ∈ 𝒫𝑁 , Ψ ∈ ℒ𝑁 , (60)

де 𝒫𝑁 – множина 𝑣-представимих густин. Згiдно з
цими авторами, 𝐹HK[𝜌] – унiверсальний функцiо-
нал, дiйсний для будь-якого зовнiшнього потенцiа-
лу. Бiльше того, оскiльки число електронiв 𝑁 мо-
же бути введено як умова нормування на густину,
бiльш загальне твердження може бути запропоно-
вано, що такий самий унiверсальний функцiонал
має силу для всiх 𝑁 -електронних систем [про iншi
думки див. [121], а з приводу iстинних (дiйсних)
𝑁 -незалежних функцiоналiв див. [98], Роздiл 6.3].

Концепцiя унiверсальностi функцiонала 𝐹HK[𝜌]
була також запропонована Левi [419]: 𝐹HK[𝜌] “є унi-
версальним у тому сенсi, що для заданої пробної
i 𝑣-представимої 𝜌 не має значення, чи задається
зовнiшнiй потенцiал”. Але, бiльш обережну пози-
цiю зайняв Кутцелнiгг [227], який сказав: “Назва
‘унiверсальний’ мабуть, малася на увазi, у тому
сенсi, що цей функцiонал незалежний вiд систе-
ми, i, в певному сенсi, залежний вiд 𝑣. Але, треба
мати на увазi, що в силу бiєктивного вiдображен-
ня мiж 𝑣 i 𝜌, довiльний функцiонал вiд 𝑣 є фун-
кцiоналом вiд 𝜌, i навпаки. Таким чином, не мо-
же функцiонал вiд 𝜌 бути незалежним вiд 𝑣”. Ле-
вi [419] також пiдкреслював унiверсальнiсть фун-
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кцiонала 𝐹𝐿[𝜌], який визначено у (54). Але, оскiль-
ки нi 𝐹HK[𝜌], нi 𝐹𝐿[𝜌] не є опуклими (випуклими)
функцiоналами вiд 𝜌 ∈ 𝒫𝑁 , Лiб [121] вводить но-
вий опуклий (випуклий) i унiверсальний функцiо-
нал 𝐹𝐿𝑖𝑒𝑏[𝜌] як трансформу Лежандра енергiї:

𝐹Lieb[𝜌(r)] ≡ sup
𝑣 ∈ ℒ3/2 + ℒ∞

𝜌 ∈ 𝑋 = ℒ3 ∩ ℒ1

{𝐸0[𝑣]−
∫︁
𝑑3r𝑣(r)𝜌(r)}.(61)

Проте, Лiб припускає: “... Вирiшальна точка зо-
ру полягає у тому, що “унiверсальний функцiонал”
є достатньо складним i суттєво нерозраховуваним
(невычислимым)”.

Необхiдно вiдзначити, що бiльшiсть з того, що
було зроблено у ТФГ–ХКШ ґрунтувалося на при-
пущеннi, що унiверсальний функцiонал iснує, але
недосяжний (unattainable). Це, таким чином, ви-
правдовувало всi зусилля, направленi на побудо-
ву наближених функцiоналiв. Також, це давало
певний базис для рацiоналiзацiї вiртуозного пiд-
ходу до дизайну великого асортименту функцiо-
налiв [423]. Але, як показує недавнiй розгляд на-
ближень, якi найбiльш часто використовуються,
цi функцiонали зовсiм не здаються унiверсальни-
ми, навiть у випадку достатньо простих сферично-
симетричних двофермiонних систем. Коментарi
про унiверсальнiсть низки функцiоналiв, що за-
звичай використовуються у теперешнiй час, було
наведено у Пiдроздiлi 2.5.8 огляду [156].

2.5.3. Вiдсутнiсть
унiверсальностi 𝐹 [𝜌] у ab initio ТФГ

“В хiмiї є традицiя вiдносити стандартнi пiдходи
до ab initio, в той час як ТФГ розглядається як
емпiрична”.

Кiєрон БУРКЕ [152]

Як було одного разу пiдкреслено Герлiнгом [229],
теорема Хоенберга–Кона гарантує, що спiввiд-
ношення мiж реальною електронною системою
i одноелектронною густиною еквiвалентне тому
спiввiдношенню, що iснує мiж системою Кона–
Шема i тiєю ж густиною. Бiльш того, оскiльки ви-
бiр потенцiалу 𝑉S(r) визначає хвильову функцiю,
тим самим вибираючи 𝑉S(r), ми вибираємо хвильо-
ву функцiю Кона–Шема (тодi i тiльки тодi, ко-
ли остання дiйсно iснує) i, через одноелектронну
густину, також, точну хвильову функцiю реальної

багатоелектронної системи (i, таким чином, точно-
го кореляцiйного функцiонала, що має вiдноше-
ння). Це дає можливiсть формулювання точного
пiдходу, що пов’язує теорiю, в основi якої лежить
хвильова функцiя, з ТФГ, а саме, до системи одно-
частинкових рiвнянь з оптимiзованим локальним
ефективним потенцiалом. Такий точний пiдхiд вi-
домий як ab initio ТФГ [425–429].

Нижче ми проаналiзуємо ab initio ТФГ i в цьо-
му контекстi, обговоримо проблеми 𝑁 -представи-
мостi, 𝑣-представимостi i унiверсальнiсть функцiо-
нала 𝐹 [𝜌], або бiльш точно, обмiнно-кореляцiйного
(xc-) функцiонала 𝐸KS

xc . З цiєю метою, ми схемати-
чно розглянемо деякi основнi аспекти цього мето-
ду i введемо, точно наслiдуючи для виразностi ви-
кладу, певнi кроки, якi залишилися при виведен-
нi, який дав Герлiнг [229]. Основною вiдмiннiстю
мiж нами i ним є те, щоб у жодному мiсцi не вво-
дити або використовувати визначення локального
xc-потенцiалу згiдно з

𝑣KS
xc (r) =

𝛿𝐸KS
xc

𝛿𝜌(r)
. (62)

Iснування цiєї функцiональної похiдної – це окре-
ма розмова (також див. [155] i наведенi там поси-
лання та Пiдроздiл 2.5.4). Насправдi, у ТФГ iсну-
ють сотнi xc-апроксимацiй 𝑣KS

xc (r). “Суп” деякого
асортименту xc-потенцiалiв зображено на рис. 4
(бiльшiсть функцiоналiв достатньо докладно опи-
сано у Керiвництвi до Пакету Програм “Гауссиан
03”). Серед них вiдзначимо такi (останнє число –
це iндекс цитування на Web of Science [75], для по-
рiвняння зазначимо, що iндекс цитування роботи
Хоенберга–Кона [76] дорiвнює 15323, роботи Кона–
Шема [78] – 21670; деякi з них у якiйсь мiрi екзо-
тичнi):

– LDA (наближення локальної густини) [279,
430],

– Colle-Salvetti [431],
– Pc86 [432–435],
– LYP [434] 43123,
– BLYP [434, 435],
– B3LYP [434, 435],
– Bc88 [436],
– B3PW91 [75] 42642,
– PBE [75] 30575,
– PWc91 [433, 437, 438],
– ACM [433, 439–441],
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Рис. 4. Алфавiтний “суп” iз наявних наближених xc-
функцiоналiв. Рисунок адаптовано з [152]

– Узагальненi Градiєнтнi Апроксимацiї (GGAs)
[435, 442–444] i, взагалi кажучи, мета-узагальнена
градiєнтна апроксимацiя (meta-GGA), яка завер-
шає третiй ступiнь у так званi “Сходи Iакова” на-
ближень (див. Пiдроздiл 2.5.8 [156]), над ступеня-
ми LDA i GGA [442–444],

– xc-потенцiал з 105 “емпiричними параметрами”
[152, 445],

– 10-параметричний GGA/точний-обмiнний
функцiонал густини-G2 (або скорочено GGA-Ge)
[447],

– 21-членний TH1 функцiонал [448].
Почнемо з вимоги, що варiацiйна похiдна повної

енергiї по вiдношенню до потенцiалу Кона–Шема
перетворюється на нуль (при накладаннi додатко-
вої умови ортонормування на зайнятi i вiртуальнi
орбiталi Кона–Шема):

𝛿𝐸[Ψ]

𝛿𝑉S(r)
= 0. (63)

Вiдзначимо, що для даного 𝐸[Ψ], така варiацiй-
на умова визначає оптимальний потенцiал Кона–
Шема [229, 449]. Цей факт широко вiдомий –
наприклад, Kуммел i Кронiк пишуть: “А про-
те, повчально переконати себе, що умова Шарпа–
Хортона [... рiвняння (63) ...] еквiвалентна варiа-
цiйному принципу Хоенберга–Кона” [450].

Для наших цiлей, розглянемо таку форму точно-
го функцiонала енергiї:

𝐸[Ψ] = 𝑇𝑠[Φ
KS] + 𝐸Coul[𝜌] + 𝐸ext[𝜌] + 𝐸KS

xc [𝜌], (64)

де 𝑇𝑠[Φ
KS] – кон–шемiвський функцiонал кi-

нетичної енергiї невзаємодiючих частинок i

𝐸KS
xc [𝜌] – кон–шемiвський обмiнно-кореляцiйний

функцiонал.
Оскiльки припускається, що 𝐸[Ψ] орбiтально не-

залежна, умова варiацiї може бути записана у ви-
глядi:

𝛿𝐸[Ψ]

𝛿𝑉S(r)
=
∑︁
𝑝

∫︁
𝑑3r′

{︂
𝛿𝐸

𝛿𝜑𝑝(r′)

𝛿𝜑𝑝(r
′)

𝛿𝑉S(r)

}︂
= 0, (65)

де використано так зване ланцюжкове правило i де
пiдсумовування проходить по всiх зайнятих i вiр-
туальних орбiталях (нижче iндекси 𝑖, 𝑗 для зайня-
тих i 𝑎,𝑏, для вiртуальних, i 𝑝, 𝑞 по всiх орбiталях).

Слiдуючи за Талманом i Шедвiком [451], припу-
скаємо, що орбiталi {𝜑𝑝}∞𝑝=1 задовольняють рiвня-
ння Кона–Шема:(︂
−1

2
∇2

r + 𝑉S(r)

)︂
𝜑𝑝(r) = ℰ𝑝𝜑𝑝(r), (66)

де знову пiдкреслюємо той факт, що локальний по-
тенцiал

𝑉S(r) = 𝑣(r) + 𝑣H(r) + 𝑣xc(r) (67)

отримує свою оптимальну форму за допомогою за-
стосування формули (64). При цих припущеннях,
елементарно можна показати, [451], що

𝛿𝜑𝑝(r
′)

𝛿𝑉S(r)
= 𝐺𝑝(r, r

′)𝜑𝑝(r), (68)

де функцiя Грiна є

𝐺𝑝(r, r
′) ≡

∑︁
𝑞 ̸=𝑝

𝜑𝑞(r)𝜑𝑞(r
′)

𝜖𝑝 − 𝜖𝑞
. (69)

Основна вимога в цiй процедурi – це те, що гу-
стина дається виразом

𝜌(r) =

𝑁∑︁
𝑖=1

|𝜑𝑖(r)|2. (70)

З формули (70) випливає, що першi три члени
в енергiї, як такi, що знаходяться у рiвняннi (65),
мiстять тiльки зайнятi орбiталi, i, отже,

𝑁∑︁
𝑖=1

∫︁
𝑑3r′

⎧⎨⎩𝛿
(︁
𝑇𝑠[Φ

KS] + 𝐸Coul[𝜌] + 𝐸ext[𝜌]
)︁

𝛿𝜑𝑖(r′)

⎫⎬⎭×
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× 𝛿𝜑𝑖(r
′)

𝛿𝑉S(r)
+

∞∑︁
𝑝=1

∫︁
𝑑3r′

𝛿𝐸KS
xc

𝛿𝜑𝑝(r′)

𝛿𝜑𝑝(r
′)

𝛿𝑉S(r)
= 0. (71)

Згадуючи добре вiдомi спiввiдношення,

𝛿𝑇 [ΦKS]

𝛿𝜑𝑖(r)
= −1

2
∇2

r𝜑𝑖(r), (72)

𝛿𝐸Coul

𝛿𝜑𝑖(r)
= 𝑣H([𝜌]; r)𝜑𝑖(r), (73)

𝛿𝐸ext

𝛿𝜑𝑖(r)
= 𝑣(r)𝜑𝑖(r) (74)

та, зокрема, таке

𝛿𝐸KS
xc

𝛿𝜑𝑝(r)
= ̂︀𝑣𝑁𝐿

xc 𝜑𝑝(r), (75)

де нелокальна природа обмiнно-кореляцiйного по-
тенцiалу пiдкреслюється, отримуємо

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜑𝑖(r)

∫︁
𝑑3r′

(︁
− 1

2
∇2 + 𝑣H(r

′) + 𝑣(r)
)︁
×

×𝜑𝑖(r′)𝐺𝑖(r, r
′)+

∞∑︁
𝑝=1

𝜑𝑝(r)

∫︁
𝑑3r′̂︀𝑣𝑁𝐿

xc 𝜑𝑖(r
′)×

×𝐺𝑝(r, r
′)=0. (76)

Використовуючи формулу (67), перепишемо (76) у
виглядi

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜑𝑖(r)

∫︁
𝑑3r′

(︁
− 𝜖𝑖 + 𝑣KS

xc (r)
)︁
𝜑𝑖(r

′)𝐺𝑖(r, r
′) =

=

∞∑︁
𝑝=1

𝜑𝑝(r)

∫︁
𝑑3r′̂︀𝑣𝑁𝐿

xc 𝜑𝑖(r
′)𝐺𝑝(r, r

′), (77)

який, завдяки ортогональностi орбiталей, спрощу-
ється до:

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜑𝑖(r)

∫︁
𝑑3r′𝐺𝑖(r, r

′)𝑣KS
xc (r)𝜑𝑖(r

′) =

=

∞∑︁
𝑝=1

𝜑𝑝(r)

∫︁
𝑑3r′̂︀𝑣𝑁𝐿

xc 𝜑𝑖(r
′)𝐺𝑝(r, r

′). (78)

Вводячи функцiю лiнiйного вiдгуку

𝑋(r, r′) =
𝛿𝜌(r)

𝛿𝑉S(r′)
=

=

𝑁∑︁
𝑖=1

∞∑︁
𝑞>𝑖

𝜑𝑖(r)𝜑𝑞(r)𝜑𝑞(r
′)𝜑𝑖(r

′)

𝜖𝑖 − 𝜖𝑞
(79)

перепишемо (79) як∫︁
𝑑3r′𝑋(r, r′)𝑣KS

xc (r′) =

=

∞∑︁
𝑝=1

𝜑𝑝(r)

∫︁
𝑑3r′𝐺𝑝(r, r

′)̂︀𝑣𝑁𝐿
xc 𝜑𝑖(r

′). (80)

Наведене вище рiвняння (80) встановлює основ-
не спiввiдношення мiж локальним кон–шемiвсь-
ким обмiнно-кореляцiйним потенцiалом 𝑣KS

xc (r′)
i нелокальним обмiнно-кореляцiйним потенцiа-
лом ̂︀𝑣𝑁𝐿

xc , отриманим як функцiональна похiдна
у орбiтально-залежному обмiнно-кореляцiйному
функцiоналi [229, 425, 452]. Запроваджуючи фун-
кцiю Грiна, визначену у (69), перепишемо (80) та-
ким чином:∫︁
𝑑3r′𝑋(r, r′)𝑣KS

xc (r′) =

=

∞∑︁
𝑝=1

∞∑︁
𝑞 ̸=𝑝

𝜑𝑝(r)𝜑R(r)

𝜖𝑝 − 𝜖𝑞

∫︁
𝑑3r′𝜑𝑞(r

′)̂︀𝑣𝑁𝐿
xc 𝜑𝑝(r

′). (81)

Як було показано Герлiнгом [229, 453] тiльки в
обмiнному (exchange-only) випадку, рiвняння (81)
може бути використано для створення локального
потенцiалу з нелокальної функцiональної похiдної.
Оскiльки вираз орбiтально-залежний, для обмiн-
ної енергiї маємо вигляд:

𝐸𝑥[{𝜑𝑖}] = −
1

2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑑3r1𝜑

*
𝑖 (r1)𝜑𝑘(r1)×

×
∫︁
𝑑3r2𝜑

*
𝑘(r2)𝜑𝑖(r2)

1

|r1 − r2|
, (82)

та беручи варiацiйну похiдну по вiдношенню до
𝜑*𝑖 , отримуємо нелокальний потенцiал, подiбний
хартрi–фокiвському (зауважимо, що орбiталi кон–
шемiвськi, а зовсiм не хартрi–фокiвськi):

𝛿𝐸𝑥[{𝜑𝑖}]
𝛿𝜑𝑖(r1)

≡ ̂︀𝑣𝑁𝐿
𝑥 𝜑𝑖(r1) =

= −
𝑁∑︁

𝑘=1

∫︁
𝑑3r2𝛿(𝜎𝑖, 𝜎𝑘)𝜑

*
𝑘(r2)𝜑𝑖(r2)

1

|r1 − r2|
𝜑𝑘(r1).

(83)
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Запроваджуючи цей потенцiал у формулу (81) i
визначаючи оптимiзований електронний потенцi-
ал (OEP), отримуємо точнi i тiльки обмiннi рiвня-
ння:∫︁
𝑑3r′𝑋(r, r′)𝑣𝑂𝐸𝑃

𝑥 (r′) =

=

𝑁∑︁
𝑖=1

∞∑︁
𝑎=𝑁+1

𝜑𝑖(r)𝜑𝑎(r)

𝜖𝑖 − 𝜖𝑎
⟨𝜑𝑖|̂︀𝑣𝑁𝐿

𝑥 |𝜑𝑎⟩. (84)

За аналогiєю, коли у ab initio ТФГ 𝐸xc роздiля-
ється на обмiнну i кореляцiйну компоненти, тоб-
то, 𝐸xc = 𝐸𝑥 + 𝐸𝑐 i теорiя збурень застосовується
для опису кореляцiйної частини, 𝐸𝑐 =

∑︀∞
𝑖=1𝐸

𝑖
𝑐 (що

означає вiдповiдне пiдсумовування для кореляцiй-
ного потенцiалу: 𝑣𝑐(r) =

∑︀∞
𝑖=1 𝑣

𝑖
𝑐(r)), тодi викори-

стовуючи формулу (80), стає можливим вивести
рiвняння для кожного зi складових 𝑣𝑖𝑐(r) у локаль-
ний i мультиплiкативний кореляцiйний функцiо-
нал. Вiдзначимо, що суттєвим елементом процеду-
ри Кона–Шема є те, що детермiнант Кона–Шема
(а саме, хвильова функцiя нульового порядку) зав-
жди дає точну густину. Отже, внески вищих по-
рядкiв у густину дорiвнюють нулевi. Ця умова,
в свою чергу, може бути використана для виводу
послiдовних наближень до локальних кореляцiй-
них потенцiалiв [425, 427–429]. З iншого боку, мо-
же бути розвинено пертурбативний пiдхiд, в яко-
му з самого початку густина фiксується. Така ви-
мога складає сердцевину пертурбативного пiдходу
Левi–Герлiнга [454–456], де мультиплiкативний по-
тенцiал визначається з умови, що одночастинкова
густина зберiгається уздовж адiабатичної траєкто-
рiї [229, 426].

Формально кажучи, можна розв’язати обмiнно-
кореляцiйний потенцiал, вживаючи обернену лi-
нiйну функцiю вiдгуку 𝑋−1(r, r′). Вона має таку
властивiсть:∫︁
𝑑3r′′𝑋(r′, r′′)𝑋−1(r′′, r) = 𝛿(r′ − r). (85)

Насправдi, як обговорювалося Хiратою зi спiвав-
торами [457], проблема, яка виникає з сингуляр-
ностi 𝑋(r, r′) [i, отже, з вiдповiдного визначення
оберненої функцiї 𝑋−1(r′′, r)], може бути адеква-
тно розв’язана i єдиний потенцiал може бути отри-
мано, накладаючи вiдповiднi граничнi умови. За-
мiнюючи координату r на r′′ у рiвняннi (81), по-
множуючи обидвi сторони на 𝑋(r′′, r) i iнтегруючи

по r′′, отримуємо, використовуючи (85):

𝑣KS
xc (r) =

∫︁
𝑑3r′′𝑋−1(r′′, r)×

×
∫︁
𝑑3r′

∑︁
𝑝

𝐺𝑝(r
′′, r′)𝜑𝑝(r

′′)
𝛿𝐸KS

xc

𝛿𝜑𝑝(r′)
. (86)

Взагалi, це теж нелiнiйне рiвняння, як i рiвняння
(80). Проте, використовуючи (68) i

𝑋−1(r′′, r) = 𝑋−1(r, r′′) =
𝛿𝑉S(r

′′)

𝛿𝜌(r)
(87)

можна переписати (86) як

𝑣KS
xc (r) =

∫︁
𝑑3r′

∫︁
𝑑3r′′

∑︁
𝑝

𝛿𝐸KS
xc

𝛿𝜑𝑝(r′)

𝛿𝜑𝑝(r
′)

𝛿𝑉S(r′′)

𝛿𝑉S(r
′′)

𝛿𝜌(r)
.

(88)

Важлива сторона рiвняння (88) полягає у тому,
що воно формально еквiвалентно (62) i, отже, ви-
никає спокуса зробити висновок з такого спiввiдно-
шення, що цiлком можна обiйти розв’язок нелiнiй-
ного рiвняння, яке записано або у термiнах (80),
або (86), чи безпосередньо обчислюючи варiацiй-
ну похiдну функцiонала 𝐸KS

xc , як зазначено у фор-
мулi (62). Однак, як було зазначено ван Левєном
(див., наприклад, рiвняння (111) i (113) у [140]),
формальна еквiвалентнiсть, дана у (¶2), означає,
що функцiональна похiдна може бути обчислена за
допомогою ланцюжкової формули (88). Часткова
iнтерпретацiя функцiональної похiдної через фун-
кцiї вiдгуку, взагалi, є рисою рiзних видiв реалiза-
цiй функцiоналiв 𝐹 [𝜌] [140].

Нам представляється необхiдним пiдкреслити
деякi важливi аспекти такої ланцюжкової про-
цедури: (a) ланцюжкове правило безпосередньо
вводить умову 𝑣-представимостi через вираз для
𝛿𝑉S(r

′′)/𝛿𝜌(r), заданий рiвнянням (87), i для
𝛿𝜑𝑝(r

′)/𝛿𝑉S(r
′′), (68); (b) умова 𝑁 -представимостi

вводиться умовою, що 𝐸KS
xc ≡ 𝐸KS

xc [Ψ] (тобто є
функцiоналом вiд хвильової функцiї); (c) фун-
кцiональна похiдна 𝛿𝐸KS

xc /𝛿𝜑𝑝(r
′) для всiх 𝑁 -

представимих функцiоналiв 𝐸KS
xc є нелокальною

функцiєю, i (d) на практицi, локальний потенцiал
𝑣KS
xc (r) знаходять з розв’язку нелiнiйного рiвняння

(80). Отже, якщо обiйти цi три кроки, включенi
у ланцюжковий вираз для 𝑣KS

xc (r) i обчислити йо-
го, користуючись (62), тодi можна отримати ви-
раз для енергiї 𝐸KS

xc [𝜌], який є функцiоналом вiд
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𝜌 i який вiдповiдно задовольняє обидвi умови 𝑁 - i
𝑣-представимостi. Бiльше того, ми повиннi розгля-
нути проблему нелокальностi функцiї, отриманої
з орбiтальної варiацiї 𝛿𝐸KS

xc /𝛿𝜑𝑝(r
′). Таким чином,

якщо бажаємо обiйти нелiнiйне рiвняння i повнi-
стю зосередитись на варiацiйнiй похiднiй функцiо-
нала 𝐸KS

xc [𝜌] по вiдношенню до густини, нам потрi-
бно створити функцiонал 𝐸KS

xc [𝜌] так, щоб всi зга-
данi вище умови задовольнялися. Нам здається,
що такий шлях є дещо важкуватим, але не немо-
жливим, у свiтлi нещодавно отриманих умов 𝑁 -
представимостi для 2-матриць.

2.5.4. Проблема локальностi у ТФГ

А тепер зупинимось на проблемi локальностi у
ТФГ. Складна природа взаємозв’язку мiж енер-
гiєю i неявним функцiоналом вiд одночастинко-
вої густини (за допомогою залежностi орбiталей
вiд густини) i постулювання локального обмiнно-
кореляцiйного потенцiалу за допомогою рiвнян-
ня (62) привело до так званої “локальної гiпоте-
зи” або “локальної проблеми” у ТФГ, яка ствер-
джує, що функцiональна похiдна унiверсального
хоенберг–конiвського функцiонала 𝐹HK[𝜌(r)], (60),
може бути представлена як локальна мультиплiка-
тивна потенцiальна функцiя, яка тим самим ста-
новить основу ХКШ–ТФГ. Взагалi кажучи, необ-
хiдно розрiзняти такi двi функцiональнi похiднi
[460, 461]: похiдна Гато (Gâteau) слаба та узагаль-
нює iдею похiдної по напрямку:

𝑑𝐹 [𝜌𝑜, 𝛿𝜌] = lim
𝜆→0

{︁
𝐹 [𝜌𝑜 + 𝜆𝛿𝜌]− 𝐹 [𝜌𝑜]

}︁
/𝜆,

i похiдна Фреше (Fréchet), сильна:

𝑑𝐹 [𝜌𝑜, 𝛿𝜌] = 𝐹 [𝜌𝑜 + 𝛿𝜌]− 𝐹 [𝜌𝑜].

Остання, сильна диференцiйованiсть, означає, що
якщо 𝐹 [𝜌𝑜] є похiдною Фреше у 𝜌𝑜 ∈ 𝒫𝑁 , то во-
на також гато-диференцiйована у цiй точцi. Гато-
диференцiйованiсть 𝐹HK[𝜌(r)] була показана Iнглi-
шем i Iнглiшем [458] у 1984 р. на основi роботи
Лiба [121] (див. також [140, 155] i наведенi там по-
силання). Виявляється, що цього достатньо бути у
рамках стандартної ХКШ–ТФГ, де варiацiї обме-
жуються нормованими густинами. З iншого боку,
поза областю нормованих густин, Лiндгрен i Са-
ломонсон [484] показали, що похiдна Гато є також

похiдною Фреше, тобто, iншими словами, обмеже-
ння ТФГ пiдходу на нормованi густини не стано-
вить нiяких обмежень, i в цьому сенсi, “ТФГ є пов-
ною без яких-небудь додаткових параметрiв” (с. 5
[484]). Вiдзначимо, що концепцiя функцiональної
диференцiйованостi у ХКШ–ТФГ, пiднята Лiбом i
Iнглiшами пов’язана з концепцiєю безумовної ва-
рiацiї густини за густиною основного стану, яка
вперше була висунута Педью i Левi [462] i Iнглi-
шем зi спiвавторами [463], i яку нещодавно було
дослiджено Вонгом [464].

Фактично, “гiпотеза локальностi” виникає тодi,
коли намагаються вивести орбiтальнi рiвняння у
ТФГ (типу рiвняннь Кона–Шема), роблячи варiа-
цiю енергетичного функцiонала, який задано у рiв-
няннi (64), по вiдношенню до залежної вiд густини
орбiталi 𝜑𝑖([𝜌]; r), з виконанням умови ортонорма-
лiзацiї [465–470]. Розглянемо, наприклад, допомi-
жний функцiонал

Ω[{𝜑𝑖([𝜌]; r)}] = 𝑇 [{𝜑𝑖([𝜌]; r)}] + 𝐸Coul[𝜌] +

+𝐸ext[𝜌] + 𝐸KS
xc [𝜌, {𝜑𝑖([𝜌]; r)}]−

−
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜖𝑖𝑗

(︃∫︁
𝑑3r𝜑𝑖(r)𝜑𝑗(r)− 𝛿𝑖𝑗

)︃
. (89)

З варiацiйної умови

𝛿Ω[{𝜑𝑖([𝜌]; r)}]
𝛿𝜑*𝑖 ([𝜌]; r)

+ c.c. = 0, (90)

використовуючи рiвняння (72)–(75), отримуємо
канонiчнi рiвняння Ейлера–Лагранжа:(︁
− 1

2
∇2

r + 𝑣(r) + 𝑣Coul([𝜌], r) + ̂︀𝑣𝑁𝐿
xc

)︁
𝜑𝑖([𝜌]; r) =

= 𝜖𝑖𝜑𝑖([𝜌]; r). (91)

Якщо застосуємо ланцюжкове правило

𝛿𝐸KS
xc [𝜌, {𝜑𝑖([𝜌]; r)}]
𝛿𝜑𝑖([𝜌]; r)

=
𝛿𝐸KS

xc [𝜌, {𝜑𝑖([𝜌]; r)}]
𝛿𝜌(r)

𝛿𝜌(r)

𝛿𝜑*𝑖 ([𝜌]; r)

(92)

i визначимо

𝛿𝜌(r)

𝛿𝜑*𝑖 ([𝜌]; r)
= 𝜑𝑖([𝜌]; r), (93)
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цi рiвняння Ейлера–Лагранжа отримують вигляд(︁
− 1

2
∇2

r + 𝑣(r) + 𝑣Coul([𝜌], r)+

+
𝛿𝐸KS

xc [𝜌, {𝜑𝑖([𝜌]; r)}]
𝛿𝜌(r)

)︁
𝜑𝑖([𝜌]; r) = 𝜖𝑖𝜑𝑖([𝜌]; r). (94)

Ясна рiч, що якщо i надалi припускати, що ви-
конується формула (62), то рiвняння Кона–Шема
будуть отриманi як результат такої варiацiї. Але
це знаходиться у протирiччi з тим, що ми отрима-
ли, безпосередньо варiюючи енергiю як функцiо-
нал вiд густинно-залежної орбiталi (як це показано
у рiвняннi (99) [471]). Це протирiччя легко прогля-
дається, коли ввести (75) i (93) у (92):

̂︀𝑣𝑁𝐿
xc 𝜑𝑖([𝜌]; r) =

𝛿𝐸KS
xc [𝜌, {𝜑𝑖([𝜌]; r)}]

𝛿𝜌(r)
𝜑𝑖([𝜌]; r). (95)

Таким чином, нелокальний характер потенцiалу
не змiнюється завдяки тому факту, що орбiталi є
залежними вiд густини, хоча навiть у цьому ви-
падку потенцiал є неявною функцiєю вiд густини.
Простий результат, видимий у рiвняннi (96), є до-
статньо виразним для того факту, що варiацiйна
похiдна функцiонала вiд 𝜌 не повинна з необхiднi-
стю бути локальною мультиплiкативною функцiєю
[467, 472].

Для подальшої iлюстрацiї цiєї точки зору, роз-
глянемо вираз для обмiнної енергiї, представлену
у термiнах локального обмiнного потенцiалу Сле-
тера [473]:

𝐸𝑥[𝜌; {𝜑𝑖}] =
1

2

∫︁
𝑑3r1𝜌(r1)𝑣Slat([𝜌; {𝜑𝑖}]; r1), (96)

де

𝑣Slat(r1) = −
1

𝜌(r1)

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑘=1

𝛿(𝜎𝑖, 𝜎𝑘)𝜑
*
𝑖 (r1)𝜑𝑘(r1)×

×
∫︁
𝑑3r2𝜑

*
𝑘(r2)𝜑𝑖(r2)

1

|r1 − r2|
. (97)

Беручи функцiональну похiдну, отримуємо

𝛿𝐸𝑥[𝜌]

𝛿𝜌(r)
=

1

2
𝑣Slat(r) +

1

2
𝑣resp(r), (98)

де визначили потенцiал вiдгуку згiдно з [474]:

𝑣resp(r) =

∫︁
𝑑3r′𝜌(r′)

𝛿𝑣Slat(r
′)

𝛿𝜌(r)
. (99)

Ясна рiч, що пiдставляючи варiацiйну похiдну у
потенцiал вiдгуку, отримуємо перший член, який
анулює (1/2)𝑣Slat плюс нелокальний обмiнний по-
тенцiал. Це означає, що, взагалi, потенцiал вiдгу-
ку є нелокальним, i далi, що хоча потенцiал Сле-
тера є локальним по визначенню, його функцiо-
нальна похiдна по вiдношенню до густини такою
зовсiм не є.

У бiльш загальних випадках, таких як у визна-
ченнi орбiтальних рiвнянь, що вiдповiдають хви-
льовим функцiям типу Ястрова–Фiнберга (Jast-
row–Feenberg) (представлених як добуток детер-
мiнанта Слетера i кореляцiйної функцiї) [475], за-
стосування варiацiйного принципу веде до нело-
кальних потенцiалiв. Аналогiчно, нелокальнi по-
тенцiали також з’являються у рiвняннях Ейлера–
Лагранжа, якi отримують розширенням ТФГ на
випадок орбiтальної варiацiї [476].

Нелокальнi потенцiали також виникають в “уза-
гальнених схемах Кона–Шема”, а саме, у варiа-
цiйних пiдходах, де орбiтальний функцiонал для
енергiї електрон-електронної взаємодiї 𝐸𝑒𝑒[{𝜑𝑖}] =
= ⟨Ψ|̂︀𝑉𝑒𝑒|Ψ⟩ (Ψ – детермiнант Слетера, побу-
дований на орбiтальнiй множинi {𝜑𝑖}𝑁𝑖=1), дода-
ється до функцiонала кiнетичної енергiї 𝑇 [{𝜑𝑖}]
[477]. Ґрунтуючись на цих схемах, було розвину-
то рiзноманiтнi гiбриднi пiдходи, у яких комбiну-
ють хартрi–фокiвський обмiн з кон–шемiвським,
i вони були застосованi для успiшного частинно-
го введення хартрi–фокiвського обмiну у GGA-
функцiонали [478].

Узагальнена схема Кона–Шема була також роз-
ширена на випадок, де енергiя дається багаточа-
стинковою теорiєю збурень. Варiацiя по вiдношен-
ню до орбiталей веде до хвильової функцiї ну-
льового порядку, яка наближається до детермi-
нанта, побудованого на брукнерiвських орбiталях
зi збiльшенням пертурбативного порядку (i вiд-
повiдним чином збiгається). Запропонована схе-
ма Брукнера–Кона–Шема, яка включає електрон-
ну кореляцiю, призводить до нелокального обмiн-
но-кореляцiйного потенцiалу, у протилежнiсть ло-
кальному, який з’являється у рiвняннях Кона–Ше-
ма [479].

Iнтрига у згаданих вище схемах полягає у то-
му, що коли послiдовно вводити точнi форми
енергетичних функцiоналiв (як функцiоналiв вiд
густинно-залежних орбiталей – факт, що робить
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їх неявними функцiями вiд одночастинкової гу-
стини), то тодi пропонована локальнiсть потенцiа-
лу Кона–Шема вiдступає. Наприклад, коли обмiн
включений, виникає рiвнiсть, дана рiвнянням (68),
яка показує, що 𝛿𝐸DFT

𝑥 [𝜌]/𝛿𝜌 не є локальним по-
тенцiалом. Твердження, що явний вигляд 𝐸𝑥[𝜌] =
= 𝐸𝑥[{𝜑([𝜌])}] не може бути вiдомим (див., на-
приклад, параграф, що випливає за рiвнянням
(3.3) у [477]), оскiльки у нас немає доступу до яв-
ної форми набору залежних вiд густини орбiта-
лей {𝜑([𝜌])}. Проте, таку форму можна, певна рiч,
отримати, удаваючись до явних залежностей вiд
густини у орбiталях, що генеруються за допомо-
гою методу локально-масштабних перетворень. Це
питання буде обговорюватись нижче.

Варiацiя повної енергiї 𝐸[𝜌], (65), по вiдношенню
до одночастинкової густини, при виконаннi умови
нормування на густину, дає∫︁
𝑑3r𝛿𝜌(r)

(︂
𝛿𝑇𝑠[Φ

KS]

𝛿𝜌(r)
+ 𝑣H([𝜌]; r)+

+ 𝑣(r) +
𝛿𝐸KS

xc [𝜌]

𝛿𝜌(r)
− 𝜇

)︂
= 0. (100)

Прийнято вважати, що рiвняння (62) має мiсце, i
що в результатi варiацiйна похiдна, указана цим
рiвнянням, приведе до локального мультиплiка-
тивного потенцiалу 𝑣KS

xc ([𝜌]; r). Фактично, звичайне
отримання рiвнянь Кона–Шема засновано на то-
му, що припускається еквiвалентнiсть мiж стацiо-
нарнiстю по вiдношенню до орбiтальної варiацiї i
стацiонарнiстю по вiдношенню до варiацiї густи-
ни [227].

Однак – i у цьому полягає наше твердження –
по причинах, викладених у цьому параграфi, рiв-
няння Кона–Шема не можуть бути отриманi як
рiвняння Ейлера–Лагранжа при варiацiї точного
функцiонала енергiї по вiдношенню до варiацiї ор-
бiталей. Ми також вважаємо, що орбiтальнi варi-
ацiї i варiацiї густини не є еквiвалентними. Крiм
того, ми були би схильнi розглядати їх як рiвня-
ння, що постулюються та задовольняють (66) у
припущеннi, що 𝑉S(r) є локальним мультиплiка-
тивним потенцiалом, оптимальна реалiзацiя яко-
го може бути отримана з екстремуму варiацiйного
принципу, заданого рiвнянням (65) або, що еквiва-
лентно, за допомогою ланцюжкового правила, ви-
значеного у (89).

Завершуючи даний пiдроздiл, давайте трошки
вкажемо на живу дискусiю i навiть дещо суво-
ру критику “гiпотези локальностi” у ТФГ [465–
467, 470, 471, 476, 480–484]. Сподiваємось, що на-
шi коментарi, очевидно, показують корисну пер-
спективу, яка дозволяє оцiнити деякi аспекти цьо-
го обговорення, хоча вони зовсiм не вичерпують
всiх аспектiв. Зокрема, ми не розглядаємо тут мо-
жливiсть – вивчену Лiндгреном i Саломонсоном –
введення модифiкованого функцiонала кiнетичної
енергiї, який складено таким чином, щоб включи-
ти обмеження нормування у явному виглядi на за-
лежних вiд густини орбiталях i отримати локальнi
потенцiали [470,484], хоча ми вважаємо, що це мо-
же бути проблемою, яка може спокусити певних
математично-схильних читачей для її подальшого
вивчення.

2.6. Локальне наближення.
Обмiнно-кореляцiйна взаємодiя.
Скалярно-релятивiстське наближення.
Самодiя електронiв

Узагальнення на релятивiстськi системи електро-
нiв у ТФГ проводять у багатьох пiдходах (див.,
наприклад, [485–495]). Нижче ми будемо виходити
з так званого скалярно-релятивiстського наближе-
ння. Воно базується на використаннi спiнових еле-
ктронних густин 𝜌↑(r) i 𝜌↓(r), якi побудовано з ре-
лятивiстських орбiталей 𝜓𝑖𝜆 з числами заповнення
𝑤𝑖𝜆 i сумарною густиною електронiв 𝜌(r) в атомi
(𝜆 =↑, ↓):

𝜌(r) = 𝜌↑(r) + 𝜌↓(r), 𝜌𝜆(r) =

=
∑︁
𝑖

𝑤𝑖𝜆𝜓
+
𝑖𝜆(r)𝜓𝑖𝜆(r). (101)

Функцiонал кiнетичної енергiї системи невзаємодi-
ючих релятивiстських електронiв можна вибрати
у виглядi

𝑇𝑠[𝜌↑, 𝜌↓] = min
(︁∑︁

𝑤𝑖𝜆⟨𝜓𝑖𝜆|𝑇 |𝜓𝑖𝜆⟩
)︁
. (102)

Функцiонал повної енергiї електронiв у зовнi-
шньому полi 𝑉 (r) визначається спiновими густи-
нами

𝐸𝑣[𝜌↑, 𝜌↓] = 𝑇𝑠[𝜌↑, 𝜌↓] + 𝑈 [𝜌] + 𝐸xc[𝜌↑, 𝜌↓] +

+

∫︁
𝑑r𝜌(r)𝑉 (r). (103)
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Використання релятивiстського виразу для опе-
ратора 𝑇 у (102) та умовного варiацiйного прин-
ципу дають рiвняння Кона–Шема–Дiрака:[︀
𝑖𝑐𝛼 ·∇+ 𝛽𝑐2 + 𝑉 𝜆

eff(r)
]︀
𝜓𝑖𝜆(r) = 𝜀𝑖𝜆𝜓𝑖𝜆(r), (104)

де

𝑉 𝜆
eff(r) = 𝑉 (r) + 𝑉H(r) + 𝑉 𝜆

xc(r),

𝑉 𝜆
xc(r) =

𝛿𝐸xc[𝜌↑, 𝜌↓]

𝛿𝜌𝜆
.

(105)

Системи рiвнянь (104) з вiдповiдними ефектив-
ними потенцiалами (105), виразами для густин
електронiв (101) є формально точними i розв’язу-
ються самоузгоджено.

Наведене формулювання релятивiстського пiд-
ходу має внутрiшнє протирiччя – кiнетичний член
мiстить спiн-орбiтальну взаємодiю, а спiн при цьо-
му вважається хорошим квантовим числом. Це
наслiдок неврахування у обмiнно-кореляцiйному
функцiоналi релятивiстських квантово-польових
ефектiв, пов’язаних з обмiном фотонами i взаємо-
дiєю мiж ними [486, 487]. У скалярно-релятивiст-
ському наближеннi [488–490] спiн-орбiтальну взає-
модiю виключають усередненням по повному мо-
менту електрона великої i малої компонент спiно-
ра. При цьому скалярнi кiнетичнi ефекти врахова-
нi коректно.

Просте наближення для обмiнно-кореляцiйного
функцiонала – це наближення локальної спiнової
густини (НЛСГ, LSDA) [78, 496, 498–502], яке є то-
чним у випадку густин електронiв, що повiльно
змiнюються у поляризованому електронному газi.
Для квазiоднорiдного газу в цьому наближеннi мо-
жна написати

𝐸LSDA
xc [𝜌↑, 𝜌↓] =

∫︁
𝑑r𝜌(r) · 𝜀xc(𝜌↑(r), 𝜌↓(r)), (106)

де 𝜀xc(𝜌↑, 𝜌↓) – густина обмiнно-кореляцiйної енер-
гiї. Для неї у роботах [78, 430, 486, 500–503] отри-
мано низку виразiв. Розглянемо тi з них, якi ми
використовуємо.

Використаємо параметри теорiї поляризованого
електронного газу – радiус Вiгнера–Зейтца та спi-
нову поляризацiю

𝑟𝑠(r) =
[︂

3

4𝜋𝜌(r)

]︂1/3
, 𝜁(r) =

𝜌↑(r)− 𝜌↓(r)
𝜌(r)

. (107)

Величину 𝜀xc(𝜌↑, 𝜌↓) представляють у вигля-
дi суми густини обмiнної та кореляцiйної частин
енергiї:

𝜀xc(𝑟𝑠, 𝜁) = 𝜀𝑥(𝑟𝑠, 𝜁) + 𝜀𝑐(𝑟𝑠, 𝜁). (108)

У нерелятивiстському наближеннi Хартрi–Фока
для вiльного поляризованого газу електронiв
обмiнна густина енергiї має вигляд [78, 501]:

𝜀𝑥(𝑟𝑠, 𝜁) = 𝜀P𝑥 (𝑟𝑠) +
[︀
𝜀F𝑥(𝑟𝑠)− 𝜀P𝑥 (𝑟𝑠)

]︀
𝑓(𝜁), (109)

де P – пара- (𝜁 = 0), а F – феромагнiтний (𝜁 = 1)
газ електронiв

𝜀P𝑥 (𝑟𝑠) = 𝜀𝑥(𝑟𝑠, 0) = −
3

2𝜋𝛼𝑟𝑠
,

𝜀F𝑥(𝑟𝑠) = 𝜀𝑥(𝑟𝑠, 1) = 21/3𝜀P𝑥 (𝑟𝑠),

𝛼 = (4/9𝜋)1/3,

𝑓(𝜁) =
(1 + 𝜁)4/3 + (1− 𝜁)4/3 − 2

2(21/3 − 1)
.

(110)

Використовуючи (110), отримуємо еквiвален-
тний виразу (109) вираз через електроннi густини:

𝜀𝑥(𝑟𝑠, 𝜁) = 21/3𝜀P𝑥 (𝑟𝑠)
𝜌↑(r)4/3 + 𝜌↓(r)4/3

𝜌(r)4/3
. (111)

Для спiнових обмiнних потенцiалiв отримуємо

𝑉 𝜆
𝑥 (r) =

𝛿𝐸𝑥[𝜌↑, 𝜌↓]

𝛿𝜌𝜆
=

4

3
𝜀P𝑥 (𝑟𝑠)(1± 𝜁)1/3. (112)

У нерелятивiстському наближеннi для кореля-
цiйної частини у (108) – густини енергiї 𝜀𝑐(𝑟𝑠, 𝜁) –
можна використати вираз зi спiн-залежною части-
ною △𝜀𝑐(𝑟𝑠, 𝜁) [430, 505]:

𝜀𝑐(𝑟𝑠, 𝜁) = 𝜀P𝑐 (𝑟𝑠) + Δ𝜀𝑐(𝑟𝑠, 𝜁),

𝜀P𝑐 (𝑟𝑠) = 𝜀𝑐(𝑟𝑠, 0), Δ𝜀𝑐(𝑟𝑠, 0) = 0,

Δ𝜀𝑐(𝑟𝑠, 𝜁) = 𝛼𝑐(𝑟𝑠)
𝑓(𝜁)

𝑓 ′′(0)

[︀
1 + 𝛽𝑐(𝑟𝑠)𝜁

4
]︀
,

𝛽𝑐(𝑟𝑠) =
𝑓 ′′(0)△𝜀𝑐(𝑟𝑠, 1)

𝛼𝑐(𝑟𝑠)
− 1,

Δ𝜀𝑐(𝑟𝑠, 1) = 𝜀F𝑐 (𝑟𝑠)− 𝜀P𝑐 (𝑟𝑠), 𝜀F𝑐 (𝑟𝑠) = 𝜀𝑐(𝑟𝑠, 1).

(113)

Кореляцiйна частина 𝛼𝑐(𝑟𝑠) функцiї спiнового
змiщення у (113) апроксимована формулою [506]:

𝑔(𝑥) = 𝐴

{︃
ln

𝑥2

𝑋(𝑥)
+

2𝐵

𝑄
arctan

𝑄

2𝑥+𝐵
− 𝐵𝑥0
𝑋(𝑥0)

×

64 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. Огляди. 2014. Т. 9, № 1



Теорiя функцiонала густини в атомнiй фiзицi

×
[︂
ln

(𝑥−𝑥0)2

𝑋(𝑥)
+
2(𝐵+2𝑥0)

𝑄
arctan

𝑄

2𝑥+𝐵

]︂}︃
, (114)

де 𝑥 = (𝑟𝑠)
1/2, 𝑋 = 𝑥2+𝐵𝑥+𝐶, 𝑄 =

(︀
4𝐶 −𝐵2

)︀1/2,
𝐴 = −0,0337737, 𝐵 = 1,13107, 𝐶 = 13,0045, 𝑥0 =
= −0,00475840.

Для спiнових кореляцiйних потенцiалiв (див.
[507]) (верхнiй знак вiдповiдає 𝜆 =↑, нижнiй 𝜆 =↓)
маємо такий вираз:

𝑉 𝜆
𝑐 (r) =

𝛿𝐸𝑐[𝜌↑, 𝜌↓]

𝛿𝜌𝜆
=

= 𝜀𝑐(𝑥(𝑟𝑠))−
√
𝑟𝑠
6
· 𝜕𝜀𝑐
𝜕𝑥
± (1∓ 𝜁)𝜕△𝜀𝑐

𝜕𝜁
, (115)

де

𝜕𝜀𝑐
𝜕𝑥

=
[︀
1− 𝑓(𝜁)𝜁4

]︀ 𝑑𝜀P𝑐
𝑑𝑥

+ 𝑓(𝜁)𝜁4
𝑑𝜀F𝑐
𝑑𝑥

+
𝑓(𝜁)

𝑓 ′′(0)
×

×
(︀
1− 𝜁4

)︀ 𝑑𝛼𝑐

𝑑𝑥
,
𝜕𝜀𝑐
𝜕𝑥

=

[︂
𝜀F𝑐 (𝑥)− 𝜀P𝑐 (𝑥) ·

𝛼𝑐(𝑥)

𝑓 ′′(0)

]︂
×

× [4𝑓(𝜁) + 𝑓 ′(𝜁) · 𝜁] 𝜁3 + 𝛼𝑐(𝑥)
𝑓 ′(𝜁)

𝑓 ′′(0)
. (116)

Для апроксимацiї похiдних 𝑑𝜀P,F
𝑐 /𝑑𝑥 та 𝑑𝛼𝑐/𝑑𝑥,

як це дано вище, використовується такий загаль-
ний вираз [506]:

𝑑𝑔

𝑑𝑥
= 𝐴

{︃
2

𝑥
− 2𝑥+𝐵

𝑋(𝑥)

(︂
1− 𝐵𝑥0

𝑋(𝑥0)

)︂
−

− 2𝐵𝑥0
(𝑥− 𝑥0)𝑋(𝑥0)

− 𝐵

𝑋(𝑥)

[︂
1− 𝑥0(2𝑥0 +𝐵)

𝑋(𝑥0)

]︂}︃
. (117)

Для густин енергiй 𝜀P𝑐 (𝑟𝑠) та 𝜀F𝑐 (𝑟𝑠) у двох гра-
ничних випадках величин густин електронiв є ана-
лiтичнi вирази. Так, для великих (𝑟𝑠 ≪ 1) густин
електронiв (𝑖 = P,F):

𝜀𝑖𝑐(𝑟𝑠) = 𝐴𝑖 ln(𝑟𝑠)+𝐶
𝑖+𝑟𝑠[𝐴

𝑖 ln(𝑟𝑠)+𝐶
𝑖]+ ..., (118)

а при малих, 𝑟𝑠 ≫ 1, густинах

𝜀𝑖𝑐(𝑟𝑠) = 𝑔𝑖0/𝑟𝑠 + 𝑔𝑖1/(𝑟𝑠)
3/2 + 𝑔𝑖2/(𝑟𝑠)

2 + ... . (119)

Наближення випадкових фаз справедливе саме
при 𝑟𝑠 ≪ 1, тому коефiцiєнти у (118) дорiвню-
ють: 𝐴P = 2𝐴F = 0,0621814, 𝐶P = 0,1416455,
𝐶F = −0,0995567.

Для знаходження коефiцiєнтiв 𝑔𝑖0, 𝑔𝑖1, 𝑔𝑖2 при ма-
лих густинах, при (𝑟𝑠 ≫ 1), використано прямi
чисельнi розрахунки кореляцiйної енергiї для си-
стеми малого числа електронiв. Вони ґрунтуються
на статистичному моделюваннi канонiчного ансам-
блю частинок методом Монте-Карло [505]. Єди-
на для обох граничних випадкiв параметризова-
на формула, отримана з залученням двоточкової
апроксимацiї Паде [430], має такий вигляд, подi-
бний наведеному вище:

𝜀𝑖𝑐(𝑟𝑠) = 𝐴𝑖

{︃
ln

𝑥2

𝑋𝑖(𝑥)
+

2𝐵𝑖

𝑄𝑖
arctan

𝑄𝑖

2𝑥+𝐵𝑖
−

− 𝐵𝑖𝑥
𝑖
0

𝑋𝑖(𝑥𝑖0)

[︃
ln

(𝑥− 𝑥𝑖0)2

𝑋𝑖(𝑥)
+

+
2(𝐵𝑖 + 2𝑥𝑖0)

𝑄𝑖
arctan

𝑄𝑖

2𝑥+𝐵𝑖

]︃}︃
. (120)

У (120) використано позначення𝑋𝑖 = 𝑥2+𝐵𝑖𝑥+𝐶𝑖,
𝑄𝑖 =

(︀
4𝐶𝑖 −𝐵2

𝑖

)︀1/2, а коефiцiєнти 𝑥𝑖0, 𝐵𝑖, 𝐶𝑖 дорiв-
нюють, вiдповiдно, для 𝑖 = 𝑃 : −0,10498; 3,72744;
12,9352 та для 𝑖 = 𝐹 : −0,32500; 7,06042; 18,0578.

Для обмiнної взаємодiї можливим є врахуван-
ня релятивiстських ефектiв. Так, у випадку квазi-
однорiдного релятивiстського газу у [508], на осно-
вi теоретико-польового розгляду взаємодiї мiж
електронами, отримано вираз для густини обмiн-
ної енергiї 𝜀𝑥(𝑟𝑠, 𝜁 = 0) у однорiдному парамагнi-
тному – всi електроннi спiновi стани заповненi i
спiнова поляризацiя 𝜁 газу дорiвнює нулю – реля-
тивiстському електронному газi (також див. [486]).

У роботi [486] ця релятивiстська (R) густина
енергiї представлена через нерелятивiстську (NR)
з поправочним функцiональним множником

𝜀R𝑥 (𝑟𝑠, 0) = ΦR(𝑟𝑠) 𝜀
NR
𝑥 (𝑟𝑠, 0),

ΦR(𝑟𝑠) = 1− 3

2

(︂
ln 𝜃(𝑟)

𝛽(𝑟) 𝜂(𝑟)

)︂2
.

(121)

Для обмiнного потенцiала маємо

𝑉 𝑅
𝑥 (𝑟) = ΨR(𝑟𝑠)𝑉

NR
𝑥 (𝑟),

𝑉 NR
𝑥 (𝑟) =

𝑑[𝜌(𝑟) 𝜀𝑥(𝑟𝑠)]

𝑑𝜌
=

4

3
𝜀P𝑥 (𝑟𝑠),

ΨR(𝑟𝑠) = −
1

2

[︂
1− 3

ln 𝜃(𝑟)

𝛽(𝑟) 𝜂(𝑟)

]︂
.

(122)
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Рис. 5. Приведена радiальна густина електронiв 𝐷𝑅(𝑟) =

= 4𝜋𝑟2𝜌(𝑟) (пунктир) i функцiї 𝜑R(𝑟) (пунктир с точкою),
𝜓R(𝑟) (пунктир с двомя точками) для атома ртутi

Величини 𝛽(𝑟), 𝜂(𝑟), 𝜃(𝑟) мають вигляд

𝛽(𝑟) =
1

𝑐

(︀
3𝜋2𝜌(𝑟)

)︀1/3
, 𝜂(𝑟) = (1 + 𝛽(𝑟))

1/2
,

𝜃(𝑟) = 𝛽(𝑟) + 𝜂(𝑟),
(123)

де 𝑐 = 137,036 – швидкiсть свiтла (у атомнiй си-
стемi одиниць).

На рис. 5 наведено просторовий розподiл при-
веденої радiальної густини електронiв 𝐷𝑅(𝑟) =
= 4𝜋𝑟2𝜌(𝑟)/𝑁 i радiальна поведiнка релятивiст-
ських функцiй-множникiв ΦR(𝑟) i ΨR(𝑟) для атома
ртутi (𝑁 = 80) [509]. Як бачимо, на малих вiдста-
нях, в околi ядра атома, функцiї ΦR(𝑟) i ΨR(𝑟) сут-
тєво вiдрiзняються вiд 1, тобто роль релятивiст-
ських ефектiв достатньо велика. При 𝑟 ∼ 0,2𝑎0 гу-
стина електронiв зменшується приблизно у 2 рази
i тому цi функцiї близькi до 1.

Цi релятивiстськi поправки нами було реалiзова-
но у обчислювальних програмах. Вони досить ва-
жливi для бiльш реалiстичного врахування обмiн-
ної взаємодiї мiж електронами у важких атомах,
як при розрахунках атомних характеристик, так
i в задачi розсiювання електрона на таких ато-
мах (див. [509]). Нижче ми також використовуємо
цi поправки при розрахунках дипольної статичної
поляризовностi атома ртутi i характеристик розсi-
ювання електрона цим атомом.

Про релятивiстськi поправки до кореляцiйної
густини енергiї та, вiдповiдно, до кореляцiйної ча-
стини ефективного потенцiалу у (105) нам невiдо-

мо (див. коротке обговорення у [486, 494]. Там за-
значено, що релятивiстськi ефекти для кореляцiй-
ної взаємодiї не дуже важливi).

У бiльш простому наближеннi локальної густи-
ни (НЛГ, LDA) та у випадку заповнених еле-
ктронних оболонок в атомах i iонах (коли 𝜁 = 0)
обмiнно-кореляцiйний функцiонал має вигляд

𝐸LDA
xc [𝜌] =

∫︁
𝑑r𝜌(r) · 𝜀xc(𝜌(r)). (124)

Для обмiнного i кореляцiйного потенцiалiв маємо
такi простi спiввiдношення:

𝑉 NR
𝑥 (𝑟) =

4

3
𝜀P𝑥 (𝑟𝑠), 𝑉𝑐(𝑟)=𝜀

P
𝑐 (𝑟𝑠)−

𝑟𝑠
3

𝑑𝜀P𝑐
𝑑𝑟𝑠

. (125)

При цьому 𝜀P𝑥 (𝑟𝑠) = 𝜀NR
𝑥 (𝑟𝑠). Поправку на реляти-

вiстськi ефекти до обмiнної взаємодiї враховують
як це зазначено вище: 𝜀R𝑥 (𝑟𝑠) = ΦR(𝑟𝑠)𝜀

NR
𝑥 (𝑟𝑠).

У точнiй теорiї функцiонала густини, як i в ме-
тодi ХФ, енергiя прямої кулонiвської самодiї еле-
ктрона в станi 𝑖 i спiна 𝜆 точно компенсується енер-
гiєю обмiнно-кореляцiйної самодiї. Однак, якщо
для функцiонала використовується яке-небудь на-
ближення, наприклад, локальне чи локальне спi-
нове, то повна компенсацiя самодiї порушується
[510]. Тобто величина

𝛿𝑖𝜆 = 𝑈H[𝜌𝑖𝜆] + 𝐸LSDA
xc [𝜌𝑖𝜆, 0] (126)

не дорiвнює нулевi. Поправка на самодiю (self-
interaction correction, SIC) у цьому випадку врахо-
вується тим, що обмiнно-кореляцiйний функцiонал
вибирається у виглядi [510]:

𝐸SIC
xc [𝜌↑, 𝜌↓] = 𝐸LSDA

xc [𝜌↑, 𝜌↓]−
∑︁
𝑖,𝜆

𝛿𝑖𝜆. (127)

Повний функцiонал енергiї (103) з цим обмiнно-
кореляцiйним функцiоналом дає змогу отримати
систему рiвнянь, за допомогою використання ва-
рiацiйного принципу:[︁
𝑖𝑐𝛼 ·▽+ 𝛽𝑐2 + 𝑉 𝑖,𝜆

eff (r)
]︁
𝜓𝑖𝜆(r) = 𝜀𝑖𝜆𝜓𝑖𝜆(r), (128)

де ефективний потенцiал дорiвнює

𝑉 𝑖,𝜆
eff (r) = 𝑉𝑛(𝑟) + 𝑉 SIC,𝑖,𝜆

H (r) + 𝑉 SIC,𝑖,𝜆
xc (r), (129)

𝑉 SIC,𝑖,𝜆
H (r) = 𝑉H(r)−

∫︁
𝑑r′

𝜌𝑖𝜆(r′)
|r− r′|

, (130)
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𝑉 SIC,𝑖,𝜆
xc (r) = 𝑉 LSDA,𝜆

xc [𝜌(r), r]− 𝑉 LSDA,𝑖,𝜆
xc [𝜌𝑖,𝜆(r), r].

(131)

Бачимо, що пiсля введення поправки, яка
виключає самодiю електронiв, система рiвнянь
ускладнюється. Але, використання поправки, ви-
правляє асимптотичну поведiнку ефективного по-
тенцiалу (129) – з 𝑉 𝜆

eff(r) = −(𝑍−𝑁)/𝑟 на 𝑉 𝑖,𝜆
eff (r) =

= −(𝑍 − 𝑁 + 1)/𝑟. Це суттєво розширює область
можливих застосувань теорiї у атомнiй i молеку-
лярнiй фiзицi, квантовiй хiмiї, а також фiзики i
хiмiї твердого тiла. Наприклад, отримати зв’яза-
нi стани вiд’ємних iонiв та бiльш точнi значення
енергiй електронних орбiталей, енергiй збуджених
станiв.

3. Нестацiонарна
теорiя функцiонала густини

Дослiдження реакцiї електронної оболонки атом-
ної системи на залежне вiд часу зовнiшнє поле –
важлива область теоретичної атомної фiзики. Ба-
гаточастинкова теорiя збурень, в якiй взаємодiя
електронiв з електромагнiтним (ЕМ) полем i мiж-
електронна кореляцiйна взаємодiя розглядаються
як збурення є основним пiдходом до розв’язання
наукових задач у даному напрямку. Дослiджую-
ться процеси з одноелектронними та двоелектрон-
ними переходами при однофотонному та багатофо-
тонному поглинаннi, якi призводять до збудження
i iонiзацiї атомiв i iонiв. Як правило у ролi бази-
сних функцiй використовують функцiї, знайденi у
методi ХФ. Значно бiльш простим i, в той самий
час достатньо плiдним, є використання методу ви-
падкових фаз з обмiном (МВФО, RPAE), який є
залежним вiд часу наближенням ХФ. Всi дiаграми
певного, а саме полярiзацiйного, типу, що виника-
ють за теорiєю збурень у цьому методi, вдається
просумувати.

Для багатоелектронних атомiв i iонiв вивчен-
ня вiдгуку електронiв на зовнiшнє поле в цiло-
му, як електронного газу, зручно проводити за
методом ТФ з врахуванням рiзноманiтних попра-
вок (обмiн, кореляцiї, самодiя, орбiтальна структу-
ра, неоднорiднiсть). Аналогiчно, але бiльш послi-
довно квантово-механiчно, самоузгоджений вiдгук
електронiв можна розглядати у наближеннi зале-
жної вiд часу теорiї функцiонала густини. Зокре-
ма, можна провести динамiчний розгляд таких ти-

пiв мiжелектронної взаємодiї, як пряма електро-
статична, обмiнна i кореляцiйна.

Цiлком загальним та альтернативним напрям-
ком, що узгоджено описує взаємодiю ЕМ поля з
атомною системою, у мiкроскопiчному випадку,
або з речовиною у макроскопiчному випадку, мо-
же служити пiдхiд, в якому разом розв’язують рiв-
няння Максвела–Лоренца i Шредiнгера [511–514].
Це дозволяє непертурбативно, без використання
теорiї збурень, вивчати поширення, поглинання,
вiдбиття, проходження, рефракцiю, розсiювання,
дифракцiю, емiсiю та т. iн., iнтенсивного, ультра-
короткого i високочастотного ЕМ поля у щiльно-
му газоподiбному середовищi [512–514]. Результати
таких дослiджень мають багаточисельнi практичнi
застосування.

3.1. Часозалежнi рiвняння Кона–Шема

Базовi теореми ХК i КШ дозволили ввести у роз-
гляд систему самоузгоджених рiвнянь для опи-
су основних станiв багатоелектронних систем у
статичному зовнiшньому полi ядра. Пошук та-
ких самих тверджень для залежних вiд часу еле-
ктронних густин було здiйснено Рунге, Гросом та
представлено у роботах [77, 516–518] (також див.
[142, 519, 521]).

Необхiдно вiдзначити часозалежне формулю-
вання Блохом теорiї Томаса–Фермi [522] (також
див. [523]). В цiй роботi в наближеннi Томаса–
Фермi–Дiрака сформульовано гiдродинамiчнi, за-
лежнi вiд часу рiвняння для потенцiалу потоку
(його градiєнт дорiвнює швидкостi потоку) i густи-
ни електронного газу. Для виведення рiвнянь ви-
користано принцип найменшої дiї. У роботi [524] цi
рiвняння було застосовано до розгляду власних ко-
ливань електронного газу, що знаходиться у основ-
ному станi. При цьому зовнiшнiй, залежний вiд ча-
су потенцiал дорiвнює нулю.

Бiльш ранiшнi спроби дати формулювання ча-
созалежної теорiї функцiонала густини (ЧЗТФГ,
TDDFT) представленi у роботах [525–534]. Мето-
ди, запропонованi там, ґрунтувалися на певних
припущеннях.

Так, у [525, 526] розглянуто лiнiйний вiдгук
електронної густини атома на залежний вiд ча-
су потенцiал зовнiшнього поля. Цей вiдгук роз-
глядався для системи невзаємодiючих електро-
нiв у ефективному залежному вiд часу потенцiалi
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𝑉S[𝜌](r, 𝑡), який складався з часозалежних потен-
цiалiв – зовнiшнього поля 𝑣(r, 𝑡), Хартрi 𝑣H[𝜌](r, 𝑡)
та обмiнно-кореляцiйного 𝑣xc[𝜌](r, 𝑡). Останнi два
потенцiали визначаються часозалежною електрон-
ною густиною (див. нижче). Тобто, основою є ча-
созалежнi рiвняння КШ (ЧКШ, TDKS).

У роботах [531–534] та [527–530] зроблено ваго-
мий внесок у розвиток TDDFT. Автори цих ро-
бiт сформулювали та використали теореми ХК та
КШ для часозалежних електронних густин. Ни-
ми було розглянуто перiодичнi по часу потенцiали
[531–534] та потенцiали для адiабатичних процесiв
у [527–530].

Пряме застосування принципу мiнiмуму у ча-
созалежному випадку неможливе. Тому розгляд
Рунге, Гроса [77, 516–518], впроваджений для до-
ведення взаємозв’язку мiж часозалежними густи-
ною та зовнiшнiми потенцiалами ґрунтується на
часозалежному рiвняннi Шредiнгера для повної
хвильової функцiї Ψ(𝑡) 𝑁 -електронної системи. З
розв’язку цього рiвняння, отриманого для рiзних
зовнiшнiх потенцiалiв вигляду 𝑉 (𝑡) =

∑︀𝑁
𝑖=1 𝑣(r𝑖, 𝑡)

та з початковою функцiєю Ψ(𝑡0) = Ψ0, можна
отримати електронну густину 𝜌(r, 𝑡). Тобто, метою
є доведення iснування зв’язку: 𝑣(r, 𝑡) → Ψ(𝑡) →
𝜌(r, 𝑡) = ⟨Ψ(𝑡)|𝜌(r)|Ψ(𝑡)⟩. Формулювання теореми
таке: електроннi густини 𝜌(r, 𝑡) та 𝜌′(r, 𝑡), що утво-
рюються завдяки еволюцiї з загального для них
початкового стану Ψ0 пiд впливом двох потенцi-
алiв 𝑣(r, 𝑡) та 𝑣′(r, 𝑡), завжди рiзнi за умови, що
потенцiали вiдрiзняються на залежну тiльки вiд
часу функцiю – 𝑣(r, 𝑡) ̸= 𝑣′(r, 𝑡) + 𝑐(𝑡).

Для доведення використовують розклад потен-
цiалiв 𝑣(r, 𝑡), 𝑣′(r, 𝑡) та вiдповiднi їм густини стру-
мiв у ряд Тейлора по часу 𝑡 (в околi 𝑡 = 𝑡0):

j(r, 𝑡) = ⟨Ψ(𝑡)|̂j𝑃 (r)|Ψ(𝑡)⟩,

j′(r, 𝑡) = ⟨Ψ′(𝑡)|̂j𝑃 (r)|Ψ′(𝑡)⟩.
(132)

Тобто, використано таку властивiсть, що ґрунтує-
ться на вiдповiдностi

𝑣(r, 𝑡)↔ j(r, 𝑡) (133)

у випадку взаємодiючих i

𝑉S(r, 𝑡)↔ j𝑠(r, 𝑡) (134)

у випадку невзаємодiючих частинок. Використано
парамагнiтний оператор густини струму

ĵP(r) =
1

2𝑖

𝑁∑︁
𝑗=1

(︀
∇𝑟𝑗𝛿(r− r𝑗) + 𝛿(r− r𝑗)∇𝑟𝑗

)︀
. (135)

Для введення часозалежних рiвнянь КШ при-
пускають, як i у статичному випадку, невзаємодi-
ючу 𝑣-представимiсть, тобто припускають iснува-
ння одночастинкового потенцiалу 𝑉S[𝜌](r, 𝑡) який
вiдтворює часозалежну густину взаємодiючої си-
стеми:

𝜌(r, 𝑡) =
𝑁∑︁
𝑖=1

|𝜙𝑖(r, 𝑡)|2. (136)

Орбiталi 𝜙𝑖(r, 𝑡) задовольняють TDKS рiвняння

𝑖
𝜕𝜙𝑖(r, 𝑡)

𝜕𝑡
=

[︂
−∇

2

2
+ 𝑉S[𝜌](r, 𝑡)

]︂
𝜙𝑖(r, 𝑡), (137)

𝑉S[𝜌](r, 𝑡) = 𝑣(r, 𝑡) + 𝑣H[𝜌](r, 𝑡) + 𝑣xc[𝜌](r, 𝑡). (138)

Тут 𝑣(r, 𝑡) = 𝑣𝑛(r) + 𝑣1(r, 𝑡) – сумарний потенцiал
зовнiшнього залежного вiд часу поля, що складає-
ться з кулонiвського потенцiалу ядра 𝑣𝑛(r) та вла-
сне з потенцiалу зовнiшнього поля (часозалежне
збурення) 𝑣1(r, 𝑡). У роботах [516, 517] також вве-
дено гiдродинамiчнi рiвняння для густин частинок
та їх струму, використовуючи функцiонал густини
𝑃 [𝜌](r, 𝑡) = −𝑖⟨Ψ[𝜌](𝑡)|[̂j(r), �̂�(𝑡)](r)|Ψ[𝜌](𝑡)⟩

𝜕𝜌(r, 𝑡)
𝜕𝑡

= −∇ · j(r, 𝑡), (139)

𝜕j(r, 𝑡)
𝜕𝑡

= 𝑃 [𝜌](r, 𝑡). (140)

Тут �̂�(𝑡) – повний гамiльтонiан системи частинок
у зовнiшньому полi. Цi два рiвняння можна об’єд-
нати

𝜕2j(r, 𝑡)
𝜕𝑡2

= ∇ · 𝑃 [𝜌](r, 𝑡). (141)

Детальнi пояснення та певнi зауваження пред-
ставлено у роботах [516–518].

Тут слiд зауважити наявнiсть роботи [535], де
дано критичний аналiз основ TDDFT. В основ-
ному вiн стосується принципу найменшої дiї, вве-
деного Рунге–Гросом та проблеми включення не-
локальних (по часу та простору) збурень в рам-
ках TDDFT. У роботi [536] представлено ґрунтов-
ну вiдповiдь, що базується на результатах робiт
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[518, 537–540], на цю критику. Стверджується, що
TDDFT формально точна, добре пiдкрiплена фа-
ктами i передбачувальна.

У даний час найбiльшого застосування TDDFT
досягло у пiдходi вiдгуку електронiв атомної си-
стеми на зовнiшнє поле. Наприклад, у наближеннi
лiнiйного вiдгуку [526]. Пiдхiд Рунге–Гроса [77] до-
зволив обґрунтувати наближення лiнiйного вiдгу-
ку [517,518,542]. Нехай електронна система знахо-
диться у полях зовнiшнiх потенцiалiв: 𝑣ext(r, 𝑡) =
= 𝑣𝑛(r) для 𝑡 < 𝑡0 i 𝑣ext(r, 𝑡) = 𝑣𝑛(r) + 𝑣1(r, 𝑡) для
𝑡 > 𝑡0. При 𝑡 < 𝑡0 система в основному станi з
зовнiшнiм потенцiалом 𝑣𝑛(r) з густиною 𝜌0(r), яку
знайдено по орбiталях рiвнянь Кона–Шема. Зале-
жна вiд часу густина 𝜌(r, 𝑡) є функцiоналом потен-
цiалу поля 𝑣ext(r, 𝑡): 𝜌(r, 𝑡) = 𝜌[𝑣ext](r, 𝑡). На основi
теореми Рунге–Гроса цей функцiонал можна обер-
нути: 𝑣ext(r, 𝑡) = 𝑣ext[𝜌](r, 𝑡). При достатньо малих
збуреннях 𝑣1(r, 𝑡) функцiонал 𝜌[𝑣ext](r, 𝑡) розкла-
дається у ряд по цьому збуренню:

𝜌(r, 𝑡)− 𝜌0(r) = 𝜌1(r, 𝑡) + 𝜌2(r, 𝑡) + ... . (142)

Збурення густини 1-го порядку 𝜌1(r, 𝑡) має ви-
гляд

𝜌1(r, 𝑡) =
∫︁
𝑑𝑡′
∫︁
𝑑r′𝜒(r, 𝑡, r′, 𝑡′) · 𝑣ext(r′, 𝑡′), (143)

де введено сприйнятливiсть

𝜒(r, 𝑡, r′, 𝑡′) =
𝛿𝜌[𝑣ext](r, 𝑡)
𝛿𝑣ext(r′, 𝑡′)

⃒⃒⃒⃒
𝜌0

. (144)

Аналогiчно, для невзаємодiючих частинок, що
рухаються у зовнiшнiх потенцiалах 𝑉S(r, 𝑡), спра-
ведливi спiввiдношення 𝜌(r, 𝑡) = 𝜌[𝑉S](r, 𝑡),
𝑉S(r, 𝑡) = = 𝑉S[𝜌](r, 𝑡) i тому

𝜒𝑠(r, 𝑡, r′, 𝑡′) =
𝛿𝜌[𝑉S](r, 𝑡)
𝛿𝑉S(r′, 𝑡′)

⃒⃒⃒⃒
𝑉S[𝜌0]

. (145)

Тут потенцiал 𝑉S[𝜌](r, 𝑡) – це залежний вiд часу
потенцiал Кона–Шема:

𝑉S(r, 𝑡) = 𝑣ext(r, 𝑡) + 𝑣H[𝜌](r, 𝑡) + 𝑣xc[𝜌](r, 𝑡). (146)

Цi спiввiдношення дають змогу з виразу

𝜒(r, 𝑡, r′, 𝑡′) =
∫︁
𝑑r′′
∫︁
𝑑𝑡′′

𝛿𝜌(r, 𝑡)
𝛿𝑉S(r′′, 𝑡′′)

𝛿𝑉S(r′′, 𝑡′′)
𝛿𝑣ext(r′, 𝑡′)

⃒⃒⃒⃒
𝜌0

(147)

отримати такий важливий вираз, що пов’язує
сприйнятливостi 𝜒(r, 𝑡, r′, 𝑡′) та 𝜒𝑠(r, 𝑡, r′, 𝑡′)

𝜒(r, 𝑡, r′, 𝑡′) = 𝜒𝑠(r, 𝑡, r′, 𝑡′) +
∫︁
𝑑r′′

∫︁
𝑑𝑡′′
∫︁
𝑑r′′′×

×
∫︁
𝑑𝑡′′′𝜒𝑠(r, 𝑡, r′′, 𝑡′′)

(︂
𝛿𝑣H[𝜌](r′′, 𝑡′′, r′′′, 𝑡′′′)

𝛿𝜌(r′, 𝑡′)
+

+
𝛿𝑣xc[𝜌](r′′, 𝑡′′, r′′′, 𝑡′′′)

𝛿𝜌(r′, 𝑡′)

)︂⃒⃒⃒⃒
𝜌0

𝜒(r′′, 𝑡′′, r′, 𝑡′). (148)

Тут використано

𝛿𝑉S(r, 𝑡)
𝛿𝑣ext(r′, 𝑡′)

⃒⃒⃒⃒
𝜌0

= 𝛿(r− r′)𝛿(𝑡− 𝑡′) +
∫︁
𝑑r′′

∫︁
𝑑𝑡′′×

×

(︃
𝛿𝑣H(r, 𝑡, r′′, 𝑡′′)
𝛿𝜌(r′′, 𝑡′′)

+
𝛿𝑣xc(r, 𝑡, r′′, 𝑡′′)
𝛿𝜌(r′′, 𝑡′′)

)︃
𝛿𝜌(r′′, 𝑡′′)
𝛿𝑣ext(r′, 𝑡′)

.

(149)

Варiацiйнi похiднi треба брати при густинi
основного стану системи 𝜌0(r). Так, похiдна вiд по-
тенцiалу Хартрi дорiвнює

𝛿𝑣H[𝜌](r, 𝑡, r′, 𝑡′)
𝛿𝜌(r, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝜌0

=
𝛿(𝑡− 𝑡′)
|r− r′|

. (150)

Для знаходження похiдної вiд обмiнно-кореляцiй-
ного потенцiалу можна використати розклад в око-
лi 𝜌0(r) (див. нижче).

З рiвняння для 𝜒(r, 𝑡, r′, 𝑡′), помноженого на збу-
рюючий потенцiал 𝑣1(r, 𝑡) та з вiдповiдним iнтегру-
ванням по змiнних отримуємо рiвняння на збуре-
ння густини 𝜌1(r, 𝑡) (у символiчному виглядi):

𝜌1 = 𝜒𝑠𝑣1 + 𝜒𝑠
𝛿𝑣H
𝛿𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜌0

𝜌1 + 𝜒𝑠
𝛿𝑣xc
𝛿𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜌0

𝜌1. (151)

Наведенi спiввiдношення без доведення було ви-
користано ранiше в роботi [526] (див. нижче, на-
ближення лiнiйного вiдгуку).

Новий пiдхiд – залежний вiд часу оптимiзова-
ний ефективний потенцiальний метод (ЗЧОЕП,
TDOEP) – для знаходження ефективного обмiнно-
кореляцiйного потенцiалу 𝑣xc(r, 𝑡), було запропо-
новано у [517, 518, 542] (див. посилання там). У
випадку стацiонарної 𝑁 -частинкової системи цей
метод (ОЕП, OEP) виходить з виразу повної енер-
гiї як функцiонала 𝐸[𝜙1, 𝜙2, ..., 𝜙𝑁 ] одночастинко-
вих орбiталей 𝜙𝑖(r) (Хартрi- або, з врахуванням
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обмiну, ХФ-орбiталей). Варiацiйно найкращий ло-
кальний ефективний потенцiал визначається так,
щоб одночастинкове рiвняння Шредiнгера з ним
давало такi орбiталi 𝜙𝑖(r), якi мiнiмiзують фун-
кцiонал 𝐸[𝜙1, 𝜙2, ..., 𝜙𝑁 ]. Наближена схема ОЕП
запропонована у роботах [543–551], вона є доста-
тньо плiдною та легкою у реалiзацiї, нiж пiд-
хiд Кона–Шема. На цiй основi будується ЗЧОЕП
[517, 518, 542].

3.2. Лiнiйний i нелiнiйний вiдгуки
електронної оболонки атомної системи
на зовнiшнє поле

Врахування мiжелектронної взаємодiї у тому чи
iншому пiдходi дуже важливе для опису та знахо-
дження адекватних динамiчних характеристик са-
моузгодженого вiдгуку електронiв довiльної атом-
ної системи.

Використовуючи формалiзм Кубо [552, 553] мо-
жна розглянути вiдгук неоднорiдної системи ча-
стинок на зовнiшнє, залежне вiд часу збурен-
ня �̂�1(𝑡). Рiвняння Лiувiлля для матрицi густи-
ни системи 𝜌(𝑡), в представленнi взаємодiї ˜̂𝜌(𝑡) =
= exp(𝑖�̂�0(𝑡))𝜌(𝑡) exp(−𝑖�̂�0(𝑡)), має вигляд при
𝑡 > 𝑡0:

𝜕 ˜̂𝜌

𝜕𝑡
= −𝑖[ ˜̂𝐻1(𝑡), ˜̂𝜌(𝑡)], (152)

з початковою умовою у момент часу 𝑡0:

˜̂𝜌(𝑡0) = exp(𝑖�̂�0(𝑡0)) 𝜌(𝑡0) exp(−𝑖�̂�0(𝑡0)). (153)

Iнтегральна форма (152) з використанням (153):

˜̂𝜌(𝑡) = ˜̂𝜌(𝑡0)− 𝑖
𝑡∫︁

𝑡0

𝑑𝑡1[
˜̂
𝐻1(𝑡1), ˜̂𝜌(𝑡1)]. (154)

Iтерацiйний розв’язок цього рiвняння дозволяє
отримати наближення для матрицi густини еле-
ктронiв системи 𝜌(𝑡).

У ролi збурення при взаємодiї електронної обо-
лонки атома з потенцiалом зовнiшнього електри-
чного поля використовуємо гамiльтонiан

˜̂
𝐻1(𝑡) =

∫︁
𝑑r𝜌(r, 𝑡)𝑉ext(r, 𝑡), (155)

де 𝜌(r, 𝑡) =
∑︀𝑁

𝑖=1 𝛿(r − r′) – оператор густини еле-
ктронiв. Тодi для густина-густина функцiй вiдгуку

лiнiйний вiдгук для густини електронiв має вигляд

△1⟨ ˜̂𝜌(r, 𝑡)⟩ = −
𝑡∫︁

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁
𝑑r1⟨{ ˜̂𝜌(r, 𝑡), ˜̂𝜌(r1, 𝑡1)}⟩0×

×𝑉ext(r1, 𝑡1), (156)

а квадратичний

△2⟨ ˜̂𝜌(r, 𝑡)⟩ = −
𝑡∫︁

𝑡0

𝑑𝑡

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁
𝑑r1

∫︁
𝑑r2×

×⟨{ ˜̂𝜌(r, 𝑡), ˜̂𝜌(r1, 𝑡1)}, ˜̂𝜌(r2, 𝑡2)}⟩0×

×𝑉ext(r1, 𝑡1)𝑉ext(r2, 𝑡2). (157)

У цих виразах {�̂�, 𝑐} = 𝑖[�̂�, 𝑐]/~, ⟨ ˜̂𝐵(𝑡)⟩ =
= Sp(

˜̂
𝐵(𝑡)˜̂𝜌(𝑡)), а кутовими дужками ⟨ ⟩0 познача-

ють усереднення по початковому стацiонарному
стану.

Використовуючи пiд iнтегралами у (156) i (157)
одиничну схiдчасту функцiю 𝜃(𝑡 − 𝑡1), враховую-
чи те, що включення взаємодiї вiдбувається при
𝑡0 → −∞, вводячи запiзнюючу кореляцiйну фун-
кцiю густина-густина та використовуючи перетво-
рення Фур’є, отримуємо

Δ𝜌1(r, 𝜔) =
∫︁
𝑑r1𝜒(r, r1;𝜔)𝑉ext(r1, 𝜔),

Δ𝜌2(r, 𝜔) =
∫︁
𝑑r1𝑑𝜔1

∫︁
𝑑r2𝑑𝜔2𝜒(r, r1, r2;𝜔1, 𝜔2)×

×𝑉ext(r2, 𝜔2)𝛿(𝜔 − 𝜔1 − 𝜔2). (158)

Тут 𝜌(r, 𝜔) – динамiчна густина електронiв, а
𝜒(r, r1;𝜔) и 𝜒(r, r1, r2;𝜔1, 𝜔2) – координатно-час-
тотнi комплекснi сприйнятливостi. Для сприйня-
тливостей 𝜒 використовують спектральний роз-
клад через 𝑁 -електроннi хвильовi функцiї основ-
ного i збуджених станiв – пiдсумовування вiдбува-
ється як по заповнених (𝑖 ≤ 𝐹 , станах нижче рiвня
Фермi 𝐹 ), так i по збуджених (𝑗 > 𝐹 , вище рiвня
Фермi) станах.

Вирази (158) описують лiнiйний i квадратичний
вiдгуки електронiв на зовнiшнє поле. У випадку
атомної частинки вони застосовуються для знахо-
дження її динамiчних характеристик – поляризов-
ностей, iнтегральних перерiзiв фотоiонiзацiї, дина-
мiчного екранування i т. iн.
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У якому-небудь наближеннi незалежних части-
нок спектральний розклад мiстить одноелектрон-
нi хвильовi функцiї основного i збуджених станiв,
якi задовольняють одночастинковi рiвняння. Ми
застосовуємо рiвняння Кона–Шема або (104) [78,
554]. Тодi, сприйнятливостi 𝜒0 1-го i 2-го порядкiв
можна виразити через функцiю Грiна (яка мiстить
пiдсумовування по збуджених станах) [526, 555]:

𝜒0(r, r′, 𝜔) =
∑︁
𝑘≤F

[︀
𝜙*
𝑘(r)𝜙𝑘(r′)𝐺(r, r′; 𝜀𝑘 + 𝜔)+

+𝜙𝑘(r)𝜙*
𝑘(r

′)𝐺(r, r′; 𝜀𝑘 − 𝜔)
]︀
,

𝜒0(r, r1, r2;𝜔1, 𝜔2) =

=
1

2

∑︁
𝑘≤F

{︀
𝜙*
𝑘(r)𝜙𝑘(r2)𝐺(r, r1; 𝜀𝑘 + 𝜔1 + 𝜔2)×

×𝐺(r, r2; 𝜀𝑘+𝜔2)+𝜙𝑘(r)𝜙*
𝑘(r2)𝐺

*(r, r1; 𝜀𝑘−𝜔1−𝜔2)×

×𝐺*(r1, r2; 𝜀𝑘 − 𝜔2) + +𝜙𝑘(r1)𝜙*
𝑘(r2)×

×𝐺(r, r1; 𝜀𝑘 + 𝜔1)𝐺
*(r, r2; 𝜀𝑘 − 𝜔2)+

+ [перестановка змiнних r1, 𝜔1; r2, 𝜔2]
}︀
. (159)

Функцiя Грiна задовольняє рiвняння[︀
−∇2 − 𝑉eff(r) + 𝐸

]︀
𝐺(r, r′;𝐸) = 𝛿(r− r′) (160)

з локальним ефективним потенцiалом, що розра-
ховано у наближеннi Кона–Шема або у скалярно-
релятивiстському наближеннi.

Таким чином, у наближеннi незалежних части-
нок, збурення електронної густини (158) виража-
ють через сприйнятливостi 𝜒0 1-го та 2-го поряд-
кiв. Самоузгоджений опис дiї зовнiшнього поля на
атомну систему засновано на тому мiркуваннi, що
динамiчна змiна густини її електронiв приводить
до збурення одночастинкових потенцiалiв 𝑉H(r),
𝑉xc(r), якi прямо пов’язанi з цiєю густиною. Для
їх змiни можна написати [526]:

Δ𝑉H(r, 𝜔) =
∫︁
𝑑r′

Δ𝜌(r′, 𝜔)
|r− r′|

,

Δ𝑉xc(r, 𝜔) ∼=
𝜕𝑉xc
𝜕𝜌
|𝜌0

Δ𝜌(r, 𝜔).
(161)

У 2-му виразi у (161) залишають лiнiйний член
у розкладi обмiнно-кореляцiйного потенцiалу коло

основного стану системи електронiв (з електрон-
ною густиною 𝜌(r)). Потенцiали (161) створюють
iндукований, наведений зовнiшнiм полем у еле-
ктроннiй оболонцi, внутрiшньоатомний потенцiал

𝑉ind(r, 𝜔) = Δ𝑉H(r, 𝜔) + Δ𝑉xc(r, 𝜔) =

=

∫︁
𝑑r′𝐾(r, r′, 𝜔)Δ𝜌(r′, 𝜔), (162)

де оператор

𝐾(r, r′, 𝜔) =
1

|r− r′|
+
𝜕𝑉xc
𝜕𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜌0

𝛿(r− r′). (163)

Повне поле, в якому знаходяться електрони
атомної системи, має вигляд

𝑉tot(r, 𝜔) = 𝑉ext(r, 𝜔) + 𝑉ind(r, 𝜔) =

= 𝑉ext(r, 𝜔) +
∫︁
𝑑r′𝐾(r, r′, 𝜔)Δ𝜌(r′, 𝜔). (164)

Збурення густини електронiв в результатi дiї по-
ля (164) у лiнiйному наближеннi дорiвнює

△1𝜌(r, 𝜔) =
∫︁
𝑑r′�̃�0(r, r′;𝜔)𝑉tot(r′, 𝜔). (165)

Сприйнятливiсть �̃�0(r, r′, 𝜔), взагалi кажучи,
вiдрiзняється вiд тiєї, що вище у (158). Спiвставля-
ючи (165) з (158) можна отримати у операторному
виглядi

�̃�0 = 𝜒0 − �̃�0𝐾𝜒0. (166)

Враховуючи те, що електрони повнiстю незале-
жно вiдгукуються на повне поле 𝑉tot(r, 𝜔), тодi,
у нульовому наближеннi з (166) отримуємо, що
�̃�0 = 𝜒0. Можна написати наступне iнтегральне
рiвняння для збурення густини електронiв у лiнiй-
ному наближеннi:

△1𝜌(r, 𝜔) =
∫︁
𝑑r′𝜒0(r, r′;𝜔)𝑉ext(r′, 𝜔)+

+

∫︁
𝑑r′𝑑r′′𝜒0(r, r′;𝜔)𝐾(r′, r′′)Δ1𝜌(r′′, 𝜔). (167)

Бiльше того, можна отримати таке важливе рiв-
няння для повного поля, що дiє на електрони у
атомнiй системi та iндуковане зовнiшнiм полем
[526]:

𝑉tot(r, 𝜔) = 𝑉ext(r, 𝜔)+

+

∫︁
𝑑r′𝑑r′′𝐾(r, r′)𝜒0(r′, r′′;𝜔)𝑉tot(r′′, 𝜔). (168)
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Розв’язуючи це рiвняння iтерацiйно, його можна
представити у виглядi з ефективною мiжелектрон-
ною взаємодiєю Γ(r, r′;𝜔):

𝑉tot = 𝑉ext + Γ𝜒0𝑉ext. (169)

Ефективна взаємодiя задовольняє рiвняння

Γ = 𝐾 +𝐾𝜒0Γ. (170)

На мовi дiаграм Фейнмана теорiї збурень рiвня-
ння (168) описує взаємодiю атомної частинки з зов-
нiшнiм полем через ефективну вершину 𝐷(𝑟, 𝜔),
а рiвняння (169) – через ефективну взаємодiю
Γ(r, r′;𝜔) [555] (див., також [556, 557] у випадку
НВФО).

Використаємо для зовнiшнього електричного
поля вираз

𝑉ext(r, 𝜔) = 𝑟𝑘
√︂

4𝜋

2𝑘 + 1
2|𝑘| 𝑌𝑘𝜆(𝜃, 𝜙), (171)

де 𝜆 – проекцiя кутового моменту фотона (𝜆 =
= 0 – лiнiйна поляризацiя, 𝜆 = ±1 – циркулярна
поляризацiя), 𝑘 – польнiсть фотона. У подальшому
будемо розглядати взаємодiю з лiнiйно-поляризо-
ваними фотонами. Тодi для величини △𝑉H(r, 𝜔) у
(161) на великих вiдстанях (𝑟 →∞) маємо

Δ𝑉H(r, 𝜔) =
∫︁
𝑑r′

Δ1𝜌(r′, 𝜔)
|r− r′|

= −𝛼𝑘(𝜔)

𝑟𝑘+1
𝑃𝑘(𝜃). (172)

Тут 𝛼𝑘(𝜔) –комплексна 𝑘-польна динамiчна поля-
ризовнiсть. На малих (𝑟 → 0) вiдстанях функцiя
△𝑉H(r, 𝜔) веде себе таким чином:

△𝑉H(r, 𝜔) =
∫︁
𝑑r′

Δ1𝜌(r′, 𝜔)
|r− r′|

= −𝛽𝑘(𝜔)𝑟𝑘 𝑃𝑘(𝜃),(173)

де 𝛽𝑘(𝜔) – комплексна 𝑘-польна динамiчна функ-
цiя екранування. У (172) i (173) 𝑃𝑘(𝜃) ≡ 𝑃𝑘(cos 𝜃) –
полiноми Лежандра. У (172) використано, що 𝑘-
польна динамiчна поляризовнiсть атомної системи
це така величина:

𝛼𝑘(𝜔) =

∫︁
𝑑r𝑉ext(r, 𝜔)△1𝜌(r, 𝜔). (174)

Динамiчна функцiя екранування 𝛽𝑘(𝜔) у (173) є
важливою фiзичною величиною. Вона характери-
зує динамiчне, залежне вiд частоти, екранування
електронами атома його ядра. На малих вiдста-
нях вiд ядра сумарне поле дорiвнює 𝑉tot(r, 𝜔) =

= 𝑉ext(r, 𝜔) + Δ𝑉𝐻(r, 𝜔) = [1− 𝛽𝑘(𝜔)]𝑉ext(r, 𝜔). На
певних частотах це екранування може бути пов-
ним (𝛽𝑘(𝜔) = 1), а на iнших частковим (менше вiд
1) та навiть рiвним 0. Дипольна (𝑘 = 1) стати-
чна (𝛽1(0)) величина екранування дорiвнює 𝑁/𝑍
[558–560], де 𝑁 – кiлькiсть електронiв, а 𝑍 – за-
ряд ядра. Таким чином, для нейтральних атомiв
статичне екранування дорiвнює 1.

Iндукований обмiнно-кореляцiйний потенцiал
△𝑉xc(r, 𝜔) у (161) є сумою обмiнного i кореляцiй-
ного iндукованих потенцiалiв (також використано
лiнеаризоване наближення для розкладу величин
коло основного стану атомної системи з густиною
електронiв 𝜌(r)):

△𝑉xc(r, 𝜔) ∼=
𝜕𝑉xc
𝜕𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜌0

△𝜌(r, 𝜔) =

=
𝜕𝑉𝑥
𝜕𝜌
|𝜌0
△𝜌(r, 𝜔) + 𝜕𝑉𝑐

𝜕𝜌
|𝜌0
△𝜌(r, 𝜔). (175)

У випадку парамагнiтного електронного газу
вище було наведено релятивiстський вираз для
густини обмiнної енергiї 𝜀R𝑥 (див. (121)–(123)) у
виглядi поправки-множника до нерелятивiстсько-
го 𝜀NR

𝑥 . Таке врахування релятивiзму у дина-
мiчному випадку, що розглядається, також вiдi-
б’ється i на iндукованому обмiнному потенцiалi
△𝑉𝑥(r, 𝜔) [509].

Iндукований релятивiстський обмiнний потенцi-
ал △𝑉 R

𝑥 , пов’язаний зi змiною △𝜌 електронної гу-
стини атома, що знаходиться у зовнiшньому еле-
ктричному полi, нами виражено через iндукова-
ний нерелятивiстський потенцiал △𝑉 NR

𝑥 з враху-
ванням релятивiстської поправки

△𝑉 R
𝑥 (r, 𝜔) ∼=

𝜕𝑉 R
𝑥

𝜕𝜌
|𝜌0
△𝜌(r, 𝜔) = △𝑉 NR

𝑥 (r, 𝜔)+

+

[︂
𝑉 NR
𝑥 (r)

𝑑ΨR

𝑑𝜌
+ Ψ̄R

𝑑𝑉 NR
𝑥

𝑑𝜌

]︂
𝜌0

△𝜌(r, 𝜔), (176)

де Ψ̄R = ΨR−1. Використовуючи (120) i вираз для
𝑉 NR
𝑥 (𝑟𝑠) = 4/3𝜀NR

𝑥 , маємо для похiдних у (176):

𝑑ΨR

𝑑𝜌
=
𝜋2

𝜂2
1,5

(𝑐𝛽)3

[︂
1− (𝛽2 + 𝜂2)

2ΨR + 1

3

]︂
,

𝑑𝑉 NR
𝑥

𝑑𝜌
=
𝑑𝑉 NR

𝑥

𝑑𝑟𝑠

𝑑𝑟𝑠
𝑑𝜌

= −(9𝜋𝜌2)−1/3.

(177)

Цi релятивiстськi поправки нами було реалiзова-
но в обчислювальних програмах для динамiчного
вiдгуку електронiв.
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3.3. Узагальнення
для спiн-поляризованих систем

Для розгляду атомних систем, якi мiстять напiв-
заповненi електроннi пiдоболонки, слiд вiдштовху-
ватися вiд рiвнянь Кона–Шема у НЛСГ:[︂
−∇

2

2
+ 𝑉 𝑠

eff(r)
]︂
𝜙𝑖𝑠(r) = 𝜀𝑖𝑠𝜙𝑖𝑠(r), (178)

де ефективний потенцiал є спiн-залежним 𝑠 =↑, ↓

𝑉 𝑠
eff(r) = −

𝑍

𝑟
+ 𝑉H(r) + 𝑉 𝑠

xc(r), (179)

𝑉H(r) =
∫︁
𝑑r′

𝜌↑(r′) + 𝜌↓(r′)
|r− r′|

, (180)

𝑉 𝑠
xc(r) =

𝛿𝑉xc[𝜌↑, 𝜌↓]

𝛿𝜌𝑠
, (181)

𝜌𝑠(r) =
∑︁
𝑖

𝑤𝑖𝑠|𝜙𝑖𝑠(r)|2. (182)

Вiдповiдно, для двох ефективних потенцiалiв
𝑉 𝑠
eff(r) маємо такi рiвняння на функцiї Грiна:[︀
−∇2 − 𝑉 𝑠

eff(r) + 𝐸𝑠
]︀
𝐺𝑠(r, r′;𝐸𝑠) = 𝛿(r− r′) (183)

та двi координатно-частотнi сприйнятливостi

𝜒0𝑠(r, r′;𝜔) =
∑︁
𝑘≤𝐹𝑠

[𝜙*
𝑘𝑠(r)𝜙𝑘𝑠(r′)𝐺𝑠(r, r′; 𝜀𝑘𝑠 + 𝜔)+

+𝜙𝑘𝑠(r)𝜙*
𝑘𝑠(r

′)𝐺𝑠(r, r′; 𝜀𝑘𝑠 − 𝜔)]. (184)

Наведенi вище рiвняння тепер мають матричну
структуру [561]:

𝑉 𝑠
ind(r, 𝜔) = Δ𝑉H(r, 𝜔) + Δ𝑉 𝑠

xc(r, 𝜔) =

=

∫︁
𝑑r′

Δ𝜌(r′, 𝜔)
|r− r′|

+
𝜕𝑉 𝑠

xc

𝜕𝜌↑
|𝜌0

Δ𝜌↑(r, 𝜔)+

+
𝜕𝑉 𝑠

xc

𝜕𝜌↓
|𝜌0Δ𝜌↓(r, 𝜔), (185)

𝑉 𝑠
tot(r, 𝜔) = 𝑉ext(r, 𝜔) + 𝑉 𝑠

ind(r, 𝜔), (186)

Δ𝜌𝑠(r, 𝜔) =
∫︁
𝑑r′𝜒0𝑠(r, r′, 𝜔) · 𝑉 𝑠

tot(r
′, 𝜔). (187)

Рiвняння на Δ𝜌𝑠(r, 𝜔) i 𝑉 𝑠
tot(r, 𝜔) тепер мають

вигляд(︂
△𝜌↑
△𝜌↓

)︂
=

(︂
𝜒0↑ 0

0 𝜒0↓

)︂(︂
𝑉ext
𝑉ext

)︂
+

+

(︂
𝜒0↑ 0

0 𝜒0↓

)︂(︂
𝐾↑↑ 𝐾↑↓
𝐾↓↑ 𝐾↓↓

)︂(︂
△𝜌↑
△𝜌↓

)︂
,(︂

𝑉 ↑
tot

𝑉 ↓
tot

)︂
=

(︂
𝑉ext
𝑉ext

)︂
+

+

(︂
𝐾↑↑ 𝐾↑↓
𝐾↓↑ 𝐾↓↓

)︂(︂
𝜒0↑ 0

0 𝜒0↓

)︂(︂
𝑉 ↑
tot

𝑉 ↓
tot

)︂
.

Елементи операторної матрицi 𝐾 мають вигляд

𝐾𝑠𝑠′(r, r′) =
1

|r− r′|
+
𝜕𝑉 𝑠

xc

𝜕𝜌𝑠′

⃒⃒⃒⃒
𝜌0

𝛿(r− r′). (188)

Еффективна мiжелектронна взаємодiя Γ також
має матричну структуру(︂
Γ↑↑ Γ↑↓
Γ↓↑ Γ↓↓

)︂
=

(︂
𝐾↑↑ 𝐾↑↓
𝐾↓↑ 𝐾↓↓

)︂
+

+

(︂
𝐾↑↑ 𝐾↑↓
𝐾↓↑ 𝐾↓↓

)︂(︂
𝜒0↑ 0

0 𝜒0↓

)︂(︂
Γ↑↑ Γ↑↓
Γ↓↑ Γ↓↓

)︂
.

Бачимо, що недiагональнi елементи матрицi 𝐾
переплутують компоненти рiзних спинiв. Для по-
хiдних 𝜕𝑉 𝑠

xc/𝜕𝜌𝑠′ можна отримати аналiтичнi ви-
рази (для двох типiв кореляцiйного потенцiалу
[501, 505]). Зауважимо, що для похiдних вiд обмiн-
них потенцiалiв виконуються рiвностi: 𝜕𝑉 ↑

𝑥 /𝜕𝜌↓ =
= 𝜕𝑉 ↓

𝑥 /𝜕𝜌↑ = 0.
У роботi [562] дано узагальнений пiдхiд до лiнiй-

ного вiдгуку спiн-поляризованої системи електро-
нiв атома на зовнiшнє поле у спiн-поляризованому
наближеннi ТФГ. Для функцiй сприйнятливостi
використано функцiональнi похiднi вiд функцiона-
ла енергiї по зовнiшньому полю. Проведено кон-
кретнi розрахунки цих функцiй для низки атомiв
з заповненою та незаповненою оболонкою.

Часозалежне наближення залежного вiд спiну
метода ХФ, НВФО, було розвинуто у роботах
[556, 557].

3.4. Узагальнення
на виключення самодiї електронiв

Лiнiйний самоузгоджений вiдгук атомної системи
з однiєю електронною пiдоболонкою 𝑖 ≡ (𝑛𝑙)𝑘 на
зовнiшнє ЕМ поле узагальнюється [563], завдяки
врахуванню поправки на виключення самодiї еле-
ктронiв (див. вище). Рiвняння Кона–Шема для та-
кої системи, мають такий вигляд:[︂
−∇

2

2
+ 𝑉 𝑖

eff(r)
]︂
𝜙𝑖(r) = 𝜀𝑖𝜙𝑖(r), (189)
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𝑉 𝑖
eff(r) = −

𝑍

𝑟
+ 𝑉 𝑖

H(r) + 𝑉 𝑖
xc(r), (190)

𝑉 𝑖
H(r) =

∫︁
𝑑r′

(𝑘 − 1)𝜌𝑖(r′)
|r− r′|

, (191)

𝑉 𝑖
xc(r) = 𝑉xc[𝜌(r), r]− 𝑉 𝑖

xc[𝜌𝑖(r), r], (192)

де 𝜌(r) = 𝑘𝜌𝑖(r) = 𝑘|𝜙𝑖(r)|2. Ефективний потенцiал
пiдоболонки та його складовi, як i у рiвняннях ХФ,
визначається її характеристиками.

Змiна (вiдгук) електронної густини пiд дiєю зов-
нiшнього поля має вигляд

Δ𝜌(r, 𝜔) =
∫︁
𝑑r′𝜒𝑖

0(r, r
′;𝜔) · 𝑉ext(r′, 𝜔), (193)

𝜒𝑖
0(r, r

′, 𝜔) =
∑︁
𝑘≤F

[𝜙*
𝑘(r)𝜙𝑘(r′)𝐺𝑖(r, r′; 𝜀𝑘 + 𝜔)+

+𝜙𝑘(r)𝜙*
𝑘(r

′)𝐺𝑖(r, r′; 𝜀𝑘 − 𝜔)]. (194)

Одноелектронна функцiя Грiна у (194) знаходи-
ться при розв’язку рiвняння з ефективним потен-
цiалом 𝑉 𝑖

eff(r).
Iндуковане внутрiшньоатомне поле 𝑉 𝑖

ind(r, 𝜔)
описується потенцiалами △𝑉 𝑖

H(r, 𝜔) i △𝑉 𝑖
xc(r, 𝜔):

𝑉 𝑖
ind(r, 𝜔) = Δ𝑉 𝑖

H(r, 𝜔) +△𝑉 𝑖
xc(r, 𝜔) =

=

∫︁
𝑑r′𝐾𝑖(r, r′, 𝜔)Δ𝜌𝑖(r′, 𝜔). (195)

У цьому виразi iндукованi внутрiшньоатомнi по-
тенцiали дорiвнюють: хартрiївський

Δ𝑉 𝑖
H(r, 𝜔) =

∫︁
𝑑r′

Δ𝜌𝑖(r′, 𝜔)
|r− r′|

(196)

i обмiнно-кореляцiйний, у лiнеаризованому набли-
женнi,

△𝑉 𝑖
xc(r, 𝜔) =

=
𝜕𝑉xc
𝜕𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜌0

△𝜌(r, 𝜔)− 𝜕𝑉xc
𝜕𝜌𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜌𝑖0

△𝜌𝑖(r, 𝜔). (197)

Оператор 𝐾𝑖(r, r′;𝜔) в (195) має вигляд

𝐾𝑖(r, r′;𝜔) =
1

|r− r′|
+ 𝑘

𝜕𝑉xc
𝜕𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜌0

𝛿(r− r′)−

− 𝜕𝑉xc
𝜕𝜌𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜌𝑖0

𝛿(r− r′). (198)

Повне поле, що дiє на електрони атомної
системи

𝑉 𝑖
tot(r, 𝜔) = 𝑉ext(r, 𝜔) + 𝑉 𝑖

ind(r, 𝜔) =

= 𝑉ext(r, 𝜔) +
∫︁
𝑑r′𝐾𝑖(r, r′;𝜔)△𝜌𝑖(r′, 𝜔). (199)

Вiдгук електронiв на це повне поле буде

△𝜌(r, 𝜔) =
∫︁
𝑑r′�̃�𝑖

0(r, r
′;𝜔) · 𝑉tot(r′, 𝜔), (200)

де сприйнятливiсть �̃�𝑖
0(r, r′;𝜔) задовольняє опера-

торне рiвняння

�̃�𝑖
0 = 𝜒𝑖

0 − 𝜒𝑖
0𝐾

𝑖 �̃�𝑖
0. (201)

У першому наближеннi �̃�𝑖
0 = 𝜒𝑖

0 та, таким чином,
(200) переходить у

△𝜌(r, 𝜔) =
∫︁
𝑑r′𝜒𝑖

0(r, r
′;𝜔) · 𝑉tot(r′, 𝜔). (202)

Це дозволяє написати таке рiвняння на повне
поле:

𝑉 𝑖
tot = 𝑉ext +𝐾𝑖 𝜒𝑖

0 𝑉
𝑖
tot. (203)

Аналогiчно наведеному вище iтерацiйному
способу розв’язку цього рiвняння можна написати
це рiвняння з ефективною взаємодiєю

𝑉 𝑖
tot = 𝑉ext + Γ𝑖 𝜒𝑖

0 𝑉ext, Γ
𝑖 = 𝐾𝑖 +𝐾𝑖 𝜒𝑖

0 Γ
𝑖. (204)

Наведений формалiзм прямо може бути застосо-
ваний до водневоподiбних та гелiєподiбних атом-
них систем або до позитивних iонiв з однiєю пiд-
оболонкою. Можливе узагальнення даного пiдходу
для бiльш складних атомiв потребує використання
моделi атома з остовом (core), у полi якого знахо-
диться одна 𝑠-, 𝑝-, 𝑑- або 𝑓 - пiдоболонка, що має
певне число електронiв. Для цiєї пiдоболонки про-
водиться у явному виглядi наведена вище процеду-
ра виключення самодiї електронiв при вiдгуку на
зовнiшнє поле. При знаходженнi потенцiалу та iн-
ших характеристик остову самодiя також виклю-
чається. При цьому вважаємо, що остiв не дуже
сильно спотворюється при збуреннi валентної пiд-
оболонки.

Для залежної вiд часу теорiї функцiонала густи-
ни [77,520,526,564,565] вельми цiкавим до вирiше-
ння проблеми виключення самодiї є пiдхiд у робо-
тах [566–568]. Тут використовують оптимiзований
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ефективний потенцiал (ОЕП). Цей потенцiал отри-
мують з вимоги, щоб спiновi орбiталi, якi отри-
мують з рiвнянь Кона–Шема з цим потенцiалом,
мiнiмiзували функцiонал повної енергiї. З цим по-
тенцiалом проводять процедуру виключення само-
дiї. Залежний вiд часу лiнiйний вiдгук атомної си-
стеми, що описують у такому пiдходi, застосову-
ється до обчислення повних i парцiальних пере-
рiзiв фотоiонiзацiї атома неона. Схема методу по-
дiбна наведенiй вище, але координатно-частотну
сприйнятливiсть визначають саме для такого по-
тенцiалу. Це дозволяє описати резонансну стру-
ктуру перерiзiв у областi збудження автоiонiзацiй-
них станiв. Використання такого потенцiалу хоча
i є досить громiздким, але знiмає труднощi з наяв-
нiстю декiлькох внутрiшньоатомних пiдоболонко-
вих потенцiалiв, внаслiдок застосування звичайної
схеми виключення самодiї. Важливою перевагою
також є можливiсть дослiдження вiдгуку електро-
нiв у негативних iонах [568]. У роботах [569, 570]
метод з робiт [566, 567] застосовано для вивчення
процесiв багатофотонної iонiзацiї i генерацiї ви-
соких гармонiк у атомах He, Ne, Ar у сильних ЕМ
полях.

4. Енергетичнi характеристики
багатоелектронних атомних систем

4.1. Енергiї збуджених станiв атомних
систем. Модификована формула Рiдберга

Нехай певна електронна конфiгурацiя системи
розглядається в ролi остову (core) з зарядом 𝑍𝑐.
Її енергiя, по вiдношенню до електронної конфiгу-
рацiї основного стану [0] системи у нейтральному
станi, дорiвнює рiзницi повних енергiй їх електрон-
них конфiгурацiй:

𝐸(core) = 𝐸[core]− 𝐸[0], (205)

та збiгається з сумою вiдповiдних потенцiалiв
iонiзацiї, якi визначаються зарядом 𝑍𝑐. Енер-
гiї електронних конфiгурацiй з одним, двома та
трьома електронами у полi остова – [core 𝑛1𝑙1],
[core 𝑛1𝑙1𝑛2𝑙2], [core 𝑛1𝑙1𝑛2𝑙2𝑛3𝑙3] – будуть

𝐸(core 𝑛1𝑙1) = 𝐸(core)−△𝐸1, (206)

𝐸(core 𝑛1𝑙1𝑛2𝑙2) = 𝐸(core)−△𝐸2, (207)

𝐸(core 𝑛1𝑙1𝑛2𝑙2𝑛3𝑙3) = 𝐸(core)−△𝐸3. (208)

У цих формулах використано позначення

△𝐸1 = 𝐸[core]− 𝐸[core 𝑛1𝑙1], (209)

△𝐸2 = 𝐸[core]− 𝐸[core 𝑛1𝑙1𝑛2𝑙2], (210)

△𝐸3 = 𝐸[core]− 𝐸[core 𝑛1𝑙1𝑛2𝑙2𝑛3𝑙3]. (211)

Цi загальнi спiввiдношення у випадку автоiонiза-
цiйних (АIС) та автовiдрiвних (АВС) станiв атомiв
та негативних iонiв можуть бути основою введення
напiвемпiричних наближень, у яких використову-
ють надiйно визначенi енергетичнi характеристи-
ки атомних систем. Наприклад, такi як потенцiали
iонiзацiї, енергiї збудження [571]. Спiввiдношення
(209)–(211) разом з (205)–(208) можуть розгляда-
тися як наближенi, якщо поле остову та його повна
енергiя незмiннi у рамках якого-небудь наближе-
ння. Але цi спiввiдношення можна використати i
як точнi, якщо енергiя електронної конфiгурацiї
остову може змiнюватися (iнакше кажучи, остiв
релаксує, тобто перебудовується) в результатi пе-
реходiв електронiв у рiзнi стани, наприклад, при
збудженнi у вказанi конфiгурацiї 𝑛1𝑙1, 𝑛2𝑙2, 𝑛3𝑙3.

Одним з достатньо задовiльних напiвемпiри-
чних наближень для оцiнки енергiй △𝐸𝑖 може бу-
ти використання модифiкованої формули Рiдбер-
га (МФР) [572–574]. В нiй приймається, що еле-
ктронна конфiгурацiя остову незмiнна (“заморо-
жена”) та використано сталi екранування для дво-
та триелектронних конфiгурацiй i квантовi дефе-
кти одноелектронних конфiгурацiй. Наприклад,
для двоелектронної конфiгурацiї (core 𝑛1𝑙1𝑛2𝑙2) ≡
≡ (core (1)(2)) (𝑅 = 13,6058 еВ):

△𝐸2 =
(𝑍𝑐 − 𝜎2

1)
2

(𝑛1 − 𝛿1)2
𝑅+

(𝑍𝑐 − 𝜎1
2)

2

(𝑛2 − 𝛿2)2
𝑅. (212)

Подiбним є розрахунок енергiй одноелектронних
рiдбергiвських станiв атомiв i iонiв, якi характери-
зуються тiльки квантовим дефектом. У [575] вико-
ристано модифiкований метод ТФ [576] з врахува-
нням поляризовностi iонного остову. У цьому ме-
тодi введено поправку на граничнi умови. Розра-
хованi значення квантового дефекту збiгаються з
експериментальними з точнiстю до декiлькох про-
центiв.

Таке, хоча i напiвемпiричне, представлення
енергiй електронних конфiгурацiй досить важли-
ве, оскiльки дозволяє достатньо задовiльно з кiль-
кiсного боку та адекватно з якiсного, оцiнити енер-
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гiї саме багатоелектронних або з дiркою у суб-
валентнiй пiдоболонцi, станiв. У сучаснiй атом-
нiй фiзицi, для пояснення спостережуваних i дос-
лiджуваних явищ та процесiв широко долучають
такi стани, що зобов’язанi складнiй мiжелектрон-
нiй взаємодiї у атомних системах – внутрiшньо-
та мiжоболонковим типам кореляцiйної взаємо-
дiї. Потужнi обчислювальнi методи мають вели-
кi розрахунковi труднощi при обчислюваннi таких
характеристик.

Якщо базуватися на формулах (205)–(211) мо-
жна, поряд з МФР (212), використати також та-
ку напiвемпiричну методику для оцiнки енергiй
електронних конфiгурацiй. Позначимо електронну
конфiгурацiю певного збудженого стану (напри-
клад, АIС) атомної системи через 𝑊 ′

𝑖 . Тодi енергiя
збудження цього стану (завдяки переходу електро-
на з пiдоболонки 𝑊𝑖 у пiдоболонку 𝑛𝑙), що вiдлiчу-
ють вiд основного стану системи, можна виразити
так (позначення [571]):

𝐸(𝑊 ′
𝑖 ) = 𝐸[𝑊 ′

𝑖 ]− 𝐸[0], (213)

де 𝐸[0] i 𝐸[𝑊 ′
𝑖 ] – повнi енергiї електронної оболон-

ки в основному i збудженому станах, вiдповiдно.
Якщо електрон не зв’язується у 𝑛𝑙-пiдоболонцi, а
видаляється з атомної системи (тобто при iонiза-
цiї), енергiя iонiзацiї пiдоболонки 𝑊𝑖 (рiвна енергiї
зв’язку електрона 𝜀𝑊𝑖

) становить

𝐸(𝑊 ) = 𝐸[𝑊𝑖]− 𝐸[0] ≡ 𝜀𝑊𝑖
. (214)

Величина 𝐸[𝑊𝑖] – це повна енергiя електрон-
ної оболонки позитивного iона з дiркою у 𝑊𝑖-
пiдоболонцi. Використовуючи (213) разом з (214),
можна отримати для енергiї збудження АIС 𝑊 ′

𝑖 :

𝐸(𝑊 ′
𝑖 ) = 𝜀𝑊𝑖

+△𝐸(𝑊 ′
𝑖 ), (215)

де
△𝐸(𝑊 ′

𝑖 ) = 𝐸[𝑊 ′
𝑖 ]− 𝐸[𝑊𝑖]. (216)

Якщо у ролi 𝜀𝑊𝑖
використати експериментальнi

значення енергiї зв’язку, а величину △𝐸(𝑊 ′
𝑖 ) роз-

рахувати у якому-небудь самоузгодженому методi,
то можна отримати напiвемпiричнi значення енер-
гiй збудження станiв 𝑊 ′

𝑖 .
Для розрахунку енергiї збудженого стану 𝑊 ′′

𝑖

негативного iона (АВС), який утворюється у
процесi розсiювання електрона, коли атомний
електрон переходить з 𝑊𝑖-пiдоболонки у 𝑛𝑙-
пiдоболонку, а налiтаючий електрон зв’язується у

𝑛′𝑙′-пiдоболонцi, можна отримати подiбно до (215):

𝐸(𝑊 ′′
𝑖 ) = 𝜀𝑊𝑖 +△𝐸(𝑊 ′′

𝑖 ), (217)

де

△𝐸(𝑊 ′′
𝑖 ) = 𝐸[𝑊 ′′

𝑖 ]− 𝐸[𝑊𝑖]. (218)

Тут 𝐸[𝑊 ′′
𝑖 ] – повна енергiя електронної конфiгу-

рацiї 𝑊 ′′
𝑖 негативного iона.

Представлення енергiй АIС та АВС у виглядi
(215) i (217) є зручним завдяки зменшенню обчи-
слювальної або методичної похибки вибраного тео-
ретичного наближення, внаслiдок того, що енерге-
тичнi добавки (216), (218) виражено через рiзницю
повних енергiй. Повнi енергiї електронних конфi-
гурацiй АIС i АВС ми розраховуємо у скалярно-ре-
лятивiстському пiдходi, використовуючи локальне
наближення ТФГ з виключенням енергiї самодiї
електронiв.

4.2. Розрахунок енергiй
автоiонiзацiйних та автовiдривних
станiв атомiв

Наведемо оцiночнi результати розрахункiв енергiй
збудження складних багатоелектронних конфiгу-
рацiй високозбуджених, автоiонiзацiйних i автовiд-
ривних, станiв низки атомiв i iонiв. На нашу думку,
на цiй основi можна провести бiльш широкi оцiнки
i розрахунки в цiй областi для визначення особли-
востей мiжелектронного екранування.

4.2.1. Атоми iнертних газiв

При енергiях, що надаються атомнiй системi, пе-
ревищуючих енергiю збудження одного електро-
на субвалентної пiдоболонки (або бiльш глибоких
внутрiшнiх) або при одночасному збудженнi двох
валентних електронiв, збуджуються стани (АIС),
якi розташованi вище потенцiалiв iонiзацiї, у так
званiй автоiонiзацiйнiй областi спектра. На цих
станах також стає можливим утворення станiв не-
гативного iона (АВС). Цi високозбудженi стани вi-
дiграють велику роль у рiзноманiтних процесах
взаємодiї та, зокрема, необхiднi для аналiзу у спе-
ктроскопiї метастабiльних станiв атомiв у авто-
iонiзацiйнiй областi енергiй [577, 578].

Для iнтерпретацiї резонансної структури рiзних
перерiзiв збудження, яка зумовлена рiзноманiтни-
ми динамiчними ефектами, необхiдним є розраху-
нок енергiй вказаних станiв.
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Для напiвемпiричного розрахунку енергiй еле-
ктронних конфiгурацiй деяких АIС i АВС необхi-
дно використовувати рiзнi теоретичнi наближен-
ня, якi дозволяють визначити як енергетичнi поло-
ження резонансних особливостей у диференцiаль-
них перерiзах збудження, так i оцiнити механiзми
заселення станiв.

4.2.2. Гелiй

Достатньо велика кiлькiсть особливостей функцiй
збудження метастабiльних станiв зумовлена дина-
мiкою утворення та розпаду АIС i АВС таких кон-
фiгурацiй 2𝑠2, 2𝑠2𝑝, 2𝑝2 i 2𝑠22𝑝, 2𝑠2𝑝2, 2𝑝3 [577,578].

У випадку атома гелiю величина енергетичної
добавки типу (216) або (218) є рiзницею пов-
них енергiй основного i збудженого станiв атома,
розрахованих теоретично i вимiряних експеримен-
тально. Її значення дорiвнює △𝐸 = −0,46 еВ, при
цьому експериментальна величина повної енергiї
атома Не становить −(𝐼1 + 𝐼2) = −79,0056 еВ.
У табл. 3 наведено результати оцiночного розра-
хунку енергiї 2𝑆 термiв АВС, порiвняння з да-
ними [579], енергiї 1𝑆 термiв АIС. Також наве-
денi розрахованi з використанням даної методи-
ки [580] енергiї деяких АIС, усередненi по тер-
мах, з конфiгурацiями 2𝑠𝑛𝑙 (𝑛𝑙 = 2𝑠, 2𝑝, 3𝑠, 3𝑝, 3𝑑)
i 2𝑝𝑛𝑙 (𝑛𝑙 = 2𝑝, 3𝑠, 3𝑝, 3𝑑), а також енергiя АВС
Не− конфiгурацiї 2𝑠22𝑝2𝑃 , яка лежить нижче вiд-
повiдного АIС 2𝑠2. Можна зробити висновок про
задовiльне узгодження з експериментом. Енергiї
АIС 2𝑠𝑛𝑙 i 2𝑝𝑛𝑙 лежать нижче станiв 2𝑠, 2𝑝 по-
зитивного iона He+, що мають енергiю 65,40 еВ.
Терм АВС 2𝑠22𝑝 дiйсно розташований пiд АIС 2𝑠2

та спорiдненiсть до електрона для нього дорiвнює
−0,88 еВ.

Бiльш багатоелектроннi атоми iнертних газiв у
ближнiй автоiонiзацiйнiй областi спектра мають
двi гiлки збуджених атомних станiв, що вiдпо-
вiдають електронним конфiгурацiям 𝑛𝑝4𝑛1𝑙1𝑛2𝑙2 i
𝑛𝑠𝑛𝑝6𝑛′𝑙′(𝑛 = 2–5 для Ne, Ar, Kr, Xe, вiдповiд-
но). Пiд ними розташованi АIС з конфiгурацiями
𝑛𝑝4𝑛1𝑙1𝑛2𝑙2𝑛3𝑙3 i 𝑛𝑠𝑛𝑝6𝑛′𝑙′𝑛′′𝑙′′ [577, 578, 581–585].

Для вказаних двох гiлок збудження АIС форму-
ла (215) набуває вигляду

𝐸(𝑛𝑝4𝑛1𝑙1𝑛2𝑙2) = 𝐼1 + 𝐼2 +Δ𝐸1,

𝐸(𝑛𝑠𝑛𝑝6𝑛′𝑙′) = 𝐼1 + 𝐸(𝑛𝑠𝑛𝑝6) + Δ𝐸2,
(219)

де 𝐼1, 𝐼2 – потенцiали iонiзацiї атома i однократно-
го позитивного iона, вiдповiдно; 𝐸(𝑛𝑠𝑛𝑝6) – енергiя
збудженого стану позитивного iона, вiдносно його
основного стану. Енергетичнi добавки △𝐸1 i △𝐸2

становлять для АIС

Δ𝐸1 = 𝐸[𝑛𝑝4𝑛1𝑙1𝑛2𝑙2]− 𝐸[𝑛𝑝4],

Δ𝐸2 = 𝐸[𝑛𝑠𝑛𝑝6𝑛′𝑙′]− 𝐸[𝑛𝑠𝑛𝑝6],
(220)

i для АВС

Δ𝐸1 = 𝐸[𝑛𝑝4𝑛1𝑙1𝑛2𝑙2𝑛3𝑙3]− 𝐸[𝑛𝑝4],

Δ𝐸2 = 𝐸[𝑛𝑠𝑛𝑝6𝑛′𝑙′𝑛′′𝑙′′]− 𝐸[𝑛𝑠𝑛𝑝6].
(221)

Для розрахунку енергiй АIС i АВС таких ато-
мiв було використано напiвемпiричну методику,
подiбну запропонованiй у [571] для обчислення
енергiй оже-електронiв, з використанням формул
(213)–(221).

Вiдзначимо, що розрахунок енергiй АIС (АВС),
наприклад, для першої гiлки збудження –
𝑛𝑝4𝑛1𝑙1𝑛2𝑙2(𝑛3𝑙3) – можна здiйснити, використо-
вуючи тiльки потенцiал 𝐼1, тобто

𝐸(𝑛𝑝4𝑛1𝑙1𝑛2𝑙2) = 𝐼1 +Δ𝐸1, (222)

Таблиця 3. Енергiї АВС i АIС атома гелiю

Конфiгурацiя 𝐸, еВ Експеримент [579]

1𝑠2𝑠2 19,46 19,367± 0,005

1𝑠3𝑠2 22,39 22,450± 0,005

1𝑠4𝑠2 22,38 23,443± 0,005

1𝑠5𝑠2 23,82 23,860± 0,005

2𝑠22𝑝 57,67
2𝑠2 58,55
2𝑠2𝑝 59,21
2𝑠3𝑠 63,46
2𝑠3𝑝 63,70
2𝑠3𝑑 64,00
2𝑝2 59,76
2𝑝3𝑠 63,64
2𝑝3𝑝 63,82
2𝑝3𝑑 64,19
3𝑠2 69,74
4𝑠2 73,72
5𝑠2 75,59
6𝑠2 76,62
7𝑠2 77,24
8𝑠2 77,65
9𝑠2 77,93
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де

Δ𝐸1 = 𝐸[𝑛𝑝4𝑛1𝑙1𝑛2𝑙2]− 𝐸[𝑛𝑝5]. (223)

В цьому випадку △𝐸1 > 0.

4.2.3. Неон i аргон

Добавки, якi витiкають з формул (220), (216) i
(218), вiд’ємнi. Розрахованi нами потенцiали iонi-
зацiї мають такi значення – для Ne: 𝐼DFT

1 =
= 22,99 еВ, 𝐼DFT

2 = 44,05 еВ (експерименталь-
нi величини 𝐼exp1 = 21,57 еВ, 𝐼exp2 = 40,96 еВ
[586]); для Ar: 𝐼DFT

1 = 16,41 еВ; 𝐼DFT
2 = 29,02 еВ;

𝐼exp1 = 15,76 еВ; 𝐼exp2 = 27,63 еВ [586]. Енер-
гiї збудження 2𝑠2𝑝6-стану iона Ne+ становлять:
𝐸DFT(2𝑠2𝑝6) = 22,41 еВ, 𝐸exp(2𝑠2𝑝6) = 26,91 еВ
[586]; а 3𝑠3𝑝6-станiв Ar+ – 𝐸DFT(3𝑠3𝑝6) = 14,46 еВ,
𝐸exp(3𝑠3𝑝6) = 13,48 еВ [586]. У табл. 4 i 5 наведе-
но значення енергiй АIС i АВС, якi розраховано
з використанням експериментальних значень 𝐼exp1,2

i 𝐸exp(𝑛𝑠𝑛𝑝6). Там також наведено значення енер-
гетичних добавок △𝐸1 i △𝐸2 для енергiй АIС i
АВС, по вiдношенню до основного стану вiдповiд-
ного двократного позитивного iона.

Для електронних конфiгурацiй 2𝑝43𝑠2 i 2𝑝43𝑠3𝑝
атома Ne, розрахованi за формулами (222), (223)

Таблиця 4. Енергiї АIС i АВС атома неону

2𝑝4𝑛1𝑙1𝑛2𝑙2(𝑛3𝑙3) 2𝑠2𝑝6𝑛𝑙(𝑛′𝑙′)

Конфiг. 𝐸, еВ −Δ𝐸1, еВ Конфiг. 𝐸, еВ −Δ𝐸2, еВ

2𝑝43𝑠2 41,69 20,84 2𝑠3𝑠 43,52 4,950
3𝑠23𝑝 3𝑠2 42,83 5,644
3𝑠23𝑑 3𝑠3𝑝

2𝑝43𝑠3𝑝 44,58 17,95 2𝑠3𝑝 45,46 3,013
3𝑠3𝑝2 44,23 18,30 3𝑝2 45,32 3,150

2𝑝43𝑠3𝑑 47,16 15,37 2𝑠4𝑠 46,55 1,931
3𝑠3𝑑2 47,22 15,31 4𝑠2 46,19 2,282

2𝑝43𝑠4𝑠 46,67 15,86 2𝑠3𝑑 47,00 1,476
3𝑠4𝑠2 46,28 16,25 3𝑑2 46,97 1,504

2𝑝43𝑠4𝑝 47,30 15,23 2𝑠4𝑝 47,08 1,393
3𝑠4𝑝2 47,05 15,48 4𝑝2 46,82 1,660
2𝑝43𝑝2 47,58 14,95 2𝑠4𝑑 47,63 0,850
3𝑝3 46,87 15,66 2𝑠5𝑠 47,44 1,035

2𝑝43𝑝3𝑑 50,43 12,10 5𝑠2 47,24 1,236
3𝑝3𝑑2 50,53 12,00
2𝑝43𝑑2 53,65 8,880
3𝑑3 53,64 8,888

2𝑝44𝑠2 53,12 9,404

значення енергiй (44,77 еВ, △𝐸1 = 23,20 еВ i
47,66 еВ, △𝐸1 = 26,10 еВ) лежать вище енергiй,
отриманих за формулами (219), (220), на величи-
ну 𝐸 = 3,09 еВ (табл. 4). У випадку атома Аr
для подiбних конфiгурацiй 3𝑝44𝑠2 i 3𝑝44𝑠4𝑝 роз-
рахованi за цими формулами значення енергiй до-
рiвнюють 28,11 еВ (△𝐸1 = 12,35 еВ) i 30,26 еВ
(△𝐸1 = 14,50 еВ), вiдповiдно. Порiвнюючи цi зна-
чення енергiй з аналогiчними у табл. 5, бачимо,
що вони перевищують табличнi на величину△𝐸 =
= 1,39 еВ. Спiвставляючи мiж собою енергiї станiв,
розрахованi за (219), i (222), (223), можна знайти,
що △𝐸 = 𝐼DFT

2 − 𝐼exp2 . Звiдси випливає, що вико-
ристання експериментального значення потенцiа-
лу iонiзацiї однократного iона (𝐼exp2 ) у (219) до-
зволяє компенсувати неточнiсть теоретичних на-

Таблиця 5. Енергiї АIС i АВС атома аргону

3𝑝4𝑛1𝑙1𝑛2𝑙2(𝑛3𝑙3) 3𝑠3𝑝6𝑛𝑙(𝑛′𝑙′)

Конфiг. 𝐸, еВ −Δ𝐸1, еВ Конфiг. 𝐸, еВ −Δ𝐸2, еВ

3𝑑2 30,41 12,98 3𝑠3𝑑 27,54 1,70
3𝑑3 3𝑑2

3𝑑4𝑠 28,42 14,97 3𝑠4𝑠 25,27 3,97
3𝑑4𝑠2 4𝑠2 24,59 4,65
3𝑑4𝑝 30,00 13,39 3𝑠4𝑝 26,85 2,39
3𝑑4𝑝2 29,72 13,67 4𝑝2 26,62 2,62
3𝑑4𝑑 31,71 11,68 3𝑠5𝑠 27,49 1,75
3𝑑4𝑑2 31,63 11,76 5𝑠2 27,16 2,08
3𝑑5𝑠 31,19 12,20 3𝑠5𝑝 28,22 1,02
3𝑑5𝑠2 31,12 12,28 5𝑝2 27,76 1,48
3𝑑5𝑝 31,92 11,47
3𝑑5𝑝2 31,44 11,95
4𝑠2 26,72 16,67

4𝑠24𝑝

4𝑠4𝑝 28,87 14,52
4𝑠4𝑝2 28,48 14,91
4𝑝2 31,38 12,01
4𝑝3 30,44 12,95
4𝑝5𝑠 33,12 10,27
4𝑝5𝑠2 32,95 10,44
4𝑝5𝑝 33,71 9,68
4𝑝5𝑝2 33,49 9,90
5𝑠2 35,60 7,79

5𝑠25𝑝 35,43 7,96
5𝑠5𝑝 36,16 7,23
5𝑠5𝑝2 36,03 7,36
5𝑝2 36,90 6,49
5𝑝3 36,64 6,75
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ближень у розрахунку повних енергiй електрон-
них конфiгурацiй. Здається, цi мiркування спра-
ведливi i вiдносно енергiй АIС (АВС) iншої гiлки
збудження, де використовується експерименталь-
не значення енергiї збудження 𝐸(𝑛𝑠𝑛𝑝6) iона.

Вiдзначимо також, що у наведених вище форму-
лах можна використовувати не тiльки емпiричнi
потенцiали iонiзацiї, а й надiйно визначенi енергiї
збудження, що, дозволить краще компенсувати не-
долiки тiєї чи iншої теоретичної схеми розрахунку.

Вимiрянi [577,578] положення особливостей збу-
дження метастабiльних станiв атома неону розта-
шованi у iнтервалi енергiй вiд 42 до 45,5 еВ. Тому
для можливої iнтерпретацiї результатiв вимiрiв за-
лученi такi електроннi конфiгурацiї: 2𝑠2𝑝6𝑛𝑙(𝑛′𝑙′) з
𝑛𝑙(𝑛′𝑙′) = 3𝑠(3𝑠2), 3𝑝(3𝑝2) i 2𝑝43𝑠𝑛𝑙(𝑛′𝑙′) з 𝑛𝑙(𝑛′𝑙′) =
= 3𝑝(3𝑝2) (табл. 4). Як видно з табл. 4, наш напiв-
емпiричний розрахунок дає для Ne дещо заниженi,
порiвняно з експериментальними, величини енер-
гiй станiв. Ця розбiжнiсть у бiльшостi випадкiв не
перевищує 0,1 еВ.

Цiкаво, що експериментальне енергетичне поло-
ження особливостi при 𝐸 = 42,88 еВ добре збiга-
ється з теоретичною енергiєю АОС 2𝑠2𝑝63𝑠2 (𝐸 =
= 42,83 еВ). В [587] цей стан пов’язують з резо-
нансним пiком при 𝐸 = 43,10 еВ. В цiлому можна
сказати, що розрахованi нами енергiї АIС i АВС
дозволили дати iнтерпретацiю основним особливо-
стям диференцiальних перерiзiв збудження мета-
стабiльних станiв неону при всiх вимiряних кутах
розсiювання.

Вiдзначимо, що АВС 3𝑠3𝑑2 i 3𝑝3𝑑2 атома нео-
ну згiдно з розрахунками розташованi дещо вище
вiдповiдних АIС 3𝑠3𝑑 i 3𝑝3𝑑 (див. табл. 4). Це свiд-
чить про те, що енергiї даних конфiгурацiй неза-
довiльно розраховуються у вказанiй теоретичнiй
схемi – недостатнiм є врахування у локальному
наближеннi кореляцiйної мiжелектронної взаємо-
дiї, або про те, що цi конфiгурацiї не реалiзуються.
На нашу думку, бiльш iмовiрною є перша причи-
на – електроннi конфiгурацiї негативного iона, якi
мiстять 𝑑-електрон, потребують бiльш адекватної
схеми розрахункiв, наприклад, у багатоконфiгура-
цiйному наближеннi.

На вiдмiну вiд атома неону, бiльш складна еле-
ктронна оболонка атома аргону приводить до того,
що значна частина АIС i АВС, наведених у табл. 5,
зобов’язана переходу одного чи двох 3𝑝-електронiв
(або одного 3𝑠-електрона) у 3𝑑-пiдоболонку. Як i у

випадку атома Ne, розрахованi енергiї дещо зани-
женi порiвняно з експериментальними. Але, доста-
тньо впевнено iнтерпретовано низку особливостей,
якi спостерiгалися експериментально [577, 578] i
деякi особливостi неототожненi ранiше. Так, наш
розрахунок впевнено пов’язує пiк при 𝐸 = 24,60 еВ
з АВС 3𝑠3𝑝64𝑠2 негативного iона Ar−, тим бiль-
ше, що дана конфiгурацiя мiстить один 2𝑆-терм.
Експериментальнi вимiри диференцiальних пере-
рiзiв методом спектроскопiї метастабiльних станiв
i теоретичнi розрахунки енергiй АIС i АВС атомiв
гелiю, неону i аргону свiдчать про важливу роль
цих високозбуджених станiв у механiзмi заселення
метастабiльних рiвнiв при збудженнi атомiв еле-
ктронами [577, 578].

4.2.4. Криптон i ксенон [578, 585]

Експериментальнi значення потенцiалу iонiзацiї
𝐼1 i енергiї збудження 𝐸(𝑛𝑠𝑛𝑝6) атома крипто-
ну, необхiднi для розрахункiв взято з [586]: 𝐼1 =
= 14,00 еВ, 𝐸(4𝑠4𝑝6) = 13,52 еВ. Зауважимо, що
розрахованi нами значення цих величин дещо бiль-
ше i становлять: 14,79 еВ i 14,41 еВ, вiдповiдно.
Експериментальнi значення потенцiалу iонiзацiї 𝐼1
i енергiї збудження 𝐸(𝑛𝑠𝑛𝑝6) атома ксенону також
взято з [586]: 𝐼1 = 12,13 еВ, 𝐸(5𝑠5𝑝6) = 11,27 еВ,
розрахованi нами значення дорiвнюють: 13,01 i
12,32 еВ.

У табл. 6 i 7 наведено значення енергiй АIС
i АВС, розрахованi з використанням експеримен-
тальних величин 𝐼exp1,2 i 𝐸exp(𝑛𝑠𝑛𝑝6). З цими ато-
мами експерименти не проводилися. Але нашi ре-
зультати, разом з даними для бiльш легких атомiв,
можуть слугувати основою можливої iнтерпрета-
цiї спектра високозбуджених станiв атомiв iнер-
тних газiв.

Необхiдне подальше вдосконалення теоретичної
методики обчислень з метою розрахунку термiв
електронних конфiгурацiй.

По МФР було розраховано енергiї конфiгура-
цiй: АIС – [Cd3+]5𝑝3 [573, 574, 590, 591]; [Tl3+]6𝑝3

[592, 593]; [Pb3+(5𝑑106𝑠)]6𝑝3 та АВС – [Mg2+]3𝑝3

i ([Mg2+]3𝑝4𝑠2) [573, 574, 594]; [K2+]𝑛1𝑙1𝑛2𝑙2𝑛3𝑙3
[573, 574, 595]; [Zn2+]4𝑝3.

Енергiї 𝑛𝑠2(1𝑆0) АIС атомiв He, Be, Mg, Ca як
рiзниця повних енергiй збудженого i основного ста-
нiв наведено у табл. 8. Для цих АIС енергiї в
[597] розраховано методом накладання конфiгура-
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Таблиця 6. Енергiї АIС i АВС атома криптону

4𝑝4𝑛1𝑙1𝑛2𝑙2(𝑛3𝑙3) 4𝑠4𝑝6𝑛𝑙(𝑛′𝑙′)

Конфiг. 𝐸, еВ Експер. Конфiг. 𝐸, еВ Експер.

4𝑝45𝑠5𝑝 23,61 24,52 4𝑠5𝑠 23,42 23,47
[588] 5𝑠2 22,82 [588]

22,79
[587]

4𝑝45𝑠5𝑝 25,72 25,95 4𝑠5𝑝 24,98 224,93
5𝑠5𝑝2 25,40 [588] 5𝑝2 24,76 [588]

25,59 24,74
[589] [587]

4𝑝45𝑝2 27,94 4𝑠6𝑠 25,92 25,82
5𝑝3 27,27 6𝑠2 25,57 [588]

25,92
[587]

4𝑝45𝑝5𝑑 30,29 4𝑠5𝑑 26,42 26,53
5𝑝5𝑑2 30,19 [588]

4𝑝45𝑑2 32,89 4𝑠6𝑝 26,30 26,34
5𝑑3 32,73 [588]

4𝑝46𝑠2 31,68 4𝑠6𝑑 26,81 26,90
6𝑠26𝑝 31,54 6𝑑2 26,72 [588]

4𝑝46𝑠6𝑝 32,55 4𝑠7𝑠 26,65 26,60
6𝑠6𝑝2 32,23 [588]
4𝑝46𝑝2 33,29
6𝑝3 32,73

Таблиця 7. Енергiї АIС i АВС атома ксенону

5𝑝4𝑛1𝑙1𝑛2𝑙2(𝑛3𝑙3) 5𝑠5𝑝6𝑛𝑙(𝑛′𝑙′)

Конфiг. 𝐸, еВ Експер. [589] Конфiг. 𝐸, еВ Експер. [589]

5𝑝46𝑠2 19,74 20,851𝐷 5𝑠6𝑠 19,48 –
23,251𝑆 6𝑠2 18,86 –

5𝑝46𝑠6𝑝 21,49 21,35 5𝑠6𝑝 20,80 20,95
6𝑠6𝑝2 21,26 – 6𝑝2 20,73 –

5𝑝46𝑝2 23,52 – 5𝑠7𝑠 21,72 21,80
6𝑝3 22,95 –

5𝑝46𝑝6𝑑 25,47 – 5𝑠6𝑑 22,16 –
6𝑑2 21,85 –

5𝑝46𝑑2 27,69 – 5𝑠7𝑝 21,80 22,23
6𝑑3 27,74 –

5𝑝47𝑠2 26,65 – 5𝑠7𝑑 22,66 –
7𝑑2 22,51 –

5𝑝47𝑠7𝑝 27,47 – 5𝑠8𝑠 22,13 22,50

5𝑝47𝑝2 28,57

цiй, використовуючи функцiї ХФ з врахуванням
поляризовностi остову та використаням експери-
ментальних значень певних енергiй.

У табл. 9 наведено енергiї спорiдненостi 𝐸𝑎 ато-
мiв до електрона [598,599], розрахованi як рiзниця
повних енергiй основних станiв атома i негативно-
го iона. Додатковий електрон в iонi заповнює зов-
нiшнi пiдоболонки у 1𝑆0 станi: у випадку атомiв
лужних елементiв це конфiгурацiя 𝑛𝑠(𝑛 = 1–7),
а для атомiв галогенiв 𝑛𝑝5(𝑛 = 2–6). Деяке пере-
бiльшення отриманих нами значень 𝐸𝑎 вiд експе-
риментальних [600] для галогенiв можна вiднести
на рахунок наявностi 2-х термiв 2𝑃1/2,3/2 в основ-
ному станi атома. Для негативного iона мiдi є ве-
ликий вплив 3𝑑10-пiдоболонки на валентну 4𝑠, то-
му маємо дуже слабку сходимiсть самоузгодженої
процедури.

Для негативних iонiв енергiї 𝑛𝑠2(1𝑆0) АВС роз-
раховано як рiзницi повних енергiй збудженої кон-
фiгурацiї iона i основного стану атома. У табл. 10

Таблиця 8. Енергiї АIС атомiв

Атом, Нашi данi [596], Метод накладання
конфiгурацiя еВ конфiгурацiй [597], еВ

He 2𝑠2 59,01 57,91
3𝑠2 70,20 69,38
4𝑠2 74,18 –
5𝑠2 76,05 –
6𝑠2 77,08 –
7𝑠2 77,70 –
8𝑠2 78,11 –
9𝑠2 78,39 –

Be 3𝑠2 16,13 16,40
4𝑠2 21,26 –
5𝑠2 23,53 –

Mg 4𝑠2 12,98 13,04
5𝑠2 17,40 –
6𝑠2 19,43 –

Ca 5𝑠2 9,76 9,77
6𝑠2 13,28 –

Zn 5𝑠2 17,29 –
6𝑠2 22,33 –

Sr 6𝑠2 8,89 –

Cd 6𝑠2 16,46 –
7𝑠2 21,77 –

Ba 7𝑠2 8,31 –

Ra 8𝑠2 8,45 –
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наведено енергiї однотермових 1𝑆0 АВС. Вперше
в рамках ТФГ АВС негативного iона водню було
розраховано у [604], тому бачимо добру узгодже-
нiсть з нашими даними. Наведенi у [604] ХФ зна-
чення енергiй АВС H− лежать вище вiдповiдних
порогiв 2𝑠, 3𝑠, 4𝑠 – недостатнє врахування коре-
ляцiйної взаємодiї. У роботах [605–607], як i вище,
використано метод накладання конфiгурацiй iз за-
мороженим остовом, для якого враховано поляри-
зовнiсть та використано експериментальнi значен-
ня енергiй певних станiв.

Утворення АВС також можливе в атомах
лужно-земельних елементiв, якi не мають спорi-
дненостi до електрона або її величина дуже ма-
ла (на рiвнi десяткiв меВ). При цьому налiтаю-
чий електрон з необхiднiстю має перевести один
з внутрiшнiх електронiв атома на бiльш вищу ор-
бiталь та захопитися. У табл. 11 наведено енергiї
таких однотермових 2𝑆1/2 АВС [608]. Вiдлiк енер-
гiї робиться вiд основного стану атома. Для конфi-
гурацiї 1𝑠2𝑠2 iона He− є експериментальне значе-
ння, яке отримано з даних розсiювання: 19,285–
19,34 ± 0,02 еВ [600]. Бачимо, що наше значен-
ня вище цього на 0,63–0,58 еВ. Основну частку
∼0,451 еВ цiєї неточностi становить похибка у роз-
рахунку основного стану атома He.

4.3. Вплив електронної оболонки
атомної системи на форму бета-спектра

Питання про врахування впливу електронних обо-
лонок атомних систем при аналiзi характеристик
бета-розпадiв їх ядер виник з початку 80-х рокiв.
Ця фундаментальна задача знаходиться на стику
ядерної i атомної тематик та iнтерес до неї сти-
мульований можливiстю експериментального ви-
значення маси спокою антинейтрино за граничною
енергiєю 𝛽-спектра [609–613] (див. також [614–
616]). При цьому врахування перерозподiлу енергiї
на електроннi ступенi вiльностi треба проводити
з достатньо великою точнiстю – ∼1 еВ. Результа-
ти таких розрахункiв необхiднi не тiльки для мо-
жливого розв’язку фундаментальної проблеми ма-
си антинейтрино, а й для уточнення рiзноманiтних
характеристик бета-розпаду.

Змiна повної енергiї основного стану електрон-
них оболонок батькiвської Ё𝑍) i дочiрньої (𝑍 ± 1)
атомних частинок при 𝛽-розпадi є

△𝐸00 = 𝐸
(𝑍)
0 − 𝐸(𝑍±1)

0 , (224)

а енергiя збудженого дочiрнього iона у 𝑛-му еле-
ктронному каналi дорiвнює

△𝐸*
𝑛 = 𝐸(𝑍±1)

𝑛 − 𝐸(𝑍±1)
0 . (225)

Цi величини потрiбнi для аналiзу балансу енер-
гiї у процесi та характеризують зсув граничної
енергiї бета-розпаду внаслiдок наявностi у атом-
ної частинки електронної оболонки. У випадку 𝛽−-
розпаду △𝐸00 > 0, а при 𝛽+-розпадi △𝐸00 < 0.
Значення енергiї збудження △𝐸*

𝑛 зажди додатне.
Важливою величиною також є середня енергiя

збудження електронної оболонки iона дочiрнього

Таблиця 9. Енергiї
спорiдненостi 𝐸𝑎 атомiв до електрона

Iон
𝐸𝑎, еВ

Нашi данi Експеримент [600]

H− 0,715 0,7539± 0,0002 [601]
Li− 0,521 0,61± 0,05
Na− 0,478 0,543± 0,01
K− 0,456 0,5012± 0,0050
Rb− 0,439 0,4859± 0,0015
Cs− 0,381 0,472± 0,003
Fr− 0,286 –
Cu− – 1,226± 0,010
Ag− 1,469 1,303± 0,011
Au− 2,177 2,3086± 0,0007
F− 3,558 3,448± 0,005

3,56± 0,17
Cl− 3,813 3,613± 0,003
Br− 3,573 3,363± 0,003
I− 3,619 3,059± 0,002
At− 2,762 –

Таблиця 10. Енергiї 1𝑆0 АВС негативних iонiв

Iон, Нашi данi Теорiя, еВ
конфiгурацiя [598, 602, 603], еВ

H− 2𝑠2 9,804 9,802 [604]
3𝑠2 11,851 11,851 [604]
4𝑠2 12,593 12,594 [604]

Li− 3𝑠2 3,095 3,09 [605]
4𝑠2 4,202 –

Na− 4𝑠2 3,063 2,99 [606]

K− 5𝑠2 2,465 2,40 [606]

Rb− 6𝑠2 2,303 –
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ядра [611, 613]:

△�̄�* =
∑︁
𝑛

𝑊𝑛△𝐸*
𝑛. (226)

Тут 𝑊𝑛 – iмовiрнiсть дочiрньому iону бути у 𝑛-
му збудженому стацiонарному станi. У наближеннi
струсу вона не залежить вiд енергiї бета-частинки:

𝑊𝑛 = |⟨Ψ(𝑍±1)
𝑛 |Ψ(𝑍)

0 ⟩|2, (227)

де Ψ
(𝑍)
0 , Ψ

(𝑍±1)
𝑛 – хвильовi функцiї стацiонарних

станiв атомних частинок до i пiсля розпаду.
Розрахунки у ХФ наближеннi [614–616] пока-

зують, що найбiльшою є ймовiрнiсть електроннiй
оболонцi дочiрнього ядра залишитися у тiй самiй
конфiгурацiї, що i у батькiвського ядра. Зауважи-
мо, що навiть без струсочного збудження, яке вна-

Таблиця 11. Енергiї 2𝑆1/2 АВС
негативних iонiв атомiв лужно-земельних елементiв

Iон
𝐸, еВ

Конфiгурацiя Нашi данi

He− 1𝑠2𝑠2 19,919
1𝑠3𝑠2 22,853
1𝑠4𝑠2 23,838
1𝑠5𝑠2 24,279

Be− 2𝑠3𝑠2 5,766
2𝑠4𝑠2 7,420
2𝑠5𝑠2 8,065
1𝑠3𝑠2 121,14
1𝑠4𝑠2 123,02
1𝑠5𝑠2 123,73

Mg− 3𝑠4𝑠2 4,678
3𝑠5𝑠2 6,131
2𝑠4𝑠2 87,23
2𝑠5𝑠2 88,82
1𝑠4𝑠2 1308,8
1𝑠5𝑠2 1310,4

Ca− 4𝑠5𝑠2 3,497
3𝑠5𝑠2 51,12
2𝑠5𝑠2 431,36
1𝑠5𝑠2 4047,9

Sr− 5𝑠6𝑠2 3,366
4𝑠6𝑠2 44,29
3𝑠6𝑠2 344,70
2𝑠6𝑠2 2192,0
1𝑠6𝑠2 16140

слiдок розпаду ядра вiдбувається зi змiною ма-
теринської електронної конфiгурацiї, електронна
оболонка дочiрньої атомної частинки може знахо-
дитися у збудженому станi. Це результат можливо-
го незбiгання електронної конфiгурацiї основного
стану результуючого iона тiй електроннiй конфi-
гурацiї, яка дiсталася йому вiд вихiдного атома.
Така ситуацiя характерна для розпадiв ядер ато-
мiв перехiдних елементiв з незаповненими 𝑑- i 𝑓 -
пiдоболонками. Наприклад, конфiгурацiя основно-
го стану атома Ni є [Ar]3𝑑84𝑠2, а основного стану
дочiрнього iона Cu+–[Ar]3𝑑10. Тобто ця конфiгура-
цiя атома Ni вiдповiдає збудженню двох електро-
нiв конфiгурацiї iона Cu+.

Величина Δ�̄�* при струсi пов’язана з електрон-
ною густиною 𝜌(𝑟) батькiвського атома:

Δ�̄�* = Δ𝐸00 −Δ�̄�, (228)

де Δ�̄� – змiна енергiї електронних оболонок атом-
них частинок, усереднена по каналах електронного
збудження

Δ�̄� = ±⟨Ψ(𝑍)
0 |

𝑁∑︁
𝑖=1

1

𝑟𝑖
|Ψ(𝑍)

0 ⟩ = ±
∫︁
𝑑r𝜌(r)/𝑟, (229)

𝜌(r) = 𝑁

∫︁
𝑑r2...𝑑r𝑁Ψ

(𝑍)*
0 (r, r2, ..., r𝑁 )×

×Ψ
(𝑍)
0 (r, r2, ...r𝑁 ). (230)

Як бачимо, для розрахунку енергетичних хара-
ктеристик можна (i потрiбно) використовувати рi-
знi самоузгодженi пiдходи у теорiї атомiв i моле-
кул: ХФ, Томаса–Фермi (ТФ), наближення (у тому
числi локальнi) ТФГ.

Наприклад, для 𝛽−-розпаду ядра (𝑍,𝑁) атома
в основному станi з утворенням ядра (𝑍+1, 𝑁−1)
позитивного iона у основному (0) або збудженому
(*) станах (див. вище), у табл. 12 наведено вели-
чини вказаних характеристик.

Як бачимо, для величини Δ�̄� є систематична
розбiжнiсть мiж нашими даними та тими, що роз-
раховано у наближеннi ХФ [616]. Збiльшенню за-
ряда ядра, для бiльш багатоелектронних систем,
вiдповiдає монотонне збiльшення величин хара-
ктеристик.

Систематичний розгляд ролi i впливу електрон-
ної оболонки атомної системи – атома, iона, мо-
лекули – дуже важливий у цiлому для вивчення
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атомно-ядерних процесiв. Зокрема, дуже важли-
вим є аналiз ланцюжкiв рiзних розпадiв ядер. Та-
кож цiкавим є проведення процедури апроксимацiї
i екстраполяцiї для енергетичних характеристик
реакцiї електронної оболонки рiзноманiтних атом-
них систем. Слiд мати на увазi, що енергетичнi
характеристики електронних оболонок активних
iзотопiв, якi знаходяться у рiзних хiмiчних спо-
луках, можуть сильно вiдрiзнятися вiд характе-
ристик iзотопiв у вiльних станах. Дiя цих сполук
призводить як до змiни числа електронiв в оболон-
цi, так i змiни спiввiдношення мiж рiзними видами
взаємодiї в нiй.

4.4. Процес захоплення електрона ядром

Збiльшення точностi вимiрювань i розрахункiв
iмовiрностi захоплення електрона ядром [617–625]
може i на сьогоднiшнiй день слугувати як зада-
чi прецизiйного визначення ядерних характери-
стик (дефектiв мас, енергiй збудження, iзомер-
них зсувiв), так i фундаментальнiй задачi визна-
чення маси спокою нейтрино [611]. Дослiдження
цього процесу проводять як для вiльних атомiв
та їх iонiв, так i для зв’язаних у рiзних хiмi-
чних сполуках (у тому числi i у твердотiльних)
[626, 627].

Дуже цiкавим можуть бути також дослiджен-
ня впливу зовнiшнiх полiв на процес електронного
захоплення. Найбiльшим вплив зовнiшнiх факто-
рiв можливий на зовнiшнi електроннi пiдоболонки.
Тому його необхiдно шукати для ядер, якi при роз-
падi мають малий дефект мас або велику енергiю
збудження дочiрнього ядра, i, тим самим, захопле-
ння з близьких до ядра пiдоболонок (𝐾, 𝐿) енер-
гетично заборонено.

Вказане збiльшення точностi розрахункiв пов’я-
зано, у першу чергу, з покращенням теоретичного
опису електронної оболонки як традицiйними ме-
тодами (наближення ХФ та його модифiкацiї), так
i з залученням нових методiв. Наприклад, у [618–
625] для цих цiлей використано рiзнi наближення
ТФГ.

4.4.1. Вплив характеристик ядра
i атома на величину вiдносної ймовiрностi
процесу захоплення електрона ядром

Iмовiрнiсть 𝜆 захоплення електрона ядром 𝐴 в ато-
мi представляють у виглядi суми парцiальних iмо-

вiрностей 𝜆𝑖 захоплення з рiзних електронних пiд-
оболонок: 𝐴→ 𝐶(𝑖) + 𝜈 (у од. 𝑐 = 1) [628]:

𝜆 =
∑︁
𝑖

𝜆𝑖 =
𝐺2

4𝜋

∑︁
𝑖

𝑀𝑖 𝜌𝑖𝐵𝑖 𝑞𝑖 𝑤𝑖, (231)

де 𝑀𝑖 – множник, що мiстить ядерний матричний
елемент; 𝜌𝑖 – електронна густина 𝑖-ї пiдоболонки
в областi ядра; 𝐵𝑖 – коефiцiєнт обмiну i перекрит-
тя для 𝑖-ї пiдоболонки; 𝑞𝑖 = (𝑤2

𝑖 −𝑚2
𝜈)

1/2 – iмпульс
нейтрино, 𝑤𝑖 = 𝑄*+𝐸𝑎(𝐴)−𝐸𝑎(𝐶𝑖)−|𝐸𝑖| – енергiя
нейтрино, енергiя розпаду ядра 𝑄* = 𝑄+𝐸𝑛(𝐴)−
𝐸𝑛(𝐶). Тут 𝐸𝑛(𝐴) i 𝐸𝑛(𝐶) – енергiї збудження ма-
теринського (𝐴) i дочiрнього (𝐶) ядер; 𝐸𝑎(𝐴) –
енергiя збудження електронної оболонки материн-
ського (𝐴) ядра; 𝐸𝑎(𝐶𝑖) – енергiя збудження еле-
ктронної оболонки з дiркою у 𝑖-й пiдоболонцi до-
чiрнього (𝐶) ядра; 𝑄 – атомний дефект мас для
основних станiв ядер; 𝐸𝑖 – енергiя зв’язку атомно-
го електрона у 𝑖-й пiдоболонцi атома 𝐴. Енергiю
вiддачi ядра не враховано.

У випадку захоплення у позитивному iонi вираз
для енергiї нейтрино доповнюється потенцiалами
iонiзацiї iонiв ядер 𝐴 i 𝐶. Наприклад, для одно-

Таблиця 12. Енергетичнi характеристики
реакцiї електронних оболонок на 𝛽−-розпад
ядер нейтральних атомiв

Ядра

−Δ𝐸00, еВ −Δ�̄�, еВ −Δ�̄�*, еВ

ХФ ТФГ ХФ ТФГ ХФ ТФГ
[616] [616] [616]

H0 → He+0 – 40,3 – 27,2 – 13,6
Be0 → B+0 – 263,5 – 229,4 – 34,1
Na0 → Mg+0 – 1024,9 – 968,4 – 56,5
Mg0 → Al+0 1149 1150,0 1086 1091,6 63 58,4
P0 → S+0 1544 1542,5 1472 1482,3 72 60,2
S0 → Cl+0 1685 1686 1610 1621 75 65
Cl0 → Ar+0 – 1831 – 1764 – 67
Ar0 → K+0 – 1980 – 1912 – 68
K0 → Ca+0 – 2125 – 2055 – 70
Ca0 → Sc+* 2249 2272 2162 2201 87 71
Sc0 → Ti+* 2411 2428 2324 2355 87 73
Mn0 → Fe+* 3062 3093 2974 3016 88 77
Ni0 → Cu+** 3577 3639 3468 3554 109 85
Zn0 → Ga+0 3955 4023 3862 3933 93 90
Br0 → Kr+0 – 4991 – 4896 – 95
Kr0 → Rb+0 – 5194 – 5098 – 96
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кратного (1+) позитивного iона

𝑤𝑖 = 𝑄* + 𝐸𝑎(𝐴
+)− 𝐸𝑎(𝐶

+
𝑖 )− |𝐸𝑖(𝐴

+)|+

+ 𝐼1(𝐴) + 𝐼1(𝐶). (232)

Коли захоплення супроводжується гальмiвним
випромiнюванням з частотою 𝜔, енергiя нейтрино
дорiвнює 𝑤𝑖 = 𝑄* + 𝐸𝑎(𝐴) − 𝐸𝑎(𝐶𝑖) − |𝐸𝑖| + 𝜔. У
подальшому вважаємо, що 𝜔 = 0, 𝐸𝑛(𝐴) = 𝐸𝑛(𝐶).

Для дозволених переходiв, 𝑀𝑖 =𝑀 , тодi

𝜆 =
∑︁
𝑖

𝜆𝑖 =
𝐺2𝑀

4𝜋

∑︁
𝑖

𝜌𝑖𝐵𝑖 𝑞𝑖 𝑤𝑖. (233)

Для вiдносної ймовiрностi дозволеного захопле-
ння з 𝑗-ї пiдоболонки

𝑃𝑗 = 𝜆𝑗/𝜆 = (𝜌𝑗𝐵𝑗𝑞𝑗𝑤𝑗)
⧸︁∑︁

𝑖

𝜌𝑖𝐵𝑖𝑞𝑖𝑤𝑖. (234)

Як бачимо, використання вiдносних iмовiрно-
стей замiсть абсолютних має певнi переваги. На-
приклад, вiдносна змiна iмовiрностi захоплення
електрона з даної пiдоболонки визначається змi-
нами характеристик всiх пiдоболонок, крiм тiєї,
що розглядається. Це може бути використано для
покращення проведення експериментальних дослi-
джень. Це також важливо у випадках, коли захо-
плення з глибоких, 𝐾- або 𝐿-пiдоболонок, енерге-
тично заборонено.

Таблиця 13. Вiдноснi iмовiрностi
захоплення електронiв ядром iзотопу 202Tl

Пiдоболонка ТФП ТФП [628] [628]
(без обм.) (з обм.) (без обм.) (з обм.)

𝐾 0,7943 0,7864 0,7941 0,7860
𝐿1 0,1446 0,1490 0,1466 0,1511
𝐿2 0,01179 0,01179 0,0115 0,0115
𝑀1 0,03424 0,003774 0,0349 0,0385
𝑀2 0,003131 0,003132 0,0031 0,0031
𝑁1 0,00889 0,00889 0,0091 0,0091
𝑁2 0,038043 0,038045 0,03788 0,03788
𝑂1 0,00188 0,00188 – –
𝑂2 0,03153 0,03153 – –
𝑃1 0,03198 0,03198 – –
𝑃2 0,0594 0,0594 – –

4.4.2. Вiдноснi ймовiрностi захоплення
електрона ядрами iзотопiв 9Be, 65Zn, 139Ce,
158Tb, 163Ho, 180𝑚Ta, 202Tl

Вiдомi тепер експериментальнi i теоретичнi данi з
дослiджень процесу захоплення атомних електро-
нiв ядром вiдносяться, в основному, до найближ-
чих до ядра електронних пiдоболонок [618]. Це по-
яснюється, здається, труднощами експерименталь-
ного вимiру виходiв м’якого рентгенiвського або
ультрафiолетового випромiнювання з вищих еле-
ктронних пiдоболонок атома, а також складнiстю
опису процесу захоплення, що вiдбувається з цих
пiдоболонок.

У роботi [617] дана оцiнка вiдносної iмовiрностi
𝑃𝐾 захоплення 𝐾-електрона ядром iзомеру 180𝑚Ta
з утворенням ядра 180𝑚Hf у збудженому (93,3 кеВ)
i основному станах. Квадрати орбiталей (густини),
до 𝑁𝐼𝐼 -пiдоболонки включно, i обмiннi множни-
ки для 𝐾, 𝐿𝐼 , 𝑀𝐼𝐼 -пiдоболонок було взято з [628],
а маси атомiв з [629]. Розрахованi значення такi:
𝑃𝐾(93,3 кеВ) = 0,813 i 𝑃𝐾(0 кеВ) = 0,814, а експе-
риментальне – 0,815± 0.041 [617].

Застосування локального наближення ТФГ
[618–621, 623–625] для розрахунку вiдносних iмо-
вiрностей захоплення атомних електронiв з рiзних
пiдоболонок дає можливiсть з достатньою точнi-
стю проводити розрахунки, в тому числi i для ви-
щих електронних пiдоболонок атома. Нами розра-
ховано [619, 622] вiдноснi iмовiрностi захоплення
електронiв для ядер 9Be, 54Mn, 65Zn, 139Ce, 158Tb,
163Ho, 202Tl у локальному наближеннi ТФГ з ви-
користанням скалярно-релятивiстського наближе-
ння з виключенням самодiї електронiв. Враховано
розмiри ядра iзотопу. Електроннi густини пiдобо-
лонок, 𝜌𝑖(𝑟), для iзотопiв ядер розраховували у 2-й
точцi 𝑟2 сiтки Германа–Скилмена, розв’язуючи си-
стему рiвнянь Кона–Шема (128), (129).

Iзотоп 202Tl. Для iзотопу 202Tl 𝑟2 = 5,1 · 10−4𝑎0,
при цьому величина радiуса ядра 𝑅 ∼= 1,7 · 10−4𝑎0.
Як бачимо, електронну густину необхiдно розра-
ховувати саме в точцi 𝑟 = 𝑅. Необхiднi коефiцi-
єнти 𝐵𝑖 обмiну i перекриття для 𝐾-, 𝐿1- i 𝑀1-
пiдоболонок взято з [628] i вони дорiвнюють 0,9897;
1,0303; 1,102, вiдповiдно. Енергiї зв’язку 𝐸𝑖 атом-
ного електрона у пiдоболонцi, розрахованi нами
в [619], близькi до експериментальних [586]. У
табл. 13 наведено значення вiдносних iмовiрностей
захоплення електрона з пiдоболонок, розрахованi
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Таблиця 14. Вiдношення вiдносних iмовiрностей захоплення електронiв ядром iзотопу 202Tl

Вiдношення
ТФГ [630]

Експеримент
(без обм.) (з обм.) (без обм.) (з обм.)

𝑃𝐿1/𝑃𝐾 0,1821 0,1895 0,1847 0,1922 𝑃𝐿/𝑃𝐾

0,23± 0,05 [631]

(𝑃𝐿1/𝑃𝐾)/(𝑞𝐿1/𝑞𝐾)2 0,1507 0,1568 0,1530 0,1593 (𝑃𝐿/𝑃𝐾)/(𝑞𝐿1/𝑞𝐾)2

0,168± 0,002 [631]
0,171 [632]
0,169 [633]

(𝑃𝐿1 + 𝑃𝐿2)/𝑃𝐾 0,1969 0,2045 0,1991 0,2068 𝑃𝐿/𝑃𝐾

0,196± 0,002 [631]

(𝑃𝐿/𝑃𝐾)/(𝑞𝐿1/𝑞𝐾)2 0,1630 0,1690 0,1649 0,1713 0,168± 0,002 [631]
0,171 [632]
0,169 [633]

нами як з врахуванням обмiну, так i без. У табл. 14
наведено розрахованi нами значення вiдношення
вiдносних iмовiрностей захоплення з ближчих до
ядра пiдоболонок, якi порiвнюємо з експеримен-
тальними даними. Як бачимо з табл. 13 i 14 нашi
данi достатньо добре узгодженi з лiтературними.

Iзотопи 9Be, 65Zn, 139Ce, 158Tb, 163Ho. Еле-
ктроннi оболонки ядер Be, Zn, Tb, Ho вiдповiдали
як атомам, так i позитивним (1+, 2+) iонам. Для
ядра Ce захоплення розглядалося для двох еле-
ктронних конфiгурацiй 5𝑝64𝑓26𝑠2 i 5𝑝65𝑑14𝑓16𝑠2.
Захоплення вiдбувалося на збудженi стани дочiр-
нiх ядер 477 кеВ 9Be; 1115 кеВ 65Zn; 165 кеВ 139Ce;
1187 кеВ 158Tb та на основний стан ядра 163Ho. Ко-
ефiцiєнти обмiну не враховували.

У табл. 15 наведено розрахованi величини вiд-
носних iмовiрностей захоплення електронiв в ней-
тральних атомах i позитивних iонах iзотопiв 9Be i
65Zn. Бачимо невеликий вплив кратностi iонiзацiї
iонiв на величину ймовiрностей. Найбiльшi значен-
ня iмовiрностей отримано для захоплення 1𝑠-, 2𝑠-,
3𝑠-, 4𝑠-електронiв (𝐾, 𝐿1, 𝑀1, 𝑁1-пiдоболонки).

У роботi [634] для ядра 158Tb розраховано i ви-
мiряно значення вiдношень 𝜆𝐿/𝜆 = 0,689 ± 0,010 i
𝜆𝐾/𝜆 ≤ 5,2 · 10−3. Нашi величини вiдносних iмо-
вiрностей 𝑃𝐿 = 0,7247 (для 𝑄 = 1240,732 кеВ
[629]) i 0,6913 (для 𝑄 = 1222 ± 3 кеВ [634]) i
𝑃𝐾 = 5,96 · 10−3 достатньо задовiльно узгоджую-
ться з цими даними. Отримано помiтний вплив ве-
личини дефекту мас𝑄* на значення всiх вiдносних

Таблиця 15. Вiдноснi iмовiрностi захоплення
електрона у нейтральних атомах i позитивних
iонах iзотопiв 9Be i 65Zn. Значення мас ядер [629]

Пiдоболонка 9Be 9Be+ 65Zn 65Zn+ 65Zn2+

𝐾 0,9592 0,9478 0,8900 0,8898 0,8907
𝐿1 0,0408 0,0531 0,0742 0,0942 0,0943
𝐿2 – – 7,24(–4)* 7,24(–4) 7,25(–4)
𝑀1 – – 0,0142 0,0142 0,0141
𝑀2 – – 1,06(–4) 1,05(–4) 1,05(–4)
𝑁1 – – 7,99(–4) 1,01(–3) –

*7,24(–4) = 7, 24 · 10−4

iмовiрностей захоплення для ядер 158Tb i 163Ho.
Найбiльша (до 30%) змiна величини вiдносної iмо-
вiрностi при переходi вiд атома до двократного по-
зитивного iона для всiх нуклiдiв вiдбувається для
валентної пiдоболонки.

Будова електронної конфiгурацiї оболонки ато-
ма у випадку ядра 139Ce також впливає на вели-
чини вiдносних iмовiрностей. Цей вплив, в основ-
ному, вiдбувається на зовнiшнi пiдоболонки.

У табл. 16 наведено зiставлення розрахованих
нами значень низки вiдношень парцiальних iмо-
вiрностей захоплення 𝜆𝑖/𝜆𝑠 (рiвне 𝑃𝑖/𝑃𝑠) i 𝜆𝑖/𝜆
ядра 163Ho з даними, отриманими у [635]. Деяке
завищення наших значень 𝑃𝑁/𝑃𝑀 пов’язано, ма-
буть, з неврахуванням обмiну при захопленнi з
𝑀 -пiдоболонки. Зауважимо також, що вимiряне у
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CERNi [635] вiдношення 𝜆𝑁/𝜆𝑀 дорiвнює 2,4±0,3
i менше нашого.

Експериментальна або теоретична величина
якого-небудь вiдношення 𝜆𝑖/𝜆𝑠 = 𝑃𝑖/𝑃𝑠 може бу-
ти використана для оцiнки величини маси спокою
нейтрино (див. також [636]):

𝑚𝜈 =

=

{︂
[𝑃𝑖𝐵𝑠𝜌𝑠(𝑄

*−|𝐸𝑠|)2]2−[𝑃𝑠𝐵𝑖𝜌𝑖(𝑄
*−|𝐸𝑖|)2]2

[𝑃𝑖𝐵𝑠𝜌𝑠(𝑄*−|𝐸𝑠|)]2−[𝑃𝑠𝐵𝑖𝜌𝑖(𝑄*−|𝐸𝑖|)]2

}︂1/2
.

(235)

Для iзотопу 163Ho, величини 𝑃𝑁/𝑃𝑀 = 3,86 з
[628] (див. табл. 16), i для 𝑄* ≤ 2680 еВ – 𝑚𝜈 ≤
≤ 170 еВ. Тобто, для того, щоб отримати масу спо-
кою використовуючи величину 𝑃𝑁/𝑃𝑀 (CERN) =
= 2,4, слiд збiльшити 𝑄*. Для величини 𝑃𝑂/𝑃𝑁 =
= 0,22 [635] i 𝑄* = 2600 еВ маємо для маси
𝑚𝜈 ≈ 420 еВ. При цьому коефiцiєнти обмiну 𝐵𝑀 ,
𝐵𝑁 ,𝐵𝑂 приймали рiвними 1 i нехтували наявнiстю
гальмiвного випромiнювання. Бачимо, що визна-
чення маси спокою нейтрино сильно залежить вiд
точностi вимiрiв або розрахункiв енергiї розпаду
ядра 𝑄*, енергiй зв’язку електрона, коефiцiєнтiв
обмiну. Збiльшення точностi тим важливiше, чим
менша енергiя розпаду ядра.

4.5. Енергiї оже-лiнiй,
що утворюються при електронному
захопленнi в атомнiй системi

Збiльшена точнiсть визначення енергiї електронiв
спектра Оже [637–640] (похибка порядку 1 еВ) у
процесi електронного захоплення ядром з’явила-
ся причиною збiльшення iнтересу до аналiзу таких
характеристик цих спектрiв, як енергетичнi поло-
ження i iнтенсивностi основних (дiаграмних) i са-
телiтних лiнiй. Експериментальнi енергiї основних
лiнiй у результатi захоплення систематично пере-
вищують (приблизно на 10 еВ) теоретичнi значен-

Таблиця 16. Зiставлення вiдношень
вiдносних iмовiрностей захоплення електронiв
ядрами атомiв i позитивних iонiв iзотопу 163Ho

Вiдношення 163Ho 163Ho+ 163Ho2+

𝜆𝑁/𝜆𝑀 = 𝑃𝑁/𝑃𝑀 4,44 3,86± 0,12 [635] 4,74 4,86
𝜆𝑂/𝜆𝑁 = 𝑃𝑂/𝑃𝑁 0,217 0,22± 0,05 [635] 0,217 0,218
𝜆𝑀1/𝜆 = 𝑃𝑀1 0,140 0,14± 0,01 [635] 0,137 0,136

ня, отриманi з широко вiдомих таблиць Ларкiн-
са [571, 641]. Необхiдно зауважити, що теорети-
чнi значення енергiї оже-лiнiй у [571, 641] розра-
хованi для випадкiв, що дiрка (вакансiя) у якiй-
небудь внутрiшнiй пiдоболонцi, зазвичай, утворю-
ється шляхом повного видалення електрона з ато-
ма, тобто в результатi iонiзацiї – фотоефект, iо-
нiзацiя частинкою, процес внутрiшньої конверсiї.
Таким чином, оже-процес проходить у позитивно-
му iонi, в якому вiдбулася релаксацiя електронних
пiдоболонок.

Однак, якщо електрон, що видаляється з внутрi-
шньої пiдоболонки, переходить у зв’язаний стан,
то його присутнiсть у електроннiй пiдоболонцi ато-
ма може доволi суттєво впливати як на значен-
ня енергiї оже-лiнiї, так i на хiд процесу струсу.
Подiбна ситуацiя зв’язування електрона у атомi
можлива у рiзних процесах збудження (а не iо-
нiзацiї). Наприклад, збудження частинкою, фото-
ном, у процесi внутрiшньої конверсiї зi збудже-
нням, а також при захопленнi електрона ядром.
Саме останнiй випадок реалiзується у експеримен-
тальних роботах [637–640].

Наявнiсть додаткового (невидаленого) електро-
на у нейтральному атомi повинна призводити до
появи енергетичної добавки до значень енергiї
оже-лiнiй, розрахованих звичайним (iонiзацiйним)
способом [571,641], i, вiдповiдно, до зсуву їх експе-
риментальних положень.

Спектри оже-електронiв як вiльних атомiв, так
i атомiв, що знаходяться у хiмiчних сполуках або
у якому-небудь агрегатному станi (газоподiбному,
рiдкому, твердотiльному), дослiджуються доста-
тньо давно – з середини 60-х рокiв (див., напри-
клад, [642, 643]). Це так звана електронна спе-
ктроскопiя для хiмiчного аналiзу (ЕСХА). ЕСХА
стала дуже плодовитою не тiльки для практи-
чних цiлей, але й для фундаментальних дослi-
джень, наприклад, при квантово-механiчному ви-
вченнi характеристик хiмiчного зв’язку i мiжатом-
ної взаємодiї у рiзних твердотiльних структурах.
Залучення радiоактивних нуклiдiв (нестабiльних
вiдносно процесу захоплення) для вивчення спе-
ктрiв Оже є достатньо новим аспектом цих ЕСХА-
дослiджень як альтернативний спосiб утворення
довiльних дiркових станiв з одночасним перетво-
ренням ядра.

Нами отримано вирази для енергетичної добав-
ки до енергiї оже-лiнiї, розрахованiй звичайним
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способом i проведено розрахунки значень енергiй
оже-переходiв у рамках рiзних наближень ТФГ
[644–650].

4.5.1. Загальнi формули для енергiй оже-лiнiй

Використовуючи позначення роботи [571], для
енергiї переходу при оже-процесi у нейтральному
атомi (позначено ∧) маємо [644]:

𝐸(�̂� (𝑖)→ �̂�(𝑗)𝑌 (𝑘)(�̂�𝑆𝐽)) =

= 𝐸[�̂� (𝑖)]− 𝐸[�̂�(𝑗)𝑌 (𝑘)(�̂�𝑆𝐽)], (236)

де 𝐸[�̂� (𝑖)] – повна енергiя атома з дiркою у 𝑊 (𝑖)-
пiдоболонцi, 𝐸[�̂�(𝑗)𝑌 (𝑘)(�̂�𝑆𝐽)] – повна енергiя
однократного позитивного iона з двома дiрками у
𝑋(𝑗)- i 𝑌 (𝑘)-пiдоболонках.

Якщо енергiя зв’язку 𝜀(𝑠) електрона у пiдобо-
лонцi 𝑠 в атомi, тодi

𝜀(𝑠) = 𝐸[𝑠]− 𝐸[0], (237)

де 𝐸[𝑠] i 𝐸[0] – повнi енергiї атома для конфiгура-
цiй основного i збудженого станiв. Нехтуючи роз-
щепленням оже-лiнiї на терми �̂�𝑆𝐽 в атомi можна
отримати для енергiї оже-лiнiї:

𝐸(�̂� (𝑖)→ �̂�(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) =

= 𝐸𝐿(𝑊 (𝑖)→ 𝑋(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) + �̂�(𝐿𝑆𝐽). (238)

Тут 𝐸𝐿(𝑊 (𝑖) → 𝑋(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) – енергiя оже-
переходу, введена Ларкiнсом у [571]:

𝐸𝐿(𝑊 (𝑖)→ 𝑋(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) =

= 𝜀(𝑊 (𝑖))− 𝜀(𝑋(𝑗))− 𝜀(𝑌 (𝑘))− 𝐸(𝐿𝑆𝐽), (239)

𝐸(𝐿𝑆𝐽) = 𝐸[0] + 𝐸[𝑋(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)]−

−𝐸[𝑋(𝑗)]− 𝐸[𝑌 (𝑘)]. (240)

Енергетична добавка �̂�(𝐿𝑆𝐽) у (238) рiвна сумi
двох рiзниць

�̂�(𝐿𝑆𝐽) = 𝐸[�̂� (𝑖)]− 𝐸[𝑊 (𝑖)] +

+𝐸[𝑋(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)]− 𝐸[�̂�(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)]. (241)

Використано, що 𝐸[𝑊 (𝑖)], 𝐸[𝑋(𝑗)], 𝐸[𝑌 (𝑘)] –
повнi енергiї 1+ iона з дiрками у 𝑊 (𝑖)-,
𝑋(𝑗)- i 𝑌 (𝑘)-пiдоболонках, вiдповiдно, а

𝐸[𝑋(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)] повна енергiя 2+ iона з
дiрками у 𝑋(𝑗)- i 𝑌 (𝑘)-пiдоболонках.

Всi спiввiдношення (236)–(241) є точними (з точ-
нiстю до нехтування розщепленням на терми). То-
чнiсть розрахункiв порушується при використаннi
тiєї чи iншої теоретичної моделi або з використан-
ням емпiричних величин. Так, у роботах [571, 641]
в ролi значень енергiї зв’язку використовують екс-
периментальнi значення, а величину 𝐸(𝐿𝑆𝐽) (240)
розраховують у рiзних наближеннях ХФ.

Добавка �̂�(𝐿𝑆𝐽) позитивна i повинна бути мало
чутливою до теоретичної моделi розрахунку атом-
них i iонних характеристик, оскiльки дорiвнює су-
мi двох рiзниць. Тому неточнiсть розрахунку зна-
чень повної енергiї атома, однократних i двокра-
тних позитивних iонiв може бути зкомпенсована.

Наведенi вище вирази отриманi для випадку, що
при утвореннi дiркового стану струс не призводить
до збудження або iонiзацiї електронної оболон-
ки початкової атомної частинки, тобто електронна
конфiгурацiя з дiркою у 𝑊 (𝑖)-пiдоболонцi залиша-
ється незмiнною. Але iснує кiнцева ймовiрнiсть то-
го, що струс призведе до збудження або iонiзацiї.
В цьому випадку необхiдно врахувати результат
струсу, тому, представимо вiдповiднi формули та-
кого узагальнення. Для звичайного (iонiзацiйного)
способа створення дiрки у 𝑊 (𝑖)-пiдоболонцi енер-
гiя оже-лiнiї в позитивному iонi має вигляд

– у випадку струсового збудження (*)

𝐸(𝑊 *(𝑖)→ 𝑋*(𝑗)𝑌 *(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) =

= 𝐸𝐿(𝑊 (𝑖)→ 𝑋(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) + 𝐸*(𝐿𝑆𝐽), (242)

𝐸*(𝐿𝑆𝐽) = 𝐸[𝑊 *(𝑖)]− 𝐸[𝑊 (𝑖)] +

+𝐸[𝑋(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)]− 𝐸[𝑋*(𝑗)𝑌 *(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)], (243)

– у випадку струсової iонiзацiї (+)

𝐸(𝑊+(𝑖)→ 𝑋+(𝑗)𝑌 +(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) =

= 𝐸𝐿(𝑊 (𝑖)→ 𝑋(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) + 𝐸+(𝐿𝑆𝐽), (244)

𝐸+(𝐿𝑆𝐽) = 𝐸[𝑊+(𝑖)]− 𝐸[𝑊 (𝑖)] +

+𝐸[𝑋(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)]−𝐸[𝑋+(𝑗)𝑌 +(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)]. (245)

Енергетичнi добавки 𝐸*(𝐿𝑆𝐽) (243) i 𝐸+(𝐿𝑆𝐽)
(245) мають вiд’ємний знак, тому струс призво-
дить до зсуву енергiй Оже у позитивному iонi
у бiк менших енергiй по вiдношенню до енер-
гiї 𝐸𝐿(𝑊 (𝑖) → 𝑋(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) дiаграмної лiнiї.
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Для будь-якого iншого способу створення дiрко-
вого стану, вiдмiнного вiд розглянутого звичайно-
го (рiзнi види збудження, електронне захоплення)
енергiя Оже в нейтральному атомi має вигляд

– у випадку струсового збудження (*)

𝐸(�̂� *(𝑖)→ �̂�*(𝑗)𝑌 *(𝑘)(LSJ)) = 𝐸𝐿(𝑊 (𝑖)→

→ 𝑋(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) + 𝐸(𝐿𝑆𝐽) + �̂�*(𝐿𝑆𝐽), (246)

�̂�*(𝐿𝑆𝐽) = 𝐸[�̂� *(𝑖)]− 𝐸[�̂� (𝑖)] +

+𝐸[�̂�(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)]− 𝐸[�̂�*(𝑗)𝑌 *(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)], (247)

– у випадку струсової iонiзацiї (+)

𝐸(�̂�+(𝑖)→ �̂�+(𝑗)𝑌 +(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) = 𝐸𝐿(𝑊 (𝑖)→

→ 𝑋(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) + 𝐸(𝐿𝑆𝐽) + �̂�+(LSJ), (248)

�̂�+(𝐿𝑆𝐽) = 𝐸[�̂�+(𝑖)]− 𝐸[�̂� (𝑖)] +

+𝐸[�̂�(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)]−𝐸[�̂�+(𝑗)𝑌 +(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)]. (249)

Як i добавки 𝐸*(𝐿𝑆𝐽) (243) i 𝐸+(𝐿𝑆𝐽) (245)
величини �̂�*(𝐿𝑆𝐽) (247), �̂�+(𝐿𝑆𝐽) (249) також
вiд’ємнi i будуть призводити до зсуву енергiї оже-
лiнiй у збудженому атомi у бiк менших значень (по
вiдношенню до енергiї 𝐸(�̂� (𝑖) → �̂�(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽))
(див. (238))).

4.5.2. Розрахунок енергiй оже-лiнiй

Для розрахунку енергiй 𝐾𝐿1𝐿1-лiнiй Оже ми ви-
користали локальне скалярно-релятивiстське на-
ближення ТФГ, з виключенням енергiї самодiї еле-
ктронiв [644]. При цьому розглянуто два спосо-
би утворення дiркового стану: перший – чи-
сто атомний – iонiзацiя електрона з початкового
𝑊 (𝑖) стану, в нашому випадку з 𝐾-пiдоболонки
якою-небудь частинкою; другий – у процесi 𝐾-
захоплення ядром деякого iзотопу. У другому
способi електронна оболонка дочiрнього iзотопу
нейтральна i вiдповiдає релаксованiй до нового за-
ряду ядра електроннiй оболонцi батькiвського ато-
ма з дiркою у �̂� (𝑖)-пiдоболонцi.

Розрахунки енергiї оже-лiнiї (236) проводили
згiдно з трьома видами виразiв:

I. З використанням рiзницi значень повних енер-
гiй початкового i кiнцевого станiв електронної обо-
лонки.

II. З використанням експериментального значе-
ння енергiї зв’язку 𝜀(𝐾) 𝐾-електрона.

III. З використанням експериментального зна-
чення енергiї зв’язку 𝐾-електрона – 𝜀(𝐾) i (𝐿1)-
електрона – 𝜀(𝐿1) (формули (239), (240)).

Таким чином, можливо проведення розрахункiв
як повнiстю у рамках якої-небудь теоретичної мо-
делi атома та iона, так i напiвемпiрично з залуче-
нням емпiричних параметрiв.

Найкращi значення енергiї Оже отримано при
використаннi третього (III) виду формул, тобто
коли використовуються експериментальнi величи-
ни енергiй зв’язку 𝐾- i 𝐿1-електронiв. Значення
енергiї, отриманi нами, дещо завищенi порiвняно з
експериментальними та мають якiсний характер.
Це свiдчить про необхiднiсть покращення мето-
дики розрахункiв для знаходження повної енергiї
глибоких дiркових станiв. Вплив релятивiстських
ефектiв при розрахунках структури важких ато-
мiв досить великий.

Порiвнюючи мiж собою значення енергiї оже-
лiнiй, отриманi при двох способах утворення ва-
кансiй, можна зробити висновок про незалежнiсть
величини �̂�(𝐿𝑆𝐽) вiд якостi теоретичного набли-
ження, у якому проводиться розрахунок. Її вели-
чина, згiдно з нашими розрахунками становила:
для атома Mn – 20,23 еВ (ХФ значення є 20,3 еВ
за програмами [651]); Ag – 9,4 еВ; Eu – 10,3 еВ;
Tm – 19,7 еВ; Lu – 10,5 еВ; W – 12,4 еВ. Ця незале-
жнiсть, з точнiстю до сотих долей еВ, значення до-
бавки �̂�(𝐿𝑆𝐽) вiд наближення, в якому проводять
розрахунки, дає пiдставу використовувати форму-
лу (238) для розрахунку енергiї оже-лiнiї. Таким
чином, можна використати таблицi Ларкiнса [571]
разом з розрахованою добавкою для визначення
енергiї оже-лiнiй, отриманих при розпадi дiркових
станiв, утворених у результатi як процесу захопле-
ння, так i будь-якого iншого процесу, що призво-
дить до збудження (а не видалення) електрона з
внутрiшньої пiдоболонки. Вiдзначимо, що невида-
лений з оболонки електрон може бути активним
чи пасивним – брати (participator) або не брати
(spectator) участь у переходах.

Результати таких розрахункiв для процесу за-
хоплення i значення добавки �̂�(𝐿𝑆𝐽) наведено у
табл. 17. З таблицi бачимо достатньо добре збiган-
ня розрахованих нами значень з експерименталь-
ними, що дозволяє використувати цю добавку для
визначення енергiї оже-лiнiї. На нашу думку, вiд-
мiнностi, що залишилися мiж значеннями енергiй
оже-лiнiй, розрахованих нами по формулi (238),
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та експериментом зобов’язанi особливостям про-
яву хiмiчного i твердотiльного оточення iзотопiв
(див. нижче пiдроздiл). Зауважимо, що величина
цiєї рiзницi менша вiд величини добавки (241).

Нами розраховано енергетичнi добавки �̂�(𝐿𝑆𝐽)
(241) для всiх груп оже-лiнiй переходiв, що почи-
наються з 𝐾-пiдоболонки атома Mn. Для 𝐾𝐿1𝐿1,
𝐾𝐿1𝐿2,3, 𝐾𝐿2,3𝐿2,3 лiнiй вони збiгаються з ве-
личинами, якi отримано у одноконфiгурацiйному
нерелятивiстському наближеннi ХФ 20,30; 20,23;
20,0 еВ. Нами також вивчено енергетичнi добавки
для 𝐾𝐿𝐿 групи лiнiй атомiв Mn, Ag, Eu, Tm, Lu,
W. Величина однотипних добавок, розрахованих
у рiзних наближеннях, майже однакова. Величина
добавки може бути досить великою, але у межах
даної групи лiнiй конкретного атома вона змiнює-
ться незначно.

4.5.3. Вплив хiмiчного
зв’язку на енергiї оже-лiнiй

Як вже вказувалося вище, наведенi процеси утво-
рення дiркових станiв з одночасним зв’язуванням
електрона можна доповнити ще одним важливим
процесом: впливом хiмiчного, як правило, твер-
дотiльного оточення на результуючий (дочiрнiй)
iон. Це оточення може добавляти (або, у загаль-
ному випадку, вiднiмати) електронний заряд (цi-
лий або нецiлий – у хiмiчнiй термiнологiї) у еле-
ктронну оболонку iона (в основному незаповне-
ну, як правило, валентну) i, тим самим, призво-
дить, в тiй чи iншiй мiрi, до нейтралiзацiї атом-
ної системи (частинки), у якiй здiйснюється оже-
процес. Цей вплив твердотiльного оточення та-
кож можна описати енергетичною добавкою до дi-
аграмної лiнiї, яка призводить до змiщення її поло-
ження [648, 649]. Тому необхiдним є аналiз впливу
цього оточення на збуджений атом у випадку, коли
електрон не видаляється повнiстю з атома, а пере-
ходить у деякий зв’язаний стан. Цей процес збу-
дження вiдповiдає процесу захоплення електрона
ядром (батькiвського елемента заряду 𝑍) з вну-
трiшньої пiдоболонки i тодi електронна оболонка
дочiрнього елемента (з зарядом 𝑍 − 1) вiдповiдає
збудженому атому.

Енергiя оже-переходу 𝑊 (𝑖)→ 𝑋(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽) у
вiльному позитивному iонi розраховується згiдно з
формулами (239), (240) або її знаходять з таблиць
Ларкiнса [571]. Якщо ж iон зв’язаний у твердому

тiлi (позначення 𝑠 – solid), енергiя оже-переходу
𝑊 𝑠(𝑖)→ 𝑋𝑠(𝑗)𝑌 𝑠(𝑘)(𝐿𝑆𝐽) дорiвнює

𝐸(𝑊 𝑠(𝑖)→ 𝑋𝑠(𝑗)𝑌 𝑠(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) =

= 𝐸[𝑊 𝑠(𝑖)]− 𝐸[𝑋𝑠(𝑗)𝑌 𝑠(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)], (250)

де 𝐸[𝑊 𝑠(𝑖)], 𝐸[𝑋𝑠(𝑗)𝑌 𝑠(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)] – повнi енергiї
станiв позитивного iона у твердому тiлi з еле-
ктронною конфiгурацiєю, що має одну 𝑊 𝑠(𝑖) чи
двi 𝑋𝑠(𝑗)𝑌 𝑠(𝑘)(𝐿𝑆𝐽) дiрки. Цю енергiю Оже мо-
жна виразити через енергiю оже-переходу у вiль-
ному iонi (239), (240) i деякої добавки, що враховує
вплив твердого тiла:

𝐸(𝑊 𝑠(𝑖)→ 𝑋𝑠(𝑗)𝑌 𝑠(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) =

= 𝐸𝐿(𝑊 (𝑖)→ 𝑋(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) + 𝐸𝑠(𝐿𝑆𝐽), (251)

𝐸𝑠(𝐿𝑆𝐽) = 𝐸[𝑊 𝑠(𝑖)]− 𝐸[𝑊 (𝑖)] +

+𝐸[𝑋(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)]− 𝐸[𝑋𝑠(𝑗)𝑌 𝑠(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)]. (252)

Добавка 𝐸𝑠(𝐿𝑆𝐽) у [655, 656] представлена у ви-
глядi алгебраїчної суми зсувiв енергiй зв’язку еле-
ктрона у 𝑊 (𝑖), 𝑋(𝑗) i 𝑌 (𝑘) пiдоболонках для вiль-
ного iона та iона, що знаходиться у твердому тi-
лi з використанням деякої функцiї 𝑆(𝑍). Ця фун-
кцiя враховує вплив твердотiльного оточення на
iон. Вона розрахована в рамках екранованого на-
ближення ХФ i табульована у [641], де представ-
ленi таблицi енергiй оже-лiнiй для всiх елементiв
Перiодичної таблицi.

При збудженнi з внутрiшньої пiдоболонки, яке
вiдбувається у нейтральному атомi, що знахо-
диться у твердому тiлi, енергiя оже-переходу
𝑊 𝑠(𝑖)→ 𝑋𝑠(𝑗)𝑌 𝑠(𝑘)(𝐿𝑆𝐽) буде

�̂�(𝑊 𝑠(𝑖)→ �̂�𝑠(𝑗)𝑌 𝑠(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) =

= 𝐸[�̂� 𝑠(𝑖)]− 𝐸[�̂�𝑠(𝑗)𝑌 𝑠(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)]. (253)

Таблиця 17. Порiвняння розрахованих
значень енергiй 𝐾𝐿1𝐿1-лiнiй Оже (еВ)
з експериментальними даними

Атом �̂�(𝐿𝑆𝐽), еВ [571] (238) Експеримент

Mn 20,23 4944,2 4964,4 4959,0± 1,2 [640]
Ag 9,4 17780,9 17790,3 17793,9± 1,4 [652]
Eu 10,3 32235,2 32245,5 32250,1± 1,4 [653]
Tm 19,7 38955,0 38974,7 38973,0± 1,2 [637]
Lu 10,5 41361,7 41372,2 41381,4± 2,0 [654]
W 12,4 45101,4 45113,8 45113,8± 1,2 [638]
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Як i вище, дану енергiю також можна виразити
через енергiю оже-переходу у вiльному iонi (239),
(240) i добавок до енергiї як вiд збудженого у зв’я-
заний стан електрона �̂�(𝐿𝑆𝐽) (241), так i вiд твер-
дого тiла �̂�𝑠(𝐿𝑆𝐽):

𝐸(�̂� 𝑠(𝑖)→ �̂�𝑠(𝑗)𝑌 𝑠(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) = 𝐸𝐿(𝑊 (𝑖)→

→ 𝑋(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) + �̂�(𝐿𝑆𝐽) + �̂�𝑠(𝐿𝑆𝐽), (254)

�̂�𝑠(𝐿𝑆𝐽) = 𝐸[�̂� 𝑠(𝑖)]− 𝐸[�̂� (𝑖)] +

+𝐸[�̂�(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)]− 𝐸[�̂�𝑠(𝑗)𝑌 𝑠(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)]. (255)

Iнакше (254) можна виразити через енергiю
Оже (236) вiльного збудженого атома 𝐸(�̂� (𝑖) →
→ �̂�(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) i добавку �̂�𝑠(𝐿𝑆𝐽)

𝐸(�̂� 𝑠(𝑖)→ �̂�𝑠(𝑗)𝑌 𝑠(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) = 𝐸(�̂� (𝑖)→

→ �̂�(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) + �̂�𝑠(𝐿𝑆𝐽). (256)

Цiкаво порiвняти вирази для енергiї оже-
переходу 𝐸(𝑊 𝑠(𝑖)→ 𝑋𝑠(𝑗)𝑌 𝑠(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) у позитив-
ному iонi, у твердому тiлi i вираз для енергiї оже-
переходу 𝐸(�̂� 𝑠(𝑖) → �̂�𝑠(𝑗)𝑌 𝑠(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)) у збудже-
ному атомi, теж у твердому тiлi. Тобто треба зi-
ставити мiж собою добавки до енергiї, що описує
вплив твердого тiла на позитивний iон 𝐸𝑠(𝐿𝑆𝐽) i
добавки до енергiї, що описує вплив твердого тiла
на збуджений атом �̂�𝑠(𝐿𝑆𝐽).

У випадку позитивного iона, дiя твердотiльно-
го оточення зводиться до збiльшення електрон-
ного заряду у його електроннiй оболонцi. То-
му 𝐸[𝑊 𝑠(𝑖)] = 𝐸[

^̂
𝑊 (𝑖)] i 𝐸[𝑋𝑠(𝑗)𝑌 𝑠(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)] =

= 𝐸[
^̂
𝑋(𝑗)

^̂
𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)], де позначення станiв ^̂

𝑊 (𝑖) i
^̂
𝑋(𝑗)

^̂
𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽) означають це добавлення електро-

на. Тодi добавка (252) до енергiї Оже вiд твердого
тiла має вигляд

𝐸𝑠(𝐿𝑆𝐽) = 𝐸[
^̂
𝑊 (𝑖)]− 𝐸[𝑊 (𝑖)] +

+𝐸[𝑋(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)]− 𝐸[
^̂
𝑋(𝑗)

^̂
𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)]. (257)

Цей вираз схожий по вигляду i по змiсту до до-
бавки �̂�(𝐿𝑆𝐽) до енергiї Оже у збудженому ато-
мi. Це пiдтверджується також знаком (>0) фун-
кцiї 𝑆(𝑍) у [655, 656]. Таким чином, бачимо, що

твердотiльне оточення намагається нейтралiзува-
ти надлишковий позитивний заряд iона, або, iна-
кше, сам позитивний iон “стягує” валентнi електро-
ни сусiднiх атомiв у свою електронну оболонку.

У випадку збудженого атома вплив твердотiль-
ного оточення не так однозначний, оскiльки ефе-
ктивний заряд, який “вiдчувають” зовнiшнi еле-
ктрони 0 < 𝑍eff < 1 (а не рiвний 1 як у випадку
однократного позитивного iона). Зауважимо, що
𝑍eff тим ближче до одиницi, чим бiльше збудже-
ний електрон у атомi. Цей невеличкий надлишко-
вий заряд 𝑍eff , так само як i у випадку з пози-
тивним iоном, спричиняє притягуючу дiю на еле-
ктрони з сусiднiх атомiв, але величина електронно-
го заряду, який додається у електронну оболонку
атома, значно менша вiд величини заряду для ви-
падку позитивного iона. Тому можна зробити ви-
сновок про те, що повнi енергiї 𝐸[�̂� 𝑠(𝑖)] ≈ 𝐸[�̂� (𝑖)]
i 𝐸[�̂�𝑠(𝑗)𝑌 𝑠(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)] ≈ 𝐸[�̂�(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)], а зна-
чить добавка до енергiї Оже у збудженому ато-
мi вiд твердого тiла �̂�𝑠(𝐿𝑆𝐽) мала або близька
до нуля. Тому енергiя оже-переходу у вiльному
збудженому атомi дорiвнює енергiї оже-переходу
у позитивному iонi, розрахованiй або взятiй з та-
блиць Ларкiнса [581] плюс введена нами добавка
�̂�(𝐿𝑆𝐽). Iншими словами, вплив твердого тiла на
збуджений атом менший за величиною, нiж на по-
зитивний iон. Цi мiркування носять, в основному,
якiсний характер, оскiльки взаємодiя електронних
оболонок збудженого атома i атомiв оточення зна-
чно бiльш складна, особливо якщо розглядаються
електроннi стани атомiв 𝑑- i 𝑓 -елементiв або якщо
збудження електрона вiдбувається у 𝑑-, 𝑓 -стани.

З подальшого аналiзу виразу �̂�𝑠(𝐿𝑆𝐽) =
= 𝐸[�̂� 𝑠(𝑖)] − 𝐸[�̂� (𝑖)] + 𝐸[�̂�(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)]−
−𝐸[�̂�𝑠(𝑗)𝑌 𝑠(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)] бачимо, що для 1-ї i
2-ї складових можна припустити їх рiвнiсть
(оскiльки це повнi енергiї нейтрального, хоча i
збудженого атома з дiркою у 𝑊 (𝑖) пiдоболонцi у
твердотiльному оточеннi i вiльного, вiдповiдно).
У той самий час 3-я i 4-а складовi все ж таки
можуть i не бути рiвними – це повнi енергiї
однократного позитивного iона, що знаходиться у
твердотiльному оточеннi i вiльного, вiдповiдно. Ця
“нерiвнiсть” останнiх складових повинна проявля-
тися тим бiльше, чим бiльший вплив твердого тiла
(або для молекул, у випадку хiмiчного зв’язку).
Враховуючи сказане вище можна написати такий
вираз для добавки �̂�𝑠(𝐿𝑆𝐽) до енергiї Оже вiд
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твердого тiла у збудженому атомi: �̂�𝑠(𝐿𝑆𝐽) ≈
≈ 𝐸[�̂�(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)]− 𝐸[�̂�𝑠(𝑗)𝑌 𝑠(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)].

З цього виразу бачимо, що знак добавки визна-
чається впливом твердого тiла. Якщо твердотiль-
не оточення добавляє електронний заряд до iона,
тодi |𝐸[�̂�𝑠(𝑗)𝑌 𝑠(𝑘)(𝐿𝑆𝐽)]| > |𝐸[�̂�(𝑗)𝑌 (𝑘)(𝐿𝑆𝐽)]|
i �̂�𝑠(𝐿𝑆𝐽) > 0. Якщо ж електронний заряд вiд-
нiмається, тодi �̂�𝑠(𝐿𝑆𝐽) < 0. Здається, саме та-
ка поведiнка залишкової рiзницi мiж розраховани-
ми нами значеннями енергiї Оже i експериментом.
Як нам здається, ця рiзниця i дорiвнює добавцi
�̂�𝑠(𝐿𝑆𝐽) вiд твердого тiла до збудженого атома
(див. табл. 17).

Видима з табл. 17 достатньо добра узгодженiсть
для Tm, W i задовiльна для Mn, Ag, Eu значень
енергiй Оже 𝐾𝐿1𝐿1-лiнiй, розрахованих нами з
експериментальними, свiдчить на користь наведе-
ним вище мiркуванням. При цьому зауважимо, що
експеримент на всiх вказаних атомах проводився
для рiзних їх окислiв, нанесених на твердотiльнi
пiдкладки. Наприклад Yb2O3 на Al для Tm; спо-
лука HfF4 на Al для Lu; Pt для W. Розраховане
нами значення енергiї Оже для атома Lu вiдрiзня-
ється вiд експериментального [654] на ∼9 еВ. Зов-
нiшнi пiдоболонки атома Hf мають вигляд 5𝑑26𝑠2.
Тому ця ж електронна конфiгурацiя i у дочiрнього
атома Lu, але з дiркою у 1𝑠-пiдоболонцi. По всьо-
му сполука (LuF4) i твердотiльна пiдложка (Al)
також додають електрон у оболонку Lu, що й при-
водить до збiльшення експериментального значен-
ня енергiї Оже.

4.6. Моменти електронної густини

Нами розраховано середнi значення 𝑛-х степенiв
радiальних вiдстаней для рiзних атомних систем.
Зауважимо, що за допомогою апроксимацiйних ви-
разiв Додатку А можна знайти аналiтичнi форму-
ли для середнiх значень 𝑛-х степенiв цих величин.

У табл. 18–20 наведено величини середнiх зна-
чень степенiв ⟨𝑟𝑛⟩ вiдстаней для 𝑁 -електронних
атомiв, позитивних та негативних iонiв ⟨𝑟𝑛⟩ =
= 4𝜋

∫︀∞
0
𝑑𝑟 𝑟𝑛+2 𝜌(𝑟) для 𝑛 = −2,−1, 1, 2. Кiлькiсть

електронiв у системi 𝑁 = 4𝜋
∫︀∞
0
𝑑𝑟 𝑟2 𝜌(𝑟) ≡ ⟨𝑟0⟩.

Врахування кореляцiйної взаємодiї впливає на се-
реднi ⟨𝑟𝑛⟩ (для 𝑛 = 1, 2), зменшуючи їх величи-
ну. У роботi [657] для атомiв iнертних газiв на-
ведено такi значення ⟨𝑟2⟩ (у 𝑎20): He – 2,37; Ne –
9,36; Ar – 25,97; Kr – 39,10; Xe – 61,20, розрахо-

ванi релятивiстським методом ХФ [658]. Експери-
ментальнi значення для цих атомiв такi [657, 659]
(у 𝑎20): He – 2,55 ± 0,10; Ne – 8,79 ± 0,18; Ar –
24,39 ± 0,19; Kr – 36,62 ± 0,5; Xe – 57,4 ± 0,9. Цi
експериментальнi величини отримано при ви-
мiрюваннi мольної дiамагнiтної сприйнятливо-
стi (для атомних систем з повнiстю заповне-
ними пiдоболонками) 𝜒𝑀 = 𝜅𝑁A 𝜒𝑎. Тут 𝜅 =

Таблиця 18. Середнi значення
степенiв вiдстаней для атомiв (у а.о.)

Атом ⟨𝑟−2⟩ ⟨𝑟−1⟩ ⟨𝑟1⟩ ⟨𝑟2⟩

He 12,047 3,388 1,843 2,336
Ne 415,10 31,24 7,888 9,419
Ar 1486 70,24 16,057 26,15
Kr 6873 187,30 26,09 39,26
Xe 18189 335,0 38,55 61,13
Rn 70924 691,3 52,222 76,587

Li 31,45 5,855 4,994 18,81
Na 510,4 35,59 10,627 25,17
K 1672 75,52 19,160 48,29
Cs 19065 343,9 41,66 85,39

Be 57,59 8,430 6,079 16,98
Mg 616,9 40,11 12,060 28,15
Ca 1870 80,90 20,82 52,72
Ba 19961 352,69 43,88 97,78
Yb 367845 497,20 43,91 71,95

Zn 4551 144,55 21,68 32,56
Cd 13550 282,65 33,40 50,311
Hg 55564 615,02 46,65 61,18

Cu 4219 137,70 20,83 29,95
Ag 12872 274,21 32,51 47,62
Au 53335 602,66 45,97 59,61

C 138,5 14,714 7,183 14,08
N 192,9 18,350 7,439 12,55
P 1001 54,47 14,943 30,36
S 1151 59,55 15,476 29,40
In 14257 291,15 34,911 57,854
Sb 15744 308,41 36,72 61,29

F 330,91 26,62 7,768 10,267
Cl 1313 64,82 15,792 27,69
Br 6444 179,90 25,71 40,13

Sc 2080 86,56 21,08 49,73
Mn 3043 110,83 21,45 40,31
Fe 3317 117,26 21,54 38,58
Ni 3905 130,59 21,62 35,23

Eu 27310 421,62 44,02 82,51
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= 1,4818705 ·10−25 см3, 𝑁A – число Авогадро, 𝜒𝑎 =
= −⟨𝑟2⟩𝑁/(6𝑐2) – атомна дiамагнiтна сприйнятли-
вiсть [523].

У роботi [660] для атома Ne розраховано
⟨𝑟2⟩(ХФ)=9,37 𝑎20, а експериментальне 8,51 𝑎20. В
[661] для цього атома методом накладання конфi-

Таблиця 19. Середнi значення
степенiв вiдстаней для позитивних iонiв (у а.о.)

Iон ⟨𝑟−2⟩ ⟨𝑟−1⟩ ⟨𝑟1⟩ ⟨𝑟2⟩

Ne+ 415,3 30,41 6,404 6,762
Ar+ 1486 69,73 13,77 20,15
Kr+ 6873 186,9 23,49 31,60

Li+ 29,83 5,385 1,141 0,8849
Na+ 510,0 35,29 6,614 6,429
K+ 1672 75,29 14,14 19,55
Rb+ 7320 194,4 23,96 31,48
Cs+ 19064 343,7 36,11 51,08

Be+ 56,91 7,984 3,102 6,529
Mg+ 616,3 39,77 8,503 13,536
Ca+ 1870 80,64 16,32 29,82

Zn+ 4549 144,2 18,62 21,98
Hg+ 55561 614,8 43,50 50,34

B+ 93,92 10,94 4,235 7,892
Al+ 734,0 44,42 9,851 16,82
S+ 1151 59,12 12,77 21,00
Cl+ 1313 64,34 13,32 20,68
Cu+ 4217 137,4 17,68 18,97
Ga+ 4897 151,1 19,49 24,28

Таблиця 20. Середнi значення
степенiв вiдстаней для негативних iонiв (у а.о.)

Iон ⟨𝑟−2⟩ ⟨𝑟−1⟩ ⟨𝑟1⟩ ⟨𝑟2⟩

H− 2,230 1,402 4,813 17,04
Li− 30,27 5,904 11,93 75,41
Na− 510,5 35,76 17,75 84,97
K− 1672,2 75,67 27,24 125,22
Rb− 7320 194,7 37,54 144,0
Cs− 190646 344,0 50,68 178,7

F− 330,7 27,161 9,973 16,194
Cl− 1312 65,20 18,91 38,99
Br− 6444 179,4 29,14 53,73
Ag− 12872 274,4 37,24 73,86
I− 17344 326,3 41,92 78,76

Se− 6032 172,9 29,06 57,66

гурацiй (150 конфiгурацiй) розраховано значення
⟨𝑟2⟩ = 9,45 𝑎20. Рiзнi наближення ТФГ в [657] да-
ють такi значення для ⟨𝑟−1⟩ i ⟨𝑟2⟩: ЛСП – 31,00 𝑎−1

0

i 9,85 𝑎20; ЛСП з виключенням самодiї – 31,17 𝑎−1
0

i 9,43 𝑎20, а ХФ [662] – 31,11 𝑎−1
0 i 9,37 𝑎20 та комбi-

новане наближення ХФ з врахуванням кореляцiй
[663] – 31,15 𝑎−1

0 i 9,22 𝑎20. Цi значення достатньо
задовiльно збiгаються з нашими даними.

Для негативних iонiв суттєва роль великих вiд-
станей вiд ядра, тому величини ⟨𝑟𝑛⟩ при 𝑛 > 0
бiльше вiдповiдних значень для атома.

У табл. 21 наведено величини мольної дiамагнiт-
ної сприйнятливостi для атомiв, позитивних та не-
гативних iонiв. Цiкаво порiвняти величини сприй-
нятливостi 𝜒𝑎 для атома He(1𝑠2) (у 10−5𝑎30): на-
ближення Хартрi [664] дає –2,1116, хiлераасiвсь-
ка функцiя [665] – –1,8694. Наше значення –2,0728
ближче до хартрiєвського та нижче його за раху-
нок врахування кореляцiй. Використовуючи вели-
чину ⟨𝑟2⟩ = 23,82 𝑎20, отриману з функцiї Пеке-
рiса з [600] (вона має 444 коефiцiєнти та з нею
отримано дуже добру точнiсть розрахунку повної
енергiї iона H−), отримуємо для мольної сприйнят-
ливостi 18,859 · 10−6 см3/моль. Це вище нашого
значення 13,494 · 10−6 см3/моль, яке близьке до
14,901 · 10−6 см3/моль, отриманого з ХФ функ-
цiєю з [600].

Зауважимо, що для збуджених станiв величина
сприйнятливостi 𝜒𝑎 значно бiльше її значення для
основного стану. Наприклад, наш розрахунок для
збуджених 5𝑠2, 6𝑠2, 7𝑠2 АIС атома гелiю дав та-
кi величини (у 𝑎30): −8,4896 · 10−3, −1,7367 · 10−2,
−3,1866 · 10−2.

4.7. Формфактори пружного розсiювання
електронiв на атомах i негативних iонах

У наближеннi локальної густини нами [666, 667]
розрахованi формфактори пружного розсiювання
електронiв на атомах i негативних iонах. Цi хара-
ктеристики зiставленi для деяких атомних части-
нок, що мають iзоелектроннi оболонки.

Атомнi формфактори – розсiювання рентгенiв-
ських променiв

𝐹 (𝑠) = 4𝜋

∞∫︁
0

𝑑𝑟 𝑟2
sin(𝑠𝑟)

𝑠𝑟
𝜌(𝑟) (258)
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Таблиця 21. Мольнi дiамагнiтнi сприйнятливостi атомiв, позитивних та негативних iонiв

Атомна
система

−𝜒𝑀 , 10−6 см3/моль Атомна
система

−𝜒𝑀 , 10−6 см3/моль

Нашi данi Експеримент ТФ [523] Нашi данi Експеримент ТФ [523]

𝑁 = 2 𝑁 = 30

H− 13,494 – – Zn 25,776 – –
He 1,850 1,884 (<1%) [586] – Ga+ 19,222 – –
Li+ 0,70063 – – 𝑁 = 36

𝑁 = 4 Br− 42,541 – –
Li – 59,707 – – Kr 31,086 28,0 [523] 29 (1–3%) [586] 35,8
Be 13,815 13 (3–10%) [586] – Rb+ 24,922 27,0 [523] 26,8
B+ 6,3263 – – 𝑁 = 38

𝑁 = 10 Rb− 113,98 – –
F− 12,821 – – 𝑁 = 48

Ne 7,4577 6,8 [523] 7,0 (1–3%) [586] 12,9 Ag− 58,499 – –
Na+ 5,0898 5,7 [523] 7,3 Cd 39,833 – –

𝑁 = 12 𝑁 = 54

Na− 67,277 – – I− 62,355 – –
Mg 22,296 23 (3–10%) [586] – Xe 48,416 – –
Al+ 13,320 – – Cs+ 40,460 – –

𝑁 = 18 𝑁 = 56

Cl− 30,871 – – Cs− 141,520 – –
Ar 20,711 19,5 [523] 19,3 (1–3%) [586] 21,1 Ba 77,444 – –
K+ 15,478 15,6 [523] 14,4 𝑁 = 70

𝑁 = 20 Yb 61,367 – –
K− 99,144 – – 𝑁 = 80

Ca 41,743 44 (3–10%) [586] – Hg 48,456 – –
𝑁 = 28 𝑁 = 86

Cu+ 15,018 – – Rn 60,659 – –

i розсiювання електронiв

𝐹 (𝜃,𝐸) = 4𝜋

∞∫︁
0

𝑑𝑟 𝑟2
sin(𝑞𝑟)

𝑞𝑟
𝜌(𝑟). (259)

Остання величина з’являється в амплiтудi 1-го
борнiвського наближення [668]:

𝑓(𝑞) = −2
∞∫︁
0

𝑑𝑟 𝑟2
sin(𝑞𝑟)

𝑞𝑟
𝑉 (𝑟) =

=
1

4𝐸
[𝑍 − 𝐹 (𝜃,𝐸)]. (260)

Тут 𝑠 = 4𝜋 sin(𝜃)/𝜆, 2𝜃 – кут розсiювання, 𝜆 –
довжина хвилi, 𝑞(𝜃,𝐸) = 2

√
2𝐸 sin(𝜃/2), 𝑉 (𝑟) =

= −𝑉S(𝑟) – потенцiал розсiювання. Для кута 𝜃 = 0
при розсiюваннi вперед формфактор 𝐹 (0∘, 𝐸) =
= 𝑁 , тобто є максимальним i формфактори у цьо-
му випадку для iзоелектронних систем збiгаються.

Нами [666, 667] проведено розрахунки 𝐹 (𝜃,𝐸)
пар K− i Ca(𝑁 = 20), Rb− i Sr(𝑁 = 38), I− i
Xe(𝑁 = 54) при енергiях 𝐸 = 100, 400, 700 еВ.
Формфактори для iонiв по величинi близькi до
атомних, але систематично, при всiх кутах розсi-
ювання i енергiях зiткнень, менше їх. Найбiльший
прояв вiдмiнностi мiж атомом i iоном є для 100 еВ
у широкiй областi кутiв. Бiльша електронна гу-
стина в атомi призводить до бiльш сильного роз-
сiювання.

Величина 𝐹 (𝜃,𝐸) для даної пари бiльше при
менших енергiях та з ростом 𝑁 вона теж збiль-
шується – розсiювання є бiльшим. Кутова зале-
жнiсть стає бiльш пологою з ростом кутiв. Так,
𝐹 (50∘, 100 еВ)𝑁=20 менше 𝐹 (50∘, 100 еВ)𝑁=54 май-
же у 3,5 раза. Мiнiмальну величину формфактори
мають при розсiюваннi назад (на 180∘), яка швид-
ко збiльшується з ростом числа електронiв. Так,
для кута 180∘ i енергiї 100 еВ маємо: 𝐹𝑁=20 ≈ 6,
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𝐹𝑁=38 ≈ 13, 𝐹𝑁=54 ≈ 20 i 𝐹 (180∘, 100 еВ)𝑁=20 ≈
≈ 𝐹 (180∘, 700 еВ)𝑁=54.

Апроксимацiя електронної густини, наведена
у Додатку А, дозволяє аналiтично розрахувати
атомнi формфактори, тобто виразити їх через ко-
ефiцiєнти апроксимацiї [669, 670].

5. Характеристики процесiв
взаємодiї багатоелектронних атомних
систем з фотонами i електронами

Наведена вище теоретична схема лiнiйного вiдгу-
ку атомних електронiв на залежне вiд часу збуре-
ння була реалiзована i використана для дослiдже-
ння динамiчних характеристик атомних систем –
функцiй поляризовностi та екранування i перерiзiв
фотоiонiзацiї. В задачi потенцiального розсiюван-
ня електрона атомною системою результати роз-
рахункiв у наближеннях ТФГ використанi для ви-
значення оптичних потенцiалiв розсiювання.

5.1. Динамiчнi атомнi
характеристики та iнтегральнi
перерiзи фотоiонiзацiї атомiв

Вивчено динамiчнi атомнi характеристики, наве-
денi зовнiшнiм полем у атомах iнертних газiв Ne
та Ar, що мають невелику поляризовнiсть та у ато-
мах лужно-земельних елементiв Be, Mg, Ca, Ba i
рiдкiсно-земельного Yb, поляризовнiсть яких до-
сить велика – кiлька десяткiв та навiть сотень а.о.
(див. нижче табл. 22) [554, 598, 671–682]. Функцiї
динамiчного екранування Re𝛽1(𝜔) цих атомiв ма-
ють цiкаву поведiнку [673,675,679]. Так, для атомiв
Ne, Ar вони мають плавну поведiнку з максиму-
мами ∼1,1 при 20 еВ та 1,2 при 18 еВ, вiдповiдно.
Для атома Ar ця функцiя проходить через мiнi-
мум ∼0,35 при ∼35 еВ, а потiм зростає до ∼0,5
при 100 еВ (для атома Ne пiсля максимуму вона
тiльки зменшується до ∼0,35 при цiй частотi).

Для атома Be при частотах ∼6–7 та 104–105 еВ
Re𝛽1(𝜔) має розриви, а в промiжку мiж ними ве-
личину ∼0,6. Цi розриви пов’язанi з характеристи-
чними частотами, за яких вiдбувається рiзка змiна
Δ𝜌(𝑟, 𝜔) . Для атомiв Mg, Ca ця функцiя має плав-
ну поведiнку з одним максимумом та одним (Mg) i
двома (Ca) мiнiмумами. Для атома Ba([Cd]5𝑝66𝑠2)
функцiя має три максимуми – 1,05 (𝜔 ∼ 2,5 еВ), 1,7
(∼15 еВ), 1,53 (100 еВ) та 2 мiнiмуми 1,05 (∼5 еВ) i
∼0,5 (∼25 еВ). Для атома Yb([Cd]5𝑝64𝑓146𝑠2) пове-

дiнка Re𝛽1(𝜔) характеризується тiльки доволi рiз-
кими максимумом при ∼1,5 (∼25 еВ) та мiнiмумом
при ∼0,7 (∼75 еВ). Поза цими особливостями ве-
личина екранування на рiвнi значень 0,8–0,9, як
результат прояву екрануючої дiї субвалентної 4𝑓 -
пiдоболонки.

Функцiї динамiчної дипольної поляризовностi
Re𝛼1(𝜔) [673, 675, 679] для атомiв Ne, Ar, Be, Mg,
Ca, Ba, Yb нами порiвняно з даними експерименту
та теоретичними значеннями. Так, для атома Ne
при малих частотах вiд 0 до 20 еВ нашi значення,
що починаються з величини Re𝛼1(0) = 3,05𝑎30, де-
що перевищують такi послiдовно розташованi да-
нi як: експериментальнi з [683], 𝑅-матричнi [684],
ХФ з 𝑟-формою (𝑟-ХФ, форма довжини) взаємодiї
електронiв атома з зовнiшнiм полем [683], НВФО
[683] та ХФ з ∇-формою (∇–ХФ, форма швидко-
стi) взаємодiї електронiв атома з зовнiшнiм полем
[683]. Останнi данi починаються зi значення ∼1,9
𝑎30. Всi функцiї Re𝛼1(𝜔) однаково зростають з ро-
стом частоти. Аналогiчна поведiнка Re𝛼1(𝜔) для
атома Ar при малих частотах вiд 0 до 17 еВ – на-
шi данi збiгаються з 𝑟-ХФ [683] та 𝑅-матричними
[684], а експериментальнi з НВФО [683]. Значно
нижче цих величин лежать значення ∇–ХФ роз-
рахунку [683]. При частотах бiльших за 20 еВ роз-
рахована нами функцiя Re𝛼1(𝜔) лежить посере-
динi мiж ∇–ХФ даними та НВФО [683]. Всi во-
ни збiгаються одна до одної при частотах бiльше
80 еВ. В роботi [685] методом модельного потенцiа-
лу розрахованi значення Re𝛼1(𝜔) при частотах 1-ї
(𝜔𝑁

1 = 9440 см−1 = 1,17 еВ, 𝜔𝑅
1 = 14400 см−1 =

= 1,79 еВ), 2-ї та 3-ї гармонiк неодимового (𝑁)
та рубiнового (𝑅) лазерiв. Для атома Ne величина
Re𝛼1(𝜔) плавно збiльшується вiд 5,25 𝑎30 при 𝜔1

𝑁

до 5,56 𝑎30 при 𝜔3
𝑅, що перевищують нашi значення

Re𝛼1(5 еВ) = 3,22𝑎30. Для атома Ar при цих часто-
тах Re𝛼1(𝜔) збiльшується вiд 13,2 𝑎30 до 15,0 𝑎30, що
близько до наших значень Re𝛼1(4 еВ) = 13,45𝑎30.

Поведiнка функцiї Re𝛼1(𝜔) для атомiв Be, Mg,
Ca є подiбною – рiзке зростання вiд значення
Re𝛼1(0), розрив при частотi переходу 𝑛𝑠2 − 𝑛𝑠𝑛𝑝
(𝑛 = 2, 3, 4) та зростання вiд вiд’ємних значень
до нуля при 𝜔 = 40, 25, 75 еВ, вiдповiдно. При
цьому, у випадку атома Ca ця функцiя проходить
невеликий максимум (5𝑎30, 𝜔 ≈ 31 еВ) та мiнiмум
(−5𝑎30, 𝜔 ≈ 37 еВ), а потiм прямує до нуля. Для
iнтервалiв частот 0–4 еВ та 5–10 еВ є результати у
НВФО [556], де нашi данi непогано узгоджуються
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з ними. Порiвняння функцiй Re𝛼1(𝜔) для атомiв
Ba(5𝑝66𝑠2) i Yb(5𝑝64𝑓146𝑠2) показує їх якiсно одна-
кову поведiнку, але у випадку атома Yb у функцiї
є зсув на 12 еВ у бiк бiльших частот та вона має
дещо меншу величину.

Для розрахунку повних iнтегральних перерiзiв
фотоiонiзацiї низки атомних систем використову-
ється уявна частина комплексної дипольної дина-
мiчної поляризовностi Im [𝛼1(𝜔)]. Повний перерiз є
сумою парцiальних iнтегральних перерiзiв фотоiо-
нiзацiї 𝑛𝑙-пiдоболонки:

𝜎(𝜔) =
4𝜋𝜔

𝑐
Im [𝛼1(𝜔)] =

∑︁
𝑛𝑙

𝜎𝑛𝑙(𝜔) =

=
4𝜋𝜔

𝑐
Im

∫︁
𝑑r𝑑r′𝑉tot(r′, 𝜔)𝜒0(r, r′, 𝜔)𝑉ext(r𝜔). (261)

Повнi i парцiальнi перерiзи фотоiонiзацiї ато-
мiв Ne, Ar повнiстю збiгаються з даними ори-
гiнальної роботи [526]. Загальна поведiнка роз-
рахованого нами повного перерiзу для атома Ne
з максимумом 𝜎max(38,5 еВ) ∼= 0,3035𝑎20, добре
збiгається з експериментальною з 𝜎max(35 еВ) ∼=
∼= 0,3214𝑎20 [686] та з тим, що отримано у неста-
цiонарному релятивiстському наближеннi локаль-
ної густини (НРНЛГ) [687]. Релятивiстське НВФО
[687] дає таку саму поведiнку, але зi зсувом у бiк
бiльших частот – 𝜎max(43 еВ) ∼= 0,3285𝑎20. Пар-
цiальний перерiз фотоiонiзацiї субвалентної 2𝑠-
пiдоболонки Ne збiгається з перерiзом у НРНЛГ
[687] з 𝜎2𝑠,max(65 еВ) ∼= 0,0268𝑎20, та починається
при менших енергiях i бiльше експериментального
𝜎2𝑠,max(70 еВ) ∼= 0,0129𝑎20 [688]. Нерелятивiстське
[556] НВФО у максимумi збiгається з експеримен-
тальним перерiзом, а релятивiстське НВФО [687]
менше його – 𝜎2𝑠,max(85 еВ) ∼= 0,0107𝑎20. Поведiн-
ка перерiзiв вiдрiзняється вiд експериментальної.
Така велика рiзниця (у 2 рази) мiж експеримен-
том та нашими даними та, навпаки, близькi ре-
зультати наближень нерелятивiстського i реляти-
вiстського НВФО до експерименту може пов’яза-
на з тим, що цi теорiї використовують наближе-
ння ХФ. Атом неону, як i атом гелiю, у основно-
му станi мiстить повнiстю заповненi пiдоболонки –
1𝑠22𝑠22𝑝6 – немає вакантних. Тому використання
у розрахунках локального наближення для обмiн-
ної взаємодiї електронiв можливо не є достатньо
адекватним.

Повний перерiз фотоiонiзацiї атома Ar хара-
ктеризується максимумом 𝜎max(25 еВ) ∼= 1,250𝑎20 i
мiнiмумом 𝜎min(45 еВ) ∼= 0,0179𝑎20. Його поведiнка

збiгається з експериментальним – 𝜎max(22 еВ) ∼=
∼= 1,339𝑎20 [686], НРНЛГ [689] i релятивiстським
НВФО – 𝜎max(22 еВ) ∼= 1,393𝑎20 [687]. Парцiаль-
ний перерiз 𝜎3𝑠(𝜔) має припороговий максимум,
куперiвський мiнiмум 𝜎3𝑠,min(43 еВ) ∼= 8 · 10−4𝑎20
та максимум 𝜎3𝑠,max(75 еВ) ∼= 0,0134𝑎20 i дещо пе-
ревищує експериментальнi данi 𝜎3𝑠,max (70 еВ) ∼=
∼= 0,009𝑎20 [690] (з похибкою ±50%) i
𝜎3𝑠,max(60 еВ) ∼= 0,0045𝑎20 [691]. Данi НРНЛГ
[689] добре узгоджуються з експериментальними
[690] до частот максимуму. У роботi [692] викори-
стовуючи НВФО показано, що перерiз 𝜎3𝑠(𝜔) вiд
порога до мiнiмуму в значнiй мiрi зобов’язаний
iндукованому полю 𝑉tot(r, 𝜔), пов’язаному з де-
формацiєю зовнiшньої 3𝑝-пiдоболонки. Зауважимо
тут, що в областi частот 30–50 еВ функцiї Re𝛽1(𝜔)
та Re𝛼1(𝜔) мають глибокий i широкий мiнiмум:
Re𝛽1(34 еВ) ≈ 0,35, Re𝛼1(30 еВ) ≈ −8𝑎30. Це свiд-
чить про досить велике екранування зовнiшнього
поля електронами.

Частотна поведiнка повного перерiзу фотоiонi-
зацiї атома Be, розрахована нами [672, 676], до-
бре збiгається з розрахунком у НВФО [556, 557].
Перерiз мiстить два добре роздiлених за енер-
гiєю максимуми – 𝜎2𝑠,max(16,3 еВ) ∼= 0,0803𝑎20 i
𝜎max(111 еВ) ∼= 0,0768𝑎20 – якi майже збiгаються
з НВФО i зобов’язанi порогам iонiзацiї вален-
тної i субвалентної пiдоболонок. Перерiз 𝜎2𝑠(𝜔)
перед порогом 1𝑠-пiдоболонки дуже малий 𝜎2𝑠 =
= 0,0018𝑎20, тому можна вважати, що пiсля цього
порога це перерiз 𝜎1𝑠(𝜔). Наш перерiз зсунуто у
бiк менших значень енергiй фотона у порiвняннi з
даними НВФО. Цей зсув – наслiдок меншої вели-
чини множникiв Лагранжа 1𝑠- та 2𝑠-пiдоболонок:
𝜀2𝑠 = −5,596 еВ, 𝜀1𝑠 − 104,93 еВ, розрахованих у
локальному наближеннi. Експериментальнi значе-
ння потенцiалiв їх iонiзацiї [586]: 𝐼2𝑠 = 9,323 еВ i
𝐼1𝑠 = 123,6 еВ. ХФ величини множникiв 𝜀2𝑠 i 𝜀1𝑠
бiльш близькi до експериментальних значень.

Повний перерiз 𝜎(𝜔) фотоiонiзацiї атома Mg
[672, 676] дуже схожий до перерiзу, отриманому у
НВФО [556, 557]. Як i у випадку атома Be пороги
𝜀𝑛𝑙 також не збiгаються з 𝐼𝑛𝑙 [586]: 𝜀3𝑠 = −4,77 еВ,
𝜀2𝑝 = −46,76 еВ, 𝜀2𝑠 = −70,00 еВ; 𝐼3𝑠 = 7,65 еВ,
𝐼2𝑝 = 57,7 еВ, 𝐼2𝑠 = 96,5 еВ. Це вiдображається на
частотнiй поведiнцi перерiзу 𝜎(𝜔). Максимальна
величина парцiального перерiзу 𝜎2𝑝,max(75 еВ) =
= 0,196𝑎20, а перерiз 𝜎2𝑠(𝜔) при 𝜔 > 77 еВ є май-
же сталим 𝜎2𝑠 = 0,0218𝑎20. Оскiльки повний пере-
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рiз 𝜎max(≈81 еВ) = 0,232𝑎20, то в цiй областi ча-
стот поля вiн зобов’язаний парцiальному 𝜎2𝑝(𝜔).
Перерiз 𝜎3𝑠(𝜔) фотоiонiзацiї атома Mg подiбний з
результатами НВФО [556, 557] та вони разом у 2–
3 рази перевищують данi експерименту [693], якi
нормованi на теоретичнi [694], отриманi методом
накладання конфiгурацiй. У даному випадку, як
i у всiх атомах лужноземельних елементiв, може
бiльш складнi типи збуджень вiдбуваються у еле-
ктроннiй оболонцi [557].

Аналогiчно, у випадку атома Ca [672, 676] пар-
цiальнi перерiзи 𝜎4𝑠(𝜔), 𝜎3𝑝(𝜔), 𝜎3𝑠(𝜔) добре збi-
гаються з результатами НВФО [556, 557]. Як i
вище, пороги 𝜀𝑛𝑙 для пiдоболонок дещо меншi
за експериментальнi 𝐼𝑛𝑙 [586]: 𝜀4𝑠 = −3,84 еВ,
𝜀3𝑝 = −28,03 еВ, 𝜀3𝑠 = −46,41 еВ; 𝐼4𝑠 = 6,11 еВ,
𝐼3𝑝 = 34,5 еВ, 𝐼3𝑠 = 48 еВ. При енергiях фо-
тона вище 29 еВ повний перерiз фотоiонiзацiї
𝜎(𝜔) майже повнiстю зумовлений перерiзом 𝜎3𝑝(𝜔)
(𝜎3𝑝,max(35 еВ) = 1,480𝑎20). Якiсно поведiнка пе-
рерiзу 𝜎3𝑝(𝜔) атома Ca збiгається з поведiнкою
перерiзу для атома Ar. Перерiз 𝜎3𝑝→𝜀𝑑(𝜔) (пере-
хiд електрона у 𝑑-стан неперервного спектра) май-
же на порядок бiльше перерiзу 𝜎3𝑝→𝜀𝑠(𝜔) (пере-
хiд у 𝑠-стан цього спектра). Це узгоджується з
розрахунками у багаточастинковiй теорiї збурень
(БЧТЗ) [695].

У випадку атома Ba([Kr]4𝑑105𝑠25𝑝66𝑠2) нами
розраховано перерiзи фотоiонiзацiї пiдоболонок,
вказаних у конфiгурацiї [674, 676]. Пороги 𝜀𝑛𝑙 для
пiдоболонок меншi за експериментальнi 𝐼𝑛𝑙 [586]:
𝜀6𝑠 = −3,219 еВ, 𝜀5𝑝 = −18,97 еВ, 𝜀5𝑠 = −31,45 еВ,
𝜀4𝑑 = −93,23 еВ; 𝐼6𝑠 = 5,212 еВ, 𝐼5𝑝 = 23,8 еВ,
𝐼5𝑠 = 31 еВ, 𝐼4𝑑 = 99,4 еВ. Перерiз 𝜎6𝑠(𝜔) має
майже нульовий мiнiмум при 𝜔 ∼= 6 еВ та насту-
пний максимум (∼0,09𝑎20), що збiгається з резуль-
татами НВФО [556]. При частотi 𝜔 ∼= 104 еВ до-
сягається максимум перерiзу 𝜎5𝑠,max = 0,0547𝑎20,
який збiгається з даними нерелятивiстського не-
стацiонарного НЛГ (НННЛГ) [696]. У цiй обла-
стi енергiй фотонiв розрахунок НВФО [556] дає
максимум 𝜎5𝑠,max(108 еВ) = 0,0385𝑎20 та спосте-
рiгається експериментальний 𝜎5𝑠,max(104 еВ) =
= 0,0377 0,0151𝑎20 [697]. Поведiнка теоретичних пе-
рерiзiв схожа. Бiльшим за величиною є розрахо-
ваний нами перерiз фотоiонiзацiї 5𝑝-пiдоболонки
з максимумом 𝜎5𝑝,max(101 еВ) = 0,115𝑎20, який
розташований зразу за порогом iонiзацiї 4𝑑-
пiдоболонки (див. вище 𝜀4𝑑 та 𝐼4𝑑). Вiн збiга-

ється з розрахованим в узагальненому НВФО
[692] 𝜎5𝑝,max(101 еВ) = 0,132𝑎20, де враховано
вплив i перебудову (релаксацiю) 4𝑑-пiдоболонки,
та з експериментальним 𝜎5𝑝,max(104 еВ) = 0,126±
± 0,006𝑎20. Без врахування впливу 4𝑑-пiдоболонки
НВФО дає значно бiльший та вузький максимум
𝜎5𝑝,max(108 еВ) = 0,357𝑎20 [692]. Наявнiсть макси-
мумiв перерiзiв фотоiонiзацiї 5𝑠- та 5𝑝-пiдоболонок
у порозi 4𝑑-пiдоболонки це свiдчення її достатньо
великого впливу на них – так звана мiжоболон-
кова взаємодiя. Зауважимо тут, що при часто-
тi 𝜔 ∼= 100 еВ функцiї Re𝛽1(𝜔) та Re𝛼1(𝜔) ма-
ють особливостi, максимум, що дорiвнюють 1,53
i 2,0 𝑎30, вiдповiдно. Тобто, це прояв впливу 4𝑑-
пiдоболонки, як i на перерiзi 𝜎5𝑝(𝜔). Розрахова-
ний нами перерiз 𝜎4𝑑(𝜔) збiгається з результата-
ми НННЛГ [696] та характеризується максимумом
𝜎4𝑑,max(110,6 еВ) = 1,131𝑎20, який за величиною де-
що менший у розрахунках за узагальненим НВ-
ФО [698] – 𝜎4𝑑,max(111,3 еВ) = 1,493𝑎20 та БЧТЗ
[699] – 𝜎4𝑑,max(104,4 еВ) = 1,667𝑎20. У БЧТЗ мiж-
електроннi кореляцiї враховано тiльки у основно-
му станi атома барiю. Без врахування перебудо-
ви 4𝑑-пiдоболонки, у НВФО, перерiз у максиму-
мi значно (у 2 рази) бiльший: 𝜎4𝑑,max(≈110 еВ) =
= 2,857𝑎20 [557]. Експериментальнi данi дають та-
кi максимуми 𝜎4𝑑,max(107 еВ) = 1,926𝑎20 [700] та
𝜎4𝑑,max(109 еВ) = 1,493𝑎20 [701] та однакову пове-
дiнку при 𝜔 > 110 еВ, яка збiгається з нашими та
узагальненим НВФО даними. Зiставлення з екс-
периментом та мiж собою результатiв трьох не-
тривiальних теоретичних пiдходiв показує трудно-
щi адекватного дослiдження динамiки багатоеле-
ктронної пiдоболонки у зовнiшньому полi.

Перерiзи фотоiонiзацiї пiдоболонок атомiв Be,
Mg, Ca, Ba в основному показують однакову по-
ведiнку перерiзу валентної 𝑛𝑠2-пiдоболонки у при-
пороговiй областi, при малих частотах – наявнiсть
куперiвського мiнiмуму. У роботi [556] такий мiнi-
мум було отримано у НВФО для атомiв Mg, Ca,
Ba, а у випадку атома Be, мiнiмум змiщується у
область високозбуджених дискретних станiв. Нашi
результати та данi НВФО не узгоджуються з екс-
периментом для валентної пiдоболонки. Оскiльки,
при малих частотах вплив бiльш глибоких пiдо-
болонок незначний, тому, мабуть, у цих атомах
суттєвими є бiльш складнi типи електронних збу-
джень, нiж тi, що враховуються цими методами.
Покращення наших результатiв можливе, у першу
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чергу, за рахунок використання бiльш правильно-
го ефективного потенцiалу 𝑉eff(r).

Для атома Yb([Pd]5𝑠25𝑝64𝑓146𝑠2) нами було
розраховано перерiзи фотоiонiзацiї пiдоболонок,
вказаних у конфiгурацiї [676, 678]. Пороги 𝜀𝑛𝑙
для пiдоболонок меншi за експериментальнi 𝐼𝑛𝑙
[586]: 𝜀6𝑠 = −3,704 еВ, 𝜀4𝑓 = −7,721 еВ, 𝜀5𝑝 =
= −26,24 еВ, 𝜀5𝑠 = −45,77 еВ; 𝐼6𝑠 = 6,254 еВ,
𝐼5𝑝 = 33 еВ, 𝐼5𝑠 = 58 еВ. Перерiз 𝜎6𝑠(𝜔) має
припороговий максимум. Далi є куперiвський
мiнiмум 𝜎6𝑠,max(8,75 еВ) = 0,00195𝑎20 та максимум
∼0,125𝑎20 при 𝜔 ≈ 28 еВ. Шiсть експериментальних
точок з роботи [702] – три вiд 20 еВ до 28 еВ та ще
три вiд 40 еВ до 50 еВ – достатньо близько розта-
шованi до певних дiлянок кривої перерiзу. Перерiз
𝜎5𝑠(𝜔) вiд порога дуже повiльно збiльшується
до майже сталого значення 0,0112𝑎20. Парцiальнi
𝜎4𝑓 (𝜔) i 𝜎5𝑝(𝜔) перерiзи також були розрахованi
нами у наближеннi НРПЛП та їх ми порiвнюємо
з нерелятивiстськими розрахунками. Енергiї
зв’язку у НРПЛП стають ближчими до експери-
ментальних потенцiалiв iонiзацiї [586]: 𝜀6𝑠 =
= −4,235 еВ, 𝜀5𝑝3/2

= −26,13 еВ, 𝜀5𝑝1/2
=

= −32,28 еВ; 𝐼5𝑝3/2
= 31 еВ, 𝐼5𝑝1/2

= 37 еВ.
Нерелятивiстський i НРПЛП розрахунки 𝜎4𝑓 (𝜔)
добре збiгаються мiж собою для всiх частот фото-
на. При частотах 26–36 еВ перерiз у наближеннi
НРПЛП має резонансну поведiнку типу мiнiмум-
максимум. Подiбну резонансну поведiнку у цiй
областi частот має i перерiз 𝜎5𝑝(𝜔), як наслiдок,
збудження атомного АIС 5𝑝5(2𝑃1/2)4𝑓

146𝑠2𝑛𝑙, що
розпадається у електронному каналi на збудже-
ний стан iона Yb+*(5𝑝5(2𝑃3/2)4𝑓

146𝑠2). У випадку
перерiзу 𝜎4𝑓 (𝜔) можливо це наслiдок збудження
атомного АIС 5𝑝5(2𝑃3/2)4𝑓

146𝑠2𝑛𝑙, розташованого
у спектрi iона Yb2+(5𝑝64𝑓14) та який теж роз-
падається у електронному каналi на збуджений
стан iона Yb+*(5𝑝64𝑓13(2𝐹7/2,5/2)6𝑠

2). На порозi
фотоiонiзацiї 4𝑓 -пiдоболонки перерiзи обох наших
розрахункiв збiгаються з РНВФО та експеримен-
том [702], а для частот вiд 25 до 90 еВ вони, дещо
перевищуючи їх, поступово до них збiгаються.
Дослiдження енергетичної структури атома Yb,
що зобов’язана збудженню 2-х 6𝑠-електронiв або
одного з 4𝑓 - чи 5𝑝-пiдоболонок, проводилося
експериментальними методами: фотопоглинання
[703, 704], електронної спектроскопiї [705–708],
багатосхiдчастої лазерної фотоiонiзацiї [709],
iонiзацiї електронами [710] (також див. [711]).

Для розрахунку бiльш тонких характеристик
фотоiонiзацiї – параметра асиметрiї фотоелектро-
нiв, диференцiальних перерiзiв – треба використо-
вувати одноелектроннi орбiталi атомних пiдоболо-
нок, як це пророблюється у наближеннях ХФ та
випадкових фаз (з обмiном) [556, 557]. При цьо-
му, парцiальна хвильова функцiя фотоелектрона,
у неперервному спектрi з 𝑙 = ±1, що вийшов з
𝑛𝑙-пiдоболонки атома, визначається фазовими зсу-
вами 𝛿ℓ(𝐸). Їх знаходять для електрона, який ру-
хається у полi оптичного потенцiалу позитивного
iона.

5.2. Статичнi дипольнi поляризовностi
атомiв i позитивних iонiв

Для розрахунку статичної дипольної поляризов-
ностi низки атомних систем використовується дiй-
сна частина комплексної дипольної динамiчної по-
ляризовностi Re [𝛼1(𝜔)] при 𝜔 = 0. Ця характе-
ристика дуже важлива для визначення показни-
ка заломлення газiв, констант асимптотичної по-
ведiнки поляризацiйних потенцiалiв взаємодiї еле-
ктронiв, позитронiв i атомiв з атомами у процесi
розсiювання.

5.2.1. Атоми

Атоми описуємо у локальному наближеннi ТФГ. У
табл. 22 наведено поляризовностi, розрахованi для
нейтральних атомiв у основному станi у широко-
му дiапазонi змiни заряду ядра, та, вiдповiдно, з
великим числом електронiв [671, 673]. Вони зiстав-
ленi з експериментальними i рекомендованими те-
оретичними даними [712, 713]. При цьому з [713]
у першу чергу використовуємо експериментальнi
значення, а за їх вiдсутностi – теоретичнi (позна-
чення (т) у таблицi).

У роботi [715] використовуючи наближення
ОЕП з виключенням самодiї було розраховано ди-
польнi i квадрупольнi поляризовностi для атомiв
He, Ne, Ar, Kr i Xe, що мають невелику величину
поляризовностi i атомiв Be, Mg, Ca, Sr i Ba з бiль-
шими значеннями поляризовностi. Так, для атомiв
He, Ne, Ar, Kr, Xe дипольнi поляризовностi дорiв-
нюють: 1,3207, 2,5576, 11,7218, 18,1529, 29,6250 𝑎30.
А для атомiв Be, Mg, Ca, Sr, Ba – 44,336, 75,311,
164,254, 206,97, 301,24 𝑎30. Зiставляючи цi значення
з нашими даними з табл. 22 бачимо хороше збiга-
ння для атомiв iнертних газiв. Для атомiв лужно-
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Таблиця 22. Статична дипольна поляризовнiсть атомiв (у 𝑎3
0)

Атом Заряд ядра Нашi данi [712] [714] [713]

H 1 4,31 4,5 (точне значення) – 4,5

Li 3 146,22 163,984 70,1 164,0
Na 11 145,82 159,260 120,1 162,7± 1,2
K 19 260,99 292,876 197,7 293± 6

290,6± 1,4
Rb 37 301,65 319,195 250,3 316± 6

318± 1,4
Cs 55 417,25 402,199 316,9 401,0± 0,6
Fr 87 472,98 425,136 – 315,2; 317,8(т)

Cu 29 41,43 41,165 69,4 40,7–53,44(т)
Ag 47 63,12 𝑎 42,514 83,1 36,7–52,5(т)

52,59 б

Au 79 53,77 a 38,465 69,09 27,9–35,1(т)
33,30 б

Be 4 43,81 37,790 20,38 37,80(т)
Mg 12 71,45 71,532 51,06 71,3(т)
Ca 20 148,86 168,708 97,0 169± 17
Sr 38 188,85 186,253 132,8 186± 15
Ba 56 271,48 267,908 173,1 268± 22
Ra 88 318,24 310,422 – 246,2(т)

Zn 30 38,64 47,778 49,31 38,8± 0,3
Cd 48 60,05 a 40,490 62,06 49,65± 1,46

50,11 б

Hg 80 55,46 a 34,416 56,81 33,91± 0,34
33,24 б

He 2 1,66 1,383 1,166 1,38746
Ne 10 3,03 2,666 2,92 2,67± 0,005
Ar 18 12,01 11,067 9,76 11,070
Kr 36 18,06 16,736 16,60 17,075
Xe 54 28,82 27,263 24,81 27,815
Rn 86 35,88 42,383 35,42 28,6–34,33(т)

Eu 63 204,43 182,204 151,4 187(т)
Yb 70 167,84 148,463 129,7 140–144,59(т)

F 9 4,15 3,759 4,29 3,70–3,76(т)
Cl 17 15,79 13,711 11,3 14,57–14,73(т)

O 8 5,987 – 6,796 5,24–6,1(т)
P 15 30,69 a 16,23 24,6–24,93(т)

30,65 б

Al 13 69,37 56,281 48,4 46± 2
In 49 77,30 a 30,4 84,88 14,57–14,73(т)

66,48 б

Tl 81 83,06 a – 87,71 51± 7
52,42 б

Mn 25 62,78 a 58,03 71,1 63–75,52(т)
60,36 б

Sb 51 56,03 a 26,99 42,73 42.2–45(т)
47,84 б

a Ефективний потенцiал розраховано у нерелятивiстському наближеннi та вiн використовується у рiвняннi Шредiнгера.
б Ефективний потенцiал розраховано у скалярно-релятивiстському наближеннi та вiн використовується у рiвняннiДiрака.
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земельних елементiв є систематичним перевище-
ння величин з [715] порiвняно з нашими даними.
При цьому нашi значення краще корелюють з екс-
периментальними i теоретичними з [713] (див. та-
кож експериментальнi данi у [715]). Деяке пере-
вищення наших величин слiд вiднести, здається,
до неврахування релятивiстської поправки (див.
нижче випадок атома Hg).

Поляризовностi, розрахованi у [715], також по-
рiвнюються зi значеннями, отриманими у рiзних
пiдходах – ХФ, рiзнi наближення локальної густи-
ни, накладання конфiгурацiй, рiзнi схеми для ви-
ключення самодiї – та з експериментом. Значення
з [715] для атомiв He i Ne менше тих, що отриманi у
локальних наближеннях i збiгаються з даними тих
наближень, у яких виключено самодiю. Для атомiв
Ar, Kr i Xe їх значення перевищують всi теорети-
чнi i експериментальнi данi. Для атомiв Be, Mg, Sr
i Ba є систематичним перевищення величин з [715]
над теоретичними i експериментом. Величина по-
ляризовностi для атома Ca з [715] також бiльша за
теоретичнi, однак серед всiх найбiльш близька до
експериментальної.

Певне представлення про роль релятивiстських
ефектiв дає використання ефективного внутрi-
шньоатомного потенцiалу, розрахованого у нере-
лятивiстському i скалярно-релятивiстському на-
ближеннях локальної густини, тобто на основi
рiвнянь Шредiнгера або Дiрака, вiдповiдно. Ре-
лятивiстське наближення понижує величину по-
ляризовностi i узгодженiсть з експериментальни-
ми даними покращується (див. табл. 22, а також
табл. 23). Як видно з табл. 22, загальна узгодже-
нiсть мiж наведеними даними в цiлому добра. По-
хибка вимiрiв поляризовностi у [712] велика – змi-
нюється у межах ±50%.

Для атома ртутi розрахована з потенцiа-
лом △𝑉 𝑅

𝑥 (176), (177) поляризовнiсть дорiвнює
33,55 𝑎30, а з потенцiалом △𝑉 NR

𝑥 (161) (див. та-
кож (176) для Ψ𝑅 = 1, Ψ̄𝑅 = 0) її величина у
табл. 22 рiвна 33,24 𝑎30. При розрахунку з нере-
лятивiстським ефективним потенцiалом атома та з
△𝑉 NR

𝑥 – 55,46 𝑎30 (табл. 22). Експериментальнi зна-
чення поляризовностi дорiвнюють 34,42 𝑎30 [712],
33,91 ± 0,34 𝑎30 [713], а теоретичнi заключено у iн-
тервалi вiд 31,2 до 34,4 𝑎30 (див. у [713] посилан-
ня на багаточисельнi теоретичнi схеми i наближе-
ння). Таким чином, бачимо наскiльки важливим є
врахування релятивiстських ефектiв для атомних

систем з великим зарядом ядра. Мабуть, це враху-
вання навiть важливiше, нiж виключення самодiї
у схемi з ОЕП у [715].

Цiкавою є сучасна компiляцiя найбiльш надiйно
визначених експериментальних i акуратних теоре-
тичних даних [713] (див. також багато посилань
там) для атомiв. Розрахованi значення, наведенi
там, отриманi у рiзних теоретичних схемах i на-
ближеннях (бiльш нiж 18), у тому числi у локаль-
ному наближеннi. Серед цих наближень велике мi-
сце займає i локальне наближення ТФГ.

У роботi [714] у модифiкованому методi ТФ–
Дiрака розраховано мультипольнi (𝐿 = 1–3) поля-
ризовностi атомних систем. У цьому методi введе-
но коректну поправку на граничнi умови для гу-
стини електронiв на малих вiдстанях, коли задо-
вольняється умова Като. Ця умова пов’язує еле-
ктронну густину та її похiдну з зарядом ядра у

Таблиця 23. Статична дипольна
поляризовнiсть однократних та двократних
позитивних iонiв (у 𝑎3

0)

Iон Заряд ядра Нашi данi [714]

Be+ 4 20,08 6,990
Mg+ 12 29,77 22,85
Ca+ 20 66,45 40,32
Sr+ 38 84,44 80,84
Ba+ 56 126,35 80,84
Yb+ 70 74,00 67,77

Zn+ 30 16,60 a 25,45
15,92 б

Cd+ 48 23,77 a 34,63
21,28 б

Hg+ 80 26,01 a 35,42
18,46 б

Be2+ 4 0,0566 0,0372
Mg2+ 12 0,513 0,4591
Ca2+ 20 3,349 2,401
Sr2+ 38 5,990 5,197
Ba2+ 56 11,01 9,408
Yb2+ 70 6,529 28,08
Hg2+ 80 7,30 a 6,37

6,15 б

Cd2+ 48 5,38 4,168

a Ефективний потенцiал розраховано у нерелятивiстському
наближеннi та вiн використовується у рiвняннiШредiнгера.
б Ефективний потенцiал розраховано у скалярно-реляти-
вiстському наближеннi та вiн використовується у рiвняннi
Дiрака.
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областi вiдстаней, близьких до ядра. При цьому
вимагається, щоб на великих вiдстанях функцiя
густини повинна мати правильну асимптотичну
поведiнку. Цей пiдхiд дозволив провести система-
тичнi розрахунки для атомiв (у великому iнтер-
валi змiни заряду ядра 2 ≤ 𝑍 ≤ 92), одно- (для
3 ≤ 𝑍 ≤ 89) i двократних (для 4 ≤ 𝑍 ≤ 81) по-
зитивних iонiв (див. табл. 22–24). Результати роз-
рахункiв для атомiв по-рiзному узгоджуються з
нашими даними. Так, вони близькi до наших для
атомiв, що мають малу дипольну поляризовнiсть i
достатньо сильно заниженi для атомiв з великою
поляризовнiстю. Узгодженiсть поступово покра-
щується з ростом числа електронiв у атомi. Цiн-
нiсть даного пiдходу у систематичному розрахун-
ку атомних характеристик. Мабуть у подальшому
у цьому методi треба врахувати релятивiстськi по-
правки.

Таблиця 24. Статична дипольна
поляризовнiсть iзоелектронних послiдовностей
атомних систем (у 𝑎3

0)

Iон
(атом)

Заряд
ядра

Даний
розрахунок

Експеримент [714]

O 8 5,987 – 6,796
F+ 9 1,875 – 1,696

Ne2+ 10 0,864 – 0,6974
Na3+ 11 0,475 – –
Mg4+ 12 0,288 – –
Al5+ 13 0,188 – –

F 9 4.149 3.759 [196] 4,29
Ne+ 10 1,401 – 1,268
Na2+ 11 0,661 – 0,5621
Mg3+ 12 0,363 – –

Ne 10 3,028 2,67 [200] 2,92
Na+ 11 1,085 0,998 [200] 0,9754
Mg2+ 12 0,513 0,496 [200] 0,4591
Al3+ 13 0,284 0,253 [200] –
Si4+ 14 0,172 0,150 [200] –
P5+ 15 0,111 0,0948 [200] –
S6+ 16 0,0753 0,0631 [200] –

Cl 17 15,79 15 [201] 11,3
13,711 [196]

Ar+ 18 7,09 7,2 [202] 5,402
K2+ 19 4,02 – 2,645
Ca3+ 20 2,55 – –
Sc4+ 21 1,74 – –
Ti5+ 22 1,251 – –
V6+ 23 0,932 – –

5.2.2. Позитивнi iони

У табл. 23 i 24 подано значення статичної диполь-
ної поляризовностi деяких позитивних iонiв [682],
у тому числi деяких iзоелектронних послiдовно-
стей атомiв i позитивних iонiв (див. також [680]).
Як бачимо, узгодженiсть наших значень з експери-
ментальними даними [712,716] i достатньо старими
даними [717, 718] у табл. 24 досить добра.

Поляризовностi низки атомiв у табл. 22 та iонiв
у табл. 23 показують важливiсть врахування ре-
лятивiстських ефектiв у обчислювальнiй процеду-
рi починаючи з достатньо важких атомних систем.
У першу чергу, при використаннi релятивiстських
ефективного потенцiала i рiвняння, у якому роз-
раховують орбiталi i їх енергiї. Бiльш послiдовним
є використання релятивiстських виразiв для наве-
дених вище формул, що описують динамiчний вiд-
гук електронiв на зовнiшнє поле, тобто релятивiст-
ський опис вiдгуку.

У роботi [715] наведено розрахованi дипольнi по-
ляризовностi для 4-х гелiєподiбних (двоелектрон-
них) iонiв: Li+, Be2+, B3+, C4+. Так, для ато-
ма гелiю 𝛼𝑑(He) = 1,3207 𝑎30, а для iона Be2+ –
𝛼𝑑(Be

2+) = 0,0517 𝑎30. Як бачимо з табл. 22 i 23,
отриманi нами значення дорiвнюють – 1,66 i 0,0566
𝑎30, вiдповiдно. При цьому поляризовностi цих ма-
лочастинкових систем, розрахованi ще у таких на-
ближеннях (див. посилання у [715]) та дорiвню-
ють: локальному – 1,63 i 0,0565 𝑎30, накладання
конфiгурацiй – 1,3832 i 0,0522 𝑎30. Тобто є досить
непогана узгодженiсть мiж величинами, розрахо-
ваними у рiзних схемах i наближеннях.

У роботi [719] запропонована процедура розра-
хунку статичних мультипольних (𝐿 = 1–3) поля-
ризовностей атомiв, позитивних i негативних iо-
нiв на основi варiацiйного наближення Кiрквуда–
Попла–Шофельда з використанням 1-го порядку
збурення по зовнiшньому полю i хвильовiй фун-
кцiї. Отримано загальний вираз для поляризовно-
стi, в якому для розрахункiв використовують рi-
знi моменти незбуреної електронної густини. Цi-
кавим тут є розрахунок поляризовностей атомних
систем, що знаходяться у вiльному i зв’язаних ста-
нах, у рiзних молекулах i твердому тiлi. Для ато-
мiв Ne, Ar, Kr розрахованi величини дипольної
(𝐿 = 1) поляризовностi дорiвнюють: 2,666, 13,362,
21,055 𝑎30. Для Ne це значення збiгається з екс-
периментальним i дещо менше нашого, а для Ar,
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Kr вже бiльш сильно перевищують як нашi, так
i експериментальнi данi (див. табл. 22). Для iо-
нiв Na+, Mg2+ i Sr2+ у [719] розрахованi значення
1,046, 0,520, 7,140 𝑎30, якi досить близькi до наших
(див. табл. 23 i 24). Тобто цей пiдхiд, мабуть, до-
статньо успiшний для малоелектронних атомних
систем.

У роботах [720, 721] поляризовностi атомiв i по-
зитивних, негативних iонiв розраховано узгоджен-
но з розвинутим для цiєї задачi, вiдгуком електро-
нiв на зовнiшнє статичне електричне поле, мето-
дом ТФ. Задовiльна узгодженiсть з експеримен-
том є тiльки для атомiв з суттєво великим чи-
слом електронiв i для позитивних iонiв. В остан-
ньому випадку число електронiв в iонi може бу-
ти i досить малим. Наведенi у [720, 721] огляди
даних, а також сучаснi данi з [713] показують,
що нашi результати добре узгоджуються з резуль-
татами квантово-механiчних методiв. Розрахованi
нами значення також добре збiгаються з даними
наближення випадкових фаз з обмiном, наведе-
ними у [556, 557] тiльки для атомiв благородних
газiв.

Значення дипольної поляризовностi, розрахова-
нi у модифiкованому методi ТФ–Дiрака [714], як
правило, заниженi порiвняно з нашими даними
(див. табл. 23 i 24). Зi збiльшенням числа електро-
нiв в iонi ця рiзниця дещо зменшується. Для та-
ких iонiв, як Zn+, Cd+, Hg+ i Yb2+, Hg2+ данi з
[714] перевищують нашi значення. Вiдзначимо, що
в роботi [575] цей метод успiшно застосовувався до
розрахунку енергiй рiдбергiвських станiв, з вра-
хуванням поляризацiї позитивного iонного остову
електроном, на прикладi низки атомiв та iонiв.

У роботi [715] також було розраховано диполь-
нi поляризовностi для 4-х негативних iонiв атомiв
галогенiв: F−, Cl−, Br−, I−. Вони досить невеликi
i дорiвнюють: 12,55, 37,93, 52,16 i 74,97 𝑎30, вiдпо-
вiдно. Їх значення перевищують вiдповiднi атомнi
всього у ∼4, ∼2,5, ∼2,5 i ∼2,2 разiв. Вони також,
перевищують рекомендованi значення з [586] для
поляризовностей iонiв F−, Cl− i Br−, якi ще меншi
i дорiвнюють: 5,1, 19 i 28 𝑎30, вiдповiдно. У робо-
тi [719] для цих iонiв розрахованi близькi до [715]
значення – 11,54, 39,88, 54,93 i 85,50 𝑎30, але дещо
перевищуючи їх. Мабуть, такi невеликi значення
зобов’язанi слабкiй деформованостi повнiстю за-
повненої (𝑛𝑝6) зовнiшньої пiдоболонки. Також цi
величини дещо перевищують, але в цiлому зiстав-

нi з тими значеннями, що розрахованi у рiзних на-
ближеннях як без врахування, так i з врахуван-
ням кореляцiйної взаємодiї (див. [715] i посилання
там). Цiкаво зазначити, що у iона H−(1𝑠2) велика
дипольна поляризовнiсть – 206 𝑎30 [586]. Для дво-
кратного негативного iона O2−(2𝑝6) у [719] також
розраховано велике значення – 587,1 𝑎30.

5.3. Оптичнi потенцiали
взаємодiї електронiв з атомами

Залучення метода оптичного потенцiалу (ОП) i на-
ближення модельних потенцiалiв для опису потен-
цiального розсiювання електронiв i позитронiв на
𝑁 -електронних атомних частинках зумовлено як
складнiстю врахування всiх аспектiв мiжелектрон-
ної взаємодiї у (𝑁 + 1)-електроннiй системi, так i
потребою фiзiчно ясного i простого опису процесу
розсiювання у термiнах потенцiалiв [722, 723].

У першу чергу моделюють такий складний,
внаслiдок своєї нелокальної природи, квантово-
механiчний вид взаємодiї, як обмiнна взаємодiя
мiж налiтаючим електроном i електронами мiше-
нi. Важливим є моделювання потенцiалу поляри-
зацiйної взаємодiї, яка необхiдна для опису де-
формацiї електронної оболонки атома (iона) мi-
шенi полем налiтаючого електрона. Для врахува-
ння можливих при розсiюваннi непружних про-
цесiв використовують модельний потенцiал по-
глинання.

Як правило, метод ОП використовують для дос-
лiдження процесу пружного розсiювання елект-
ронiв на складних багатоелектронних мiшенях –
атомах, молекулах, кластерах та їх iонах. Але при
дослiдженнi процесу збудження мiшенi при зiткне-
ннях з частинкою того або iншого виду, також
використовують модельнi уявлення про потенцiа-
ли взаємодiї. Наприклад, при використаннi мето-
ду спотворених хвиль з модельними потенцiала-
ми, що враховують обмiнну взаємодiю i поглина-
ння при розрахунку збудження конкретних станiв
атомiв електронним ударом.

У повнiй мiрi модельний пiдхiд дуже важливий
для опису процесу розсiювання позитронiв на ато-
мах i негативних iонах. Вiдсутнiсть обмiнної вза-
ємодiї в цьому випадку у певнiй мiрi полегшує це
моделювання. Однак, достатньо складно адеква-
тно врахувати поляризацiйну взаємодiю на сере-
днiх та великих вiдстанях i описати вплив утворе-
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ння як однопозитронних станiв, так i можливого
утворення позитронiю 𝑃𝑠 ≡ (𝑒−𝑒+).

Складна природа мiжчастинкової взаємодiї
у компаунд-системi “налiтаючий електрон+𝑁 -
електронний атом (iон)” також потребує викори-
стання модельних уявлень навiть у методах, якi
претендують на опис розсiювання з перших прин-
ципiв. Це стосується таких точних методiв як:
сильного зв’язку каналiв [724–726], дiагоналiзацiй-
ний [727–729], 𝑅-матричний [730, 731], збiжного
сильного зв’язку каналiв [732] (короткий виклад
цих методiв також див. у [682]). Бiльше того, у
спектральнiй задачi розрахунку енергiй i хвильо-
вих функцiй складних атомiв та iонiв також вико-
ристовують модельнi уявлення про мiжелектронну
взаємодiю. В основному цi уявлення використову-
ють у моделi багатоелектронного атома при роз-
биттi його електронної оболонки на остiвнi i над-
остiвнi електрони.

Застосування модельних уявлень про потенцi-
альну взаємодiю налiтаючої частинки з атомною
системою визначається важливою вимогою вико-
ристання, по можливостi, однотипних наближень.
Потенцiальнi складовi ОП визначаються, в основ-
ному, густиною електронiв атома-мiшенi. Потенцi-
али взаємодiї i рiзнi функцiональнi величини слiд
знаходити в одному пiдходi, однотипно, напри-
клад, у локальних наближеннях стацiонарної i не-
стацiонарної ТФГ. Тодi описи процесу пружного
розсiювання i атома мiшенi будуть у певнiй мiрi
узгодженими i це буде частково узгодженим або
навiть самоузгодженим пiдходом.

Точною основою опису потенцiального, пружно-
го розсiювання модельними потенцiалами є уза-
гальнений оптичний потенцiал. Його вводять у
процедурi зведення системи багатоканальних рiв-
нянь задачi розсiювання до одного рiвняння [724,
726, 733–735]. Отримане рiвняння є точним, не ви-
користано яких-небудь наближень. Введенний ОП
нелокальний, комплексний та залежить вiд енергiї
налiтаючої частинки.

У роботi [736] модельним чином описують мiж-
електронну взаємодiю у атомi. При цьому еле-
ктрони атомної оболонки роздiляють на двi гру-
пи: електрони внутрiшнiх пiдоболонок – остiв, мi-
цно зв’язанi з ядром i валентнi електрони. Якщо
налiтаючий електрон розглядається як валентний,
тодi схема, що пропонується у [736], описує роз-
сiювання.

5.3.1. Потенцiали взаємодiї
електронiв з атомними системами.
Локальне та локальне спiнове наближення

Загальний вигляд комплексного ОП, залежного
вiд енергiї зiткнень 𝐸, такий

𝑉 ±
opt(𝑟, 𝐸) = 𝑉 ±(𝑟, 𝐸) + 𝑖𝑉𝐴(𝑟, 𝐸). (262)

Дiйсну частину ОП можна представити у вигля-
дi суми потенцiалiв

𝑉 ±(𝑟, 𝐸) = 𝑉S(𝑟) + 𝑉𝑒(𝑟, 𝐸) + 𝑉𝑃 (𝑟)+

+𝑉𝑅(𝑟, 𝐸) + 𝑉 ±
so (𝑟, 𝐸). (263)

Статичний потенцiал 𝑉S(𝑟) описує електростати-
чну взаємодiю зарядженої налiтаючої частинки з
ядром i електронами мiшенi. Потенцiали 𝑉𝑒(𝑟, 𝐸)
i 𝑉𝑃 (𝑟) описують обмiнну i поляризацiйну взає-
модiї, а потенцiал 𝑉𝐴(𝑟, 𝐸) – ефекти поглинання
при розсiюваннi. Взагалi, останнi три потенцiали
залежать вiд енергiї зiткнень. Релятивiстськi по-
тенцiали 𝑉𝑅(𝑟, 𝐸) i 𝑉 ±

so (𝑟, 𝐸) описують скалярно-
релятивiстськi ефекти i спiн-орбiтальну взаємодiю
налiтаючої частинки з мiшенню. Вони є важливи-
ми при розсiюваннi на багатоелектронних, з вели-
ким зарядом ядра 𝑍, атомних системах.

Важливо вiдзначити, що в даному пiдходi немає
роздiлення електронiв мiшенi на остiвнi (корiвсь-
кi) i валентнi. Налiтаюча частинка взаємодiє в цi-
лому зi всiєю електронною оболонкою. Зазвичай,
у модельних наближеннях, аналiтичнi вирази для
потенцiалiв 𝑉𝑒, 𝑉P, 𝑉𝐴 можуть мiстити пiдгоночнi
параметри. Цi параметри визначають з пiдходя-
щих спектроскопiчних характеристик, наприклад,
з добре вiдомих експериментальних енергiй станiв.

Нижче використовуємо наближення, в якому
обмiнний, поглинання i спiн-орбiтальний потенцiа-
ли залежать вiд енергiї зiткнень, а поляризацiйний
не залежить.

При переходi вiд атомiв з заповненими 𝑛ℓ-елект-
ронними пiдоболочками – 17 елементiв Перiоди-
чної таблицi, що мають у кожнiй пiдоболонцi
2(2ℓ+ 1) електронiв – до атомiв з напiвзаповне-
ною пiдоболонкою (пiдоболонками) – 19 елементiв
з 2ℓ+1 електронами у якiй-небудь однiй пiдоболон-
цi – оптичний потенцiал модифiкується. В основi
модифiкацiї лежить правило Хунда [485, 556, 557,
737] (див. також [738–740]), згiдно з яким електро-
ни у напiвзаповненiй пiдоболонцi атома (або iона)
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в основному станi розташованi так, щоб спiн ато-
ма 𝑆𝐴 був максимальним – (2ℓ+ 1)/2. Спiн атома
𝑆𝐴 визначається сумарним спiном електронiв на-
пiвзаповненої пiдоболонки: 1/2, 3/2, 5/2, 7/2 для
𝑠1-, 𝑝3-, 𝑑5- i 𝑓7-пiдоболонок, вiдповiдно. Таке зна-
чення спiну можливо тiльки, якщо спiни електро-
нiв у данiй пiдоболонцi мають один напрямок. Це
дозволяє розбити всю електронну оболонку атома
на двi заповненi спiновi пiдоболонки – у кожнiй мi-
стяться електрони одного виду, який визначається
орiєнтацiєю спiну – умовного напрямку вверх (↑)
i вниз (↓). При цьому велика спiнова пiдоболон-
ка включає напiвзаповнену. Обмiнна взаємодiя у
такому атомi вiдбувається тiльки мiж електрона-
ми одного виду. В результатi налiтаючий електрон
з орiєнтацiєю спiну вверх iнакше, нiж електрон зi
спiном вниз, взаємодє з мiшенню.

Напрямок спiну налiтаючого електрона може
бути орiєнтовано по спiну мiшенi паралельно (𝜆 =
= 𝑝 = ↑↑) або антипаралельно (𝜆 = 𝑎 = ↑↓). При
цьому переходами мiж станами з рiзним спiном
нехтуємо.

У наближеннi ЛСГ ТФГ або необмеженого по
спiну наближення ХФ [556, 557, 737–739] електрон-
ну оболонку такої системи також розбивають на
двi спiновi пiдоболонки – спiнiв вверх (𝑠𝑝 = ↑),
включаючи напiвзаповнену, i спiнiв вниз (𝑠𝑝 = ↓).
В самоузгодженому атомному розрахунку, про-
веденому з вилучення енергiї самодiї електронiв,
отримуємо електроннi спiновi густини 𝜌sp(𝑟), а
повна густина дорiвнює 𝜌(𝑟) = 𝜌↑(𝑟) + 𝜌↓(𝑟).

Наближення ЛСГ [496, 500–503] призводить до
модифiкацiї таких потенцiалiв взаємодiї у дiйснiй
𝑉 𝜆,±(𝑟, 𝐸) частинi ОП, як обмiнний 𝑉 𝜆

𝑒 (𝑟, 𝐸), по-
ляризацiйний 𝑉 𝜆

P (𝑟) i поглинання 𝑉 𝜆
𝐴 (𝑟, 𝐸):

𝑉 𝜆,±
opt (𝑟, 𝐸) = 𝑉 𝜆,±(𝑟, 𝐸) + 𝑖𝑉 𝜆

𝐴 (𝑟, 𝐸), (264)

𝑉 𝜆,±(𝑟, 𝐸) = 𝑉S(𝑟) + 𝑉 𝜆
𝑒 (𝑟, 𝐸) + 𝑉 𝜆

P (𝑟)+

+𝑉𝑅(𝑟, 𝐸) + 𝑉 ±
so (𝑟, 𝐸). (265)

Розгляд розсiювання на таких атомах бiльш по-
слiдовно враховує особливостi взаємодiї налiтаю-
чого електрона i мiшенi [741–743].

Вiдзначимо, що у роботах [742, 743] на прикла-
дi ряду атомiв було продемонстровано, що при об-
численнi асиметрiї розсiювання електрона атомом,
який має напiвзаповнену валентну пiдоболонку,

недостатньо враховувати спiнову залежнiсть тiль-
ки обмiнної взаємодiї, а потрiбно також врахову-
вати спiнову залежнiсть поляризацiйної взаємодiї.

При розрахунках перерiзiв розсiювання у широ-
кому iнтервалi енергiй можливе використання усе-
редненого оптичного потенцiалу:

𝑉 av
opt(𝑟, 𝐸) = 𝑉S(𝑟) + 𝑉 av

𝑒 (𝑟, 𝐸) + 𝑉 av
𝑃 (𝑟)+

+𝑉𝑅(𝑟, 𝐸) + 𝑉 ±
so (𝑟, 𝐸), (266)

де 𝑉 av
𝑒 = (𝑉 ↑↑

𝑒 + 𝑉 ↓↑
𝑒 )/2 та потенцiал 𝑉 av

𝑃 має усе-
реднену короткодiючу частину 𝑉 𝑝SRav = (𝑉 𝑝SR↑↑ +

+𝑉 𝑝SR↓↑ )/2. Усереднений оптичний потенцiал зру-
чно використовувати у громiздких розрахунках
для пошуку критичних мiнiмумiв та точок повної
спiнової поляризацiї розсiяних електронiв.

5.3.2. Статичний, спiн-орбiтальної
взаємодiї та релятивiстський потенцiали

Статичний потенцiал атома 𝑉S(𝑟) складається з
кулонiвського потенцiалу ядра 𝑉𝑛(𝑟) = −𝑍/𝑟 i по-
тенцiалу Хартрi 𝑉H(𝑟) =

∫︀
𝑑𝑟′𝜌(𝑟′)/2|𝑟 − 𝑟′| (див.

вище):

𝑉S(𝑟) = 𝑉𝑛(𝑟) + 𝑉H(𝑟), (267)

де 𝜌(𝑟) – електронна густина атома.
Електронну густину 𝜌(𝑟) i статичний потенцiал

𝑉S(𝑟) знаходять у вiдомих наближеннях, якi широ-
ко використовують для опису багатоелектронних
систем. У цi наближення можуть також включати
тi чи iншi релятивiстськi поправки.

Статичнi потенцiали атомiв досягають великих
значень в околi початку координат – сильне при-
тягування ядра – i характеризуються достатньо
швидким падiнням зi збiльшенням вiдстанi вiд
ядра [722]. На малих вiдстанях статичнi потенцi-
али приблизно на порядок бiльше обмiнних i на
всiх вiдстанях вони значно бiльше поляризацiйних
i поглинання потенцiалiв (див. [722, 723]).

Адекватний опис розсiювання електронiв важ-
кими атомами (позитивними iонами) має бути ре-
лятивiстським [668,744]. Важливою складовою ре-
лятивiстської взаємодiї налiтаючого електрона з
такими атомними системами є спiн-орбiтальна вза-
ємодiя. Коли ця взаємодiя достатньо велика стає
можливим проведення експериментiв з поляризо-
ваними пучками частинок з вимiрюванням пара-
метрiв спiнової поляризацiї (наприклад, функцiї
Шермана 𝑆(𝜃,𝐸)).
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При потенцiальному розсiюваннi електронiв
спiн-орбiтальну взаємодiю описують потенцiалом
𝑉 ±
so (𝑟), який є пропорцiйним похiднiй 𝑑𝑉 (𝑟)/𝑑𝑟 вiд

центрального потенцiалу у рiвняннi Шредiнгера.
Цей потенцiал визначається повним 𝑗, орбiтальним
ℓ i спiновим 𝑠 = 1/2 кутовими моментами налiта-
ючого електрона. Вiн пов’язаний з центральним
потенцiалом 𝑉 (𝑟, 𝐸) виразом [46, 745]:

𝑉 ±
so (𝑟, 𝐸) = 𝜉±(𝚥, ℓ)

1

𝑟

𝑑𝑉

𝑑𝑟
, (268)

де функцiя-множник дорiвнює 𝜉+(ℓ+1/2, ℓ) = ℓ/2,
𝜉−(ℓ − 1/2, ℓ) = −(ℓ + 1)/2. Як правило, у цьому
виразi використовують статичний потенцiал 𝑉S(𝑟).
Тому потенцiал спiн-орбiтальної взаємодiї 𝑉 ±

so (𝑟)
буде пропорцiйним похiднiй 𝑑𝑉S(𝑟)/𝑑𝑟 та для його
обчислення використовують такий вираз, де взято
до уваги його сингулярнiсть на малих вiдстанях
(див. [745]):

𝑉 ±
so (𝑟, 𝐸) = 𝜉±(𝚥, ℓ)

𝜒

𝑟

𝑑𝑉S
𝑑𝑟

, (269)

де 𝜒 = 𝛼2/[2 + 𝛼2(𝐸 − 𝑉S)], 𝛼 – стала тонкої стру-
ктури. Звiдси бачимо важливiсть наявностi аналi-
тичного виразу для потенцiалу 𝑉S(𝑟).

З метою бiльш повного врахування рiзних ре-
лятивiстських ефектiв вводять еквiвалентний ефе-
ктивний релятивiстський потенцiал 𝑉R(𝑟, 𝐸). Його
отримують у наближеннi центрального поля, коли
переходять вiд опису розсiювання завдяки рiвнян-
ню Дiрака до еквiвалентного опису у рамках рiв-
няння Шредiнгера [746–753]. Один з чотирьох чле-
нiв цього потенцiалу описує спiн-орбiтальну взає-
модiю, а iншi скалярно-релятивiстськi ефекти.

Потенцiал 𝑉R(𝑟, 𝐸) має вигляд

𝑉R(𝑟, 𝐸) = −𝛼
2

2
𝑉 2
S +

𝜒

4

𝑑2𝑉S
𝑑𝑟2

+
3𝜒2

8

(︂
𝑑𝑉S
𝑑𝑟

)︂2
. (270)

Статичний потенцiал 𝑉S(𝑟) та електроннi гу-
стини 𝜌(𝑟) i 𝜌sp(𝑟) обчисленi нами чисельно у
самоузгодженому атомному розрахунку у рам-
ках скалярно-релятивiстського та ЛСГ наближень
ТФГ з виключенням енергiї самодiї електронiв. Цi
величини апроксимованi аналiтичними виразами
(див. рiвняння (А1), (А2) у Додатку A).

5.3.3. Обмiнний потенцiал

Однiєю з головних проблем при теоретичному до-
слiдженнi процесу розсiювання електрона скла-

дними мiшенями є модельний опис нелокальної
обмiнної взаємодiї мiж налiтаючим електроном i
електронами мiшенi. Для цього частiше всього за-
стосовують локальне i локальне спiнове набли-
ження. Для отримання локального обмiнного по-
тенцiалу розсiювання 𝑉𝑒(𝑟, 𝐸) ми використовуємо
наближення вiльного неоднорiдного електронного
газу (див. [754,755]). У цьому наближеннi, а також
у наближеннi локальної густини маємо для нере-
лятивiстського потенцiалу:

𝑉𝑒(𝑟, 𝐸) = −𝑘F(𝑟)
𝜋

(︂
1 +

1− 𝜅2

2𝜅
ln

⃒⃒⃒⃒
1 + 𝜅

1− 𝜅

⃒⃒⃒⃒)︂
. (271)

Тут в кожнiй точцi простору введено локаль-
ний iмпульс Фермi електронiв мiшенi 𝑘F(𝑟) =
= [3𝜋2𝜌(𝑟)]1/3 та функцiї 𝜅(𝑟, 𝐸) = 𝑘𝑠(𝑟, 𝐸)/𝑘F(𝑟),
𝑘2𝑠(𝑟, 𝐸) = 𝑘2 + 𝑉 (𝑟, 𝐸), де 𝑘2 = 2𝐸 (у а.о.). По-
тенцiальна функцiя 𝑉 (𝑟, 𝐸) визначається потенцi-
алами взаємодiї налiтаючого електрона з мiшен-
ню. Один з простих модельних виразiв для цiєї
функцiї 𝑉 (𝑟, 𝐸) = 𝑘2F(𝑟) + 2𝐼/[1 + (𝑘𝑟)2/2], де 𝐼 –
потенцiал iонiзацiї мiшенi (див. [756] та посилан-
ня там). Включення у вираз для 𝑉 (𝑟, 𝐸) самого
обмiнного потенцiалу дозволяє iтерацiйно уточни-
ти як енергiю 𝑘2𝑠(𝑟, 𝐸), так i сам потенцiал. Необ-
хiдно зауважити, що в такому пiдходi з функцi-
єю 𝑘𝑠(𝑟, 𝐸) – при описi рiзних типiв взаємодiї еле-
ктрона у електронному газi – слiд врахувати всi
взаємодiї у 𝑉 (𝑟, 𝐸) узгоджено. Величина обмiнно-
го потенцiалу швидко зменшується зi збiльшенням
енергiї зiткнення та вiн експоненцiально спадає зi
збiльшенням вiдстанi вiд мiшенi.

Обмiнна взаємодiя налiтаючого електрона зi
спiн-поляризованою системою вiдбувається з вiд-
повiдною спiновою пiдоболонкою. Вводячи два iм-
пульси Фермi, що характеризують спiн-поляри-
зований неоднорiдний електронний газ 𝑘spF (𝑟) =
= [6𝜋2𝜌sp(𝑟)]

1/3, отримуємо два обмiннi потенцiали
[741, 742] 𝑉 𝜆

𝑒 (𝑟, 𝐸): 𝑉 ↑↑
𝑒 з 𝑘↑F та 𝑉 ↓↑

𝑒 з 𝑘↓F

𝑉 𝜆
𝑒 (𝑟, 𝐸) = −

𝑘spF (𝑟)

𝜋

(︃
1 +

1− 𝜅2sp
2𝜅sp

ln

⃒⃒⃒⃒
1 + 𝜅sp
1− 𝜅sp

⃒⃒⃒⃒)︃
.

(272)

Тут 𝜅sp(𝑟, 𝐸) = 𝑘sp𝑠 (𝑟, 𝐸)/𝑘spF (𝑟), [𝑘sp𝑠 (𝑟, 𝐸)]2 = 𝑘2 +
+𝑉 sp(𝑟, 𝐸). Залежна вiд напрямку спiну 𝜆 потенцi-
альна функцiя 𝑉 sp(𝑟, 𝐸) пов’язана з потенцiалами
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взаємодiї налiтаючого електрона з мiшенню. Її про-
стий модельний вигляд у даному випадку такий –
𝑉 sp(𝑟, 𝐸) = [𝑘spF (𝑟)]2 +2𝐼/[1+ (𝑘𝑟)2/2]. Тобто бачи-
мо, що в локальному спiн-неполяризованому на-
ближеннi iмпульс Фермi та величини, що входять
у потенцiал, визначаються повною густиною 𝜌(𝑟),
а в локальному спiн-поляризованому – як повною,
так i спiновими 𝜌sp(𝑟) густинами.

Якщо розглядається розсiювання на атомi, який
мiстить заповненi пiдоболонки або воно описується
в локальному наближеннi, то можливо врахува-
ти релятивiстськi поправки до обмiнної взаємодiї
(див. вище таку процедуру для обмiнного потенцi-
алу у атомi (102)–(104)). Для цього нерелятивiст-
ський обмiнний потенцiал 𝑉𝑒(𝑟, 𝐸) помножують на
функцiональний множник ΨR(𝑟):

𝑉 R
𝑒 (𝑟, 𝐸) = ΨR(𝑟)𝑉𝑒(𝑟, 𝐸) = 𝑉𝑒(𝑟, 𝐸)−

− 3

2

[︂
1− ln 𝜁(𝑟)

𝛽(𝑟)𝜂(𝑟)

]︂
𝑉𝑒(𝑟, 𝐸). (273)

Подiбне наближення було використано у [757]
для опису розсiювання електрона на атомi ксено-
ну та у [509, 758] для розсiювання на атомi ртутi.
Врахування релятивiстської поправки впливає, у
першу чергу, на атомнi характеристики, а також
на величину фаз розсiювання перших – 𝑠-, 𝑝-, 𝑑-
парцiальних хвиль, якi глибоко проникають все-
редину атома-мiшенi.

У роботi [722] для атомiв Ag, Sb, Mn i Eu
наведено потенцiали обмiнної взаємодiї електро-
на з атомом у двох локальних наближеннях –
спiн-неполяризованому i спiн-поляризованому при
енергiї зiткнення 10 еВ. Спiновi обмiннi потен-
цiали 𝑉 p,a

𝑒 (𝑟, 𝐸), паралельного i антипаралельно-
го розсiювання на атомах Ag, Sb, мають схо-
жу радiальну поведiнку. При збiльшеннi енергiї
зiткнень кожен з обмiнних потенцiалiв для всiх
атомiв дещо зменшується. Потенцiали локально-
го спiн-неполяризованого наближення для атомiв
Ag i Sb проходять мiж спiновими потенцiалами та
близькi до потенцiалiв паралельного розсiювання.
Бiльше того, для цих атомiв локальний потенцi-
ал при енергiї 10 еВ майже збiгається зi спiновим
потенцiалом 𝑉 p,a

𝑒 (𝑟, 20 еВ). Бiльш складною є по-
ведiнка локальних потенцiалiв для атомiв Mn i Eu,
але на всiх вiдстанях вони також знаходяться мiж
спiновими потенцiалами.

5.3.4. Поляризацiйний потенцiал

Дуже важливим при електронному чи позитрон-
ному розсiюваннi на багатоелектронних системах
є поляризацiйний потенцiал. Взагалi, вiн має за-
лежати вiд енергiї зiткнення [556, 724]. Порiвняно
зi статичним i обмiнним, вiн є далекодiючим. Це
наслiдок того, що на великих вiдстанях вiд атома-
мiшенi вiн описує взаємодiю налiтаючої частин-
ки з дiполем та квадруполем, наведеними нею у
електроннiй оболонцi. Тому на цих асимптотичних
вiдстанях вiн характеризується вiдповiдними ста-
тичними поляризовностями. Поляризацiйний по-
тенцiал представляють у виглядi, що складається
з двох частин, якi описують поведiнку, вiдповiдно,
на малих (SR) 𝑟 ≤ 𝑟𝑐, у внутрiшньоатомнiй обла-
стi, i на великих (LR) 𝑟 ≥ 𝑟𝑐, асимптотичних, вiд-
станях (див. нижче). У точцi 𝑟𝑐 двi частини поля-
ризацiйного потенцiалу перетинаються (при кiль-
какратному перетинi береться точка першого пе-
ретину).

У теорiї неоднорiдного електронного газу коре-
ляцiйна взаємодiя описує ефекти поляризацiйного
збурення руху атомних електронiв. Тому у внутрi-
шнiй областi мiшенi поляризацiйний потенцiал для
розсiювання можна визначити через потенцiал ко-
реляцiйної взаємодiї налiтаючого електрона з 𝑁 -
електронами мiшенi [759]. Ця взаємодiя у локаль-
ному наближеннi (LDA) ТФГ описується кореля-
цiйним функцiоналом 𝐸LDA

𝑐 =
∫︀
𝑑𝑟𝜌(𝑟)𝜀𝑐[𝜌(𝑟)], де

𝜀𝑐[𝜌] – густина кореляцiйної енергiї (енергiя на
один електрон). Потенцiал поляризацiйної взає-
модiї на малих вiдстанях у роботi [759] було за-
пропоновано вибрати у виглядi, рiвному густинi
енергiї 𝜀𝑐 (через радiус Вiгнера–Зейтца 𝑟𝑠(𝑟) =
= 3/[4𝜋𝜌(𝑟)]1/3):

𝑉 SR
P (𝑟) = 𝜀𝑐(𝑟𝑠). (274)

Безпараметричний вираз з [759] для трьохiн-
тервальної апроксимацiї густини енергiї 𝜀𝑐(𝑟𝑠) =
= 𝑉 SR

P (𝑟) має вигляд

𝜀𝑐(𝑟𝑠) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0,0622 ln 𝑟𝑠 − 0,096 + 0,018𝑟𝑠 ln 𝑟𝑠−
− 0,02𝑟𝑠, 𝑟𝑠 ≤ 0,7,

−0,1231 + 0,03796 ln 𝑟𝑠, 0,7 < 𝑟𝑠 ≤ 10,

−0,87/𝑟𝑠 + 2,65/𝑟
3/2
𝑠 − 2,8/𝑟2𝑠 −

− 0,8/𝑟
5/2
𝑠 , 𝑟𝑠 ≥ 10.

(275)
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У роботах [760, 761] цей потенцiал використову-
ється при вивченнi розсiювання електронiв на ба-
гатоелектронних атомах Yb, Rn, Ra i Eu, Bi.

Кореляцiйний потенцiал є варiацiйною похiдною
кореляцiйного функцiонала. Тому у [762] було за-
пропоновано для поляризацiйного потенцiалу та-
кий бiльш послiдовний вираз на малих вiдстанях:

𝑉 SR
P (𝑟) =

(︂
1− 𝑟𝑠

3

𝑑

𝑑𝑟𝑠

)︂
𝜀𝑐(𝑟𝑠). (276)

Це приводить до такого безпараметричного ви-
разу для цього потенцiалу 𝑉 SR

P (𝑟) [762]:

𝑉 SR
P (𝑟) =

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0,0622 ln 𝑟𝑠 − 0,1168 + 0,012𝑟𝑠 ln 𝑟𝑠 − 0,03𝑟𝑠

−0,14712 + 0,04448 ln 𝑟𝑠

−1,168/𝑟𝑠+ 3,976/𝑟
3/2
𝑠 − 4,9/𝑟2𝑠− 1,466/𝑟

5/2
𝑠 .

(277)

Цей потенцiал використовували у [763] для роз-
рахунку багатьох характеристик розсiювання еле-
ктронiв з енергiями вiд 10 еВ на атомах Ca, Sr,
Ba, Yb.

Величини дипольних i квадрупольних поляри-
зовностей розраховують у рiзних наближеннях як
залежних, так i незалежних вiд часу теорiй. При
розсiюваннi електронiв низьких енергiй поляри-
зовнiсть, разом з довжиною розсiювання, визна-
чає енергiю припорогового мiнiмуму Рамзауера–
Таунсенда i суттєво впливає на поведiнку дифе-
ренцiального перерiзу у областi кутiв, близьких до
0∘ (вперед) i до 180∘ (назад) [46, 756, 764]. Дуже
важливим є використання поляризовностi у фор-
мулi для розрахунку парцiальних фазових зсувiв
при великих значеннях орбiтального моменту, так
звана асимптотична формула [46, 756, 764].

Використання двох виразiв для 𝑉 SR
P (𝑟) на малих

вiдстанях вiдображає два можливi пiдхода до вве-
дення кореляцiйного потенцiалу у (𝑁 + 1)-елект-
роннiй компаунд-системi. З порiвняння виразiв ба-
чимо, що вони будуть збiгатися, коли густина ко-
реляцiйної енергiї слабо залежить вiд функцiї 𝑟𝑠(𝑟)
та, тим самим, вiд електронної густини 𝜌(𝑟).

Наведена методика введення поляризацiйного
потенцiалу у [759, 762] дозволяє ввести цей потен-
цiал на основi єдиного, а не двох- або трьохiн-
тервальної апроксимацiї, виразу для густини енер-
гiї 𝜀𝑐(𝑟, 𝜁) (див. наведенi вище вирази у пiдроздiлi

2.6). Бiльше того, цей потенцiал вводять як у ло-
кальному наближеннi, коли 𝜁 = 0, так i у бiльш
загальному випадку локального спiнового набли-
ження, коли 𝜁 ̸= 0. Тим самим, досягається бiль-
ша узгодженiсть у розрахунках атомних характе-
ристик i параметрiв розсiювання.

Спiновий поляризацiйний потенцiал також скла-
дається iз двох частин [759, 762] – залежної вiд на-
прямку спiну на малих (SR) та незалежної на ве-
ликих (LR) вiдстанях:

𝑉 𝜆
P (𝑟) =

{︂
𝑉 𝑝SR𝜆 (𝑟), 𝑟 ≤ 𝑟𝜆𝑐 ,
𝑉 𝑝LR(𝑟), 𝑟 > 𝑟𝜆𝑐 ,

(278)

де 𝑟𝜆𝑐 точки перетину двох частин потенцiалу (див.
нижче). Як було зазначено вище, у внутрiшнiй
областi атома 𝑉 𝜆

P (𝑟) визначається кореляцiйною
взаємодiєю налiтаючого електрона з електронами
мiшенi. У наближеннi ЛСГ (LSDA) ТФГ функцiо-
нал цiєї взаємодiї є

𝐸LSD
𝑐 [𝜌↑, 𝜌↓] =

∫︁
𝑑r𝜌(r) 𝜀𝑐[𝜌↑(r), 𝜌↓(r)]. (279)

Густина енергiї 𝜀𝑐[𝜌↑(𝑟), 𝜌↓(𝑟)] ≡ 𝜀𝑐[𝑟𝑠(𝑟), 𝜁(𝑟)] ви-
значається функцiєю спiнової поляризацiї 𝜁(𝑟) =
= [𝜌↑(𝑟) − 𝜌↓(𝑟)]/𝜌(𝑟) i радiусом Вiгнера–Зейтца
𝑟𝑠(𝑟) та обчислюється за формулами з [742].

На вiдстанях 𝑟 ≤ 𝑟𝜆𝑐 вигляд поляризацiйно-
го потенцiалу, отриманий варiацiйно, можна та-
кож вибрати у таких двох нових типах вира-
зiв: 𝑉 𝑝SR𝜆 (𝑟) = 𝜀𝑐(𝑟𝑠, 𝜁) i 𝑉 𝑝SR𝜆 (𝑟) = 𝜀𝑐(𝑟𝑠, 𝜁)−
− (𝑟𝑠/3)𝑑𝜀𝑐/𝑑𝑟𝑠. Цi потенцiали явно не залежать
вiд напрямку спiну налiтаючого електрона, але не-
прямо, через функцiю спiнової поляризацiї 𝜁(𝑟) у
𝜀𝑐(𝑟𝑠, 𝜁), ним визначаються. Цi потенцiали збiга-
ються по формi з потенцiалами (274) i (276). Во-
ни рiвнi їм у локальному, спiн-неполяризованому,
наближеннi, коли 𝜁(𝑟) = 0. Це наближення вiд-
повiдає кореляцiйнiй взаємодiї у парамагнiтному,
спiн-неполяризованому, електронному газi. Бiль-
ше того, важливо вiдзначити, що, як вказувало-
ся вище, апроксимацiйна формула для функцiї гу-
стини енергiї 𝜀𝑐(𝑟𝑠, 𝜁 = 0), наведена у пiдроздi-
лi 2.6, є єдиною на всiх вiдстанях як функцiї вiд
𝑟𝑠(𝑟). Тому вона бiльш зручна у обчислювальному
планi.

Бiльш послiдовне, нiж для потенцiалiв
𝑉 𝑝SR𝜆 (𝑟) = 𝜀𝑐(𝑟𝑠, 𝜁) i 𝑉 𝑝SR𝜆 (𝑟) = 𝜀𝑐(𝑟𝑠, 𝜁)−
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− (𝑟𝑠/3)𝑑𝜀𝑐/𝑑𝑟𝑠, застосування варiацiйної про-
цедури, яка враховує, що налiтаючий електрон
рiзних напрямкiв спiна, вiдносно спiна спiн-
поляризованої мiшенi, по-рiзному кореляцiйно
взаємодiє з нею, приводить до таких двох поляри-
зацiйних потенцiалiв на малих вiдстанях [741, 742]
(див. [765]):

𝑉 𝑝SR𝜆 (𝑟) = 𝜀𝑐(𝑟𝑠, 𝜁)−
𝑟𝑠
3

𝑑𝜀𝑐
𝑑𝑟𝑠
± (1∓ 𝜁)𝜕𝜀𝑐

𝜕𝜁
. (280)

Верхнi знаки “+” та “−” вiдповiдають випадку
𝜆 = ↑↑, а нижнi знаки “−” та “+” випадку 𝜆 = ↓↑.
Похiднi 𝑑𝜀𝑐/𝑑𝑟𝑠 та 𝜕𝜀𝑐/𝜕𝜁 визначенi в [762] (див.
також Додаток B).

На вiдстанях 𝑟 > 𝑟𝜆𝑐 поляризацiйний потенцi-
ал має вiдомий асимптотичний вигляд 𝑉 𝑝LR(𝑟) =
= −𝛼𝑑(0)/2𝑟

4 − 𝛼𝑞(0)/2𝑟
6, де 𝛼𝑑(0) та 𝛼𝑞(0) –

дипольна i квадрупольна статичнi поляризовно-
стi атома-мiшенi. Двi частини поляризацiйного по-
тенцiалу, 𝑉 𝑝SR𝜆 (𝑟) та 𝑉 𝑝LR(𝑟), перетинаються пер-
ший раз у рiзних точках 𝑟↑↑𝑐 для паралельного
𝜆 = ↑↑ та 𝑟↓↑𝑐 для антипаралельного 𝜆 = ↓↑ роз-
сiювання.

Таким чином, використання густини кореляцiй-
ної енергiї 𝜀𝑐(𝑟𝑠, 𝜁) у потенцiалах з залежнiстю
вiд функцiї спiнової поляризацiї 𝜁(𝑟) дає набли-
ження з прямим врахуванням спiнової структури
атома-мiшенi i яке вiдрiзняється вiд локального
спiн-неполяризованого. Цi потенцiали для 𝜁(𝑟) ̸=
̸= 0 дещо менш притягуючi, нiж потенцiали (274),
(276) у яких 𝜁(𝑟) = 0. Вiдзначимо ще раз, що
саме апроксимацiйна формула для густини енер-
гiї 𝜀𝑐(𝑟𝑠, 𝜁), наведена у пiдроздiлi 2.6, система-
тично застосовується нами при розрахунках ха-
рактеристик розсiювання електрона на багатьох
атомах.

Для дослiдження розсiювання у широкiй обла-
стi промiжкових i великих енергiй може бути ви-
користано усереднений поляризацiйний потенцi-
ал 𝑉 SR,Av

P = [𝑉 SR,↑↑
P + 𝑉 SR,↑↓

P ]/2. Цей потенцiал
𝑉 SR,Av
P має одну точку перетину 𝑟𝑐 з асимптоти-

кою та дещо враховує спiнову структуру мiше-
нi. Вiн вiдрiзняється вiд потенцiалу 𝑉 𝑝SR𝜆 (𝑟) =
= 𝜀𝑐(𝑟𝑠, 𝜁) − (𝑟𝑠/3)𝑑𝜀𝑐/𝑑𝑟𝑠 на складову −𝜁𝜕𝜀𝑐/𝜕𝜁
i проходить посерединi мiж спiновими потенцiа-
лами. У роботi [722] для атомiв Ag, Sb, Mn i Eu
наведено поляризацiйнi потенцiали у двох локаль-
них наближеннях – спiн-неполяризованому i спiн-

поляризованому та асимптотична поведiнка поля-
ризацiйного потенцiалу.

5.3.5. Потенцiал поглинання

Потенцiал поглинання 𝑉𝐴(𝑟, 𝐸) є вiдмiнним вiд ну-
ля тiльки для енергiй вище порога непружних про-
цесiв. Поглинання описують у наближеннi ква-
зiвiльного розсiювання електрона з врахуванням
принципу Паулi (див. [766–768]). Потенцiал має ви-
гляд

𝑉𝐴(𝑟, 𝐸) = −1

2
𝜈loc(𝑟, 𝐸) 𝜌(𝑟) �̄�𝑏(𝑟, 𝐸), (281)

де локальна швидкiсть електрона, що розсiюється

𝜈loc(𝑟, 𝐸) = [2(𝐸 − 𝑉S − 𝑉𝑒 − 𝑉P)]1/2, (282)

а �̄�𝑏(𝑟, 𝐸) – усереднений повний перерiз бiнарних
електрон-електронних зiткнень. У [767, 768] наве-
дено такий вираз для цього перерiзу: �̄�𝑏(𝑟, 𝐸) =
= [4𝜋/(5𝐸) 𝑘3F(𝑟)]𝑓(𝑟, 𝐸). При цьому припускають,
що непружна взаємодiя – результат дозволених
принципом Паулi бiнарних зiткнень налiтаючого
електрона з електронами мiшенi. Функцiональний
множник 𝑓(𝑟, 𝐸) визначається порогом непружних
процесiв, який дорiвнює енергiї 1-го збудженого
стану i локальним iмпульсом Фермi атомних еле-
ктронiв 𝑘F(𝑟) [722, 723, 756].

У наближеннi ЛСГ цей потенцiал модифiкується
з використанням у (281) характеристик для пара-
лельного 𝜆 = 𝑝, 𝑠𝑝 = ↑ i антипаралельного 𝜆 = 𝑎,
𝑠𝑝 = ↓ розсiювання (див. також [741, 742]):

𝑉 𝜆
𝐴 (𝑟, 𝐸) = −1

2
𝜈𝜆loc(𝑟, 𝐸) 𝜌sp(𝑟) �̄�𝑏(𝑟, 𝐸). (283)

Спiновi локальнi швидкостi електрона, що розсiю-
ється, визначаються спiновими обмiнним i поляри-
зацiйним потенцiалами взаємодiї

𝜈𝜆loc(𝑟, 𝐸) =
[︀
2(𝐸 − 𝑉S − 𝑉 𝜆

𝑒 − 𝑉 𝜆
P )
]︀1/2

. (284)

Широко вiдомим є напiемпiричний потенцiал по-
глинання [749, 769] (див. також [767, 768]):

𝑉𝐴(𝑟, 𝐸) = −𝑊 (𝐸) 𝑟2 𝜌H(𝑟)/[𝑇loc(𝑟, 𝐸)]2, (285)

де 𝑇loc(𝑟, 𝐸) = 𝐸 − 𝑉S(𝑟) − 𝑉𝑒(𝑟, 𝐸) − 𝑉P(𝑟) – ло-
кальна кiнетична енергiя налiтаючого електрона,
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що взаємодiє з мiшенню, 𝜌H(𝑟) електронна густи-
на валентної пiдоболонки. Також у цьому потен-
цiалi використовується повна електронна густина
атома-мiшенi. Параметр 𝑊 (𝐸) знаходять з пiдгон-
ки розрахованих перерiзiв поглинання до вiдомих
непружних емпiричних даних – збудження плюс
iонiзацiя – або до розрахованих неемпiрично тео-
ретичних результатам. Можна також використати
значення перерiзiв поглинання, що надiйно розра-
хованi у якiй-небудь простiй теоретичнiй схемi.

У спiн-поляризованому наближеннi потенцiал
поглинання (285) модифiкується [741, 742], з вра-
хуванням спiнових характеристик

𝑉 𝜆
𝐴 (𝑟, 𝐸) = −𝑊𝜆(𝐸) 𝑟2 𝜌H(𝑟)/[𝑇

𝜆
loc(𝑟, 𝐸)]2. (286)

Тут 𝑇𝜆
loc(𝑟, 𝐸) – локальна кiнетична енергiя налiта-

ючого електрона, що взаємодiє зi спiновим атомом-
мiшенню. Параметри 𝑊𝜆(𝐸) залежать вiд сумар-
ного спiну та їх знаходять з зазначеної вище пiд-
гонки. Замiнивши у (286) густину 𝜌H(𝑟) на спiновi
густини 𝜌sp(𝑟), можна врахувати ефекти поглина-
ння спiновими пiдоболонками.

Для проведення розрахункiв у широкому iн-
тервалi середнiх та великих енергiй зiткнень мо-
жна використати усередненi потенцiали поглинан-
ня [767,768] i [749,769]. Їх отримують по загальних
формулах для двох потенцiалiв, у яких використо-
вують середнi локальнi – швидкiсть 𝜈avloc(𝑟, 𝐸) =
= [2(𝐸 − 𝑉S − 𝑉 av

𝑒 − 𝑉 av
P )]1/2 i кiнетичну енергiю

𝑇 av
loc(𝑟, 𝐸) = 𝐸 − 𝑉S(𝑟) − 𝑉 av

𝑒 (𝑟, 𝐸) − 𝑉 av
P (𝑟). Тут

𝑉 av
𝑒 (𝑟, 𝐸) i 𝑉 av

P (𝑟) – усередненi потенцiали обмiн-
ної i поляризацiйної взаємодiї (див. вище).

5.3.6. Потенцiальне розсiювання
електронiв на атомних системах

В основi розрахунку важливих фундаментальних
характеристик потенцiального розсiювання еле-
ктронiв чи позитронiв атомними системами ле-
жать парцiальнi фазовi зсуви. Зокрема, їх можна
знайти розв’язуючи фазовi рiвняння методом фа-
зових функцiй (див. [750, 764, 770]) з ОП. За допо-
могою фазових зсувiв отримують парцiальнi i пов-
нi амплiтуди розсiювання, енергетичнi залежностi
iнтегральних перерiзiв розсiювання (повний, пру-
жний, дифузiї, в’язкостi), кутовi i енергетичнi за-
лежностi ДП пружного i непружного розсiювання,
параметри спiнової поляризацiї i спiнову обмiнну
асиметрiю.

Розрахунок з потенцiалами 𝑉 ±
opt(𝑟, 𝐸) i

𝑉 av,±
opt (𝑟, 𝐸) дає парцiальнi фазовi зсуви 𝛿±ℓ (𝐸), а з

потенцiалами 𝑉 𝜆,±
opt (𝑟, 𝐸) – 𝛿𝜆,±ℓ (𝐸). Для знаходже-

ння фаз використовують метод фазових функцiй
[750, 770] (див. також [509, 743, 752, 756, 771–775]).
По фазових зсувах 𝛿±ℓ (𝐸) i 𝛿𝜆,±ℓ (𝐸) знаходять
“прямi” амплiтуди 𝑓(𝐸, 𝜃), 𝑓𝜆(𝐸, 𝜃) та амплiту-
ди розсiювання з “переворотом” спiна 𝑔(𝐸, 𝜃),
𝑔𝜆(𝐸, 𝜃), де 𝜃 – кут розсiювання.

Диференцiальнi перерiзи i спiновi диференцi-
альнi перерiзи паралельного 𝑑𝜎↑↑/𝑑𝜃 та антипара-
лельного 𝑑𝜎↓↑/𝑑𝜃 пружного розсiювання визнача-
ються цими амплiтудами за формулами

𝑑𝜎(𝐸, 𝜃)

𝑑𝜃
= |𝑓(𝐸, 𝜃)|2 + |𝑔(𝐸, 𝜃)|2, (287)

𝑑𝜎𝜆(𝐸, 𝜃)

𝑑𝜃
= |𝑓𝜆(𝐸, 𝜃)|2 + |𝑔𝜆(𝐸, 𝜃)|2. (288)

Параметри спiнової поляризацiї [741, 776] еле-
ктронiв при пружному розсiюваннi визначаються
амплiтудами розсiювання за формулами

𝑆(𝜃,𝐸) = 𝑖
𝑓𝑔* − 𝑓*𝑔
|𝑓 |2 + |𝑔|2

, (289)

𝑇 (𝜃,𝐸) =
|𝑓 |2 − |𝑔|2

|𝑓 |2 + |𝑔|2
, (290)

𝑈(𝜃, 𝐸) = 𝑖
𝑓𝑔* + 𝑓*𝑔

|𝑓 |2 + |𝑔|2
, (291)

при цьому виконується рiвнiсть 𝑆2 + 𝑇 2 + 𝑈2 = 1.
Якщо початковий пучок електронiв неполяризова-
ний, то його поляризацiя пiсля розсiювання прямо
пов’язана з функцiєю Шермана 𝑆(𝜃,𝐸) [741, 776].

Кутову залежнiсть функцiї спiнової обмiнної
асиметрiї 𝐴(𝐸, 𝜃) в пружному розсiюваннi визна-
чають за виразом

𝐴(𝐸, 𝜃)=(𝑑𝜎↓↑/𝑑𝜃−𝑑𝜎↑↑/𝑑𝜃)/(𝑑𝜎↓↑/𝑑𝜃+𝑑𝜎↑↑/𝑑𝜃).

(292)

Загальний iнтерес становить енергетична зале-
жнiсть спiнової обмiнної асиметрiї, яка розрахова-
на з використанням спiнових iнтегральних перерi-
зiв пружного розсiювання:

𝐴𝑒ℓ(𝐸) = (𝜎↓↑
𝑒ℓ − 𝜎

↑↑
𝑒ℓ )/(𝜎

↓↑
𝑒ℓ + 𝜎↑↑

𝑒ℓ ). (293)

108 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. Огляди. 2014. Т. 9, № 1



Теорiя функцiонала густини в атомнiй фiзицi

Усереднений диференцiальний перерiз пружно-
го розсiювання знаходять як середньо-ариф-
метичний:

𝑑𝜎

𝑑𝜃
=

1

2

(︂
𝑑𝜎↑↑

𝑑𝜃
+
𝑑𝜎↓↑

𝑑𝜃

)︂
. (294)

Важливi для застосувань у фiзицi плазми iнте-
гральнi перерiзи розсiювання – пружний (𝜎𝑒𝑙), пе-
редачi iмпульсу (𝜎mom) та в’язкостi (𝜎vis) – визна-
чають аналогiчно по загальнiй формулi як середнi
спiнових (↑↑), (↓↑) перерiзiв:

𝜎(𝐸) = [𝜎↑↑(𝐸) + 𝜎↓↑(𝐸)]/2. (295)

Перерiзи пружного розсiювання електронiв на
багатоелектронних атомних системах – атомах,
молекулах, кластерах – знаходять широке наукове
застосування вiд фiзики плазми до фiзики твердо-
го тiла та його поверхнi, у кiнетицi рiдких мета-
лiв. Вони також мають велике прикладне застосу-
вання у експериментальних методах з використан-
ням електронних пучкiв, а також для електронно-
го аналiзу у матерiалознавствi (див., наприклад,
огляди [777, 778] та посилання там). Бiльше того,
особливостi кутових i енергетичних залежностей
перерiзiв розсiювання i фазовi зсуви можуть бути
потрiбнi для використання у багатьох застосуван-
нях [778].

Важливим також є отримання пучкiв поляри-
зованих електронiв i атомних частинок, викори-
стовуючи вивчення фундаментальних властиво-
стей кутових в енергетичних залежностях пара-
метрiв спiнової поляризацiї, спiнової обмiнної аси-
метрiї, а також особливостей поведiнки диферен-
цiальних перерiзiв процесу пружного розсiювання
[776, 779].

Дуже важливе прикладне значення мають ха-
рактеристики атомiв, молекул i перерiзи процесу
пружного розсiювання електронiв ними для фiзи-
чного i хiмiчного аналiзу перебiгу процесiв каталi-
зу за участю атомiв i молекулярних сполук, в тому
числi i наночастинкових (див. дискусiю у [780,781]
i посилання там).

У роботах [782–784] роглянуто пружне розсiю-
вання електронiв i позитронiв на молекулах, ви-
користовуючи метод ОП. У [782] з модельним
ОП – обмiнний потенцiал (271) i модельний по-
ляризацiйний з параметром [756, 785] – для роз-
сiювання електрона на молекулi CH4. У [783, 784]

для розсiювання позитрона на молекулах CH4

i CO використовували безпараметричний ОП, з
поляризацiйно-кореляцiйним потенцiалом, що ви-
значали по ТФГ. З ОП, розрахованими за на-
ближеннями ТФГ, було визначено характеристи-
ки розсiювання електронiв на атомах з заповнени-
ми, напiвзаповненими та незаповненими оболонка-
ми: Ca, Sr, Ba, Yb [671, 756, 774, 785–789]; Ar, Kr
[773, 790]; Mn, Sb, Ag, Eu [741–743, 775, 791, 792], In
[771, 793], Au [765], Hg [509, 752, 753].

Зокрема, наприклад, вiдзначимо, що при енергiї
10 еВ ДП для атома Sb добре збiгається по формi
та за величиною з ДП для атома In. Це результат
схожої будови електронних конфiгурацiй цих ато-
мiв – [Pd]5𝑠25𝑝 i [Pd]5𝑠25𝑝3. Аналогiчно для атомiв
Yb та Eu – зiставлення ДП показує якiсну i, на-
вiть, кiлькiсну узгодженiсть. Це, мабуть, теж ре-
зультат однакової структури електронних оболо-
нок цих атомiв – [Xe]4𝑓76𝑠2 i [Xe]4𝑓146𝑠2.

Вплив спiнової структури атомiв на кутову по-
ведiнку асиметрiї великий як за рахунок обмiн-
ної, так i поляризацiйної взаємодiй. Напiвзапов-
ненi, валентнi i субвалентнi, пiдоболонки електро-
нiв по-рiзному визначають кутову поведiнку аси-
метрiї. Так, для атомiв Ag i Sb, з напiвзаповнени-
ми валентними 5𝑠1 i 5𝑝3 пiдоболонками, поведiнка
спiнової обмiнної асиметрiї 𝐴(𝐸, 𝜃) визначається,
в основному, спiновою залежнiстю поляризацiйно-
го, а не обмiнного потенцiалу. При цьому, роль
поляризацiйної компоненти взаємодiї, порiвняно з
обмiнною, бiльше для Ag i менше для Sb. Для ато-
мiв Mn i Eu, з напiвзаповненими субвалентними
3𝑑5 i 4𝑓7 пiдоболонками, асиметрiя достатньо до-
бре якiсно i кiлькiсно визначається спiновою зале-
жнiстю обмiнної взаємодiї. Її вплив у цьому випад-
ку значно бiльший, нiж спiнова залежнiсть поля-
ризацiйної взаємодiї. Таким чином, роль обмiнної
взаємодiї бiльша для атомiв з субвалентною пiдо-
болонкою, а поляризацiйної бiльша для атомiв з
валентною пiдоболонкою.

Дослiдження кутової поведiнки ДП i параметра
спiнової обмiнної асиметрiї пружного розсiювання
електрона атомом золота при енергiях зiткнення 5
i 10 еВ показало, що тут також важливим є вра-
хування спiнової залежностi як обмiнної, так i по-
ляризацiйної взаємодiй.

Максимальнi i мiнiмальнi значення величини
асиметрiї розсiювання електронiв на атомах Ag,
Sb, Mn i Eu при енергiї 10 еВ вiдносно невели-
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кi i дорiвнюють: 0,3; +0,1, –0,4; +0,4, –0,6; 0,25
[741–743]. В цiлому, з ростом енергiї зiткнення во-
на зменшується, але при деяких енергiях може на-
бувати великих значень. Так, для атома Mn при
20 еВ – +0,9, –0,2 [742]. А для атома Sb при енер-
гiях 20, 40, 60, 80 i 100 еВ вона набуває значення
[743]: +0,7, –0,5; +0,8, –0,1; +0,35, –0,15; +0,3, –0,2;
+0,3, –0,1. Для атома золота при енергiях 5, 10, 15,
20, 40, 60 еВ вона дорiвнює [765]: –0,15 i додатнi та
дуже малi; 0,4; +0,3, –0,1; +0,3, –0,2; +0,2, –0,02;
+0,15 i вiд’ємнi та малi.

Сукупний вплив релятивiстської поправки до
обмiну на енергiї i кути критичних мiнiмумiв ДП
та точок повної (100%) спiнової поляризацiї пру-
жного розсiювання електронiв атомами ртутi в цi-
лому невеликий. Але цей вплив дещо збiльшує-
ться, коли зростає енергiя зiткнень. Поправка при-
водить до змiни положень особливостей – енергiй у
бiльшiй, а кутiв у меншiй мiрi. Так, для найбiльш
високоенергетичних точок (∼1,5 кеВ) вона приво-
дить до бiльшого зменшення їх енергiй, на 5,5 еВ
для мiнiмумiв i на 27,0 еВ для точок повної поля-
ризацiї. У цiлому можна вважати, що врахування
цiєї поправки уточнює енергiї i кути критичних мi-
нiмумiв ДП i точок повної спiнової поляризацiї. Те-
оретичне передбачення для атомiв положень цих
особливостей може бути використано для їх екс-
периментального спостереження i практичного за-
стосування.

6. Думки та висновки

Серйозно кажучи, по темпу огляд виглядає де-
що рвучким, шершавим, перевантаженим. Але
саме ця його “рванiсть”, перевантаженiсть, коли
хочете, допомогла показати теорiю функцiонала
густини пiд рiзними кутами: тут i захоплення
ТФГ та її обчислювальною простотою, що домi-
нує у тiй спiльнотi, якiй належать автори огля-
ду, i деякий нормальний скептицiзм, який скла-
дається, в основному, у гамлетiвському питаннi
“А чи все у цьому Королiвствi в порядку?” i та-
кож у питаннi “А куди подiлися тi шокуючi бага-
точастинковi ефекти – коли хочете, кореляцiї, –
якi слугували основним гальмом у вирiшеннi ба-
гаточастинкового рiвняння Шредiнгера i пов’яза-
ного з наслiдком багаточастинкового варiацiйного
принципу?” Ця рвана перевантаженiсть була ви-
правдана намаганням i задачами авторiв внести

яснiсть i наочнiсть у питання, що виявилося на-
стiльки заплутаним у лiтературi i до якого ми за-
раз переходимо.

6.1. Теорiя ХКШ–ТФГ: “Origine infernale”

“Всi вiдмiнностi у свiтi походять вiд того, чи
ставимо ми Iстину на перше або друге мiсце.”

Є.К.Г. БОЙЛ

“У лiтературi по теорiї функцiонала густини
(ТФГ), кожен раз, коли виникає питання про
математично точне обгрунтування, починає за-
грозливо маячити робота Елiотта Лiба 1983-
року [121]. Вважається, що вона цiлком розум-
но може вписатися у “стандартнi рамки”. Хоча
(або, можливо, через) ком’юнiтi, здається, роз-
глядає її як цiлком задовiльний фундамент, як
свiдчить лiтература, що вона недостатньо ви-
вчена. Стандартнi пiдручники ... i огляди по ТФГ
... проливають дуже мало чорнил з цього питан-
ня, оскiльки у них є багато чого, про що ще треба
розповiсти.”

П. ЛАММЄРТ [794]

Почнемо з такого випадку 22: в одному зi своїх ли-
стiв М.М. Лузiн вiдговорював А.М. Колмогорова
займатися теорiєю iмовiрностей. “Додам до цього,
що та змiна у наших вiдношеннях, яку я вiдчуваю
i яка знайшла вiддзеркалення ввечерi у Кремлi,
дозволяє менi, як особi старшiй за Вас, сказати
Вам, що моє бажання, щоб Ви дещо вiддалилися
вiд робiт з теорiї iмовiрностей, – пише Лузiн. – I
зовсiм не тому, що Ваш внесок у неї не є фунда-
ментальним: я чудово розумiю, що вiн оцiнюється
всiма, як рiвноцiнний внеску класикiв. Але сама
теорiя iмовiрностей не варта Вас: її джерела сум-
нiвнi (“origine infernale” – як прямо стверджував
Лебег (Lebesgue)), та її дiя на працюючих у нiй не
позитивна. Вам дано високий дух, i я хочу, щоб Ви
його сили берегли для речей, якi пiд силу дуже не-
багатьом. Вибачте за вiдвертiсть”. Тут Лузiн вико-
ристовує французський зворот “origine infernale” –
пекельних коренiв цiєї теорiї.

22 http://7iskusstv.com/2011/Nomer8/Tikhomirov1.php. Ба-
тько поета Андрiя Бiлого – Микола Васильович Бугаєв
був професором унiверситету, член-кореспондентом Iмпе-
раторскої академiї, навчався у Вейєрштрасса. Вiн вихо-
вав чудового математика Дмитра Федоровича Єгорова,
який був дуже релiгiйною людиною, був репресований,
потiм був випущений i незабаром помер. Лузiн був учнем
Єгорова.
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У цiй частинi ми поговоримо про те, яким
був могутнiм старт 50 рокiв тому у теорiї фун-
кцiонала густини Хоенберга–Кона–Шема: теоре-
ма Хоенберга–Кона, рiвняння Кона–Шема, обчи-
слювальнi успiхи у разрахунках супермолекул i
матерiалiв, вiнцем яких була Нобелiвська премiя
1999 року.

I де ми тепер? Дедалi бiльше стають виразни-
ми недолiки цiєї теорiї, як рутиннi, обчислюваль-
нi, так i фундаментальнi, що входять у концепту-
альнi основи ХКШ–ТФГ (див., наприклад, [795]
i наведенi там посилання). Найбiльш важливi з
останнiх – наслiдок того, на наш погляд, що те-
орема Хоенберга–Кона – це теорема iснування, що
аж нiяк не дає нiякого рецепту, як явно побудува-
ти функцiонал густини? По сутi, i це був ключо-
вий меседж (посил) даного огляду, – показати всi
“за i проти” ХКШ–ТФГ, та на цiй основi зробити
крок вперед – (див. Додаток С) – щоб виповнили-
ся передрiкання В. Кона у його Нобелiвськiй лекцiї
[80]: “Зазираючи у майбутнє, я очiкую, що теорiї на
основi хвильових функцiй i на основi електронної
густини, доповнюючи одна одну, не тiльки дозво-
лять отримувати бiльш точнi кiлькiснi результати,
але також зроблять внесок у поглиблення наших
фiзичних i хiмiчних уявлень про електронну стру-
ктуру речовини”.

Безперечно – ключова iдея Хоенберга i Ко-
на чудова та iнтригуюча: а саме, вона встанов-
лює взаємо-однозначне “𝑉 -вiдображення” (38) мiж
хвильовою функцiєю основного стану Ψ𝑜 i одно-
електронною густиною основного стану 𝜌Ψ𝑜

(r):
Ψ𝑜 ←→ 𝜌Ψ𝑜(r). Взагалi кажучи, перетворення, зво-
ротне V-вiдображенню, є багатозначним. Ми вже
не один раз, у Роздiлi 2.2 даного огляду i у Роз-
дiлi 6.3 на с. 442 книги [87], це обговорювали. Та-
кож не ми були першими, хто обговорював супере-
чнiсть власне теореми Хоенберга–Кона, елегантно
простий доказ якої був притчею во язицех впро-
довж десятирiч пiсля її опублiкування. Про це ми
казали у Вступi огляду, обговорюючи проблему 𝑁 -
представимостi, як 2-РМГ, так i ХКШ–ТФГ, та,
звичайна рiч, часозалежну ХКШ–ТФГ. Про остан-
ню буквально декiлька слiв: логiчна суперечнiсть
її доведення обговорювалась лише у роботi [535]
(див. також [796–798]).

Повернемось до основної – з двох – теми
нашого огляду – теорiї функцiонала густини
Хоенберга–Кона–Шема. Її найбiльш важливий не-

долiк – наслiдок того, на наш погляд, що теорема
Хоенберга–Кона – теорема iснування, що аж нiяк
не дає нiякого рецепту, як явно побудувати фун-
кцiонал густини.

6.1.1. Проблема 𝑁 -представимостi
у ХКШ–ТФГ

“Цiкаво думати, що якщо немає проблеми пред-
ставимостi у електронно-густинному функцiо-
нальному методi, заснованому на теоремi Хоен-
берга–Кона то навряд чи є деяка проблема пред-
ставимостi у пiдходi редуцiрованих матриць гу-
стини. Особисто я не вважаю, що це так.”

Пер-Олов ЛЬОВДIН [187]

“Люди iнодi помилково стверджують, що пробле-
ми 𝑁-представимостi немає у теорiї функцiонала
густини. Це правда, що немає нiякої проблеми
𝑁-представимостi для електронної густини. [...]
проблема 𝑁-представимостi у теорiї функцiонала
густини не пов’язана з 𝑁-представимiстю елект-
ронної густини, на вiдмiну вiд 𝑁-представимо-
стi наближених функцiоналiв, що використову-
ють для розрахунку енергiї.”

П.В. АЙЕРС, С. ЛIУ [799]

Здається, повчально згадати, як виникла пробле-
ма 𝑁 -представимостi 2-РМГ, яку ми обговорювали
у Роздiлi 2.1. У 1959 р. Ч. Коулсон [800] висловив
iдею, що, оскiльки енергетичний функцiонал (21)
багатоелектронної системи включає тiльки 2-РМГ
(24) (та (25)) з огляду на двочастинковiсть куло-
нiвської взаємодiї, тому, природно, достатньо у ва-
рiацiйних розрахунках використовувати тiльки 2-
РМГ. Ф. Бопп [801] був першим, хто реалiзував
iдею Коулсона, припустивши, що у варiацiйному
принципi (23) достатньо накласти вимогу, що чи-
сла заповнення 2-РМГ [так званi пароннi числа за-
повнення [802]] обмеженi зверху 1/[𝑁(𝑁 − 1)], що
призвело його до енергiї 𝐸𝐵

𝑁 основного стану 𝑁 -
електронного iона з iзоелектронної серiї He, що ле-
жить нижче вiдповiдної точної (експерименталь-
ної) енергiї основного стану: 𝐸𝐵

𝑁 ≤ 𝐸𝑜(𝑁). Оста-
ння нерiвнiсть суперечить варiацiйному принципу
(23), i нерiвностi, що випливає з нього

𝐸𝑜 ≤ 𝐸[Ψ], ∀ Ψ ∈ ℒ𝑁 . (296)

Таким чином, варiацiйний пiдхiд Боппа не пра-
ктичний [804]. Причина цього, як показали Київ-
ський i Перкус [805] полягає у тому, що 2-РМГ
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матрицi Боппа не задовольняють так звану умову
Паулi (див., наприклад, [87], с. 310), i, таким чи-
ном, не iснує такої антисиметричної𝑁 -електронної
хвильової функцiї, яка б, через редукцiю (18), да-
вала дану 2-РМГ Боппа. Просто кажучи, остання
не-𝑁 -представима.

А тепер давайте поглянемо на табл. 25. Добре
вiдомо [806], що енергiя основного стану атома во-
дню 𝐸𝑜(H)= −0,5 а. о., яка є однiєю i тiєю ж, не-
залежно вiд його утворення, наприклад, на Зем-
лi або Мiсяцi. Розрахунок 𝐸𝑜(H) дає 𝐸theor

𝑜 (H) =
= −109678, 7717 см−1 (–0,499 734 692 або –0,499
727 839 7 а.о., тодi як для атома дейтерiю вона
становить –0,499 863 815 2 а.о. [807, 808]).

Порiвнюючи табл. 25 i формулу (125), можна
тривiально довести:

Твердження 2: Всi наближенi xc-потенцiали
типу GGA-Ge, TH1, Bx88/Bc95, та багато iнших
є не-𝑁 -представимими.

Доведення: Доведення тривiально слiдує вiд
противного. Оскiльки 𝐸DFTA

𝑜 ≤ 𝐸Exact
𝑜 , де DFTA =

= GGA-Ge, TH1, i Bx88/Bc95, принаймнi, для
однiєї багатоелектронної системи.

Наслiдок 1: Для будь-якого DFTA = GGA-Ge,
TH1, i Bx88/Bc95, не iснує багатоелектронної хви-
льової функцiї, для якої “V-вiдображення”, (38),
приводило до кон–шемiвської одноелектронної гу-
стини основного стану.

Таблиця 25. Енергiї основного стану низки
атомiв, розрахованi методом ТФГ, порiвнюються
з точними енергiями (у а.о., хартрi)

Атом DFTA 𝐸DFTA
𝑜 𝐸Exact

𝑜

H GGA-Ge [447]: –0,502 –0,500
BLYP [434, 435]: –0,495

TH1 [448]: –0,502
He GGA-Ge [447]: –2,909 –2,904
Li GGA-Ge [447]: –7,486 –7,478

Bx88/Bc95 [433]: –7,482
Be GGA-Ge [447]: –14,665 –14,667
B GGA-Ge [447]: –24,651 –24,654
C GGA-Ge [447]: –37,842 –37,845
N GGA-Ge [447]: –54,585 –54,589
O GGA-Ge [447]: –75,069 –75,067

BLYP [434, 435]: –75,085 –75,067
TH1 [448]: –75,058 –75,067

F GGA-Ge [447]: –99,737 –99,734
Ne GGA-Ge [447]: –128,937 –128,938

6.1.2. Теорема Хоенберга–Кона: ревiзiя

Розглянемо нерiвнiсть (48). Вона, вочевидь, супе-
речна. Нерiвнiсть (48) була виведена з припуще-
ння, що (35) є iстинним, разом зi спростованими
припущеннями (i) i (ii), двома складовими запере-
ченнями теореми Хоенберга–Кона. Нерiвнiсть (48)
тодi вважається абсурдною у тому сенсi, що був-
ши, вочевидь, помилковим (неправдивим), i, та-
ким чином, твердження теореми Хоенберга–Кона
iстинне. Строго кажучи, це означає, що одне з
спростованих припущень, або (i), або (ii), чи то
обидва одночасно, призводять до протирiччя з (45)
або вони a priori не мають мiсця у тому сенсi, що
одне з них або обидва несумiснi з (45) та, таким чи-
ном, твердження теореми фальшиво (неправиль-
но, невiрно), якщо воно не доведено iншим спосо-
бом (див. нижче).

Точно, всi цi випадки такi:
(I) Ψ

(1)
𝑜 = Ψ

(2)
𝑜 = Ψ𝑜.

Це безпосередньо дає 𝜌(1)𝑜 = 𝜌
(2)
𝑜 = 𝜌𝑜, тобто, (ii)

виконується. Це також веде до того, що

𝑉1 ≡ 𝑉2 ≡ 𝐸𝑜 −
(𝑇𝑒 + 𝑉𝑒𝑒)Ψ𝑜

Ψ𝑜
, (297)

якщо 𝑉1 i 𝑉2 – мультиплiкативнi оператори, як
припускається у (17). Тодi (48) явно суперечить
(45). Проте, непротирiччя тут немає, оскiльки
останнi члени в оcтаннiх рядках (46) i (47) просто
перетворюються на нуль.

(II) Ψ
(1)
𝑜 ̸= Ψ

(2)
𝑜 i 𝜌(1)𝑜 ̸= 𝜌

(2)
𝑜 .

Це точно збiгається з шляхом первiсних мiрку-
вань Хоенберга i Кона [76], якi доводять, що рi-
знi зовнiшнi потенцiали визначають рiзнi одноеле-
ктроннi густини основних станiв.

(III) Ψ
(1)
𝑜 = Ψ

(2)
𝑜 i 𝜌(1)𝑜 ̸= 𝜌

(2)
𝑜 .

Цi два спiввiдношення суперечать одне одному
внаслiдок (44).

(IV) Самопротирiччя (ad absurdum – вiд про-
тилежного) нерiвностi (48) може також означа-
ти, що спростованi припущення (i) або/i (ii) те-
ореми Хоенберга–Кона суперечать (45), i це то-
чно випадок багатоелектронних кулонiвських си-
стем з зовнiшнiм потенцiалом кулонiвського типу.
Iншими словами, первiсне доведення вiд протиле-
жного теореми Хоенберга–Кона, яке ґрунтувалося
на припущеннi (45), несумiсне з припущенням вiд
протилежного (ii), оскiльки теорема Като вико-
нується для таких систем [394].
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Теорема Като про касп (рiг, касп; англ. cusp)
[394] (див. також [395,396]) визначає характер син-
гулярностi точної 𝑁 -електронної хвильової фун-
кцiї в точцi електрон-ядерного злиття, де зовнi-
шнiй потенцiал 𝑣(r) кулонiвського типу (див. фор-
мулу (2.2) i умови i) i ii) на с. 154 i Теорему I на
с. 156 роботи [397]; у а. о.):

𝑣(r) = − 𝑍

| r−R |
(298)

сингулярний, i стверджує, що якщо зовнiшнiй по-
тенцiал має вказаний вище вигляд (298), то довiль-
на 𝑁 -електронна власна хвильова функцiя Ψ га-
мiльтонiана 𝐻 з 𝑣(r) та її одноелектронна густина
𝜌Ψ задовольняють такi умови електрон-ядерного
злиття [397]:{︂

𝑑

𝑑𝑟𝑖
Ψ̄(r1, r2, ..., r𝑖, ..., r𝑁 )

}︂
r𝑖=R

=

= −𝑍Ψ(r1, r2, ..., r𝑖−1,R, r𝑖+1, ..., r𝑁 ),

𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁,{︂
𝑑

𝑑𝑟
𝜌Ψ(r)

}︂
r=R

= −2𝑍𝜌Ψ(R),

(299)

де Ψ̄(r1, r2, ..., r𝑖, ..., r𝑁 ) означає усереднення Ψ на
сферi 𝑟𝑖 = const з фiксованими значеннями iнших
координат. Таким чином, точна одноелектронна
густина даної 𝑁 -електронної системи володiє “ка-
спом” (локальними максимумами) у точках розта-
шування ядер. Аналiзуючи топологiю данної одно-
електронної густини 𝜌𝑜(r) основного стану по цiло-
му координатному простору ℜ3, можна визначити
положення цього “каспу” i обчислити лiву частину
формули (299) (принаймнi, одну з них) у цих то-
чках. Пiдсумовуючи, положення точок електрон-
ядерного злиття [завжди вiд’ємнi, що витiкає з
(299)] та половини радiальних логарифмiчних по-
хiдних 𝜌𝑜(r), якi беруть з протилежним знаком у
цих точках, повнiстю визначають зовнiшнiй потен-
цiал 𝑣(r), [формула (298)], данної системи. Це ста-
новить так звану “наївну” iнтерпретацiю теореми
Хоенберга–Кона, первiсно запропоновану Коулме-
ном [398] та iншими [399,400] (цитованi у [401,402]
недавнi застосування теореми Като до теореми
Хоенберга–Кона, див. також [403–405]). Таким чи-
ном, якщо задана пара 𝑁 -електронних систем з
гамiльтонiанами �̂�1 i �̂�2 типу (16) характеризує-
ться одними й тими самими одноелектронними гу-
стинами в основних станах (≡ згiдно з можливим

припущенням (ii)), їх зовнiшнi потенцiали 𝑣1(r) i
𝑣2(r) вигляду (17) збiгаються. Останнє твердження
суперечить (45) i, таким чином, припущення (ii)
не може бути використано у доведеннi вiд проти-
лежного теореми Хоенберга–Кона разом з припу-
щенням (45). Iншими словами, вони є так званими
несумiсними по Като [212, 213]. Тому, ми приходи-
мо до Твердження 3 (Крячко [212]): Доведен-
ня Твердження 1 вiд протилежного суперечливе;
проте твердження теореми Хоенберга–Кона iстин-
не.

Природно було очiкувати у ТФГ-ком’юнiтi рi-
зну реакцiю на Твердження 2 (див., наприклад,
[387], де була висловлена така думка: “Умова ка-
спу Като могла бути використана для спростува-
ння (або бути спростованою) твердження як аль-
тернативного оригiнальному доведенню Хоенбер-
га i Кона, застосованого до кулонiвських систем”)
(див. також [406]).

I, навпаки, ядра даної 𝑁 -електронної системи
є iзольованими 3D-точковими аттракторами, що
топологiчно ведуть себе як критичнi точки ран-
га три i сигнатурою мiнус три [407]. Але iсну-
ють деякi “особливi багатоелектроннi системи”,
якi показують локальнi максимуми у їх електрон-
нiй густинi основного стану у неядерних положе-
ннях [408–418]. Цi локальнi неядернi максимуми
можуть бути iстинними або можуть з’являтися
як наслiдок неповного, неадекватного квантово-
механiчного розгляду. Отже, незважаючи на ви-
ще наведене твердження, що оригiнальне доведе-
ння теореми Хоенберга–Кона має недолiк у тому
сенсi, що його вислiв (ii), що призводить до абсур-
ду, несумiсний, внаслiдок теореми Като, з припу-
щенням (45) (аналогiчне доведення для узагаль-
нення теореми Хоенберга–Кона на ансамблi дано
у [213]), тим не менш, теорема Като сама пiд-
тверджує iснування взаємо-однозначної вiдповiд-
ностi мiж класом зовнiшнiх потенцiалiв кулонiв-
ського типу (17) i одноелектронними густинами у
основному станi для майже всiх багатоелектрон-
них систем, за виключенням, здається, тих, що
обговорювались вище.

У вiдповiдностi з роботою Хоенберга та Кона
[76], теорема Хоенберга–Кона припускає iснування
унiверсального енергетичного функцiонала густи-
ни для довiльної багатоелектронної кулонiвської
системи. Це твердження зазвичай iнтерпретується
як друга теорема Хоенберга–Кона [80]. В теорiї
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функцiонала густини iснують строгi конструкцiї
унiверсальних енергетичних функцiоналiв густи-
ни, якi ґрунтуються на власних строгих доведен-
нях теореми Хоенберга–Кона – це Левi–Лiба енер-
гетичний функцiонал густини [121, 419].

Автори виражають глибоку вдячнiсть Реда-
кцiї Українського Фiзичного Журналу за надану
можливiсть використати його сторiнки. Без її
допомоги огляд не змiг би вiдбутися.
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Ця робота була виконана в рамках цiльової
програми Вiддiлення фiзики i астрономiї НАН
України “Мiкроскопiчнi та феноменологiчнi моде-
лi фундаментальних фiзичних процесiв у мiкро-
та макросвитi” (РК № 0112U000056).

ДОДАТОК A
Аналiтичнi вирази для апроксимацiї
статичного потенцiалу, повної, спiнових
та орбiтальної електронних густин атомiв

Широке та швидке використання табличних значень атом-
них характеристик, отриманих в результатi чисельного роз-
рахунку, потребує зручних аналiтичних виразiв. Для роз-
рахованих у НЛГ (LDA) та НЛСГ (LSDA) наближеннях
ТФГ статичних потенцiалiв, електронних густин та одно-
електронних орбiталей атомiв i iонiв для апроксимацiї ви-
користовуються аналiтичнi вирази [586, 669] з параметра-
ми. Основнi формули апроксимацiї статичних потенцiалiв
i електронних густин взято з [669]. Аналiтичний вираз, за-
пропонований в цiй роботi для систематичної апроксимацiї
ХФ характеристик, вважається найкращим.

З атомного розрахунку отримуємо двi електроннi спiновi
𝜌↑(𝑟) i 𝜌↓(𝑟) та повну 𝜌(𝑟) = 𝜌↑(𝑟) + 𝜌↓(𝑟) густини. Стати-
чний потенцiал 𝑉S(𝑟) та електроннi густини 𝜌(𝑟) i 𝜌sp(𝑟),
(𝑠𝑝 =↑, ↓), апроксимуємо з використанням аналiтичних ви-
разiв з [669]:

𝑉S(𝑟) = −
𝑍

𝑟

⎡⎣ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝐴𝑖 exp(−𝐵𝑖𝑟) + 𝑟

𝑚∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗 exp(−𝐷𝑗𝑟)

⎤⎦, (A1)

𝜌sp(𝑟) =
𝑁sp

4𝜋𝑟

[︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐴𝑖𝐵
2
𝑖 exp(−𝐵𝑖𝑟)+

+
𝑚∑︁

𝑗=1

𝐶𝑗𝐷𝑗(𝐷𝑗𝑟 − 2) exp(−𝐷𝑗𝑟)

]︃
, (A2)

де 𝑍 – заряд ядра атома. Перша сума у (A1) описує пове-
дiнку потенцiалу на малих та середнiх, а друга на середнiх
та великих вiдстанях вiд ядра. Зауважимо, що з (A1) ви-
пливає, що при 𝑟 → 0 вираз у квадратних дужках набли-
жається до 1. Тому виконується рiвнiсть:

∑︀𝑛
𝑖=1 𝐴𝑖 = 1. Ця

умова зменшує на 1 кiлькiсть параметрiв апроксимацiї та
використовується при їх знаходженнi.

Параметри апроксимацiї 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 знаходять методом
найменших квадратiв, задаючи рiзну кiлькiсть доданкiв 𝑛
в першiй та 𝑚 у другiй сумах (А1) та (А2).

Для апроксимацiї повної електронної густини 𝜌(𝑟) вико-
ристовується вираз (A2), в якому 𝑁sp = 𝑍 та параметри 𝑛,
𝑚, 𝐴, 𝐵, 𝐶 та 𝐷 мають тi ж значення, що i для потенцiалу
𝑉S(𝑟) в (A1).

Кiлькiсть доданкiв 𝑛 i 𝑚 у (А2) для густин 𝜌↑(𝑟) та 𝜌↓(𝑟)
може бути рiзною. Для густини 𝜌↑(𝑟) кiлькiсть електронiв
на спiновiй пiдоболонцi 𝑁↑, а для 𝜌↓(𝑟)−𝑁↓.

Електронна густина одного електрона 𝑛𝑙-пiдоболонки
пов’язана з одноелектронною слетерiвською 𝑛𝑙-орбiталью
𝜙𝑛𝑙(𝑟), знайденою в атомному розрахунку

𝜌𝑛𝑙(𝑟) = 𝜙2
𝑛𝑙(𝑟). (A3)

Для орбiталi 𝜙𝑛𝑙(𝑟) використовується такий аналiтичний
вираз з [586] (кiлькiсть нулiв орбiталi дорiвнює 𝑛− 𝑙 − 1):

𝜙𝑛𝑙(𝑟) =

𝑡∑︁
𝑖=1

𝐾𝑖𝑟
𝑀𝑖 exp(−𝑁𝑖𝑟). (A4)

Параметри 𝐾𝑖, 𝑀𝑖, 𝑁𝑖 в (A4) також знаходять методом
найменших квадратiв, задаючи рiзну кiлькiсть доданкiв 𝑡

у сумi.

У цитованих вище роботах з розсiювання електронiв на-
ведено величини параметрiв у аналiтичних виразах, якi
отриманi апроксимацiєю для атомiв P, Ar, Kr, Ag, In, Sb,
Xe, Eu, Yb, Au, Hg.

ДОДАТОК B
Допомiжнi вирази для обчислення
спiнового поляризацiйного потенцiалу

У нерелятивiстському наближеннi густину кореляцiйної
енергiї записують у виглядi [504, 505] (у a.о.):

𝜀𝑐(𝑟𝑠, 𝜁) = 𝜀P𝑐 (𝑟𝑠) + Δ𝜀𝑐(𝑟𝑠, 𝜁), (B1)

де 𝜀P𝑐 (𝑟𝑠) = 𝜀𝑐(𝑟𝑠, 0) та Δ𝜀𝑐(𝑟𝑠, 0) = 0. Для спiн-залежної
частини Δ𝜀𝑐(𝑟𝑠, 𝜁) використано такий вираз [430, 505]:

Δ𝜀𝑐(𝑟𝑠, 𝜁) = 𝛼𝑐(𝑟𝑠)
𝑓(𝜁)

𝑓 ′′(0)
[1 + 𝛽𝑐(𝑟𝑠)𝜁

4]. (B2)

У формулi (B2) використано такi вирази:

𝛽𝑐(𝑟𝑠) = 𝑓 ′′(0)Δ𝜀𝑐(𝑟𝑠, 1)/𝛼𝑐(𝑟𝑠)− 1,

Δ𝜀𝑐(𝑟𝑠, 1) = 𝜀F𝑐 (𝑟𝑠)− 𝜀P𝑐 (𝑟𝑠),

𝜀F𝑐 (𝑟𝑠) = 𝜀𝑐(𝑟𝑠, 1),

(B3)
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𝑓(𝜁) =
(1 + 𝜁)4/3 + (1− 𝜁)4/3 − 2

2(21/3 − 1)
,

𝑓 ′(𝜁) =
2[(1 + 𝜁)1/3 − (1− 𝜁)1/3]

3(21/3 − 1)
,

𝑓 ′′(𝜁) =
2[(1 + 𝜁)−2/3 + (1− 𝜁)−2/3]

9(21/3 − 1)
,

𝑓 ′′(0) =
4

9(21/3 − 1)
, 𝑓(0) = 0, 𝑓(1) = 1.

(B4)

Кореляцiйна частина 𝛼𝑐(𝑟𝑠) функцiї спiнового змiщення
у (B2) та густини 𝜀𝑃𝑐 (𝑟𝑠) i 𝜀𝐹𝑐 (𝑟𝑠) у (B1) та (B3) апроксимо-
ванi єдиним виразом [506]:

𝑔(𝑥(𝑟𝑠)) = 𝐴

{︂
ln

𝑥2

𝑋(𝑥)
+

2𝐵

𝑄
arctan

𝑄

2𝑥+𝐵
−

−
𝐵𝑥0

𝑋(𝑥0)

[︂
ln

(𝑥− 𝑥0)2

𝑋(𝑥)
+

2(𝐵 + 2𝑥0)

𝑄
arctan

𝑄

2𝑥+𝐵

]︂}︂
, (B5)

де 𝑥 = (𝑟𝑠)1/2,𝑋 = 𝑥2+𝐵𝑥+𝐶,𝑄 = [4𝐶−𝐵2]1/2. Коефiцiєн-
ти 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝑥0 у (B4) дорiвнюють – для 𝛼𝑐(𝑟𝑠): –0,01688685;
1,13107; 13,0045; –0,00475840; для 𝜀P𝑐 (𝑟𝑠): 0,0310907; 3,72744;
12,9352; –0,10498; для 𝜀F𝑐 (𝑟𝑠): 0,01554535; 7,06042; 18,0578;
−0, 32500.

Похiднi по 𝑟𝑠 у поляризацiйному потенцiалi дорiвнюють

𝜕𝜀𝑐

𝜕𝑟𝑠
=

1

2
√
𝑟𝑠

𝜕𝜀𝑐

𝜕𝑥
, (B6)

𝜕𝜀𝑐

𝜕𝑥
= [1−𝑓(𝜁)𝜁4]

𝑑𝜀P𝑐
𝑑𝑥

+𝑓(𝜁)𝜁4
𝑑𝜀F𝑐
𝑑𝑥

+
𝑓(𝜁)

𝑓 ′′(0)
(1−𝜁4)

𝜕𝛼𝑐

𝜕𝑥
. (B7)

Похiднi 𝑑𝜀P𝑐 /𝑑𝑥, 𝑑𝜀F𝑐 /𝑑𝑥 i 𝜕𝛼𝑐/𝜕𝑥 у (В5) апроксимованi
єдиним виразом [506]:

𝑑𝑔

𝑑𝑥
= 𝐴

{︂
2

𝑥
−

(2𝑥+𝐵)

𝑋(𝑥)

(𝐶 + 𝑥20)

𝑋(𝑥0)
−

−
2𝐵𝑥0

(𝑥− 𝑥0)𝑋(𝑥0)
−

𝐵

𝑋(𝑥)

(𝐶 − 𝑥20)

𝑋(𝑥0)

}︂
. (B8)

Похiдна 𝜕𝜀𝑐/𝜕𝜁 у поляризацiйному потенцiалi визначає-
ться за формулою

𝜕𝜀𝑐

𝜕𝜁
=

[︂
𝜀F𝑐 (𝑥)− 𝜀P𝑐 (𝑥)−

𝛼𝑐(𝑥)

𝑓 ′′(0)

]︂
×

×
[︁
4𝑓(𝜁) + 𝑓 ′(𝜁) 𝜁

]︁
𝜁3 + 𝛼𝑐(𝑥)

𝑓 ′(𝜁)

𝑓 ′′(0)
. (B9)

ДОДАТОК C
Локально-масштабнi
перетворення i теорiя функцiонала густини

Основна iдея

Представимо собi таку ситуацiю: припустимо, ми запропо-
нували такий математичний пiдхiд, який дозволить нам так
розбити гiльбертовий простiр ℒ𝑁 на пiдмножини {𝒪[𝛼]

𝑁 ⊂
⊂ ℒ𝑁}[𝛼], що надалi назвемо орбiтами [810], на яких вiд-
новлюється взаємо-однозначна вiдповiднiсть мiж 𝜌Ψ ∈ 𝒫𝑁

i Ψ ∈ 𝒪[𝛼]
𝑁 . Це означає, що основна передумова формалiзму

Хоенберга–Кона, а саме, можливiсть встановлення взаємо-
однозначної вiдповiдностi мiж енергiями як функцiонала-
ми вiд хвильових функцiй i енергiями як функцiоналами
вiд одночастинкової густини – виконана. Але, це зовсiм не

так очевидно з того факту, що у просторi Гiльберта вiдпо-
вiднiсть мiж хвильовими функцiями i густинами є багато-
значною.

Так, необхiдний нам математичний пiдхiд ґрунтується
на класi перетворень, якi, з легкої руки Стоiцова i Петкова
[811] (див. також [92]), було названо локально-масштабними
перетвореннями. Довiльне локально-масштабне перетво-
рення визначено як на 𝒫𝑁 , так i, узгодженно, на ℒ𝑁 .
Локально-масштабнi перетворення породжують групу, по
вiдношенню до якої ℒ𝑁 розбивається на орбiти. Математи-
чною мовою, локально-масштабнi перетворення дiють як
основнi iнгредiєнти густино-залежних координат. Остан-
нi отримують за допомогою узагальненого координатного
скейлiнгу, що мiстить початкову i кiнцеву густини. Якщо
перша вiдома, то перетворення залежить вiд кiнцевої, яка
природно iнтерпретується як невiдома змiнна (див. насту-
пний пiдроздiл С.2). Спосiб, за допомогою якого цi густино-
залежнi координати пов’язанi з задачею розрахунку енер-
гiї багатоелектронної системи, такий. Задамо початкову
багатоелектронну хвильову функцiю. Застосуємо до неї
локально-масштабне перетворення до кожної з координат
електронiв, i отримаємо перетворену (видозмiнену) хвильо-
ву функцiю, яка залежить вiд густини двояким (подвiйним)
чином: через координати i через якобiан перетворення. Роз-
раховуючи очiкування багатоелектронного гамiльтонiана у
станi, що описується перетвореною хвильовою функцiєю,
ми отримуємо, iдучи за побудовою, функцiонал, залежний
вiд густини. Якщо у цьому функцiоналi ми розглядаємо кiн-
цеву густину як варiацiйну змiнну, ми можемо мiнiмiзувати
енергiю, розраховуючи цей функцiонал по всiх можливих
функцiях, що представляють кiнцеву густину. Все сказане
вище i становить локально-масштабну теорiю функцiонала
густини, ЛМ–ТФГ.

Iдеї, на яких ґрунтується ЛМ–ТФГ, аж нiяк цiлком не
новi. Фактично, густино-залежнi координатнi перетворен-
ня ранiше розглядалися у роботах Макке у 1955 р. [812],
Марча i Юнга у 1958 р. [813], Холла у 1960 р. [814] (серед
iнших, можна згадати роботи [815–817]). Конструкцiя уза-
гальненого енергетичного функцiонала густини, що мiстить
такi перетворення була незалежно запропонована у 1983 р.
Найденом i Парром [818], Луденьєю [819], Цумбахом i Ма-
шке [820] та у подальшому була розширена пiзнiше Гошем i
Парром [821], Козловським i Марчем [822], та iншими (до-
кладний огляд цього напрямку наведено у [823]). Первiсне
формулювання ЛМ–ТФГ було представлено у роботах Пе-
ткова, Стоiцова i Крячко [824–827] (див. також [828] 23, а
також [87, 193, 829–834]). Деякi бiльш раннi застосування
ЛМ–ТФГ можна знайти у роботах [835–847]. Зовсiм недав-
нi застосування i розвиток методу обговорюються у роботах

23 Фактично, ця робота розглядає поверхнi 𝑈(𝑛)-орбiт на
всiх багатоелектронних 1-матрицях, узагальнюючи та-
ким чином роботи Розенстiла (Rosensteel) i Роува (Rowe)
[Phys Rev. A 23, 2794 (1981)] i Гаррiмана (Harriman)
[Phys. Rev. A 17, 1249, 1257 (1978)].
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[119,823,848–858,860–863]. Iншi, бiльш математичнi пiдходи
було розроблено у [864–866] та, альтернативнi формулюван-
ня локально-масштабних перетворень, у роботах Павлова зi
спiвавторами [867,868]. Для повноти, також згадаємо робо-
ту Фрiда i Левi [869], у якiй пiднято проблему, як перетво-
рити точну густину основного стану 𝜌0(r), для зовнiшнього
потенцiалу 𝑣(r), у густину основного стану 𝜌(r) iншої си-
стеми iз зовнiшнiм потенцiалом 𝑣(r) + Λ(r), де Λ(r) – так
званий “керуючий” потенцiал. Ця робота веде до iнтеграль-
ного рiвняння, що зв’язує 𝜌0(r) i 𝜌(r) за допомогою густин-
ної кореляцiйної функцiї, яка, взагалi кажучи, може бути
iнтерпретована як густинне перетворення типу, яке обгово-
рювалося вище.

C1. Математичний фон:
локально-масштабнi перетворення

Давайте визначимо на евклiдовому просторi R3 таке вiд-

ображення: R3 𝑓−→ R3 таке, що r ∈ R3 вiдображається у

f(r) := 𝑓(r)er = 𝑓(𝑟; er)er, (C1)

де er ≡ r/𝑟 ≡ er(Ω) – одиничний вектор, визначений у R3 та
заданий сферичними кутами Ω = (𝜃, 𝜑), i 𝑟 = |r|. Для дано-
го er(Ω), перетворення (C1), що деформує R3 на себе, взага-
лi кажучи неоднорiдне, називається локально-масштабним
перетворенням або, скорочено, ЛМП [87,824–826,829,870], i
є спецiальним класом точкових перетворень [829, 871–874].
Отже, ми маємо

Твердження 4: ЛМП задовольняють всi аксiоми гру-
пи [810] i таким чином, породжують групу ℱ локально-
масштабнi перетворення.

Скалярна функцiя 𝑓(r) у рiвняннi (C1) довiльна, хоча
часто вона належить C1 або вище. У першому випадку, f –
C1-дифеоморфiзм [810] на R3.

Рiвняння (C1) нетривiально узагальнює скейлiнг Фока,
який його використав у 1930 р. при доведеннi теореми вiрi-
ала [875]: f𝜆(r) := 𝜆r, де 𝜆 ̸= 0 – константа, яка означає, що
всi вектори r ∈ R3 перетворюються однорiдним способом.
Пам’ятаючи, що довiльний вектор r однозначно визнача-
ється декартовими координатами r = (𝑥, 𝑦, 𝑧), отримуємо
таке представлення, еквiвалентне (C1):

r ≡

⎛⎜⎝𝑥𝑦
𝑧

⎞⎟⎠ 𝑓−→ f(r) ≡

⎛⎜⎝
𝑥
𝑟
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑦
𝑟
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑧
𝑟
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

⎞⎟⎠ ≡

≡

⎛⎜⎝𝑓𝑥(r)𝑓𝑦(r)

𝑓𝑧(r)

⎞⎟⎠ ≡

⎛⎜⎝𝑥𝜆(r)𝑦𝜆(r)

𝑧𝜆(r)

⎞⎟⎠, (C2)

де f(r) = 𝜆(r)r.
Фундаментальна iдея локально-масштабних перетворень

у свiтлi теорiї функцiонала густини полягає у тому, що пе-
ретворюючи вектор r ∈ ℛ3 у iнший (деформований) вектор
f(r) ∈ ℛ3, ми, однак, зберiгаємо той самий напрямок, що
був у первiсного. Внаслiдок цього, перетворений вектор мо-
же бути представлено як f(r) ≡ 𝜆(r)r. З огляду подiбностi

цих перетворень з бiльш загальними i “масштабними”, пер-
шi були названi локально-масштабними перетвореннями.

Якобiан переходу (C2) дається формулою

𝐽{f(r); r} ≡ 𝐽{f ; r} =

=

⎮⎮⎮⎮⎮⎮⎮⎮
1
𝑟
𝑓 − 𝑥2

𝑟3
𝑓 + 𝑥

𝑟
𝜕𝑓
𝜕𝑥

−𝑥𝑦
𝑟3
𝑓 + 𝑥

𝑟
𝜕𝑓
𝜕𝑦

−𝑥𝑧
𝑟3
𝑓 + 𝑥

𝑟
𝜕𝑓
𝜕𝑧

−𝑥𝑦
𝑟3
𝑓 + 𝑦

𝑟
𝜕𝑓
𝜕𝑥

1
𝑟
𝑓 − 𝑦2

𝑟3
𝑓 + 𝑦

𝑟
𝜕𝑓
𝜕𝑦

− 𝑦𝑧
𝑟3
𝑓 + 𝑦

𝑟
𝜕𝑓
𝜕𝑧

−𝑥𝑧
𝑟3
𝑓 + 𝑧

𝑟
𝜕𝑓
𝜕𝑥

− 𝑦𝑧
𝑟3
𝑓 + 𝑧

𝑟
𝜕𝑓
𝜕𝑦

1
𝑟
𝑓 − 𝑧2

𝑟3
𝑓 + 𝑧

𝑟
𝜕𝑓
𝜕𝑧

⎮⎮⎮⎮⎮⎮⎮⎮=

=
𝑓2

𝑟3

(︂
𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+ 𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑧

)︂
=

1

3𝑟3
r∇𝑓3. (C3)

Для однорiдного скейлiнгу f𝜆 := 𝜆r, вiдповiдний якобiан
дорiвнює

𝐽{f𝜆; r} =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝜆 0 0

0 𝜆 0

0 0 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 𝜆3. (C4)

Доволi тривiально узагальнити тривимiрне локально-
масштабне перетворення (C2) на iншi розмiрностi, напри-
клад, на R𝐷, просто треба розглянути вектор r як 𝐷-
вимiрний. У тому випадку, коли 𝐷 = 1, 𝑓(𝑟) є функцiєю
однiєї змiнної 𝑟, вiдповiдний якобiан 𝐽{𝑓(𝑟); 𝑟} = 𝑑𝑓(𝑟)/𝑑𝑟.
Розглянемо деякi приклади локально-масштабних перетво-
рень fLST:

[1]: 𝑓 [1] = [
(︀
1
𝑟

)︀𝑚
+

(︁
𝛿√
𝑟

)︁𝑚
]−1/𝑚, де 𝛿 – константа [876].

[2]: 𝑓 [2] =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑟(1 + 𝑎𝑟2)1/3, якщо 𝑟 ≤ 𝑅,√︁

𝑑−2

𝑟2
+

𝑑−1

𝑟
+ 𝑑𝑜 + 𝑑1𝑟 + 𝑑𝐿 ln 𝑟 –

у протилежному випадку.

Таке представлення випливає з асимптотик при малих i
великих 𝑟 [877]:

[3]([878]): 𝑓 [3] =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑟, якщо 𝑟 ≤ 𝑎,

𝑎
√︁

8𝑟
𝑎

− 8𝑎
𝑟

+ 𝑎2

𝑟2
− 12 ln( 𝑟

𝑎
) –

у протилежному випадку.

[4] ([879]): Нехай Ω := ] − 𝐿/2, 𝐿/2[3 ⊆ R3 це куб об’єму
|Ω| = 𝐿3. А f [4] визначено як перiодична деформацiя на
кубi Ω, якщо це 𝒞1-дифеоморфiзм на R3, що залишає Ω

iнварiантом: f [4](Ω) = Ω i якщо f [4](r + 𝐿m) = f [4](r)+

+𝐿m для довiльного m ∈ Z3.
[5]: 𝑓

[5]
𝑝,𝑞,𝑟 задається оберненою функцiєю 𝑟(𝑓

[5]
𝑝,𝑞,𝑟) =

= [𝑓
[5]
𝑝,𝑞,𝑟]

𝑝(1 + 𝛼[𝑓
[5]
𝑝,𝑞,𝑟]

𝑞
)𝑟, де 𝛼, 𝑝, 𝑞, i 𝑟 є варiацiйними па-

раметрами. Якщо 𝑝 = 𝑞 = 𝑟 = 1, 𝑟(𝑓
[5]
𝑝,𝑞,𝑟) є перетворенням

Холла [880]. Iншi 𝑟(𝑓 [5]𝑝,𝑞,𝑟) з 𝑞 = 𝑟 = 1, 𝑝 = 𝑟 = 1, i 𝑝 = 𝑞 = 1

були введенi у [881,882]. Тодi локально-масштабне перетво-
рення Холла є 𝑓 [5]1,1,1 = [(1 + 4𝛼𝑟)1/2 − 1]/(2𝛼).

Нехай 𝜑(r) – довiльна функцiя, задана у областi Σ ⊂ R3.
Локально-масштабне перетворення (C2) перетворює 𝜑(r),
взагалi кажучи, у iншу функцiю

𝜓(r) := 𝜑(f(r)) (C5)

з якобiаном (C3), залежним вiд нормування 𝜑(r) на Σ, якщо
таку визначено. Якщо 𝜑(r) = exp(−𝑟) є простою експонен-
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цiальною орбiталлю, пiд дiєю локально-масштабного пере-
творення Холла, вона перетворюється у [881]:

𝜓(r) =
(1 + 4𝛼𝑟)1/2 − 1

2𝛼𝑟(1 + 4𝛼𝑟)1/4
exp(−[(1 + 4𝛼𝑟)1/2 − 1]/(2𝛼)), (C6)

яка була використана у [883] для апроксимацiї 1𝑠 орбiталi.

C2. Локально-масштабнi
перетворення i одноелектроннi густини

Розглянемо 𝑁 -електронний атом або iон, ядро якого роз-
ташовано на початку декартової системи координат. Нехай
𝜌(r) ∈ 𝒫𝑁 буде одноелектронною густиною даного атома i
𝜌(r) =

{︀
𝜌(𝑟, er) | 𝑟 ∈ R1

+,Ω ≡ (𝜃, 𝜑), 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋, 0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋
}︀

є
просто пучком одновимiрних, однопараметричних кривих,
при фiксованому напрямку er ≡ r/𝑟 ≡ er(Ω) у ℜ, er – оди-
ничний вектор, заданий парою сферичних кутiв Ω = (𝜃, 𝜑).
Для заданого er(Ω), розглянемо кривi 𝜌1(𝑟) i 𝜌2(𝑟), що вiд-
повiдають двом заданим густинам 𝜌1(r) i 𝜌2(r) такi, що
𝜌1(𝑟) = 𝜌1(𝑟, er) i 𝜌2(𝑟) = 𝜌1(𝑟, er). Цi кривi є неперервно
диференцiйованими функцiями вiд 𝑟 = |r| [згадаємо Diii].
Отже, вони гомотопiчно еквiвалентнi або, iншими словами,
iснує така деформацiя, яка перетворює (вiдображає) 𝜌1(𝑟)
у 𝜌2(𝑟) i яку можна формально представити як

𝜌2(𝑟) ∼ 𝜌1(𝑓(𝑟, er)), (C7)

де 𝑓 позначає цю деформацiю, а знак хвилястої лiнiї вка-
зує, що необхiдно врахувати нормування густин з обох бокiв
спiввiдношення. Це робиться за допомогою якобiана дефор-
мацiї 𝑓 , який набуває такого вигляду: 𝐽{f(r); r} = r∇𝑓3/3𝑟3
з f(r) = 𝑓(r)er = 𝑓(𝑟, er)er. Узагальнення останього рiвня-
ння на всi напрямки у R3 дає нам формально [87],

𝜌2(r) := 𝐽{f(r); r}𝜌1(f(r)) ≡
1

3𝑟3
r · ∇𝑓3𝜌1(f(r)). (C8)

Рiвняння (C8) виглядає як нелiнiйне диференцiальне рiв-
няння першого порядку вiдносно деформацiї 𝑓(r) для даних
густин 𝜌1 i 𝜌2. Згiдно з [885] та внаслiдок (Diii), його розв’я-
зок iснує i є єдиним, що дозволяє нам визначити таку де-
формацiю для довiльної пари “хороших” густин (див. ниж-
че виноски 24,25). Для отримання електрон-ядерних каспiв
Като, положення ядер є iнварiантами 𝑓 . Якщо 𝑓 – однорi-
дний скейлiнг f𝜆, визначений у Пiдроздiлi C1, останнє рiв-
няння перетворюється до вигляду

𝜌𝜆(r) = 𝜆3𝜌1(𝜆r). (C9)

При заданому er, комбiнуючи рiвняння (C8) i (C9), отри-
муємо

𝑑𝑓(𝑟, er)

𝑑𝑟
=

𝑟2𝜌2(𝑟, er)

𝑓2𝜌1(𝑓(𝑟, er), er)
(C10)

або у сферичних координатах, вздовж вибраного одинично-
го вектора er, заданого Ω = (𝜃𝑜, 𝜑𝑜),

𝑑𝑓(𝑟, 𝜃𝑜, 𝜑𝑜)

𝑑𝑟
=

𝑟2𝜌2(𝑟, 𝜃𝑜, 𝜑𝑜)

𝑓2𝜌1(𝑓(𝑟, 𝜃𝑜, 𝜑𝑜), 𝜃𝑜, 𝜑𝑜)
. (C11)

Рiвняння (C10) або (C11) – це нелiнiйнi диференцiальнi
рiвняння першого порядку для деформацiї 𝑓(r) при зада-
них густинах 𝜌1 i 𝜌2. Отже, воно має розв’язок i цей розв’я-
зок єдиний (див., наприклад, [87] i наведенi там посилання).
Бiльше того, це означає, що для довiльної пари “хороших”
густин (див. знову виноски24,25 нижче), можна визначити
деформацiю, яка перетворює одну з них у iншу. Отже, ℱ дiє
на 𝒫𝑁 транзитивно, тобто, у алгебраїчнiй термiнологiї, 𝒫𝑁

є єдиною орбiтою по вiдношенню до ℱ . Для даної i фiксова-
ної густини 𝜌1(r), визначенiй нижче як генераторна густи-
на 𝜌𝑔(r), рiвняння (C8) тодi означає Твердження 6: Iснує
взаємо-однозначна вiдповiднiсть мiж ℱ i 𝒫𝑁 , яка виражена
у явному виглядi як 𝑓 ∈ ℱ ⇔ 𝜌

[𝑔]
𝑓 (r) := 𝐽{f ; r}𝜌𝑔(f(r)).

У iнтегральнiй формi рiвняння (C11) записують як

𝑓(𝑟, 𝜃𝑜, 𝜑𝑜) =

⎡⎣3 𝑟∫︁
𝑟𝑜

𝑑𝑟
𝑟2𝜌2(𝑟, 𝜃𝑜, 𝜑𝑜)

𝜌1(𝑓(𝑟, 𝜃𝑜, 𝜑𝑜), 𝜃𝑜, 𝜑𝑜)

⎤⎦1/3

. (C12)

Вiдзначимо, що правий бiк (C12) мiстить кубiчний корiнь,
що вiдображає той факт, що група ℱ локально-масштабних
перетворень дiє на R3. У [861] показано, що розмiрнiсть
𝐷 R𝐷 входить у вiдповiдний якобiан як ступiнь 𝐷 та,
тим самим, у вiдповiдну iнтегральну форму як 1/𝐷. Це з
одного боку. З iншого, є ще один цiкавий аспект формули
(C8). По сутi, це рiвняння добре вiдомо у математицi як
“Проблема Якобi” [865, 886–889], яка формулюється таким
чином. Визначимо деформовану одноелектронну густину:
𝐽
(︀
f(r); r

)︀
𝜌o

(︀
f(r)

)︀
:=

(︀
f * 𝜌o

)︀
(r) i перепишемо останню як

𝜌 = f * 𝜌𝑜. Проблема Якобi: для даної функцiї 𝑢, знайти
функцiю f таку, що 𝐽

(︀
f(r); r

)︀
= u.

Щоб уникнути сухостi розповiдання, наведемо один при-
клад локально-масштабного скейлiнгу [890]. Нехай 𝜌E i 𝜌K –
двi наближенi густини основного стану атома гелiю у кон-
фiгурацiйному просторi 3𝐷,

𝜌E(r) = (1 + 𝑆2)−1𝜋−1{𝛼3 exp(−2𝛼𝑟) + 𝛽3 exp(−2𝛽𝑟)+

+2𝑆(𝛼𝛽)3/2 exp[−(𝛼+ 𝛽)𝑟]},
𝜌K(r) = 2𝜁3𝜋−1 exp(−2𝜁𝑟). (C13)

Їх iмпульснi аналоги виглядають таким чином (див., напри-
клад, [87]),

𝛾E(p) = (1 + 𝑆2)−123𝜋−2[𝛼5(𝑝2 + 𝛼2)−4 + 𝛽2(𝑝2 + 𝛽2)−4 +

+2𝑆(𝛼𝛽)5/2(𝑝2 + 𝛼2)−2(𝑝2 + 𝛽2)−2],

𝛾K(p) = 24𝜁5𝜋−2(𝑝2 + 𝜁2)−4. (C14)

Параметри 𝛼, 𝛽, i 𝜁 можуть набувати таких значень:

𝛼 = 2,183171, 𝛽 = 1,188531, 𝜁 = 27/16 = 1,6875. (C15)

Бачимо, що наведенi вище густини є сферично-симетрич-
ними. Отже, радiальний локальний скейлiнг 𝑓 = 𝑓(𝑟) у ко-
ординатному просторi i 𝑔 = 𝑔(𝑝) у iмпульсному просторi
визначають шуканi деформацiї:

𝛾E(p) := 𝐽{g(p);p}𝛾K(g(p)), (C16)

𝜌E(r) := 𝐽{f(r); r}𝜌K(f(r)). (C17)
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Локальнi скейлiнги задовольняють iнтегральнi рiвняння,

𝑟∫︁
0

𝑑𝑥𝑥2𝜌E(𝑥) =

𝑓(𝑟)∫︁
0

𝑑𝑦𝑦2𝜌K(𝑦),

𝑝∫︁
0

𝑑𝑥𝑥2𝛾E(𝑝) =

𝑔(𝑝)∫︁
0

𝑑𝑦𝑦2𝛾K(𝑦),

(C18)

еквiвалентнi (44) та їх iмпульсному аналогу, вiдповiдно. Мо-
жна аналiтично оцiнити (C18) для густин, якi наведено у
(C13) i (C14). Результуючi нелiнiйнi алгебраїчнi рiвняння
розв’язують тодi числено i локальнi скейлiнги 𝑓(𝑟) i 𝑔(𝑝)
зображено на рис. 4 [156]. Пiдставляючи рiвняння (C14)
у (C18) i iнтегруючи аналiтично, отримуємо такi асимп-
тотики:

(i) малi 𝑝 : 𝑔(𝑝) =
[︀
𝛾E(0)/𝛾K(0)

]︀1/3
𝑝+𝑂(𝑝3) =

= 1,148093𝑝+𝑂(𝑝3),

𝐽{𝑔(𝑝); 𝑝} = 1,513321 +𝑂(𝑝2)

або для (ii) великi 𝑝 : 𝑔(𝑝) = 0,925733𝑝+𝑂(𝑝−1),

𝐽{𝑔(𝑝); 𝑝} = 0,793337 +𝑂(𝑝−2).

де величини 𝛼, 𝛽 i 𝜁 беруть з рiвняння (C15).

C3. Багатоелектроннi функцiї i орбiти

Для побудови “Вiдображення змiнних” (38), узагальнемо
концепцiю локально-масштабних перетворень на ℒ𝑁 . Це ро-
биться достатньо простим i природним шляхом: виберемо
довiльну генераторну хвильову функцiю Φ𝑔({r𝑖, 𝜎𝑖}𝑖=𝑁

𝑖=1 ),
де 𝜎𝑖 – спiн i-го електрона i 𝜌𝑔(r) ∈ 𝒫𝑁 – зв’язана одно-
електронна густина, i визначимо нову хвильову функцiю

Φ𝑓 ({r𝑖, 𝜎𝑖}) = Φ𝜌({r𝑖, 𝜎𝑖}) ≡

≡
[︃

𝑁∏︁
𝑖=1

𝐽(f(r𝑖); r𝑖)

]︃1/2

Φ𝑔({f(ri), 𝜎i}) (C19)

з густиною 𝜌(r) ≡ 𝜌𝑔(f(r)), що фiгурує у Тверджен-
нi 6. Тодi Φ𝑓 – локально-масштабний образ генераторної
хвильової функцiї. Говорячи формально, Φ𝑓 ≡ 𝐹Φ𝑔 , де
𝐹 ∈ ℱ×𝑁 := [×]𝑁ℱ i 𝐹 = (𝑓, 𝑓, ..., 𝑓) := 𝑓×𝑁 i (C19) –
визначення дiї групи ℱ×𝑁 на ℒ𝑁 . Довiльнiсть вибору Φ𝑔

гарантує нам несуперечливiсть визначення (C19) на всьо-
му ℒ𝑁 . Внаслiдок iзоморфiзму груп ℱ i ℱ×𝑁 , очевидно,
що локально-масштабне перетворення, яке вiдображає да-
ну пару 𝑁 -електронних хвильових функцiй одна в одну,
цiлком напевно поєднується з локально-масштабним пере-
творенням, яке перетворює вiдповiднi одноелектроннi гу-
стини одна в одну. Проте, хоча довiльну пару густин мо-
жна локально перетворити одна в одну, довiльна пара 𝑁 -
електронних хвильових функцiй такою властивiстю не во-
лодiє. Отже, ℒ𝑁 нетривiально розбивається, по вiдношенню
до групи ℱ×𝑁 , на орбiти

ℒ𝑁 =
⋃︁
𝑖

𝒪[𝑖]. (C20)

В цьому сенсi, група ℱ заплутує 𝒫𝑁 i ℒ𝑁 . За побудовою,
довiльна орбiта 𝒪[𝑖] замкнена по вiдношенню до ℱ×𝑁 , тоб-
то, для довiльної пари Φ1 i Φ2 з 𝒪[𝑖], iснує таке локально-
масштабне перетворення 𝐹1⇒2, що Φ2 = 𝐹1⇒2Φ1. Iнакше,
якщо Φ1 – генераторна хвильова функцiя з 𝒪[𝑖], то для всiх
𝐹 ∈ ℱ×𝑁 , 𝐹1⇒2Φ1 ∈ 𝒪[𝑖]. Ми таким чином довели

Твердження 7: Iснує взаємо-однозначне вiдображення
змiнних на кожнiй орбiтi у ℒ𝑁 .

Наслiдок 7.1: Орбiта 𝒪[𝑖] є iнварiантом по вiдношенню
до генераторної хвильової функцiї.

Наслiдок 7.2: На кожнiй орбiтi 𝒪[𝑖] ⊂ ℒ𝑁 , iснує одна
i тiльки одна 𝑁 -електронна хвильова функцiя, одноеле-
ктронна густина якої є 𝜌(r) ∈ 𝒫𝑁 .

Наслiдок 7.3: Для довiльної заданої орбiти 𝒪[𝑘] ⊂ ℒ𝑁 ,
що породжується Φ

[𝑘]
𝑔 , чия одноелектронна густина є 𝜌[𝑘]𝑔 ,

ℱ𝜌[𝑘]𝑔 вичерпує всю множину 𝒫𝑁 .
Зауваження 3: Наслiдок 7.3 означає, що довiльна гу-

стина 𝜌(r) ∈ 𝒫𝑁 є 𝑁 -представимою.
Iншими словами, група ℱ локально-масштабних перетво-

рень та її дiї на 𝒫𝑁 i ℒ𝑁 , визначенi вище, гарантують 𝑁 -
представимiсть 𝒫𝑁 .

Єднiсть локально-масштабного перетворення як розв’яз-
ку рiвняння (C8) гарантує єднiсть перетвореної хвильової
функцiї Φ

[𝑖]
𝜌 . Таким чином, для довiльної 𝜌(r) ∈ 𝒫𝑁 iснує

єдина хвильова функцiя Φ
[𝑖]
𝜌 , що породжується локально-

масштабним перетворенням з довiльної генераторної хви-
льової функцiї Φ[𝑘]

𝑔 . Орбiта у ℒ𝑁 – це, насправдi, множина
всiх хвильових функцiй, що породженi таким чином, якi
дають одноелектроннi густини 𝜌(r) в 𝒫𝑁 :

𝒪[𝑖] ≡ {Φ[𝑖]
𝜌 |Φ[𝑖]

𝜌 → 𝜌(r); Φ
[𝑖]
𝜌 ∈ ℒ𝑁 ; 𝜌(r) ∈ 𝒫𝑁}. (C21)

Отже, орбiтнi структури у ℒ𝑁 зумовлюють зворотнє “вiд-
ображення змiнних” V, яке було передумовою у (37) та (38)
i що природним шляхом узагальнює теорему Хоенберга–
Кона на всiй множинi 𝒫𝑁 .

Вiдзначимо, що ℒ𝑁 мiстить 𝑁 -електроннi детемiнан-
ти Слетера, якi структурно iнварiантнi по вiдношенню до
ℱ×𝑁 . Визначимо 𝒮𝑁 як власну множину ℒ𝑁 , що складає-
ться з детермiнантiв Слетера. Оскiльки ℱ×𝑁𝒮𝑁 ⊆ 𝒮𝑁 , то
𝒮𝑁 =

⋃︀
𝑖 𝒪𝒮

[𝑖] по всiх слетерiвських орбiтах. Це приводить
нас до:

Наслiдок 7.4: Довiльна одноелектронна густина 𝜌(r) ∈
∈ 𝒫𝑁 є 𝑁 -представимою навiть у 𝒮𝑁 .

Повернемося до формули (C20). Формально кажучи,
Ψ𝑓 ≡ ℱΨ𝑔 . Довiльнiсть у виборi Ψ𝑔 гарантує законнiсть
визначення (C20) на ℒ𝑁 . Очевидно, що локальний скей-
лiнг, який “з’єднує” дану пару 𝑁 -електронних хвильових
функцiй, недвозначно пiдбирає локальний скейлiнг, що пе-
ретворює вiдповiднi одноелектроннi густини. Однак, хо-
ча довiльна пара густин є локально масштабованою 24, ця
властивiсть бiльше не поширюється на довiльну пару 𝑁 -
електронних хвильових функцiй. Для того, щоб це показа-
ти, ми розглянемо такi 2-електроннi хвильовi функцiї, якi, з

24 Це твердження потребує бiльш строгого розгляду: див.
наступну виноску 25.
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одного боку, достатньо точно апроксимують точну i хартрi–
фокiвську основного стану атома гелiю, i, з iншого, призво-
дять до одноелектронних густин (C13), вiдповiдно,
хвильова функцiя Еккарта [893]:

ΨE(r1, r2) = (2 + 2𝑆2)−1/2(𝛼𝛽)3/2𝜋−1[exp(−𝛼𝑟1 − 𝛽𝑟2)+

+ exp(−𝛽𝑟1 − 𝛼𝑟2)], (C22)

хвильова функцiя Келлнера [894]:

ΨK(r1, r2) = 𝜁3𝜋−1 exp[−𝜁(𝑟1 + 𝑟2)]. (C23)

Їх iмпульснi представлення такi:

ΦE(p1,p2) = (2 + 2𝑆2)−1/223(𝛼𝛽)5/2𝜋−2,

𝑥[(𝑝21 + 𝛼2)−2(𝑝22 + 𝛽2)−2 + (𝑝21 + 𝛽2)−2(𝑝22 + 𝛼2)−2, (C24)

ΦK(p1,p2) = 23𝜁5𝜋−2(𝑝21 + 𝜁2)−2(𝑝22 + 𝜁2)−2.

Координатнi та iмпульснi одноелектроннi густини Еккар-
та наведено у табл. 26. Треба, здається, вiдзначити таке.
Перше: довiльний локальний скейлiнг дiє або на просторовi,
або на iмпульснi змiннi. З цiєї причини, синглетна спiнова
функцiя вiдсутня у формулах (С23) i (C24). Друге: хвильо-
ва функцiя Келлнера без великих зусиль представляється
у виглядi детермiнанта Слетера, разом з синглетною спi-
новою функцiєю. Однак, функцiя Еккарта таке представ-
лення не дозволяє. Дивлячись на (C21), бачимо, що якщо
“генераторна” хвильова функцiя є детермiнант Слетера, Ψ𝑓

є такою для довiльного локального скейлiнгу. Це означає,
що не iснує такого локального скейлiнгу, який вiдображає
ΨK у ΨE. Отже, весь 𝑁 -електронний гiльбертiв простiр ℒ𝑁

розбивається по вiдношенню до локальних скейлiнгiв – див.
(C22), – що утворюють групу, на сумiжнi класи, “орбiти”,
визначенi у (C23). Кожна орбiта 𝒪𝜀 у (C22) замкнена по вiд-
ношенню до групи локально-масштабних перетворень, тоб-
то, для довiльної пари Ψ1 i Ψ2 з орбiти 𝒪𝜀 iснує такий ло-
кальний скейлiнг 𝑓1 ↦→2, що Ψ2 = ℱ1 ↦→2Ψ1. Iншими словами,
якщо, наприклад, вибрати Ψ1 як “генераторну” хвильову
функцiю, та подiяти на неї всiма локальними скейлiнгами,
ми покриємо всю орбiту 𝒪𝜀. Таким чином, серед всiх орбiт
у ℒ𝑁 з 𝑁 ≥ 2 iснують такi, якi складаються з детермiнан-
тiв Слетера, i такi, якi мають бiльш багату структуру. На-
приклад, у ℒ2 iснує орбiта Еккарта 𝒪E, що породжується
ΨE, i орбiта Келлнера 𝒪K, що породжується ΨK. Подiбне
розбиття на орбiти iснує i для iмпульсного представлення.
Обидва представлення будуть в подальшому використанi
паралельно.

Третє: воно стосується енергетичних оцiнок за допомо-
гою ΨK i ΨE. Враховуючи оптимальнi значення (C15) па-
раметрiв 𝛼, 𝛽, i 𝜁, 𝐸E = −(27/16)2 = −2,847656 i 𝐸K =

= −2,875661 (у вiдн. од.). Отже, 𝐸E лежить вище хартрi–
фокiвської граничної енергiї 𝐸HF = −2,861680 для атома
гелiю [895], тодi як 𝐸K нижче її. Нагадаємо, що точне зна-
чення дорiвнює –2,904 вiдн. од. у табл. 25.

Виберемо двi орбiти 𝒪E i 𝒪K в ℒ2. Використовуючи ло-
кальний скейлiнг 𝑓(𝑟) [або 𝑔(𝑝)], що задовольняє (C21), мо-
жна локально перетворити ΨK (або ΦK) в таку, яка буде
точно мати одноелектронну густину Еккарта (або 𝛾K) та,

отже, мiстити деяку кореляцiю, скажемо, на рiвнi одноеле-
ктронних густин, але все ще належати орбiтi Келлнера i
по цiй причинi залишатися в рамках наближення Хартрi–
Фока. Еквiвалентно, ми можемо запропонувати такi чотири
функцiї:

ΨK ↦→ ΨK(𝜌E) ⇒ ΦK(𝜌E),

ΦK ↦→ ΦK(𝛾E) ⇐ ΨK(𝛾E).
(C25)

Символ ↦→ позначає локальний скейлiнг, ⇒ (⇐ для
його оберненого), перетворення Фур’є 𝐹𝑇 (𝐹𝑇−1, вiд-
повiдно) [899]: iмпульснi i просторовi хвильовi функцiї
Φ(p𝑘) i Ψ(r𝑘) є, за визначенням, парою Фур’є перетво-
рень, Φ({p𝑘}) := 𝐹𝑇−1

(︀
Ψ({r𝑘})

)︀
≡ (2𝜋)3𝑁/2

∫︀
{𝑑r𝑘}×

× exp
(︀
−𝚤

∑︀𝑁
𝑘=1 p𝑘r𝑘

)︀
Ψ({r𝑘}).

У даному викладi, 𝐹𝑇 просто зводиться до перетворен-
ня Ганкеля з ядром 𝑗𝑜(𝑝𝑟), сферичною функцiєю Бесселя
першого порядку. Що стосується розрахункiв, треба вiд-
значити, що перетворення Ганкеля може бути ефективно
реалiзоване за допомогою численного алгоритму Талмана
[897]. Отже, ми маємо такi чотири хвильовi функцiї:

– ΨK(𝜌E): координатна келлнерiвського типу хвильова
функцiя з густиною координатна, Еккарта;

– ΦK(𝜌E): iмпульсна келлнерiвського типу хвильова
функцiя з густиною координатна, Еккарта;

– ΦK(𝛾E): iмпульсна келлнерiвського типу хвильова
функцiя з густиною iмпульсна, Еккарта;

Таблиця 26. Одноелектроннi
густини 𝜌E(r) i 𝛾E(p) [890]

|p|, |r|
𝛾E(p) 𝜌E(r)

Значення Помилка, % Значення Помилка, %

0,000 0,25760 0,91 1,75431 0,18
0,050 0,25614 0,91 1,45513 0,44
0,100 0,25177 0,91 1,20203 0,45
0,202 0,23503 0,90 0,82082 0,46
0,301 0,21090 0,88 0,56796 0,47
0,407 0,18078 0,84 0,38615 0,45
0,497 0,15427 0,80 0,27889 0,43
0,607 0,12374 0,72 0,18843 0,39
0,819 0,07642 0,52 0,08994 0,25
1,000 0,04908 0,28 0,04869 0,08
1,221 0,02828 –0,03 0,02354 –0,19
1,492 0,01457 –0,39 0,01002 –0,57
1,649 0,01001 –0,56 0,00620 –0,81
2,014 0,00433 –0,80 0,00212 –1,34
2,226 0,00273 –0,86 0,00117 –1,60
2,460 0,00166 –0,88 0,00061 –1,82
3,004 0,00057 –0,80 0,00015 –2,06
3,669 0,00017 –0,67 0,00003 –1,90
4,055 0,00009 –0,60 0,00001 –1,66
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– ΨK(𝛾E): координатна келлнерiвського типу хвильова
функцiя з густиною iмпульсна, Еккарта.

Використовуючи вирази для ΨK(𝛾E) i ΦK(𝜌E), ми в змо-
зi численно отримати їх одноелектроннi густини, 𝜌KE(r)

i 𝛾KE(p), вiдповiдно, та порiвняти їх в табл. 26 з їх про-
тотипами, 𝜌E(r) i 𝛾E(p). Це демонструє ключовий зв’язок
мiж одноелектронними густинами у координатному та iм-
пульсному просторах (див., наприклад, [87]). Для заданих
𝜌KE(r) i 𝛾KE(p), можна розрахувати їх моменти, ⟨𝑝𝑛⟩KE i
⟨𝑟𝑛⟩KE, фiзична iнтерпретацiя яких добре вiдома. Що сто-
сується обчислювального аспекту, для численного iнтегру-
вання було використано екстраполяцiйну технiку Ромберга
[900]. Результати для моментiв наведено у табл. 27. Ниж-
че, для iнформацiї, наведено деякi данi про запровадженi
хвильовi функцiї:

⟨ΦK(𝛾E) | ΦE⟩ = ⟨ΨK(𝛾E) | ΨE⟩ = 0,99768,

⟨ΦK(𝜌E) | ΦE⟩ = ⟨ΨK(𝜌E) | ΨE⟩ = 0,99767,
(C26)

𝐸[𝛾KE] = 𝐸[ΨK(𝛾E)] = 𝐸[ΦK(𝛾E)] = −2,86000,

𝐸[𝜌KE] = 𝐸[ΨK(𝜌E)] = 𝐸[ΦK(𝜌E)] = −2,86003,
(C27)

а також,

𝐸[𝛾KE] = −2,86031 для 𝛼 = 2,14767, 𝛽 = 1,21978,

𝐸[𝜌KE] = −2,86039 для 𝛼 = 2,14987, 𝛽 = 1,22448.
(C28)

I останнiй приклад цього параграфа. Розглянемо в ролi
генераторної так зване одно-zeta наближення для хвильової
функцiї Ψ𝑜 атомiв першого i другого стовпчикiв Перiоди-
чної таблицi в основному станi [895] i побудуємо її сферично
усереднену густину

𝜌𝑜(𝑟) ≡
∫︁
𝑑Ω𝜌𝑜(r), (C29)

𝜌𝑜 – одноелектронна густина, що вiдповiдає Ψ𝑜. Нехай
𝜌(𝑟) – сферично усереднена густина, побудована за форму-
лою (C29) з наближеної хартрi–фокiвської хвильової фун-
кцiї Клементi–Роеттi Ψ [895]. Визначимо тодi локальний
скейлiнг 𝑠 = 𝑠(𝑟), що вiдображає 𝜌𝑜(𝑟) у 𝜌(𝑟),

𝜌(𝑟) = 𝐽(𝑠(𝑟))𝜌𝑜(𝑠(𝑟)). (C30)

Таблиця 27. Одноелектроннi
моменти ⟨𝑝𝑛⟩KE i ⟨𝑟𝑛⟩KE [890]

𝑛
⟨𝑝𝑛⟩KE ⟨𝑟𝑛⟩KE

Значення Помилка, % Значення Помилка, %

–2 2,21414 0,69 5,98956 0,41
–1 1,09856 0,36 1,69040 0,27
0 1,00000 0,00 1,00000 0,00
1 1,39357 –0,32 0,93446 –0,37
2 2,86094 –0,51 1,22833 –0,77
3 8,92808 –0,55 2,12522 –1,13
4 50,4035 –0,66 4,62179 –1,38

Функцiї 𝑠(𝑟) i 𝐽(𝑠(𝑟)) для атома неону наведенi на рис. 1 i
2 роботи [898].

Застосування локального скейлiнгу 𝑠(𝑟) до Ψ𝑜 призво-
дить до Ψ𝜌, яку можна iнтерпретувати як можлива “ба-
тькiвська” хвильова функцiя з майже хартрi–фокiвською
густиною. А тепер розглянемо перетворення Фур’є Φ𝜌 фун-
кцiї Ψ𝜌 i розрахуємо її одноелектронну iмпульсну густину
𝛾𝜌(p), сферичне усереднення якої дає 𝛾𝜌(p). Таким самим
чином, ми знайдемо майже хартрi–фокiвську 𝛾(p) безпо-
середньо з Ψ({r𝑖}). Двi густини 𝛾(p) i 𝛾𝜌(p) наведено та
порiвняно у табл. 28. Можна побачити, що в областi малих
iмпульсiв 𝑝 ≤ 0,8, 𝛾𝜌 суттєво вiдрiзняється вiд 𝛾. Зокрема,
𝛾 має пiк при 𝑝 = 0,55, тодi як 𝛾𝜌 веде себе в цiй обла-
стi монотонно. Iмпульснi моменти ⟨𝑝𝑛⟩𝜌 також розрахова-
но i пiдсумовуються в табл. 28 для атомiв першого рядка
в основному станi. Похибки (у %) дано у дужках. Бачи-
мо, що похибки для моментiв ⟨𝑝𝑛⟩ з додатними 𝑛 менше
0,7%, за виключенням ⟨𝑝4⟩ атома Be. Таким чином, одно-
електронне вiдображення, що використовується, достатньо
задовiльне. Оцiнки вiд’ємних моментiв (𝑛 < 0) менш приєм-
нi внаслiдок того, що їх похибки варiюються вiд –0,01% до
+16,57%. Ясно, що бiльшi розбiжностi є наслiдком “бiдної”
поведiнки 𝛾 ¯𝑟ℎ𝑜 в областi малих iмпульсiв. Оскiльки похиб-
ки дiйсно малi (максимум 0,23%) для атомiв Li i Be, можна
зробити висновок, що причина такої розбiжностi може бути
пов’язана зi зростаючим числом 𝑝-електронiв, чиї орбiта-
лi, 𝑝-орбiталi, перетворюються у нашому пiдходi узгоджено
з 𝑠-орбiталями. Тодi, можливе узагальнення з покращення
одноелектронного вiдображення мiж координатними i iм-
пульсними густинами вбачається у використаннi рiзних ло-
кальних скейлiнгiв для електронiв з рiзними орбiтальними
симетрiями. Просто кажучи, локальний скейлiнг набуває
iндекс 𝑙, що описує азимутальне квантове число. Насправдi,
така процедура дає бiльш кращi оцiнки iмпульсних момен-
тiв, що вiдображено у табл. 28 для атомiв першого i другого
рядкiв.

C4. Локально-масштабнi
перетворення i енергетичний
функцiонал густини

Сценарiй, що залишився для побудови основ локально-
масштабної теорiї функцiонала густини, тепер достатньо
тривiальний.

Визначимо залежну вiд густини координату 𝑟𝑇 як ре-
зультат дiї локально-масштабного перетворення на коор-
динату 𝑟: 𝑟𝑇 =

√︀
(𝑥𝑇 )2 + (𝑦𝑇 )2 + (𝑧𝑇 )2, де декартовi

локально-масштабнi компоненти мають такий вигляд: 𝑥𝑇 =

= 𝜆(r)𝑥, 𝑦𝑇 = 𝜆(r)𝑦, i 𝑧𝑇 = 𝜆(r)𝑧. Локально-масштабне пе-
ретворення 𝜆(r) визначається розв’язком такого диферен-
цiального рiвняння першого порядку:

𝜆(r) =

(︂
𝜌(r)

𝜌Ψ(r𝑇 )

)︂1/3

𝐿1(r)−1/3, (C31)

де 𝐿1(r) = (1 + r∇r ln𝜆(r)). Задаючи довiльну 𝑁 -
частинкову хвильову функцiю Ψ𝑔(r1, ..., r𝑁 ), за допомо-
гою застосування локально-масштабного перетворення ми
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Таблиця 28. Iмпульснi моменти ⟨𝑝𝑛⟩𝜌(−2 ≤ 𝑛 ≤ 2), породженi сферично усередненою
координатною густиною поблизу хартрi–фокiвської границi. Результати єдиного перетворення
для всiх орбiталей представлено для атомiв першого та другого рядiв у основному станi, ⟨𝑝𝑜⟩ = 1

для всiх атомiв. Значення у дужках вказують похибки вiдносно точних моментiв [898]

Атом ⟨𝑝−2⟩𝜌 ⟨𝑝−1⟩𝜌 ⟨𝑝⟩𝜌 ⟨𝑝2⟩𝜌

Li 8,8728 (+0,23) 1,7303 (+0,10) 1,6357(+0,03) 4,9564(+0,03)
Be 6,3259 (+0,05) 1,5794 (–0,01) 1,8596(+0,05) 7,2893(+0,04)
B 3,2541 (+0,05) 1,1959 ( 0,00) 2,1309(+0,05) 9,8153(+0,04)
C 1,9607 (+0,05) 0,95909(–0,00) 2,4114(+0,05) 12,567 (+0,03)
N 1,3009 (+0,05) 0,79964( 0,00) 2,6959(+0,04) 15,549 (+0,04)
O 0,93815(+0,05) 0,69411( 0,00) 2,9663(+0,04) 18,709 (+0,03)
F 0,70544(+0,05) 0,61148( 0,00) 3,2419(+0,04) 22,099 (+0,04)
Ne 0,54820(+0,04) 0,54558( 0,00) 3,5209(+0,03) 25,718 (+0,04)

Na 2,9401 (+0,04) 0,79054(–0,18) 3,7051(+0,06) 29,441 (+0,04)
Mg 3,0822 (+0,08) 0,85730(–0,06) 3,8791(+0,04) 33,282 (+0,04)
Al 2,1541 (+0,56) 0,79538(+0,41) 4,0569(+0,03) 37,239 (+0,08)
Si 1,6004 (+0,25) 0,73040(+0,09) 4,2374(+0,07) 41,296 (+0,08)
P 1,2501 (+0,13) 0,67554(–0,02) 4,4172 (+0,11) 45,474 (+0,10)
S 1,0284 (+0,06) 0,63483(–0,07) 4,5906 (+0,15) 49,749 (+0,12)
Cl 0.85977(+0,01) 0,59867(–0,09) 4,7637 (+0,17) 54,131 (+0,14)
Ar 0,72805(–0,02) 0,56206(–0,11) 4,9365 (+0,18) 58,625 (+0,16)

отримуємо нову, залежну вiд густини хвильову функцiю:

Ψ([𝜌]; r1, ..., r𝑁 ) =

𝑁∏︁
𝑖=1

√︃
𝜌(r𝑖)

𝜌𝑔(r𝑇𝑖 )
Ψ𝑔(r

𝑇
1 , ..., r

𝑇
𝑁 ). (C32)

Використовуючи останню Ψ([𝜌]), введемо енергетичний
функцiонал густини

𝐸[Ψ([𝜌])] = ⟨Ψ([𝜌])| ̂︀𝐻𝑣 |Ψ([𝜌])⟩ ≡ 𝐸[𝜌,Ψ𝑔 ]. (C33)

Тодi варiацiйний принцип у ЛМ–ТФГ запишемо у вигля-
дi:

𝐸0 = inf
по всiх орбiтах

𝒪[𝑖]
ℒ ⊂ ℒ𝑁

{︂
inf

Ψ[𝑖]([𝜌]),Ψ
[𝑖]
𝑔 ∈ 𝒪[𝑖]

ℒ
Ψ[𝑖]([𝜌]) ↔ 𝜌(r) ∈ 𝒩𝑁

Bader

{︀
𝐸
[︀
Ψ[𝑖]([𝜌])

]︀
≡

≡ 𝐸
[︀
𝜌,Ψ

[𝑖]
𝑔

]︀}︀}︂
, (C34)

де 𝒪[𝑖]
ℒ позначає орбiту, тобто множину, що мiстить всi 𝑁 -

частинковi хвильовi функцiї Ψ[𝑖]([𝜌]), якi породжуються дi-
єю локально-масштабних перетворень на генераторну хви-
льову функцiю Ψ

[𝑖]
𝑔 . Об’єднання всiх орбiт дає повний 𝑁 -

частинковий гiльбертiв простiр, а саме, ℒ𝑁 = ∪𝑖𝒪
[𝑖]
ℒ . В рам-

ках орбiти, iснує взаємо-однозначна вiдповiднiсть мiж 𝜌(r) i
Ψ[𝑖]([𝜌]), (тобто, Ψ[𝑖]]([𝜌] ↔ 𝜌(r) ∈ 𝒩𝑁

Bader). Множина густин
𝒩𝑁

Bader (множина густин за Бейдером) мiстить всi густи-
ни, якi гомотопiчно еквiвалентнi одна однiй, тобто перетво-
рюються одна в одну за допомогою локально-масштабного
перетворення. Ясно, що цi густини належать одному й то-
му ж класу еквiвалентностi, чия топологiя зберiгається по

вiдношенню до цих перетворень 25. Оскiльки

𝐸
[︀
𝜌,Ψ

[𝑖]
𝑔

]︀
= 𝑇

[︀
𝜌,Ψ

[𝑖]
𝑔

]︀
+ 𝑉𝑒𝑒

[︀
𝜌,Ψ

[𝑖]
𝑔

]︀
+

∫︁
𝑑3r𝑣(r)𝜌)r), (C35)

ми визначаємо

̃︀𝐹 [𝜌] = inf
по всiх орбiтах

𝒪[𝑖]
ℒ ⊂ ℒ𝑁

Ψ[𝑖]([𝜌]),Ψ
[𝑖]
𝑔 ∈ 𝒪[𝑖]

ℒ
𝜌 = 𝜌fixed ∈ 𝒩Bader

{︂
𝑇
[︀
𝜌,Ψ

[𝑖]
𝑔

]︀
+ 𝑉𝑒𝑒

[︀
𝜌,Ψ

[𝑖]
𝑔

]︀}︂
(C36)

i, як результат, запишемо варiацiйний принцип у виглядi

𝐸𝑜 = inf
𝜌 ∈ 𝒩Bader

{︁̃︀𝐹 [𝜌] +

∫︁
𝑑3r𝑣(r)𝜌(r)

}︁
. (C37)

Бачимо, що в рiвняннi (C37) присутнiй член, схожий на
функцiонал Левi. Проте, є двi вiдмiнностi. Перша – це те,
що в нашому випадку 𝑇

[︀
𝜌,Ψ

[𝑖]
𝑔

]︀
i 𝑉𝑒𝑒

[︀
𝜌,Ψ

[𝑖]
𝑔

]︀
можуть бу-

ти явно побудованi за умови, що задано хвильовi функцiї
{Ψ[𝑖]

𝑔 }, що генерують орбiту. Друга – умова на густину
𝜌 ∈ 𝒩Bader ⊂ 𝒥𝑁 є достатньо обмежувальною порiвняно
з 𝜌 ∈ 𝒥𝑁 .

25 Питання про те, що 𝒩𝑁
Bader ⊂ 𝒫𝑁 або 𝒩𝑁

Bader = 𝒫𝑁 доста-
тньо тонке. Взагалi кажучи, ми припускаємо, що 𝒩𝑁

Bader –
власна пiдмножина 𝒫𝑁 для того, щоб розрiзнити пару
одноелектронних густин з рiзними структурами каспiв
Като, де локально-масштабне перетворення невизначене,
за побудовою.
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Безумовно, Твердження 7 дає нам таке строге визна-
чення енергетичного функцiонала густини:

ℰ𝑖
[︀
𝜌(r)

]︀
≡ ℰ𝑖

[︀
𝜌(r); Φ

[𝑖]
𝑔

]︀
:= 𝐸[Φ]|Φ∈𝒪[𝑖]⊂ℒ𝑁

(C38)

i, отже, виразити “Функцiональне вiдображення” (37)
у явному виглядi. Очевидно, це вiдображення є взаємо-
однозначним i, таким чином, iснують настiльки багато фун-
кцiоналiв густини, наскiльки багато орбiт у ℒ𝑁 . Для то-
го, щоб у явному виглядi вивести ℰ𝑖

[︀
𝜌(r)

]︀
, який визначено

на орбiтi 𝒪[𝑖] ⊂ ℒ𝑁 , спочатку запишемо вираз для фун-
кцiонала енергiї 𝐸[Φ

[𝑖]
𝑔 ] для хвильової функцiї Φ

[𝑖]
𝑔 , орбi-

ту генеруючу, в термiнах її 1- i 2-матриць, 𝐷1[𝑖]
𝑔 (𝑥1, 𝑥′1) i

𝐷
2[𝑖]
𝑔 (𝑥1, 𝑥2;𝑥1, 𝑥2), вiдповiдно, та її одноелектронної густи-

ни 𝜌𝑔(𝑥):

𝐸[Φ
[𝑖]
𝑔 ] =

1

2

∫︁
𝑑4𝑥1∇𝑥1∇𝑥′

1
𝐷

1[𝑖]
𝑔 (𝑥1;𝑥

′
1)
⃒⃒
𝑥′
1=𝑥1

+

+

∫︁
𝑑4𝑥𝜌(𝑥)𝑣(r)+

∫︁
𝑑4𝑥1

∫︁
𝑑4𝑥2

𝐷
2[𝑖]
𝑔 (𝑥1, 𝑥2;𝑥1, 𝑥2)

|r1 − r2|
, (C39)

де
∫︀
𝑑4𝑥 ≡

∑︀
𝑠

∫︀
𝑑3r. Застосуємо локально-масштабне пе-

ретворення, яке згадується у Твердженнi 7 до хвильової
функцiї Φ[𝑖]

𝑔 , точнiше, до її 1- i 2-матриць, i до її густини.
Це нам дає:

𝐷
1[𝑖]
𝜌 (r1, 𝑠1; r′1, 𝑠

′
1) =

[︁
𝐽
(︀
f(r1); r1

)︀
𝐽
(︀
f(r′1); r

′
1

)︀]︁1/2
,

𝐷
1[𝑖]
𝑔 (f(r1), 𝑠1; f(r′1), 𝑠

′
1),

(C40)

𝐷
2[𝑖]
𝜌 (r1, 𝑠1, r2, 𝑠2; r1, 𝑠1, r2, 𝑠2) = 𝐽

(︀
f(r1); r1

)︀
𝐽
(︀
f(r2); r2

)︀
,

𝐷
2[𝑖]
𝑔 (f(r1), 𝑠1, f(r2), 𝑠2; f(r1), 𝑠1, f(r2), 𝑠2),

(C41)

i

𝜌(r, 𝑠) = 𝐽
(︀
f(r); r

)︀
𝜌𝑔

(︀
f(r), 𝑠

)︀
. (C42)

Розiб’ємо 1- i 2-матрицi з правої частини рiвнянь (C41) i
(C42) на локальну i нелокальну компоненти:

𝐷
1[𝑖]
𝑔 (f(r1), 𝑠1; f(r

′
1), 𝑠

′
1) =

[︁
𝜌𝑔

(︀
f(r1), 𝑠1

)︀
𝜌𝑔

(︀
f(r′1), 𝑠

′
1

)︀]︁1/2
×

× ̃︀𝐷1[𝑖]
𝑔 (f(r1), 𝑠1; f(r

′
1), 𝑠

′
1), (C43)

𝐷
2[𝑖]
𝑔 (f(r1), 𝑠1, f(r2), 𝑠2; f(r1), 𝑠1, f(r2), 𝑠2) =

=
1

2
𝜌𝑔

(︀
f(r1), 𝑠1

)︀
𝜌𝑔

(︀
f(r2), 𝑠2

)︀(︁
1 + ℱ [𝑖]

𝑥𝑐,𝑔(f(r1), 𝑠1, f(r2), 𝑠2)
)︁
,

(C44)

де ̃︀𝐷1[𝑖]
𝑔 – нелокальна частина 1-матрицi i ℱ [𝑖]

𝑥𝑐,𝑔 – нелокаль-
ний обмiнно-кореляцiйний фактор. Отже, 1- i 2-матрицi з
(C40) набувають вигляду

𝐷
1[𝑖]
𝜌 (r1, 𝑠1; r

′
1, 𝑠

′
1) =

[︁
𝜌(r1, 𝑠1)𝜌(r

′
1, 𝑠

′
1)
]︁1/2

×

× ̃︀𝐷1[𝑖]
𝑔 (f(r1), 𝑠1; f(r

′
1), 𝑠

′
1), (C45)

i

𝐷
2[𝑖]
𝜌 (r1, 𝑠1, r2, 𝑠2; r1, 𝑠1, r2, 𝑠2) =

=
1

2
𝜌(r1, 𝑠1)𝜌(r2, 𝑠2)

(︁
1 + ℱ [𝑖]

𝑥𝑐,𝑔(f(r1), 𝑠1, f(r2), 𝑠2)
)︁
. (C46)

Остаточно отримуємо [87]:

𝐸[Φ
[𝑖]
𝜌 ] ≡ ℰ

[︀
𝜌(𝑥); Φ

[𝑖]
𝑔

]︀
+

1

8

∫︁
𝑑4𝑥

[︀
∇r𝜌(𝑥)

]︀2
𝜌(𝑥)

+

+
1

2

∫︁
𝑑4𝑥𝜌(𝑥)∇r∇r′

̃︀𝐷1[𝑖]
𝑔 (f(r), 𝑠; f(r′), 𝑠′)|𝑥′=𝑥 +

+

∫︁
𝑑4𝑥𝜌(𝑥)𝑣(r)+

+
1

2

∫︁
𝑑4𝑥1𝑑

4𝑥2
𝜌(𝑥1)𝜌(𝑥2)

(︁
1 + ℱ [𝑖]

𝑥𝑐,𝑔(f(r1), 𝑠1, f(r2), 𝑠2)
)︁

|r1 − r2|
.

(C47)

Можна зробити низку таких спостережень з (C47):
(i) Функцiонал густини кiнетичної енергiї складається з

двох частин. Перша – вайцзекерiвський член – локальна та
не залежить вiд орбiти. Друга – нелокальна та залежить
вiд орбiти. Внаслiдок степеня 1/3 остання перетворюється,
у наближеннi локальної густини (НЛГ), у модифiкований
член Томаса–Фермi.

(ii) Обмiнно-кореляцiйний функцiонал густини у явному
виглядi такий:

𝐸xc[Φ
[𝑖]
𝜌 ] ≡ ℰxc

[︀
𝜌(𝑥); Φ

[𝑖]
𝑔

]︀
:=

=
1

2

∫︁
𝑑4𝑥1𝑑

4𝑥2
𝜌(𝑥1)𝜌(𝑥2)ℱ [𝑖]

𝑥𝑐,𝑔(f(r1), 𝑠1, f(r2), 𝑠2)

|r1 − r2|
. (C48)

(iii) Фактично, кожен функцiонал густини ℰ
[︀
𝜌(𝑥); Φ

[𝑖]
𝑔

]︀
залежить вiд двох основних змiнних: одноелектронної гу-
стини 𝜌(𝑥) i орбiти, яка втiлюється у генераторну хвильову
функцiю Φ

[𝑖]
𝑔 . Формула (C48) виражає енергiю як функцiо-

нал одноелектронної густини 𝜌(𝑥) в рамках орбiти 𝒪[𝑖]. Дiй-
сно, що (С47) задовольняє умовi 𝑁 -представимостi.

(iv) Одна з орбiт в розкладi (С21) ℒ𝑁 є насправдi орбi-
тою, яка мiстить точну хвильову функцiю основного стану.
Назвемо її хоенберг–конiвською орбiтою 𝒪[HK] ⊂ ℒ𝑁 . Якщо
генераторну хвильову функцiю вибрано з орбiти 𝒪[HK], рiв-
няння (С36) тодi визначає у явному виглядi енергетичний
функцiонал густини Хоенберга–Кона.

(v) Згадаємо Наслiдок 7.4 про особливе мiсце, яке за-
ймає пiдмножина 𝒮𝑁 з ℒ𝑁 , а саме, що довiльна одноеле-
ктронна густина 𝑁 -представима у 𝒮𝑁 . В цьому зв’язку роз-
глянемо один детермiнант Слетера, сформований з множи-
ни {𝜑[𝑖]𝜌,𝑘(r)} локально-масштабованих одночастинкових ор-
бiталей, що визначенi у рiвняннi (C8):

Φ
[𝑖]
𝜌 (r1, 𝑠1, ..., r𝑁 , 𝑠𝑁 ) ≡

≡
det
√
𝑁 !

[𝜑
[𝑖]
𝜌,1(r1)𝜎𝑚𝑠1

(𝑠1) ... 𝜑
[𝑖]
𝜌,𝑁 (r𝑁 )𝜎𝑚𝑠𝑁

(𝑠𝑁 )], (C49)

де спiновi функцiї позначаються 𝜎𝑚𝑠𝑘
(𝑠𝑘). Верхнiй iндекс

[𝑖] нумерує рiзнi “орбiти” 𝒪[𝑖]
𝒮 , пов’язанi з цими множинами

[87, 830].
У контекстi ЛМ–ТФГ, варiацiйний принцип Хартрi–

Фока представляють у виглядi [901]:

𝐸HF
𝑜 = inf

по всiх орбiтах

𝒪[𝑖]
𝒮 ⊂ 𝒮𝑁

{︂
inf

𝜌(r) ∈ 𝒩Φ

Φ
[𝑖]
𝜌 ∈ 𝒪[𝑖]

𝒮

{︀
𝐸[Φ

[𝑖]
𝜌 ]

}︁}︂
, (C50)
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Таблиця 29. Енергiя i 𝒜9-оптимальнi значення для атома гелiю
та його iзоелектронної серiї у рамках хартрi–фокiвської i еккартiвської орбiт [853]

H− He Li+

𝜌 𝐸HF[𝜌] 𝐸E[𝜌] 𝐸HF[𝜌] 𝐸E[𝜌] 𝐸HF[𝜌] 𝐸E[𝜌]

𝑏1 0,8106 1,0425 2,8024 2,7120 4,7577 4,6691
𝑏2 1,3857 2,0879 3,5822 3,5358 5,4893 5,3512
𝑏3 2,4380 0,4951 5,2275 4,9848 7,8069 7,5699
𝑐 8,2572 10,331 1,4190 1,5012 0,9456 1,1892
𝑐′ 13,704 0,0913 1,5099 2,1147 0,9931 1,4029
𝛼 1,0371 2,1926 3,3015
𝛽 0,2836 1,1900 2,0789
𝐸 –0,4879262 –0,5134555 –2,8616799 –2,8768084 –7,2364148 –7,2501004

–0,4879297 𝑎 –0,5133029 𝑏 –2,8616800 𝑎 –2,8756613 𝑏 –7,2364152 𝑎 –7,2487479 𝑏

𝑎 Гранична хартрi–фокiвська енергiя. 𝑏 Первiсна енергiя Еккарта.

де 𝐸[Φ
[𝑖]
𝜌 ] – матричний елемент багаточастинкового гамiль-

тонiана у станi Φ[𝑖]
𝜌 .

C5. Приклади: Варiацiйнi прелюдiї

Пiсля того, як у попередньому параграфi ми отримали у яв-
ному виглядi енергетичний функцiонал густини, якраз час
показати, як вiн “працює” для атомiв. Тут негайно виникає
проблема, як описати варiйовану множину одноелектрон-
них густин – пробну множину, iншими словами [902, 903]:

𝜌(𝑟) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑟
𝑎𝑖 exp(−𝑏𝑖𝑟𝑑𝑖 ) (C51)

(див. також формулу (А2)). Ясно, що це множина – назве-
мо її 𝒜, – не покриває всi пробнi густини для атомiв та
їх iонiв. Проте, як ми побачимо нижче, вона показує дово-
лi хорошi результати. Для подальшого розiб’ємо 𝒜 на такi
пiдмножини:

n = 1:
𝒜1 : 𝑎1 = 0, 𝑑1 = 1; 𝒜2 : 𝑑1 = 1;

𝒜3 : 𝑎1 = 0;𝒜4 : жоден з вказаних вище випадкiв;
n = 2:
𝒜5 : 𝑎1 = 𝑎2 = 0, 𝑑1 = 𝑑2 = 1, 𝑐 = 𝑐2/𝑐1;

𝒜6 : 𝑎1 = 𝑎2, 𝑑1 = 𝑑2 = 1, 𝑐 = 𝑐2/𝑐1;

𝒜7 : 𝑎1 = 𝑎2 = 0, 𝑑1 = 𝑑2, 𝑐 = 𝑐2/𝑐1;

𝒜8 : 𝑎1 = 0, 𝑑1 = 𝑑2 = 1, 𝑐 = 𝑐2/𝑐1

n = 3:
𝒜9 : 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3 = 0, 𝑑1 = 𝑑2 = 𝑑3 = 1,

𝑐 = 𝑐2/𝑐1, 𝑐′ = 𝑐3/𝑐1;

𝒜10 : 𝑎1 = 0, 𝑑1 = 𝑑2 = 𝑑3 = 1,

𝑐 = /𝑐2/𝑐1, 𝑐′ = 𝑐3/𝑐1;

n = 4:
𝒜11 : 𝑎1 = 0, 𝑑1 = 𝑑2 = 𝑑3 = 𝑑4 = 1,

𝑐 = 𝑐2/𝑐1, 𝑐′ = 𝑐3/𝑐1, 𝑐′′ = 𝑐4/𝑐1.

Таблиця 30. Енергiї атомiв Li i Be
у рамках спiн-обмеженої ЛМ–ТФГ [903]

Li Be

Генератор (𝜁1, 𝜁2) = (𝜁1, 𝜁2) =

хвильової функцiї = (2,69063, 0,63961) = (3,68473, 0,95603)

Енергiї −7,418482 −14,566740

Пiдмножина 𝒜8

(𝜁1, 𝜁2) (2,99569, 0,73877) (3,60369, 0,95831)

Енергiя −7,423251 −14,563622

Пiдмножина 𝒜10

(𝜁1, 𝜁2) (2,73836, 0,66549) (3,63293, 0,95395)

Енергiя −7,431530 −14,568511

Пiдмножина 𝒜11

(𝜁1, 𝜁2) (2,56539, 0,62120) (3,65424, 0,95693)

Енергiя −7,431670 −14,569644

Приблизно-HF
енергiя −7,4237269 −14,573023

Як випливає з (C52), всi пробнi густини, що належать 𝒜,
хiба що за виключенням тих з 𝒜3,4,7, є лiнiйними комбiнацi-
ями узагальнених слетерiвських функцiй. Це дозволяє ана-
лiтично взяти iнтеграли у (C18), що визначають шуканий
локальний скейлiнг, якщо скористатися формулою [904]:

𝑥∫︁
0

𝑑𝑡𝑡𝑏 exp(−𝑐𝑡) = 𝑐−(𝑏+1)𝛾(𝑏+ 1, 𝑐𝑥) (C52)

для 𝑥 > 0 i 𝑏 > −1. Тут 𝛾(𝑎, 𝑥) – неповна гамма-функцiя.
Для заданої множини параметрiв, енергетичний функцiо-
нал густини 𝐸HF[𝜌; parameters] розраховується чисельно, з
використанням iнтегрального методу Ромберга [900], i тодi
параметри оптимiзуються для того, щоб мiнiмiзувати енер-
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гiю, по методу Рауелла, спряжених напрямкiв. Результати
таких розрахункiв для iзоелектронної серiї He наведено у
табл. 29. Можна бачити, що п’ятипараметричнi густини з
пiдмножини 𝒜9 добре порiвнянi з такими у майже хартрi–
фокiвськiй границi.

На наступнiй нотi нашої обчислювальної прелюдiї, ми
представляємо результати для основного стану атомiв Li i
Be, отриманi по методу обмеженого по спiну ЛМ–ТФГ [903]
i для Li в рамках спiн-поляризованої ЛМ–ТФГ [831, 841]. В
першому випадку, в ролi генератора пробної орбiти було
вибрано хвильову функцiю з двома експонентами 𝜁1 i 𝜁2.
Оптимiзованi значення енергiї дано у табл. 30 (точнi зна-
чення енергiй для цих атомiв –7,478 та –14,667 вiдн. од.
наведено у табл. 25).

Завершити цей Додаток С ми хочемо на такiй нотi. У
лiтературi є чимало застосувань ЛМ–ТФГ до атомiв, дво-
хатомних молекул i кластерiв, до збуджених станiв, пiдходу
Кона–Шема у рамках ЛМ–ТФГ (див. [156] i наведенi там
посилання). Однак, метод ЛМ–ТФГ все ще знаходиться у
зачатковому станi, як у обчислювальному, так i у концепту-
альному планi. Ми сподiваємось, що у майбутньому всi тi
результати частин 2.6–5.3 про атоми будуть розрахованi у
рамках локально-масштабної теорiї функцiонала густини.
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mez, in: J. Cioslowski (Ed.) Many-Electron Densities and
Reduced Density Matrices (Kluwer, New York, 2000).

192. O. Bokanowski, J. Math. Chem. 26, 271 (1999).
193. E.S. Kryachko and E.V. Ludeña, in: Condensed Matter

Theories, A.N. Proto and J.L. Aliaga (Eds.). (Plenum,
New York, 1992), Vol. 7.

194. C.R. Jacob and M. Reiher, Int. J. Quantum Chem. 112,
3661 (2012).

195. M. Podewitz, T. Weymuth, and M. Reiher, in: Modeli-
ng of Molecular Properties P. Comba (Ed.) (Wiley-VCH,
Weinheim, 2011).

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. Огляди. 2014. Т. 9, № 1 127



Є.С. Крячко, Є.Ю. Ремета

196. A. Ghosh, J. Biol. Inorg. Chem. 11, 671 (2006).
197. C.J. Cramer and D.G. Truhlar, Phys. Chem. Chem. Phys.

11, 10757 (2009).
198. A. Ghosh and P.R. Taylor, Curr. Opin. Chem. Biol. 7,

113 (2003).
199. J.N. Harvey, Struct. Bond. 112, 151 (2004).
200. C. Herrmann, L. Yu, and M. Reiher, J. Comput. Chem.

27, 1223 (2006).
201. M. Swart, J. Chem. Theory Comput. 4, 2057 (2008).
202. S. Ye and F. Neese, Inorg. Chem. 49, 772 (2010).
203. R. Bartlett, I. Schweiger, and V. Lotrich, J. Mol. Struct.

(Theochem) 771, 1 (2006).
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849. E.V. Ludeña, R. López-Boada, J. Maldonado, T. Koga,
and E.S. Kryachko, Phys. Rev. A 48, 1937 (1993).
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859. R. López-Boada, E.V. Ludeña, R. Pino, and V. Karasiev,
J. Chem. Phys. 107, 6722 (1997).
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ТЕОРИЯ ФУНКЦИОНАЛА
ПЛОТНОСТИ В АТОМНОЙ ФИЗИКЕ

Р е з ю м е

Представлен обзор широкого спектра вопросов, лежащих в
основе теории функционала плотности, ТФП, являющейся
в настоящее время вездесущей практически во всех вычи-
слительных работах по атомам и молекулам, твердым те-
лам и наноматериалам, и фактически составляющей осно-
ву современных компьютерных технологий изучения мно-
гих тел, и ее применений к квантовой теории атомных си-
стем. Основная цель настоящего обзора двоякая: это, во-
первых, показать, на основе исследования свойств атомных
систем, все “за и против” стандартной ТФП, берущей нача-
ло из теоремы Хоэнберга–Кона и метода самосогласован-
ного поля Кона–Шэма, и, во-вторых, продемонстрировать
пути ее улучшения, во многом опираясь на метод локально-

масштабных преобразований, в котором одноэлектронная
плотность играет, как и должно быть в ТФП, естественную
роль переменной.
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S u m m a r y

We offer a broad range of issues lying at the heart of den-

sity functional theory, DFT, which is currently omnipresent in

nearly all computational studies of atoms, molecules, solids,

and nano-materials and composes the grounds of modern

many-body computational techiques. A key goal of this re-

view is twofold. First, on the basis of the studies of properties

of atomic systems, to present all “pros and cons” of the stan-

dard DFT that originated from the Hohenberg–Kohn theorem

and the self-consistent Kohn–Sham field theory. Second, to

show the ways of its improval, basically relaying on the method

of local-scaling transformations where the one-electron density

plays, as should be within the DFT context, a natural role of

variable.


