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ДЗЕРКАЛЬНА
СИМЕТРIЯ ЯК ОСНОВА ПОБУДОВИ
ПРОСТОРОВО-ЧАСОВОГО КОНТИНУУМУУДК 530.1

За допомогою дзеркального вiдображення 1-вимiрної орiєнтованої множини у спецiаль-
но створеному на основi симетрiї комплексному просторi будується в задзеркаллi про-
стiр розмiрностi 𝑛 > 1. Геометрiя отриманого простору описується векторною ал-
геброю Клiффорда. На основi алгебри гiперболiчних гiперкомплексних чисел будується
псевдоевклiдiв простiр з метрикою простору Мiнковського. Одержано умови аналiти-
чностi функцiї вiд гiперболiчного гiперкомплексного аргументу (h-аналiтичнiсть), в
яких в неявному виглядi мiстяться рiвняння Максвелла для 4-потенцiалу у вiльному
просторi.
К люч о в i с л о в а: дзеркальне вiдображення, алгебра Клiффорда, гiперболiчнi гiпер-
комплекснi числа, простiр Мiнковського.

1. Вступ

В останнi десятилiття гостро виникла необхiднiсть
у пошуку фiзичних iдей i математичного апарату,
здатних з єдиних позицiй описувати рiзноманiття
фiзичних явищ. Так, намiтилася тенденцiя пере-
осмислення класичних понять простору-часу на
користь використання рiзних методiв алгебри. Тут
необхiдно згадати бiнарну геометрофiзику (реля-
цiйна теорiя) [1], алгебраїчну теорiю простору-часу
на основi кватернiонiв [2, 3], i алгебраїчну геоме-
трiю на основi алгебри Клiффорда [4, 5, 12], окре-
мим випадком якої i є кватернiони. Геометрична
алгебра Клiффорда претендує на роль унiфiкова-
ної мови математичної фiзики [17], завдяки поту-
жностi математичного апарату всiх вiдомих ком-
плексних i гiперкомплексних чисел, якi ця алге-
бра природним чином включає в себе. Про пер-
спективнiсть даного напрямку свiдчить проведен-
ня регулярних конференцiй та публiкацiї в рамках
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ICCA (International Conference on Clifford Algebras
and their Applications in Mathematical Physics) 1, а
область додаткiв постiйно розширюється вiд меха-
нiки i обробки сигналiв до хiмiї та бiологiї. Торкаю-
чись фiзичних додаткiв, слiд зазначити, що навiть
виклад традицiйних фiзичних задач на мовi алге-
бри Клiффорда приводить найчастiше до спроще-
ння математичних викладок i (або) до нових не-
сподiваних результатiв. Дiйсно, наприклад, аналiз
рiвнянь руху матерiальної точки в неоднорiдному
i неiзотропному просторi в базисi алгебри Клiф-
форда частково узгоджується з рiвняннями Ейн-
штейна, а сам принцип побудови рiвнянь є альтер-
нативою варiацiйним методам [18]. Рiвняння руху
класичної частинки зi спiном в електромагнiтно-
му полi в базисi Клiффорда iстотно спрощуються
i замiсть нелiнiйних рiвнянь теорiї збурення вирi-
шуються лiнiйнi рiвняння [19], а завдання аналiзу
специфiки нейтрон-ядерної взаємодiї та можливо-

1 10-а ICCA вiдбулась 4–8 серпня 2014 р. у м. Тарту, працi
ICCA – Journal “Advances in Applied Clifford Algebras”.
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стi iснування нейтрон-ядерних молекул на осно-
вi рiвняння Дiрака [22] можливо дослiджувати на
мовi алгебри Клiффорда 2. У свою чергу, алгебру
Клiффорда пов’язують зi спiнорами [10], специфi-
чними геометричними об’єктами, якi iнодi назива-
ють “полувекторами”, оскiльки зi спостережними
величинами зв’язуються лише спiнтензори рангу
>1. Така роль спiнорiв i спiнорного простору в гео-
метрiї схожа на ту роль, яку вiдiграють хвильовi
функцiї в квантовiй механiцi, i вимагає додатково-
го аналiзу. Оскiльки алгебра Клiффорда претен-
дує на роль унiфiкованої мови математичної фiзи-
ки, виникає також питання про її взаємозв’язок iз
фундаментальними законами природи.

Принципи симетрiї, що лежать в основi зако-
нiв природи [6, 20], останнiм часом зазнали сер-
йозного доопрацювання. Недавнi дослiдження в
теорiї струн [7, 8] несподiвано привернули пиль-
ну увагу до розширених можливостей дзеркаль-
ної симетрiї. У цих дослiдженнях двi множини 𝑋
та 𝑋 ′ зв’язувалися як дзеркальнi пари за допомо-
гою допомiжного простору. Властивостi цих пар
цiлком залежали вiд властивостей цього просто-
ру в особливих точках i не обмежувалися замi-
ною правого на лiве як у традицiйнiй геометричнiй
дзеркальнiй симетрiї. У цiй роботi iдея дзеркаль-
ної симетрiї за допомогою допомiжного просто-
ру використовується для побудови в задзеркаллi
(through the looking glass) з 1-вимiрної орiєнто-
ваної множини векторного простору розмiрностi
𝑛 > 1. В ролi допомiжного простору використо-
вується спецiально створений на основi симетрiї
комплексний простiр, в якому роль особливих то-
чок виконують певнi площини (площини “дзер-
кал”), щодо яких виконується геометрична дзер-
кальна симетрiя. Послiдовно проводиться анало-
гiя отриманого простору з властивостями ком-
плексних чисел, аналiзується алгебра, геометрiя i
фiзичнi властивостi отриманого векторного про-
стору. Для збереження стрункостi i логiчностi ви-
кладу наведено як вiдомi, так i оригiнальнi резуль-
тати. Дану роботу необхiдно розглядати як першу
частину – обґрунтування методу – бiльш широко-

2 У мережевих ресурсах заслуговують на увагу лекцiї
А.А. Кецариса http://toe-physics.org/ru/lectures.htm або
по персоналiях: застосування в теорiї поля – (R. Dahm,
D. Hestenes, Н.Г. Марчук); електродинамiки – (W.E. Bay-
lis, B. Jancewicz, P. Puska); алгебра Клiффорда – (D. Hes-
tenes, Д.С. Широков)

Рис. 1. Дiя операторiв симетрiї на базиснi вектори системи
координат

го дослiдження, яке планується представити в по-
дальшому.

2. Побудова допомiжного простору
на основi симетрiї комплексної площини

Симетрiя, слiдуючи Картановi (E. Cartan) [9], ви-
значається як операцiя S геометричного дзеркаль-
ного вiдображення вiд гiперплощини 𝑀 , що про-
ходить через початок координат, в напрямку не-
iзотропного вектора 𝑠, ортогонального цiй гiпер-
площинi. Визначимо операцiї дзеркальної симетрiї
±𝑠1 i ±𝑠2 у системi координат на площинi, якi
змiнюють напрямки базисних векторiв i орiєнта-
цiю системи координат згiдно з дiаграмою, зобра-
женою на рис. 1. Для довiльної точки 𝑃 = (𝑥, 𝑦)
комплексної площини у векторному базисi 1 →
→ (1, 0); 2 → (0,𝑖) операцiю симетрiї можна пред-
ставити виразом

(𝑠1 + 𝑠2)
(︁
𝑥
𝑖𝑦

)︁
=
(︁
𝑥

−𝑖𝑦
)︁
+
(︁
𝑖𝑦
𝑥

)︁
=
(︁
𝑥+ 𝑖𝑦
𝑥− 𝑖𝑦

)︁
=
(︁
𝑧
𝑧

)︁
,

(1)

де 𝑧 – позначає комплексно сполучену величи-
ну. В результатi дзеркальної симетрiї (1) компле-
ксна площина в базисi (1, i) вiдображається в 3-
вимiрному базисi (1,0), (0,1), (i, ī) як площина, що
проходить через вiсь уявних координат по бiсе-
ктрисi ортогональних осей (1,0) i (0,1) (рис. 2).
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Рис. 2. Допомiжний комплексний простiр дзеркальних вi-
дображень

Рис. 3. Побудова ортогональної системи координат в за-
дзеркаллi

Вiсь уявних координат представляється комбiна-
цiєю двох протилежно орiєнтованих уявних осей
з загальною точкою 0, ортогональних до площини
базисних векторiв (1,0) i (0,1). Позначимо цi орто-
гональнi вектори як 𝜙+ = (1, 0) i 𝜙− = (0, 1). Ком-
плексифiкацiя дiйсної евклiдової площини комбi-
нацiєю симетричних уявних осей породжує простiр
ℰ++
2 з двох ортогональних комплексних площин у

базисах (𝜙+, i𝜙+) i (𝜙−, ī𝜙−) вiдповiдно. Площини
перетинаються по уявних осях, мають одну спiль-
ну точку 0 i визначають в загальному випадку
комплексний вектор 𝛾 = (𝜉, 𝜂). Якщо розглядати
ℰ++
2 як 3-вимiрний простiр, то його довiльна то-

чка P має дiйснi координати 𝑃 = (𝑥1, 𝑥2,±𝑦), де
координата ±𝑦 вiдповiдає комбiнацiї уявних осей,
а вектор 𝛾 має координати 𝜉 = 𝑥1+ 𝑖𝑦, 𝜂 = 𝑥2− 𝑖𝑦.
Подання комплексного числа 2-вимiрним компле-
ксним вектором (𝑧, 𝑧) має своє логiчне обґрунту-
вання. Дiйсно, множення двох комплексних чисел
можна представити у виглядi

𝑧1𝑧2 = (𝑧1 ∙ 𝑧2) + 𝑖[𝑧1 × 𝑧2], (2)

де (𝑧1 ∙ 𝑧2) – позначає скалярний добуток, а [𝑧1×
×𝑧2] – векторний добуток векторiв 𝑧1 i 𝑧2. Дiйсна
Re i уявна Im частини (3) представляються симе-
тричною i кососиметричною формами:

Re(𝑧1𝑧2) = (𝑧1 ∙ 𝑧2) =
1

2
(𝑧1𝑧2 + 𝑧2𝑧1),

Im(𝑧1𝑧2) = [𝑧1 × 𝑧2] = − 𝑖

2
(𝑧1𝑧2 − 𝑧2𝑧1).

(3)

Як буде показано нижче, вирази (2), (3) справе-
дливi i для гiперкомплексних чисел.

3. Побудова системи
координат в задзеркаллi

Побудову системи координат в задзеркаллi буде-
мо виконувати операцiєю дзеркальної симетрiї ба-
зисного вектора 𝜙+ в площинi (𝜙+, 𝜙−) простору
ℰ++
2 . Для цього запишемо оператор дзеркальної

симетрiї в загальному виглядi таким чином:

S(𝛼) = cos
𝛼

2
𝑠1 + sin

𝛼

2
𝑠2, (4)

де кут 𝛼/2 вiдраховується вiд базисного вектора
𝜙+ проти годинникової стрiлки, а сам кут 𝛼 ви-
значає кут мiж новими базисними векторами в
задзеркаллi i дзеркальним образом вектора 𝜙+.
Введення множника 1/2 зумовлене властивостя-
ми дзеркальних вiдображень. Необхiдно вiдразу
зазначити, що, завдяки цьому множнику, пере-
творення симетрiї в межах кутiв 0 ≤ 𝛼/2 < 2𝜋
двiчi накривають простiр в задзеркаллi. У зв’яз-
ку з цим, перетворення в межах 0 ≤ 𝛼/2 < 𝜋 i
𝜋 ≤ 𝛼/2 < 2𝜋 будемо аналiзувати окремо. Буде-
мо будувати в задзеркаллi ортогональну базисну
систему координат на площинi, що вiдповiдає ку-
там 𝛼 = 0, 𝜋/2, 𝜋, 3𝜋/4. Пiдставивши цi значення
в (4), отримаємо в задзеркаллi двi пари протиле-
жно орiєнтованих базисних вектора:

𝜙+ = S(0)𝜙+ =
(︁
1
0

)︁
, 𝜓+ = S(𝜋/2)𝜙+=

1√
2

(︁
1
1

)︁
,

𝜙− = S(𝜋)𝜙+ =
(︁
0
1

)︁
, 𝜓− = S(3𝜋/4)𝜙+=

1√
2

(︁−1
1

)︁
.

(5)

Операцiї дзеркальної симетрiї S(𝛼) щодо вибра-
них площин у просторi ℰ++

2 вiдобразили (рис. 3)
у задзеркаллi вхiдний 1-вимiрний векторний про-
стiр 𝑅1 як 2-вимiрний векторний простiр, ортого-
нальнi координатнi осi якого представленi розша-
руванням двох протилежно орiєнтовних базисних
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векторiв iз загальною точкою 0 початку координат
(права частина рис. 3). Отримана базисна система
векторiв добре вписується в концепцiю довiльностi
вибору напрямку та орiєнтацiї системи координат,
однак її можна розглядати тiльки як можливу ре-
алiзацiю системи координат, оскiльки координати
довiльної точки мають невизначенiсть у знаку чи-
сельних значень. Формалiзувати можливiсть про-
тилежної орiєнтацiї базисного вектора можна вве-
денням вектор-оператора симетрiї 𝑒, у якого про-
тилежно орiєнтовнi пари векторiв є власними ве-
кторами, а власнi значення ±1 вiдповiдають за ту
чи iншу орiєнтацiю базисного вектора. Оскiльки
власнi вектори визначенi виразами (5), неважко
отримати матричне подання вектор-операторiв у
виглядi

𝑒1 =
(︁
1 0
0 −1

)︁
, 𝑒2 =

(︁
0 1
1 0

)︁
,

𝑒𝑖𝜙𝑖± = ±1𝜙𝑖±, 𝑒𝑖𝑒𝑖 = 𝑒2𝑖 = 1,

(6)

де 1 – одиниця, представлена дiагональною матри-
цею, може розглядатися як тотожний оператор си-
метрiї. Якщо звернутися до правої частини рис. 3,
то його можна вважати геометричним образом ба-
зисних вектор-операторiв.

Для перетворень S(𝛼) в межах кутiв 2𝜋 ≤ 𝛼 <
< 4𝜋 з (4) випливає спiввiдношення

S(2𝜋 ≤ 𝛼 < 4𝜋) = −S(0 ≤ 𝛼 < 2𝜋). (7)

Перетворення (7) дозволяють отримати ще двi па-
ри ортогональних базисних вектора в задзеркаллi
𝜙± i 𝜓±, якi пов’язанi з векторами (5) спiввiдно-
шеннями

𝜙± = −𝜙±; 𝜓± = −𝜓±. (8)

Неважко помiтити, що базиснi вектори (8) визна-
чають вектор-оператори 𝑒𝑖 = −𝑒𝑖. Вирази (7),
(8) вiдображають вiдому проблему знакової не-
визначеностi перетворень у спiнорному просторi 3.
Однак, можна розглянути цю проблему пiд iн-
шим кутом зору. Дiйсно, використовуючи анало-
гiю з векторним поданням комплексного числа у

3 Ця проблема описана як у пiдручниках (наприклад,
М.М. Постников. Лекции по геометрии. Семестр II. Ли-
нейная алгебра. М., изд. 1 “Наука”, 1986, лекция 24), так
i в спецiальнiй лiтературi [15] с. 33.

допомiжному комплексному просторi спiльно з йо-
го сполученим значенням, будемо вважати вектор
𝑒𝑖 сполученим значенням вектора 𝑒𝑖. Такий пiдхiд
дозволяє розглядати перетворення в спiн-просторi
тiльки в межах кутiв 0 ≤ 𝛼 < 2𝜋 за умови введення
операцiї сполучення як самостiйної базової опера-
цiї. Таким чином, операцiї дзеркальної симетрiї (5)
у допомiжному комплексному просторi формаль-
но виконали операцiю S: 𝑅1 ↦→ 𝑅2(2), де 𝑅2(2) –
позначає 2-вимiрний векторний простiр у задзер-
каллi з розшаруванням протилежно орiєнтовних
базисних векторiв. У свою чергу, 𝑅2(2) є геометри-
чним образом алгебри матричних операторiв 𝑒𝑖, на
яких будемо далi будувати векторний евклiдовий
простiр 𝐸2.

4. Алгебра та геометрiя 𝐸2 у задзеркаллi

Для побудови евклiдового простору необхiдно ви-
значити скалярний добуток. Оскiльки вектори
представленi матрицями, їх добуток у загальному
випадку некомутативний, тому формально можна
записати

𝑒1𝑒2 =
1

2
(𝑒1𝑒2 + 𝑒2𝑒1) +

1

2
(𝑒1𝑒2 − 𝑒2𝑒1). (9)

Симетрична бiлiнiйна форма визначає внутрiшнiй
або скалярний добуток векторiв:

𝑒1 ∙ 𝑒2 =
1

2
(𝑒1𝑒2 + 𝑒2𝑒1). (10)

Кососиметрична форма визначає зовнiшнiй добу-
ток векторiв:

𝑒12 = 𝑒1 ∧ 𝑒2 =
1

2
(𝑒1𝑒2 − 𝑒2𝑒1). (11)

Умова ортогональностi векторiв 𝑒1 ∙𝑒2 = 0, i з (9),
(10) отримаємо

𝑒1𝑒2 = −𝑒2𝑒1, 𝑒12 = 𝑒1𝑒2, 𝑒21 = −𝑒12. (12)

З (12) випливає, що ортогональнi вектори анти-
комутують мiж собою. Зовнiшнiй добуток утво-
рює бiвектор 𝑒12, який для ортогональних векторiв
є просто їх добутком i змiнює знак при змiнi поряд-
ку спiвмножникiв (порядку iндексiв). Змiна знака
бiвектора при змiнi порядку iндексiв є властивiстю
кососиметричної форми для ортогональних векто-
рiв, а не некомутативностi матричного множення.
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Бiвектор 𝑒12 також визначає симетрiю системи ко-
ординат, оскiльки є комбiнацiєю симетрiй. Щоб її
визначити, скористаємося виразом для дзеркаль-
ного вiдображення вектора 𝑥 в базисi (𝑒1, 𝑒2) в
напрямку одиничного вектора 𝑠 [10]: x′ = −𝑠𝑥𝑠.
Якщо 𝑥 = 𝑒𝑖, а операцiю вiдображення провести
двiчi, спочатку при 𝑠 = 𝑒2, а потiм 𝑠 = 𝑒1, отри-
маємо

𝑒′𝑖 = 𝑒1𝑒2𝑒𝑖𝑒2𝑒1 = −𝑒𝑖, (13)

де використанi властивостi (12). Оскiльки парнi
вiдображення породжують обертання, то (13) вiд-
повiдає оберту базисної системи координат на кут
180∘. Для 𝑅2(2) це вiдповiдає тому, що базиснi ве-
ктори з iндексами “+” i “−” мiняються мiсцями.
Бiвектор 𝑒12 визначає орiєнтовну площу паралело-
грама, побудованого на векторах 𝑒1, 𝑒2, тому вiсь
обертання в 𝑅2(2) будемо вважати вiссю координат
бiвектора. Тодi аналогiчно (8) маємо

𝑒12𝜙12± = ±𝑖𝜙12±, 𝑒
2
12 = −1, (14)

де 𝑖 – уявна одиниця. Комплексифiкацiя 𝑅2(2) →
→ 𝑅

+(+)
2(2) введенням розшарування уявних коор-

динатних осей обертання стала можливою завдя-
ки розширенню для площинi поняття симетрiї як
обертання на кут ±180∘. Бiвектор 𝑒21 = −𝑒12 має
протилежну орiєнтацiю i змiнює в цiлому орiєнта-
цiю базисної системи векторiв 𝑒1, 𝑒2, 𝑒21 на 𝑅+(+)

2(2) .
Якщо до отриманої системи вектор-операторiв си-
метрiї додати тотожну симетрiю 1, то отримаємо
систему лiнiйно незалежних векторiв, на яких бу-
дується алгебра Клiффорда C2 над полем дiйсних
або комплексних чисел:

A = 𝑎01+ 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + 𝑎12𝑒12. (15)

Таблицi множення базисних
векторiв кватернiонiв для правої та лiвої
орiєнтацiї системи координат

𝑖 𝑗 𝑘 𝑖* 𝑗* 𝑘*

𝑖 −1 −𝑘 𝑗 𝑖* −1 𝑘* −𝑗*

𝑗 𝑘 −1 −𝑖 𝑗* 𝑘* −1 𝑖

−𝑘 −𝑗 𝑖 −1 𝑘* 𝑗* −𝑖* −1

Вираз (15) будемо називати агрегатом [10], де 𝑎0 –
скаляр, 𝑎1, 𝑎2 – компоненти вектора, а 𝑎12 – ком-
понента бiвектора. В алгебрi C2 мiстяться всi три
вiдомi системи комплексних чисел з парами бази-
сiв (1, 𝑖), (1, 𝑒), (1, 𝜖), якi мають свої аналоги в C2:

∙ звичайнi комплекснi числа 𝑎+𝑖𝑏, 𝑖2 = −1 1 →
→ 1; 𝑖→ 𝑒12;

∙ подвiйнi числа 𝑎+𝑒𝑏, 𝑒2 = 1 1 → 1; 𝑒→ 𝑒1, 𝑒2;
∙ дуальнi числа 𝑎 + 𝜖𝑏, 𝜖2 = 0 1 → 1; 𝜖 →

→ (𝑒1 + 𝑒12).
За властивостями модулiв |𝑧|2 = 𝑧𝑧, якi ви-

значаються виразами |𝑧|2 = 𝑎2 + 𝑏2; |𝑧|2 =
= 𝑎2 − 𝑏2; |𝑧|2 = 𝑎2, цi числа iнодi нази-
вають елiптичними, гiперболiчними або парабо-
лiчними комплексними числами вiдповiдно [11].
Можливостi C2 цим не обмежуються. Якщо в
𝑅

+(+)
2(2) вiд базису (𝜙1±, 𝜙2±) формально перейти

до базису (𝑖𝜙1±, 𝑖𝜙2±), то в C2 маємо новий ба-
зис (𝑖𝑒1, 𝑖𝑒2, 𝑒12) у правiй системi координат i
(𝑖𝑒1, 𝑖𝑒2, 𝑒21) – в лiвiй. Введемо новi позначення
цих векторiв (𝑖, 𝑗,𝑘) для правої системи коорди-
нат i (𝑖*, 𝑗*,𝑘*) – для лiвої. Алгебри Клiффорда
(15), побудованi на цих базисних векторах, утво-
рюють системи елiптичних гiперкомплексних чи-
сел, вiдомi як кватернiони. При цьому iсторично
склалося так, що бiльшiсть авторiв використову-
ють систему з лiвою орiєнтацiєю базисних векто-
рiв. Якщо виразити кватернiон через скалярну та
векторну частину 𝑄(𝑎,𝑢), то неважко перевiрити
за допомогою таблицi множення базисних векто-
рiв, що добуток двох кватернiонiв 𝑄(𝑎,𝑢)𝑄(𝑏,𝑣)
для правої системи координат 𝑄𝑅 i 𝑄𝐿 для лiвої
системи мають вигляд

𝑄𝑅(𝑎𝑏− 𝑢 ∙ 𝑣, 𝑎𝑣 + 𝑏𝑢− 𝑢× 𝑣),

𝑄𝐿(𝑎𝑏− 𝑢 ∙ 𝑣, 𝑎𝑣 + 𝑏𝑢+ 𝑢× 𝑣),
(16)

де 𝑢 ∙ 𝑣 – позначає скалярний добуток векторiв,
а 𝑢 × 𝑣 – векторний добуток. Вiдмiннiсть виразiв
(16) полягає в рiзних знаках векторного добутку.

Необхiдно зазначити, що базиснi вектори ква-
тернiонiв 𝑄𝑅 i 𝑄𝐿 за своїми властивостями є бiве-
кторами i утворюють 3-вимiрний простiр бiвекто-
рiв 𝐵3 з правою i лiвою орiєнтацiєю. Необхiднiсть
розглядати орiєнтацiї системи координат пов’яза-
на з тим фактом, що iнварiант комплексного, або
гiперкомплексного числа, в загальному випадку,
утворюється як квадратична форма вихiдного i
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сполученого числа. Сполучене число в данiй ро-
ботi вводиться за допомогою операцiй симетрiї,
якi змiнюють орiєнтацiю систем координат. Дiй-
сно, розглядаючи агрегат (15) як гiперкомплексне
число загального вигляду в 4-вимiрному просторi,
сполучний агрегат Ā будується в базисi:

1,−𝑒1,−𝑒2,−𝑒12. (17)

Iнварiант або фундаментальна квадратична фор-
ма (ФКФ), яку визначимо як |A|2 = AĀ, має ви-
гляд

|A|2 = (𝑎0)2 + (𝑎12)2 − (𝑎1)2 − (𝑎2)2. (18)

Така невизначена ФКФ вiдповiдає псевдоевклiдо-
вому простору 𝐻(2)

4 . Неважко перевiрити, що для
кватернiонiв ФКФ позитивно певна i вiдповiдає
евклiдовому простору 𝐻4. Необхiднiсть уважно-
го ставлення до орiєнтацiї систем базисних векто-
рiв i бiвекторiв iстотно зростає при переходi вiд
2-вимiрного простору до 3-вимiрного, який розгля-
дається в наступному роздiлi. Дiйсно, 3-вимiрний
простiр формально включає в себе три орiєнтованi
площини, в яких визначенi ортогональнi полярнi
базиснi вектори, а їх орiєнтацiя задається вiдповiд-
ним бiвектором. Спiльна орiєнтацiя базису поляр-
них векторiв, таким чином, тiсно пов’язана з орi-
єнтацiєю базисних бiвекторiв. За загально прийня-
тою угодою за замовчуванням використовуються
базиси з правою орiєнтацiєю, якщо тiльки якiсь
особливi причини не змушують вiд нього вiдiйти –
i тодi це зумовлюється явно.

5. Алгебра та геометрiя 𝐸3 у задзеркаллi

Для отримання третього вектора базису Клiффор-
да будемо виконувати операцiю дзеркальної си-
метрiї (4) для базисного вектора 𝜙+ в площинi
(𝜙+, 𝑖̄𝜙−). Враховуючи орiєнтацiю цiєї площини
(рис. 2), для отримання 3-вимiрного базису Клiф-
форда з правою орiєнтацiєю кути 𝛼 повиннi набу-
вати значення 𝛼 = −𝜋/2, −3𝜋/4. У цьому випадку
власнi вектори 𝜙3± i базисний вектор 𝑒3 мають ви-
гляд

𝜙3+ = S3(−𝜋/2)𝜙+ =
1√
2

(︂
1

𝑖

)︂
;

𝜙3− = S3(−3𝜋/4)𝜙+ =
1√
2

(︂
−1

𝑖

)︂
; 𝑒3 =

(︂
0 −𝑖
𝑖 0

)︂
.

(19)

Повна алгебра Клiффорда на C3 мiстить вiсiм ба-
зисних векторiв:

∙ скаляр (0-вектор) 𝑎01 = 𝐴𝑆 ,
∙ вектор 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + 𝑎3𝑒3 = 𝐴𝑉,
∙ бiвектор 𝑎23𝑒23 + 𝑎31𝑒31 + 𝑎12𝑒12 = 𝐴𝐵 ,
∙ тривектор 𝑎123𝑒123 = 𝑎123𝑖 = 𝐴𝑃𝑆 .
Базисний тривектор або псевдоскаляр 𝑖 = 𝑒123

комутує з усiма векторами i бiвекторами, а його
властивостi визначаються виразами

𝑖2 = −1, 𝑖−1 = 𝑒321 = −𝑒123, 𝑖𝑖
−1 = 1, 𝑖 = 𝑖1, (20)

де 𝑖 – уявна одиниця. Геометричним образом три-
вектора є об’єм паралелепiпеда, побудованого на
векторах 𝑒𝑖. Таблицю множення базисних векторiв
отримуємо досить легко, якщо врахувати, що пар-
нi перестановки iндексiв дають в результатi мно-
жник +1, а непарнi −1. Алгебра C3 включає в себе
всi операцiї звичайної векторної алгебри в класи-
чнiй механiцi [4], однак властивостi C3 на цьому не
обмежуються. Сформуємо систему гiперболiчних
гiперкомплексних чисел H i сполучених йому H̄
таким чином:

H = 𝑎0𝑒0 + 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + 𝑎3𝑒3,

H̄ = 𝑎0𝑒0 − 𝑎1𝑒1 − 𝑎2𝑒2 − 𝑎3𝑒3,
(21)

де 𝑒0 = 1. Фундаментальна квадратична форма
|H|2 = HH̄ має вигляд

|H|2 = (𝑎0)2 − (𝑎1)2 − (𝑎2)2 − (𝑎3)2. (22)

ФКФ (22) вiдповiдає метрицi псевдоевклiдового
простору Мiнковського 𝑀 (3)

4 . Для того щоб дове-
сти, що H ∈ 𝑀

(3)
4 , визначимо метричний тензор

𝑔𝛼𝛽 через скалярний добуток базисних векторiв
𝑒𝛼 (𝛼 = 0, 1, 2, 3), аналогiчний виразу для компле-
ксних чисел (3):

𝑔𝛼𝛽 = 𝑒𝛼 ∙ 𝑒𝛽 =
1

2
(𝑒𝛼𝑒𝛽 + 𝑒𝛽𝑒𝛼). (23)

Якщо використовувати 𝑒0𝑒𝑛 = 𝑒𝑛𝑒0 (𝑛 = 1, 2, 3),
то неважко перевiрити, що 𝑔𝛼𝛽 має дiагональний
вигляд з сигнатурою diag(𝑔𝛼𝛽) = (+1,−1,−1,−1).
Iншими словами, гiперболiчне гiперкомплексне чи-
сло H являє собою вектор у псевдоевклiдовому
просторi Мiнковського 𝑀 (3)

4 з ортогональними ба-
зисними векторами 𝑒𝛼, (𝛼 = 0, 1, 2, 3). Гiперком-
плексне число H можна розглядати як гiперболi-
чний кватернiон або H-кватернiон, який, на вiдмi-
ну вiд звичайних кватернiонiв, не утворює тiло i
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алгебру з подiлом, хоча i з деякими застережен-
нями. Тим не менш, H-кватернiони зi структурою
простору Мiнковського вимагають подальших до-
слiджень у фiзичних задачах. Першi спроби по-
будови алгебраїчної теорiї простору-часу i матерiї
на основi 2-вимiрних гiпереболiчних чисел вже вi-
домi [13, 14]. У цiй роботi вiдзначимо лише деякi
особливостi диференцiальних операцiй над гiпер-
болiчними гiперкомплексними числами.

Як i для звичайних комплексних чисел, бу-
демо координати 4-вектора вважати функцiями
4-х змiнних 𝑎𝛼(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3). Введемо просторово-
часовий 4-градiєнт як коварiантний вектор у вза-
ємному базисi (𝑒0, 𝑒𝑛):

∇ = 𝑒𝛼𝜕𝛼 = ∇(𝑒0𝜕0, 𝑒
𝑛𝜕𝑛), 𝜕0 =

1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
, (24)

де використовується правило пiдсумовування по
повторюваних iндексах. Сформулюємо умови ана-
лiтичностi функцiї G(H) вiд гiперболiчного гiпер-
комплексного аргументу, подiбнi умовам Кошi–
Рiмана для звичайних комплексних чисел. Для
цього скористаємося побудовою iнварiанта гiпер-
комплексного числа як його комбiнацiї у вихiдно-
му i сполученому базисах (правої i лiвої орiєнта-
цiї системи координат). Для 4-градiєнта зв’язок
мiж вихiдним i взаємним базисами задається ме-
тричним тензором 𝑒𝛼 = 𝑔𝛼𝛽𝑒

𝛽 , тому 4-градiєнт у
вихiдному базисi визначається виразом

∇̄ = ∇(𝑒0𝜕0, 𝑒𝑛𝜕𝑛). (25)

Умову аналiтичностi G(H) запишемо у виглядi
рiвняння ∇̄G(𝑎0𝑒0, 𝑎

𝑛𝑒𝑛) = 0. Безпосереднi обчи-
слення i прирiвнювання нулю компонент скаляра,
вектора i бiвектора дають в скороченому записi:

𝜕0𝑎
0 = div 𝑎⃗; 𝜕0𝑎⃗ = grad 𝑎0; rot 𝑎⃗ = 0, (26)

де використовується позначення 𝑎⃗ = 𝑎𝑛𝑒𝑛. Якщо
розглянути простий випадок подвiйних чисел, то з
(26) випливає

𝜕𝑎0

𝜕𝑥0
=
𝜕𝑎1

𝜕𝑥1
;
𝜕𝑎1

𝜕𝑥0
=
𝜕𝑎0

𝜕𝑥1
. (27)

Вираз (27) вiдповiдає умовi гiперболiчної аналi-
тичностi або h-аналiтичностi для подвiйних чи-
сел [16]. Тому будемо припускати, що умови (26)
є розширенням h-аналiтичностi на випадок гi-
перкомплексних гiперболiчних чисел. Якщо ви-
значити функцiю G(H) як вектор 4-потенцiалу

A(𝜙0𝑒0, 𝐴
𝑛𝑒𝑛), обчислити div другої рiвностi i пiд-

ставити результат у першу рiвнiсть в (26), одержи-
мо рiвняння Максвелла для скалярного потенцiа-
лу 𝜙. Можна використовувати iнший спосiб, а саме
обчислити ∇̄Ā:

∇̄Ā = (𝜕0𝜙
0+div A⃗)𝑒0−𝜕0A⃗−grad𝜙0+𝑖 rot A⃗, (28)

де A⃗ = 𝐴𝑛𝑒𝑛. Вираз (28) мiстить скаляр 𝐴𝑆 =

= 𝜕0𝜙
0 + div A⃗, вектор E = −𝜕0A⃗− grad𝜙0 i бiве-

ктор 𝑖H = 𝑖 rot A⃗. Якщо покласти𝐴𝑆 = 0 (калiбру-
вання Лоренца (Lorenz gauge condition)) i асоцiю-
вати E,H з векторами електричного i магнiтного
полiв вiдповiдно, то вираз (28) визначає компле-
ксний вектор Рiмана–Зiльберштейна (Riemann—
Silberstein vector) R = E+ 𝑖H. Необхiдно особливо
вiдзначити, що введення сполучення 4-потенцiалу
Ā пов’язане з необхiднiстю зрiвнювання орiєнта-
цiй базисних систем координат у виразi (28). I, на-
рештi, рiвняння ∇R = 0 включає в себе рiвнян-
ня Максвелла для вектора R у вiльному просторi
(𝜖, 𝜇 = 1).

6. Перетворення координат
у ℰ++

2 та задзеркаллi

Комплексний евклiдовий простiр ℰ++
2 , в якому

виконуються дзеркальнi вiдображення, по сутi, є
простором власних векторiв вектор-операторiв си-
метрiї 𝑒𝑖. Тому довiльний вектор 𝛾 у цьому про-
сторi розкладається по будь-якiй парi (𝜙𝑖+, 𝜙𝑖−)
ортогональних власних векторiв 𝑒𝑖, i вплив 𝑒𝑖 на
𝛾 описується виразами

𝛾𝑖 = 𝜉𝑖𝜙𝑖+ + 𝜂𝑖𝜙𝑖−; 𝑒𝑖𝛾 = 𝜉𝑖𝜙𝑖+ + (−𝜂𝑖)𝜙𝑖−, (29)

де 𝜉𝑖, 𝜂𝑖 – представлення 𝛾 у вiдповiдному базисi. У
роздiлi 3 були розглянутi дзеркальнi вiдображення
в ℰ++

2 , якi утворюють групу невласних обертань.
У цьому роздiлi будуть розглянутi власнi оберта-
ння системи координат V в ℰ++

2 i в задзеркаллi.
Якщо пiддати обидвi частини виразу (29) деякому
перетворенню V, то неважко отримати зв’язок пе-
ретворення в ℰ++

2 i базисних векторiв 𝑒𝑖 у виглядi

𝑒′𝑖𝛾
′ = 𝜉𝑖𝜙

′

𝑖+ + (−𝜂𝑖)𝜙′
𝑖−, (30)

де перетворенi величини визначаються виразами

𝑒′𝑖 = V𝑒𝑖V
−1𝛾′ = V𝛾,

𝜙′
𝑖+ = V𝜙𝑖+𝜙

′
𝑖− = V𝜙𝑖−.

(31)
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Дзеркальна симетрiя

Обмежимося тут унiмодулярними перетворен-
нями V з детермiнантом рiвним +1. Обертання
будемо аналiзувати в п’яти площинах ℰ++

2 ,
якi визначаються парами базисних векторiв
(𝜙+, 𝜙−); (𝜙+, 𝑖𝜙+); (𝜙−, 𝑖̄𝜙−); (𝜙+, 𝑖̄𝜙−); (𝜙−, 𝑖𝜙+).
Позначення 𝑖̄ для уявної одиницi вказує на те, що
уявна вiсь координат 𝑖̄𝜙− орiєнтовна протилежно
уявнiй осi 𝑖𝜙+ (рис. 2). Перетворення базису в
дiйснiй площинi (𝜙+, 𝜙−) проти годинникової
стрiлки описується виразом

𝜙′
𝑖+ = cos

𝛼

2
𝜙+ + sin

𝛼

2
𝜙−,

𝜙′
𝑖− = − sin

𝛼

2
𝜙+ + cos

𝛼

2
𝜙−.

(32)

Матриця, що описує обертання базису на кут 𝛼/2
навколо розшарування уявних осей, має вигляд

V(𝛼/2) =

(︃
cos 𝛼

2 sin 𝛼
2

− sin 𝛼
2 cos 𝛼

2

)︃
. (33)

Перетворення базису в площинi (𝜙+, 𝑖̄𝜙−) на кут
𝛽/2 навколо осi 𝜙− в напрямку вiд осi 𝜙+ до пози-
тивного напрямку осi 𝑖̄𝜙− (за годинниковою стрiл-
кою) має вигляд

𝜙′
𝑖+ = cos

𝛽

2
𝜙+ + sin

𝛽

2
(𝑖𝜙−),

(𝑖𝜙−)
′ = − sin

𝛽

2
𝜙+ + cos

𝛽

2
(𝑖𝜙−).

(34)

Такий напрям обертання вибрано з мiркувань по-
зитивної визначеностi кута 𝛽. Множенням дру-
гої рiвностi в (34) на −𝑖 обертання навколо осi
𝜙−в площинi (𝜙+, 𝑖̄𝜙−) перетворюється в вiдповiд-
не обертання близько розшарування уявних осей в
площинi (𝜙+, 𝜙−). Матриця такого перетворення
має вигляд

V(𝛽/2) =

(︃
cos 𝛽

2 𝑖 sin 𝛽
2

𝑖 sin 𝛽
2 cos 𝛽

2

)︃
. (35)

Перетворення базису в площинi (𝜙−, 𝑖𝜙+) на кут
𝛾/2 навколо осi 𝜙+ проти годинникової стрiлки
описується подiбно (35), а матриця перетворення
має вигляд

V(𝛾/2) =

(︃
cos 𝛾

2 𝑖 sin 𝛾
2

𝑖 sin 𝛾
2 cos 𝛾

2

)︃
. (36)

Перетворення в площинах (𝜙+, 𝑖𝜙+) i (𝜙−, 𝑖̄𝜙−) –
спiльне перетворення пари комплексних чисел i в
загальному виглядi описується виразом

V(𝑘, 𝛿/2) =

(︂
𝑘 exp(𝑖𝛿/2) 0

0 𝑘−1 exp(−𝑖𝛿/2)

)︂
. (37)

Перетворення вигляду (37) – гомотетiя (стиснен-
ня-розширення) з поворотом у комплекснiй пло-
щинi.

Для аналiзу перетворень базису в задзеркаллi
перенумеруємо базиснi вектори 𝑒𝑖 таким чином,
щоб компоненти вектора r = (𝑥, 𝑦, 𝑧) у задзеркаллi
r = 𝑥𝑒1+𝑦𝑒2+𝑧𝑒3 вiдповiдали матричному подан-
ню:

r =

(︂
𝑧 𝑥− 𝑖𝑦

𝑥+ 𝑖𝑦 −𝑧

)︂
. (38)

Матрицi перетворення координат (33), (35)–(37)
можна розкласти по базису Клiффорда (1, 𝑒𝑖𝑒𝑗)
i визначити обертання в задзеркаллi через кватер-
нiоннi змiннi Q. Наприклад, обертання (33) пере-
твориться до вигляду

V(𝛼/2) = Q(𝛼/2) = cos
𝛼

2
1+ sin

𝛼

2
𝑒3𝑒1. (39)

Оскiльки 𝑒′𝑖 = V𝑒𝑖V
−1, а 𝑒31 антикомутують з

(𝑒1, 𝑒3) i комутують з 𝑒2, перетворення вектора r
в задзеркаллi запишеться у виглядi

r′ = Q(𝛼)(𝑥𝑒1 + 𝑧𝑒3) + 𝑦𝑒2. (40)

Вираз (40) описує обертання навколо базисної осi
𝑒2. Аналогiчно для перетворення (35) отримаємо
обертання навколо базисного вектора 𝑒1 у виглядi

r′ = 𝑥𝑒1 +Q(𝛽)(𝑦𝑒2 + 𝑧𝑒3), (41)

де Q(𝛽) = cos𝛽1 + sin𝛽𝑒2𝑒3. Вирази (35), (36) є
прикладом ефекту “виродження” за наявностi си-
метрiї, в даному випадку симетрiї уявних осей. По-
дiбне явище має мiсце в квантовiй механiцi, коли
енергетичне виродження по спiнових станах знi-
мається тiльки пониженням симетрiї за допомогою
магнiтного поля. Тому обертання навколо базисно-
го вектора 𝑒3 будемо описувати виразом (37) i, вва-
жаючи 𝑘 = 1 i 𝛿 = 𝛾, вiдповiдний кватернiон має
вигляд Q(𝛾) = cos 𝛾1 + sin 𝛾𝑒1𝑒2. Для 𝑘 ̸= 1 ана-
логи перетворень 3-вимiрного простору невiдомi.
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Однак у просторi метрики Мiнковського змiнна 𝑘
вiдповiдає за перетворення буста спецiальної тео-
рiї вiдносностi. Необхiдно зазначити, що у виразах
(40), (41) дiя кватернiона на координати в дуж-
ках можлива не тiльки злiва-направо, а й зправа-
налiво. При цьому необхiдно змiнити знаки кутiв
перетворення на протилежнi.

7. Обговорення результатiв

1. Отриманi дзеркальними вiдображеннями у
допомiжному комплексному просторi 2- або 3-
вимiрнi простори в “задзеркаллi” мають базис ве-
кторної алгебри Клiффорда. Базиснi вектори ал-
гебри Клiффорда 𝑒𝑖, в свою чергу, є оператора-
ми симетрiї, якi описують двi протилежнi орiєнта-
цiї базисного вектора. Цi властивостi дзеркальних
вiдображень пiдкреслюють безпосереднiй зв’язок
алгебри Клiффорда з фундаментальними прин-
ципами симетрiї. Побудований за допомогою опе-
рацiй симетрiї допомiжний комплексний простiр
ℰ++
2 , в якому виконуються операцiї дзеркального

вiдображення, по сутi, є простором власних векто-
рiв для вектор-операторiв симетрiї 𝑒𝑖 базису Клiф-
форда. Цей простiр має евклiдову метрику з орто-
гональними базисними векторами i не пiдпадає пiд
класичне визначення спiн-простору [21], яке має
антисиметричну метрику на iзотропних базисних
векторах. Разом з тим, ℰ++

2 має певну схожiсть з
властивостями класичного спiн-простору. Це сто-
сується iдентичностi виразiв для перетворень ко-
ординат i їх знакової неоднозначностi. Однак вве-
дення операцiї сполучення базису Клiффорда на
етапi його побудови дозволило в певному сенсi ви-
рiшити проблему неоднозначностi перетворень.

2. Послiдовне застосування в алгебрi Клiффор-
да векторного формалiзму комплексних чисел до-
зволило перевизначити скалярний добуток для ба-
зису Клiффорда i коректно ввести для гiпербо-
лiчних гiперкомплексних чисел метричний тензор
𝑔𝛼𝛽 ортогонального базису простору Мiнковсько-
го 𝑀

(3)
4 . Для цього простору отримано умови h-

аналiтичностi функцiй вiд гiперкомплексного ар-
гументу, аналогiчнi умовам Кошi–Рiмана компле-
ксних чисел. При цьому в умовах h-аналiтичностi
в неявному виглядi присутнi рiвняння Максвелла
для 4-потенцiалу у вiльному просторi.

3. У векторному трактуваннi гiперкомплексних
чисел важливу роль виконує орiєнтацiя системи
координат. Змiнi орiєнтацiї системи базисних ве-

кторiв гiперкомплексних чисел вiдповiдає опера-
цiя сполучення в комплексних числах. Побудова
iнварiанта або модуля комплексного числа як ком-
позицiї сполучених чисел вiдповiдає для гiперком-
плексних чисел композицiї чисел в лiвiй i пра-
вiй орiєнтацiї системи координат. Саме на пiдставi
цих мiркувань i отримано умови h-аналiтичностi.
Облiк орiєнтацiї систем координат дозволив та-
кож розрiзнити правi i лiвi кватернiони, тим са-
мим пiдкреслюючи векторний характер алгебри
Клiффорда.

Дякую професору В.I. Висоцькому за цiннi за-
уваження та обговорення, якi дозволили розгля-
нути цю роботу пiд iншим кутом зору.
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ЗЕРКАЛЬНАЯ СИММЕТРИЯ
КАК ОСНОВА ПОСТРОЕНИЯ
ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННОГО
КОНТИНУУМА

Р е з ю м е

С помощью зеркального отражения 1-мерного ориентиро-
ванного множества в специально созданном на основе сим-
метрии комплексном пространстве строится в зазеркалье

пространство размерности 𝑛 > 1. Геометрия полученного
пространства описывается алгеброй Клиффорда. На основе
алгебры гиперболических гиперкомплексных чисел строи-
тся псевдоевклидовое пространство с метрикой пространс-
тва Минковского. Получены условия аналитичности фун-
кции от гиперболического гиперкомплексного аргумента
(h-аналитичность), в которых в неявном виде содержа-
тся уравнения Максвелла для 4-потенциала в свободном
прстранстве.

Yu.V.Khoroshkov

MIRROR SYMMETRY
AS A BASIS FOR CONSTRUCTING
A SPACE-TIME CONTINUUM

S u m m a r y

By mirroring a one-dimensional oriented set in a complex space

specially created on the basis of a symmetry, a mirror 𝑛-dimen-

sional space with 𝑛 > 1 has been constructed. The geometry

of the resulting space is described by the Clifford algebra. On

the basis of the algebra of hyperbolic hypercomplex numbers, a

pseudo-Euclidean space has been constructed with the metric

of the Minkowski space. The conditions for a function of a hy-

perbolic hypercomplex argument to be analytic (ℎ-analyticity)

are obtained. The conditions implicitly contain the Maxwell

equations for the 4-potential in a free space.


