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IНТЕГРАЛЬНI РIВНЯННЯ
В ЗАГАЛЬНIЙ ТЕОРIЇ ПОГЛИНАННЯ I РОЗСIЯННЯ
СВIТЛА МЕТАЛЕВИМИ НАНОКЛАСТЕРАМИУДК 534

У роботi проблема поглинання i розсiяння свiтла металевими нанокластерами зводи-
ться до розв’язку сингулярного iнтегрального рiвняння усерединi наночастинки вiдно-
сно комплексного вектора напруженостi електричного поля. В якостi першого варiан-
ту розв’язання iнтегрального рiвняння вибрано пiдхiд, коли за початкове наближення
прийняте дипольне наближення. Обчислювальний експеримент вказує на прийнятну
узгодженiсть запропонованого наближення для електричного поля всерединi сферичної
наночастинки з вiдомими результатами для оптичних i емiсiйних властивостей ме-
талевих нанокластерiв.
К люч о в i с л о в а: металевi нанокластери, оптичнi властивостi, iнтегральне рiвняння,
обчислювальний експеримент.

1. Вступ

Дослiдження процесiв поглинання i розсiяння свi-
тла малими частинками має довгу iсторiю (див.,
наприклад, монографiї [1–3]). Iнтерес до таких об’-
єктiв (у виглядi малих частинок) пов’язаний з тим,
що їх оптичнi i емiсiйнi властивостi iстотно вiдрi-
зняються вiд аналогiчних властивостей вiдповiд-
них масивних матерiалiв. Зокрема в металевих на-
ночастинках виникають так званi плазмовi резо-
нанси, пов’язанi з колективними коливаннями еле-
ктронiв провiдностi вiдносно гратки нанокластеру.
Кiлькiсть плазмових резонансiв, iхнi частоти i де-
кременти залежать вiд форми наночастинок (у ви-
падку сферичної форми має мiсце один плазмовий
резонанс, у випадку сфероiдальної форми – їх два,
i в елiпсоподiбних формах – три).

При опромiненнi металевих кластерiв лазерни-
ми iмпульсами, крiм того, що збуджуються пла-
змовi резонанси, i, як наслiдок, виникають високi
локальнi електричнi поля бiля поверхнi кластеру,
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можливим стає також розiгрiв електронiв в зонi
провiдностi. Електрони стають “гарячими”. Це зу-
мовлює появу нелiнiйних оптичних ефектiв. Розi-
грiву електронiв сприяють особливостi електрон-
граткового енергообмiну в малих кластерах. Цi
особливостi зводяться до зниження (квазiосциля-
цiйним чином) iнтенсивностi електрон-граткового
енергообмiну зi зменшенням розмiрiв нанокласте-
рiв [4]. Таке ослаблення енергообмiну виникає, ко-
ли розмiри наночастинок стають меншими за дов-
жину вiльного пробiгу електрона.

Завдяки своїм унiкальним оптичним i емiсiйним
властивостям металевi нанокластери (МН) i їх ан-
самблi знаходять широке застосування в науцi i те-
хнiцi. Зокрема МН наносять на поверхнi з метою
змiни вiдбивної здатностi матерiалу [5], цi нано-
структури використовують для оптичного запису
iнформацiї [6], а також в бiосенсорiцi i геномiцi [7]
для вiзуалiзацiї клiтинних структур [8], i, нарештi,
в медицинi для лiкування раку [9]. Бiльш деталь-
ну iнформацiю про властивостi i застосуванню на-
ноструктур можна знайти, наприклад, у оглядах
[11–14].
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2. Iнтегральне спiввiдношення мiжвектором
густини струму та електричним полем –
закон Ома в операторнiй формi

Проблема поглинання i розсiяння свiтла МН зво-
диться до розв’язку рiвнянь Максвелла з вiдповiд-
ними граничними умовами. Для випадку сфери-
чних форм МН найбiльш загальною, послiдовною
i широко вживаною теорiєю поглинання i розсiян-
ня свiтла МН є теорiя, розвинута Мi [15 ]. Проте
теорiя Мi, як i теорiї переважної бiльшостi авторiв
на цю тему, базується на допущеннi, що вектор гу-
стини струму j(r, 𝜔) (r – вектор координати, 𝜔 –
частота) пов’язаний з вектором внутрiшнього еле-
ктричного поля E(r, 𝜔) спiввiдношенням:

j(r, 𝜔) = 𝜎(𝜔)E(r, 𝜔), (1)

де 𝜎(𝜔) – електронна провiднiсть металевого кла-
стеру.

Закон Ома в формi (1) для МН справедливий
за виконання певних умов. Першою умовою бу-
де можливiсть нехтувати просторовою залежнiстю
локального внутрiшнього електричного поля. Для
МН елiпсоподiбної форми локальне внутрiшнє по-
ле буде однорiдним за умови, що довжина хвилi
зовнiшнього електромагнiтного поля значно бiль-
ша характерних розмiрiв МН. Другою умовою для
справедливостi застосування формули (1) у випад-
ку МН буде можливiсть нехтувати внеском в диси-
пацiю поверхневого розсiяння електронiв. Це стає
можливим, коли розмiри МН значно бiльшi дов-
жини вiльного пробiгу електрона.

У загальному випадку зв’язок вектора густи-
ни струму з електричним полем, яке iндукує цей
струм, повинен встановлюватись на основi розв’яз-
ку рiвняння Больцмана. Внутрiшнє електричне
поле E(r, 𝜔) формує функцiю розподiлу електро-
нiв за швидкостями (v). В лiнiйному (по полю) на-
ближеннi цю функцiю розподiлу можна записати
у виглядi суми:

𝑓(r,v, 𝜔) = 𝑓0(𝜀) + 𝑓1(r,v, 𝜔), (2)

де 𝑓0(𝜀) – фермiївська функцiя розподiлу, 𝜀 – енер-
гiя електрона, а 𝑓1(r,v, 𝜔) – лiнiйний по полю до-
данок до рiвноважного фермiївського розподiлу.

Функцiя 𝑓1(r,v, 𝜔) задовольняє лiнеарiзованому
рiвнянню Больцмана:

(𝜈 − 𝑖 𝜔) 𝑓1 + v
𝜕𝑓1
𝜕r

+ 𝑒E(r, 𝜔)v
𝜕𝑓0
𝜕𝜀

= 0. (3)

Крiм того, функцiя 𝑓1(r,v, 𝜔) повинна ще задо-
вольняти граничним умовам. У випадку дифузно-
го розсiяння електронiв на поверхнi металевого
кластеру гранична умова має вигляд:

𝑓1(r,v, 𝜔)|𝑆 = 0 при 𝑣𝑛 < 0. (4)

Тут 𝑣𝑛 – нормальна (до поверхнi) складова швид-
костi.

Оскiльки цiль роботи є дослiдження впливу
форми МН на процеси поглинання (розсiяння) свi-
тла, то для цього достатньо допустити, що МН ма-
ють елiпсоїдальну форму. Доцiльнiсть такого ви-
бору обумовлена тiєю обставиною, що результати,
отриманi для цiєї форми, можуть бути розповсю-
дженi (шляхом деформацiї радiусiв кривизни елi-
псоїда) на широкий спектр форм: вiд дископодi-
бних до стрижнеподiбних.

Розв’язок задачi (3–4) для випадку елiпсоїдаль-
них форм наночастинок можна записати у виглядi
[16, 17]

𝑓1(r,v, 𝜔) = −𝑓 ′
0(𝜀)

𝑡0∫︁
0

𝑑𝜏 𝑒−𝜈𝜏𝑒E(r′ − v′𝜏, 𝜔). (5)

В (5) 𝑡0 – характеристика рiвняння (3):

𝑡0(r
′,v′) =

1

𝑣′2

{︁
r′v′ +

√︀
(𝑅2 − 𝑟′2)𝑣′2 + (r′v′)2

}︁
, (6)

де r′ i v′ – вектори вiдповiдно координати i швид-
костi електрона в деформованiй системi координат
(в якiй елiпсоїдальна форма частинки перетворю-
ється в сферичну).

Координати в деформованiй i недеформованiй
системi пов’язанi мiж собою спiввiдношенням [16,
17]:

𝑥𝑖 =
𝑅𝑖

𝑅
𝑥′
𝑖; 𝑣𝑖 =

𝑅𝑖

𝑅
𝑣′𝑖, (7)

де 𝑅𝑖 – радiуси кривизни елiпсоїда, а 𝑅 =
= (𝑅1 𝑅2 𝑅3)

1/3.
У випадку сферичної форми 𝑅 – радiус сфери.

Крiм того, в (5) введено позначення:

𝜈 = 𝜈 − 𝑖 𝜔. (8)

Отримавши вигляд функцiї розподiлу електронiв
за швидкостями у формi (2) i (5), можна встано-
вити зв’язок густини струму з iндукуючим його
полем:
j(r, 𝜔) =

2 𝑒

(2𝜋~)3

∫︁
v 𝑓(r,v, 𝜔) 𝑑3(𝑚𝑣) =
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=2 𝑒2
(︁ 𝑚

2𝜋~

)︁3∫︁
𝑑3𝑣 v(−𝑓 ′

0(𝜀))

𝑡0∫︁
0

𝑑𝜏 𝑒−𝜈𝜏 E(r′−v′𝜏, 𝜔).

(тут 𝑚 – маса електрона).
Або

j(r, 𝜔) = Σ(E)(r, 𝜔), (9)

де Σ(E) ≡ −2 𝑒2
(︀

𝑚
2𝜋 ~

)︀3 ∫︀
𝑑 3𝑣 v 𝑓 ′

0(𝜀)
∫︀ 𝑡0
0

𝑑 𝜏 𝑒−𝜈𝜏×
×E (r′−v′𝜏, 𝜔 ) – лiнiйний iнтегральний оператор.

Вираз (9) узагальнює спiввiдношення (1) на ви-
падок малих кластерiв, iнакше кажучи, отримано
закон Ома в операторної формi для малих класте-
рiв.

Якщо тепер нехтувати в (9) координатною за-
лежнiстю внутрiшнього електричного поля i допу-
скати, що домiнує один механiзм розсiяння (або
об’ємний, або поверхневий) i прийняти до уваги
спiввiдношення 𝑓 ′

0(𝜀) = 𝜕𝑓0
𝜕𝜀 ≈ −𝛿(𝜀 − 𝜀F) (𝜀F –

енергiя Фермi), то iнтеграл (9) береться до кiнця i
в результатi отримуємо закон Ома [16, 19] в формi
(1).

Провiднiсть у випадку сферичної форми нано-
частинки має при цьому вигляд [16, 19]:

𝜎(0)(𝜔) =
𝑛0𝑒

2

𝑚

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜈

𝜔2 + 𝜈2
при 𝜈 ≫ 𝜈𝑠;

3

2

𝜈𝑠
𝜔2

[︂
1− 2

𝜈𝑠
𝜔

sin
𝜔

𝜈𝑠
+ 2

(︁𝜈𝑠
𝜔

)︁2
×

×
(︂
1− cos

𝜔

𝜈𝑠

)︂]︂
при 𝜈 ≪ 𝜈𝑠.

(10)

В (10) 𝜈𝑠 = 𝑣F
2𝑅 – частота осциляцiй електро-

на (вiд стiнки до стiнки), 𝑣F – швидкiсть Фермi,
𝑛0 = 1

3𝜋2

(︀
𝑚𝑣F

~
)︀3 – концентрацiя електронiв.

У випадку елiптичної форми наночастинки про-
вiднiсть стає тензорною величиною за умови, що
довжина вiльного пробiгу електрона стає бiльшою
за розмiр частинки [16, 17, 19]. Компоненти цього
тензора приведенi в цитованих вище роботах.

Отже, щоб при дослiдженнi оптичних властиво-
стей МН користуватись простим виразом зв’язку
струму з полем у виглядi закону Ома (1) чи (10),
потрiбно виконання двох умов. По-перше, внутрi-
шнє електричне поле повинно бути просторово
однорiдним. А це вимагає, щоб розмiри МН були
значно меншими за довжину хвилi, якою опромi-
нюється частинка. А по-друге, якщо частинка не

сферична, то повинно домiнувати об’ємне розсiян-
ня (бо iнакше провiднiсть – тензор). А для домiну-
вання об’ємного розсiяння довжина вiльного про-
бiгу електрона повинна бути значно меншою роз-
мiру наночастинки. Коли згаданi вище умови не
виконуються, то потрiбно користуватись законом
Ома в операторнiй формi для малих кластерiв (9).

В загальному випадку координатну залежнiсть
компонент хвилi як всерединi МН, так i зовнi ча-
стинки, можна знаходити iз розв’язку вiдповiд-
них рiвнянь Максвелла з врахуванням спiввiдно-
шення (9) i граничних умов для компонент по-
ля. Для отримання аналiтичних результатiв це до-
сить складна математична задача. Значно перспе-
ктивнiшiм виглядає метод чисельно-аналiтичного
розв’язання iнтегральних спiввiдношень на базi
рiвнянь Максвелла з врахуванням реального зв’яз-
ку струму з полем (9), оскiльки в цьому пiдхо-
дi вiдпадає необхiднiсть задовольняти граничним
умовам для компонент поля.

3. Дослiдження оптичних
властивостей металевих кластерiв
на основi iнтегральних рiвнянь

Нехай задана дiелектрична матриця з дiелектри-
чною проникнiстю 𝜖(𝜔) i нехай в таку матрицю iн-
корпорована металева наночастинка, в якiй зовнi-
шнi поля iндукують густину електричного заряду
𝜌 i густину струму j. Рiвняння Максвелла, що опи-
сують таку систему в зображеннi Фур’є, мають ви-
гляд

rotE(r, 𝜔) = 𝑖 𝑘0B(r, 𝜔), (11)

divB(r, 𝜔) = 0, (12)

𝜖(𝜔) divE(r, 𝜔) = 4𝜋𝜌(r, 𝜔), (13)

rotB(r, 𝜔) = −𝑖 𝑘0𝜖(𝜔)E(r, 𝜔) +
4𝜋

𝑐
j(r, 𝜔). (14)

В (11)–(14) 𝑐 – швидкiсть свiтла, 𝑘0 = 𝜔/𝑐.
Густину заряду i густину струму можна вирази-

ти через густину вектора поляризацiї

𝜌(r, 𝜔) = −∇P(r, 𝜔), (15)

j(r, 𝜔) = −𝑖 𝜔P(r, 𝜔). (16)

Диференцiальнi рiвняння (11–14) з врахуванням
спiввiдношень (15–16) можна звести до iнтеграль-
них рiвнянь (див., наприклад, огляд [18]). Зокрема
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для електричної складової електромагнiтної хвилi
отримується рiвняння:

E(r, 𝜔) = E0(r, 𝜔) +

∫︁
𝑆0(r, r

′, 𝜔)P(r′, 𝜔) 𝑑r′. (17)

В iнтегральному спiввiдношеннi (17) E0(r, 𝜔) – ве-
ктор електричного поля зовнiшньої хвилi (поле у
вiдсутностi наночастинки), а тензор сприйнятли-
востi 𝑆0(r, r

′, 𝜔) дорiвнює:

𝑆0(r, r
′, 𝜔) =

{︀
−𝑘2𝑇1(ℜ)− 𝑖𝑘𝑇2(ℜ) + 𝑇3(ℜ)

}︀ 𝑒𝑖𝑘ℜ

𝜖(𝜔)
,

(18)
де введено позначення:

𝑘2 = 𝑘20𝜖(𝜔); ℜ = r− r′.

Крiм того, в (18) через 𝑇𝑖(ℜ) позначенi дiаднi тен-
зори:

𝑇1(ℜ) =
1

ℜ3
{ℜ ⊗ ℜ − 𝐼ℜ2}, (19)

𝑇2(ℜ) =
1

ℜ4
{3ℜ⊗ ℜ− 𝐼ℜ2}, (20)

𝑇3(ℜ) =
1

ℜ5
{3ℜ⊗ ℜ− 𝐼ℜ2}. (21)

В (19)–(21) 𝐼 – одинична матриця.
Отже, задача в загальному випадку полягає в

розв’язку системи двох рiвнянь в векторнiй фор-
мi: рiвняння (17) та рiвняння, яке отримуємо для
густини вектора поляризацiї згiдно (16) i (9) у ви-
глядi

P(r, 𝜔) = − 𝑖
2 𝑒2

𝜔

(︁ 𝑚

2𝜋~

)︁3 ∫︁
𝑑3𝑣 v𝑓 ′

0(𝜀)×

×
𝑡0∫︁
0

𝑑𝜏 𝑒−𝜈𝜏 E(r′ − v′𝜏, 𝜔), (22)

або треба аналiзувати та розв’язувати iнтегральне
рiвняння вiдносно комплексного вектора напруже-
ностi електричного поля:

E(r, 𝜔) = E0(r, 𝜔)− 𝑖 𝑔

∫︁
𝑑3r′𝑆0(r, r

′)×

×
∫︁

𝑑3𝑣 v𝑓 ′
0(𝜀)

𝑡0∫︁
0

𝑑𝜏 𝑒−𝜈𝜏 E(r′ − v′𝜏, 𝜔), (23)

де

𝑔 ≡ 2 𝑒2

𝜔

(︁ 𝑚

2𝜋~

)︁3
. (24)

4. Наближенi розв’язки

В якостi нульового наближення приймемо допу-
щення, що просторовою залежнiстю електричного
поля хвилi всерединi металевої наночастинки мо-
жна нехтувати (формально це вiдповiдає грани-
чному переходу 𝑘 → 0 в (17)).

Приймемо за вiсь 𝑜𝑧 напрямок E0. Тодi проекцiя
на вiсь 𝑜𝑧 (17) має вигляд (при 𝑘 → 0)

𝐸 = 𝐸0 +

∫︁
𝑑3𝑟′{𝑆0}𝑧𝑧𝑃𝑧, (25)

де

{𝑆0}𝑧𝑧 =
{︁
𝑆0(r, r

′, 𝜔)
}︁
𝑧𝑧

=
3ℜ2

𝑧 −ℜ2

ℜ5𝜖(𝜔)
. (26)

Проекцiя густини вектора дипольного моменту на
вiсь 𝑜𝑧 у випадку сферичної наночастинки згiдно
(16) дорiвнює:

𝑃𝑧 = 𝑃 =
𝑖

𝜔
𝜎 𝐸. (27)

Важливо наголосити, що поле 𝐸 i густина диполь-
ного моменту 𝑃 в (17) i (25) комплекснi величини.
Тому провiднiсть 𝜎 в (27), на вiдмiну вiд (10), та-
кож комплексна.

Зокрема для сферичної частинки при об’ємному
розсiяннi iз (8) i (16) отримуємо:

𝑃 = 𝑖
𝑛0𝑒

2

𝑚𝜔𝜈
𝜎 𝐸 = −

𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜈2
𝜔 − 𝑖𝜈

𝜔
𝐸, (28)

де 𝜔2
𝑝 ≡ 4𝜋 𝑛0𝑒

2

𝑚 ; 𝜔𝑝 – плазмова частота.
Пiдставимо тепер (26) i (28) в (25) i врахуємо,

що∫︁
𝑑3𝑟′

3ℜ2
𝑧 −ℜ2

ℜ5
= 𝑉

{︃
− 1

𝑅3 при 𝑧 < 𝑅;

3𝑧2−𝑟2

𝑟5 при 𝑧 > 𝑅.
(29)

Тодi iз (25) отримуємо:

𝐸(0) =
𝐸0

1 + 1
3

(︁
𝜖𝑀 (𝜔)
𝜖(𝜔) − 1

)︁ . (30)

В (30) 𝜖𝑀 (𝜔) – дiелектрична проникнiсть:

𝜖𝑀 (𝜔) = 𝜖(𝜔)−
𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜈2
𝜔 − 𝑖𝜈

𝜔
. (31)

В формi (30) ми отримали вiдомий результат ди-
польного наближення для електричного поля все-
рединi наночастинки.
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Рис. 1. Дiйсна частина проекцiї густини вектора дипольного моменту на вiсь 𝑜𝑧 (усi
вхiднi параметри дивись Додаток)

У випадку домiнуючої ролi поверхневого розсi-
яння результат для 𝜖𝑀 (𝜔) можна отримати iз (31)
шляхом формальної замiни 𝜈 → 3

4𝑣F/𝑅.
Якщо тепер вернутись до елiпсоподiбної форми

металевих наночастинок, то потрiбно мати на ува-
зi, що при розмiрах наночастинок менших i по-
рядку довжини вiльного пробiгу електрона провiд-
нiсть в таких частинках стає тензорною величиною
[16, 17].

Можна показати, що в цьому випадку замiсть
(30) будемо мати

𝐸
(0)
𝑗 =

𝐸0𝑗

1 + 𝐿𝑗

(︁
𝜖𝑗𝑗
𝜖(𝜔) − 1

)︁ , (32)

де 𝐿𝑗 – фактор деполяризацiї, 𝜖𝑗𝑗 – дiагональна
компонента тензора провiдностi.

5. Вплив просторової дисперсiї

Будемо вважати, що просторова залежнiсть зовнi-
шнього поля E0(r, 𝜔) в рiвняннi (у спiввiдношеннi)
(30) має вигляд

E0(r, 𝜔) = E0𝑒
𝑖k r. (33)

Тодi, враховуючи результат (30), для координатної
залежностi електричного поля в серединi частинки
оправдана апроксимацiя:

E(1)(r) =
E0𝑒

𝑖k r

1 + 1
3

(︁
𝜖𝑀 (𝜔)
𝜖(𝜔) − 1

)︁ . (34)

Формула (34) стосується сферичної форми МН. У
випадку елiпсоподiбних форм замiсть (34) будемо

брати бiльш загальний вираз:

𝐸
(1)
𝑗 (r, 𝜔) =

𝐸0𝑗𝑒
𝑖k r

1 + 𝐿𝑗

(︁
𝜖𝑗𝑗(𝜔)
𝜖(𝜔) − 1

)︁ . (35)

Вигляд дiагональних елементiв тензора дiелектри-
чної проникностi 𝜖𝑗𝑗 приведений в [16, 17].

Пiдставимо тепер в (22) вираз (35) у випадку елi-
псоподiбних форм, а у випадку сферичних форм –
вираз (34). Отримуємо:

P(r, 𝜔) = − 𝑖
2 𝑒2

𝜔

(︁ 𝑚

2𝜋~

)︁3
𝑒𝑖k r ×

×
∫︁

𝑑3𝑣 𝑓 ′
0(𝜀)v(vE

(0))
1− exp[−(𝜈 + 𝑖kv)𝑡0]

𝜈 + 𝑖kv
. (36)

В (36) E(0) – постiйна комплексна амплiтуда еле-
ктричного поля всерединi металевої наночастин-
ки. Її вираз у випадку сферичної форми заданий
формулою (30), а у випадку елiпсоподiбних форм
формулою (32).

В якостi iлюстрацiї кутової залежностi та зале-
жностi вiд радiуса дiйсної та уявної частин прое-
кцiї густини вектора дипольного моменту на вiсь
𝑜𝑧 у випадку сферичної наночастинки наведено
рис. 1, 2.

Кути, залежнiсть вiд яких проiлюстрована на
рис. 1, 2, зображенi на рис. 3. Знання густини
вектора дипольного моменту дає змогу обчислити
згiдно (17) вектор напруженостi електричного по-
ля ззовнi наночастинки. Результат чисельних роз-
рахункiв вектора напруженостi представлений на
рис. 4, 5.

Отримаємо наближений аналiтичний вираз iн-
тегралу (36) в двох протилежних граничних
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Рис. 2. Уявна частина проекцiї густини вектора дипольного моменту на вiсь 𝑜𝑧

Рис. 3. Положення векторiв напруженостi електричного
поля та радiус-вектора вiдносно осi симетрiї сфероїда

Рис. 4. Дiйсна частина проекцiї вектора напруженостi еле-
ктричного поля на вiсь 𝑜𝑧 ззовнi наночастинки

Рис. 5. Уявна частина проекцiї вектора напруженостi еле-
ктричного поля на вiсь 𝑜𝑧 ззовнi наночастинки

випадках

|(𝜈 + 𝑖kv)𝑡0| > 1; ) (37A)

|(𝜈 + 𝑖kv)𝑡0| < 1. (37B)

Випадок (37А) вiдповiдає домiнуванню об’ємно-
го розсiяння. При виконаннi умови А) iз (36) отри-
муємо:

𝑃𝛼(r, 𝜔) =
𝑖

𝜔

∑︁
𝜎𝛼𝛽𝐸𝛽𝑒

𝑖k r, (38)

де 𝜎𝛼𝛽 – компоненти тензора провiдностi:

𝜎𝛼𝛽(k, 𝜔) = −2 𝑒2
(︁ 𝑚

2𝜋~

)︁3
×

× 𝑒𝑖k r

∫︁
𝑑3𝑣 𝑣𝛼𝑣𝛽

𝑓 ′
0(𝜀)

𝜈 − 𝑖(𝜔 − kv)
. (39)
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Рис. 6. Кутова залежнiсть та залежнiсть вiд радiуса густини поглинутої енергiї у ви-
падку сферичної наночастинки (вхiднi параметри див. Додаток)

Коли домiнує поверхневе розсiяння, тобто у випад-
ку (37B), iз (36) отримуємо:

P(r, 𝜔) = −𝑖
2 𝑒2

𝜔

(︁ 𝑚

2𝜋~

)︁3
𝑒𝑖k r

∫︁
𝑑3𝑣 v(vE(0))𝑓 ′

0(𝜀)𝑡0.

(40)

Далi нас буде цiкавити густина поглинутої енер-
гiї. Вона дорiвнює:

𝑤(r, 𝜔) ≡ 1

2
Re {j(r, 𝜔)E*(r, 𝜔)} =

=
1

2
Re {−𝑖𝜔P(r, 𝜔)E*(r, 𝜔)} =

=
𝜔

2
Im {P(r, 𝜔)E*(r, 𝜔)}. (41)

На рис. 6 проiлюстрована кутова залежнiсть гу-
стини поглинутої енергiї, нормована на iнтенсив-
нiсть падаючої хвилi.

Iз (41) бачимо, що нам потрiбно знати проекцiю
P(r, 𝜔) на напрямок поля. Цей напрямок приймемо
за вiсь 𝑜𝑧. Тодi iз (40) у випадку сферичної форми
наночастинки отримуємо:

𝑃𝑧(r, 𝜔) = 𝑖 𝐸(0) 3𝑛0 𝑒
2

4𝑚𝜔

𝑅

𝑣F
×

× 𝑒𝑖k r

{︃[︂
1 +

1− 𝜉

2𝜉
ln

(︂
1 + 𝜉

1− 𝜉

)︂]︂
sin2 𝜃0 +

+
1

2𝜉

[︃
1+𝜉2

2𝜉
−
(︂
1− 𝜉2

2𝜉

)︂2
ln

(︂
1 + 𝜉

1− 𝜉

)︂(︀
3 cos2 𝜃0 − 1

)︀]︃}︃
.

(42)

В (42) 𝜉 = 𝑟/𝑅, 𝜃0 – кут мiж напрямком поля E i
вектором r. При отриманнi (42) ми врахували, що
𝑓 ′
0(𝜀) ≈ −𝛿(𝜀− 𝜀F).

Пiдставимо тепер (42) i (34) в (41) i отримує-
мо вираз для густини поглинутої енергiї симетри-
чною металевою наночастинкою при домiнуючiй
ролi поверхневого розсiяння

𝑤(r, 𝜔) =
3𝑛0 𝑒

2

8𝑚

𝑅

𝑣F

𝐸2
0⃒⃒⃒

1 + 1
3

(︁
𝜖𝑀 (𝜔)
𝜖(𝜔) − 1

)︁⃒⃒⃒2 ×

×

{︃[︂
1 +

1− 𝜉

2𝜉
ln

(︂
1 + 𝜉

1− 𝜉

)︂]︂
sin2 𝜃0 +

+
1

2𝜉

[︃
1 + 𝜉2

2𝜉
−

(︂
1− 𝜉2

2𝜉

)︂2

ln

(︂
1 + 𝜉

1− 𝜉

)︂(︀
3 cos2 𝜃0−1

)︀]︃}︃
.

(43)

Iз формули (43) i рис. 7 бачимо, що густина погли-
нутої енергiї при поверхневому розсiяннi iстотно
залежить вiд положення точки в наночастинцi (це
положення фiксується 𝑟 i 𝜃0 i не залежить вiд 𝜙0).

Зокрема, бiля поверхнi густина енергiї має
яскраво виражену кутову залежнiсть, тодi як бi-
ля центру частинки залежнiсть вiд кута падiння
хвилi вiдсутня.

При цьому сумарна (по всьому об’ємi) поглинута
енергiя дорiвнює:

𝑤0 =

∫︁
𝑉

𝑑3𝑟 𝑤(r, 𝜔) = 𝑉
3

8

𝑛0 𝑒
2

𝑚

𝑅

𝑣F
×

× 𝜔4𝐸2
0

(𝜔2 − 𝜔2
𝑠)

2 +
(︁
𝜋
3

𝜔2
𝑝

𝜖(𝜔)
𝑣F
𝑅

)︁2 . (44)

В (44) 𝜔𝑠 =
𝜔𝑝√
3

– частота плазмового резонансу
сферичної МН.

Важливо наголосити, що результат для повної
поглинутої енергiї при поверхневому розсiяннi ви-
явився таким же, як i в дипольному наближеннi
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Рис. 7. Залежнiсть густини поглинутої енергiї у вiдносних
одиницях вiд положення точки всерединi наночастинки

[16]. I це незважаючи на те, що густина поглину-
тої енергiї iстотно залежить вiд координат.

Результат для 𝑤0 при об’ємному розсiяннi отри-
муємо iз (44) шляхом формальної замiни 3

4
𝑣F
𝑅 → 𝜈.

Повну поглинуту енергiю металевою наноча-
стинкою елiпсоподiбної форми в одиницю часу
отримуємо iз (40) i (41). При домiнуючiй ролi по-
верхневого розсiяння i формi частинки у виглядi
елiпсоїду обертання маємо:

𝑤0 =
𝑉 𝐸2

0

2

{︃
𝜎⊥𝜔

4 sin2 𝛼

(𝜔2 − 𝜔2
⊥)

2
+
(︀
𝐿⊥

4𝜋
𝜔 𝜎⊥

)︀2 +

+
𝜎‖𝜔

4 cos2 𝛼(︁
𝜔2 − 𝜔2

‖

)︁2

+
(︀
𝐿‖

4𝜋
𝜔 𝜎‖

)︀2
}︃
. (45)

В (45) 𝜔⊥ i 𝜔‖ – частоти плазмових коливань
поперек i вздовж осi симетрiї елiпсоїда, 𝐿⊥ i 𝐿‖ –
вiдповiдно коефiцiєнти поляризацiї, 𝜎⊥ i 𝜎‖ – дiа-
гональнi компоненти тензора провiдностi, 𝛼 – кут
мiж полем E0 i вiссю обертання елiпсоїду.

Вираз (45) отриманий для МН в вакуумi (𝜖(𝜔) =
= 1). При цьому

𝜔⊥,‖ =
√︁
𝐿⊥,‖𝜔𝑝. (46)

Вираз дiагональних компонент тензора провiдно-
стi 𝜎𝑥𝑥 = 𝜎𝑦𝑦 ≡ 𝜎⊥ i 𝜎𝑧𝑧 ≡ 𝜎‖ приведено в [16] як
для низькочастотного випадку (𝜔 < 𝑣F/𝑅), так i
для високочастотного (𝜔 > 𝑣F/𝑅).

Зокрема для витягнутого елiпсоїду в низькоча-
стотному дiапазонi маємо [16]:

𝜎⊥ =
9

8

𝑛0 𝑒
2

𝑚

𝑅⊥

𝑣F

{︃
1

2𝑒2𝑝

√︁
1− 𝑒2𝑝 +

+
1

𝑒𝑝

(︂
1− 1

2𝑒2𝑝

)︂
arcsin 𝑒𝑝

}︃
, (47)

𝜎‖ =
9

8

𝑛0 𝑒
2

𝑚

𝑅⊥

𝑣F

{︂
− 1

𝑒2𝑝

√︁
1− 𝑒2𝑝 +

1

𝑒3𝑝
arcsin 𝑒𝑝

}︂
, (48)

𝑒𝑝 = 𝑅⊥/𝑅‖.

Отже, як для елiпсоподiбних, так i сферичних
форм наночастинок при домiнуючiй ролi поверх-
невого розсiяння повна поглинута енергiя в оди-
ницю часу як функцiя електричного поля в цен-
трi частинки має такий же вигляд, як i у випад-
ку дипольного наближення. Вiдбувається тiльки
перерозподiл поглинутої енергiї по об’єму наноча-
стинки при незмiннiй сумарнiй поглинутiй енер-
гiї. При домiнуючiй ролi об’ємного розсiяння це не
так. Як бачимо iз (39), поглинута енергiя визнача-
ється провiднiстю, яка є функцiєю k.

6. Висновки

1. У найбiльш загальному випадку зв’язок векто-
ра густини струму в металевiй наночастинцi з еле-
ктричним полем, яке iндукує цей струм, отрима-
ний в роботах [16, 17] у виглядi iнтегрального спiв-
вiдношення, iнтерпретується як закон Ома в опе-
раторнiй формi для малих кластерiв.

2. Проблема дослiдження оптичних властиво-
стей металевих кластерiв представлена математи-
чною моделлю у виглядi сингулярного iнтеграль-
ного рiвняння (23) усерединi наночастинки вiдно-
сно комплексного вектора напруженостi електри-
чного поля.

3. В якостi першого варiанту розв’язання iнте-
грального рiвняння (23) в статтi вибраний пiдхiд,
коли за початкове наближення для електричного
поля всерединi наночастинки прийняте дипольне
наближення. Це дозволяє отримати досить ком-
пактнi вирази для вектора напруженостi електри-
чного поля в першому наближеннi та для густини
вектора поляризацiї як для елiпсоподiбних, так i
сферичних форм наночастинок.

4. Досить детально дослiджується наближений
аналiтичний вираз густини вектора дипольного
моменту в двох протилежних граничних випадках:
при домiнуваннi тiльки об’ємного або тiльки по-
верхневого розсiяння.

5. Отриманий вираз для густини поглинутої
енергiї симетричною металевою наночастинкою
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при домiнуючiй ролi поверхневого розсiяння до-
зволяє зробити висновок, що вона iстотно зале-
жить вiд положення точки в наночастинцi. Ва-
жливим виявився той факт, що як для елiпсопо-
дiбних, так i для сферичних форм наночастинок
при домiнуючiй ролi поверхневого розсiяння пов-
на поглинута енергiя в одиницю часу як функцiя
електричного поля в центрi частинки має такий
же вигляд, як i у випадку дипольного наближе-
ння. Вiдбувається тiльки перерозподiл поглинутої
енергiї по об’єму наночастинки при незмiннiй су-
марнiй поглинутiй енергiї.

6. Результати обчислювального експерименту
вказують на прийнятну узгодженiсть запропоно-
ваного початкового наближення для електричного
поля всерединi сферичної наночастинки з вiдоми-
ми результатами для оптичних i емiсiйних власти-
востей металевих нанокластерiв [11–14]. Змiстов-
на частина обчислювального експерименту скла-
дається, зокрема, з вiзуалiзацiї дiйсної та уяв-
ної частин проекцiї вектора поляризацiї на напря-
мок поля всерединi частинки, а також вiдповiдної
проекцiї вектора напруженостi електричного поля
ззовнi частинки.

ДОДАТОК
Результати обчислювальних експериментiв

Мета обчислювальних експериментiв є демонстрацiя спро-
можностi математичної моделi загальної теорiї поглинання
i розсiяння свiтла металевими нанокластерами у виглядi iн-
тегральних рiвнянь (17), (22), або (23).

Для досягнення цiєї мети необхiдно розв’язати декiлька
задач, головнi з яких можна сформулювати таким чином:

∙ Вибiр методу розв’язання iнтегрального рiвня-
ння (23). Проблема полягає в тому, що центральною ха-
рактеристикою цього рiвняння є сингулярнiсть iнтеграль-
ного оператора всерединi областi, яку займає наночастин-
ка. Загальної математичнiй теорiї обчислення багатовимiр-
ного сингулярного iнтегралу (аналогу головного значення
одновимiрного сингулярного iнтегралу) наразi не iснує. В
областi поза наночастинкою, рiвняння (23) представляє со-
бою рiвняння Фредгольма другого роду у векторнiй фор-
мi. Фактично при чисельнiй реалiзацiї задачi вирiшується
система iз шести iнтегральних рiвнянь вiдносно дiйсних i
уявних координатних проекцiй вектора напруженостi еле-
ктричного поля E(r, 𝜔). Це дозволяє зробити висновок –
точного аналiтичного методу розв’язання рiвняння (23) не
iснує, вибiр залишається за одним iз наближених методiв
чисельно-аналiтичного характеру. Цей вибiр веде за собою
появу похибки методу розв’язання, можливо, значної за ве-
личиною.

∙ Побудова алгоритму, що реалiзує запропонова-
ний метод розв’язання iнтегрального рiвняння в
загальнiй теорiї поглинання i розсiяння свiтла ме-
талевими нанокластерами. Принциповою особливiстю
шуканого алгоритму є необхiднiсть обчислення багатови-
мiрних (дво- i тривимiрних) iнтегралiв вiд швидкоосцилю-
ючих функцiй загального виду (наприклад, формула (12);
рис. 13). В якостi основного iнструменту iнтегрування мо-
же бути використаний апарат кубатурних формул на основi
апроксимацiйних бiкубiчних сплайнiв [21].

∙ Програмна реалiзацiя алгоритму розв’язання
iнтегрального рiвняння. Цiллю програмної реалiзацiї
алгоритму є мiнiмiзацiя часу вирiшення задачi при прийня-
тному рiвнi повної похибки результатiв. Це означає, перш
за все, вибiр оптимального числа вузлiв сiтки в областi iн-
тегрування.

∙ Iнтерпретацiя результатiв обчислювального
експеримента. Мається на увазi спiвставлення отрима-
них результатiв обчислень iз наявними уявленнями теоре-
тичного i експериментального характеру, а також iз резуль-
татами можливих варiантiв аналiтичних викладок.

В якостi методу розв’язання iнтегрального рiвняння (23)
в статтi вибраний пiдхiд, коли за початкове наближення
для електричного поля всерединi сферичної наночастинки
приймається наближення (30)

𝐸(0) =
𝐸0

1 + 1
3

(︁
𝜖𝑀 (𝜔)
𝜖(𝜔)

− 1
)︁ .

Тодi для вектора напруженостi електричного поля
E(1)(r, 𝜔) в першому наближеннi є допустимим представ-
лення (34)

E(1)(r, 𝜔) =
E0 exp(−𝑖kr)

1 + 1
3

(︁
𝜀𝑀 (𝜔)
𝜀(𝜔)

− 1
)︁ =

3E0 exp(−𝑖kr)
2 +

𝜀𝑀 (𝜔)
𝜀(𝜔)

,

при умовi, що просторова залежнiсть вектора зовнiшнього
поля E0(r, 𝜔) має вигляд (33)

E0(r, 𝜔) = E0𝑒
𝑖k r,

де E0 – постiйний вектор, напрямлений вздовж осi 𝑜𝑧,
а спiввiдношення дiелектричних проникностей 𝜀𝑀 (𝜔)/𝜀(𝜔)

визначається виразом:

𝜀𝑀 (𝜔)

𝜀(𝜔)
= 1−

𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2
+ 𝑖

𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2
𝜐

𝜔
.

𝜔2
𝑝 = 4𝜋 𝑛0𝑒2/𝑚 – плазменна частота; 𝜐 – феноменологi-

чний параметр, що характеризує частоту зiткнень електро-
нiв в об’ємi наночастинки.

Використовуючи вираз для вектора напруженостi еле-
ктричного поля E(1)(r, 𝜔) в формулi (36), отримаємо вектор
поляризацiї у першому наближеннi:

P(r, 𝜔) = 𝑖
9𝜔2

𝑝

16𝜋2 𝜔

exp(−𝑖kr)
[2 + 𝜀𝑀 (𝜔)/𝜀(𝜔)]

×

×
2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙

𝜋∫︁
0

𝑑𝜃 sin 𝜃 u0(u0E0)
1− exp[−(𝜐 + 𝑖kvF) 𝑡0]

𝜐 + 𝑖kvF
.
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В цiй формулi: u0 = vF/𝑣F = sin 𝜃 cos𝜙 i + sin 𝜃 sin𝜙 j+

+ cos 𝜃 k – одиничний вектор; k – одиничний вектор iз мо-
дулем 𝑘 = |k| = 𝜔/𝑐; 𝜐 = 𝜐 − 𝑖 𝜔; 𝑘 = |k| = 𝜔/𝑐; 𝜐 = 𝜐 − 𝑖 𝜔;
вектор k напрямлений вздовж осi 𝑂𝑥, так що kvF =

= 𝑘 𝑣F sin 𝜃 cos𝜙; 𝜃 – кут мiж векторами vF i E0, 𝜃 ∈ [0, 𝜋];
𝜙 – мiж вектором k та проекцiєю вектора vF на площину

𝑥𝑂𝑦, 𝜙 ∈ [0, 2𝜋]; 𝑡0 = 𝑎
𝑣F

(︂
𝑟
𝑎
cos𝛼+

√︁
1−

(︀
𝑟
𝑎
sin𝛼

)︀2)︂, 𝛼 –

кут мiж векторами r i vF, cos𝛼 = r vF/𝑟 𝑣F; 𝛼 ∈ [0, 𝜋];
𝑎 – радiус наночастинки, r = 𝑟 (sin 𝛾 cos𝜓 i + sin 𝛾 sin𝜓 j+

+ cos 𝛾 k) – радiус-вектор точки, 𝛾 – кут мiж векторами r

та E0, 𝛾 ∈ [0, 𝜋]; 𝜓 – кут мiж вектором k та проекцiєю ве-
ктора r на площину 𝑥𝑂𝑦, 𝜓 ∈ [0, 2𝜋].

Якщо вектор E0 напрямлений вздовж осi 𝑂𝑧, то прое-
кцiю вектора поляризацiї P

(1)
𝑧 (r, 𝜔) можна записати у ви-

глядi

P
(1)
𝑧 (r, 𝜔) = 𝑖

9𝜔2
𝑝𝐸0

16𝜋2 𝜔
[2 + 𝜀𝑀 (𝜔)/𝜀(𝜔)]−1 exp(−𝑖kr)×

×
2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙

𝜋∫︁
0

𝑑𝜃 sin 𝜃 cos2 𝜃
1− exp[−(𝜐 + 𝑖kvF) 𝑡0]

𝜐 + 𝑖kvF
.

Для пiдготовки програми обчислень наведемо конкретнi
формули кожного спiвмножника у цьому виразi:

1. 𝑧𝑛𝑒(𝜔𝑝, 𝜔, 𝜐) = [2 + 𝜀𝑀 (𝜔)/𝜀(𝜔)]−1 =

=

⎡⎣(︃3−
𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2

)︃2

+

(︃
𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2
𝜐

𝜔

)︃2⎤⎦−1

×

×
[︃(︃

3−
𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2

)︃
− 𝑖

(︃
𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2
𝜐

𝜔

)︃]︃
;

2. 𝑟𝑒𝑧𝑛𝑒(𝜔𝑝, 𝜔, 𝜐) =

[︃(︃
3−

𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2

)︃2
+

+

(︃
𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2
𝜐

𝜔

)︃2]︃−1(︃
3−

𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2

)︃
;

3. 𝑖𝑚𝑧𝑛𝑒(𝜔𝑝, 𝜔, 𝜐) =

[︃(︃
3−

𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2

)︃2
+

+

(︃
𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2
𝜐

𝜔

)︃2]︃−1(︃ −𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2
𝜐

𝜔

)︃
;

4. exp(−𝑖kr) = cos(𝜔 𝑟 sin 𝛾 cos𝜓/𝑐)−
− 𝑖 sin(𝜔 𝑟 sin 𝛾 cos𝜓/𝑐);

5. 𝑡0(𝑥, 𝛾, 𝜓, 𝜙, 𝜃) =
𝑎

𝑣F
×

×
(︂
𝑥(cos 𝛾 cos 𝜃 + cos(𝜓 − 𝜙) sin 𝛾 sin 𝜃)+

+
√︀

1− 𝑥2(1−(cos 𝛾 cos 𝜃+cos(𝜓−𝜙) sin 𝛾 sin 𝜃)2

)︂
;

6. 𝑥 = 𝑟/𝑎;

7.
1

𝜐 + 𝑖kvF
=

= 𝑧0(𝜔, 𝜙, 𝜃) [𝜐 + 𝑖𝜔 (1− 𝑐−1 𝑣F sin 𝜃 cos𝜙)];

8. 𝑧0(𝜔, 𝜙, 𝜃) = [𝜐2 + 𝜔2 (1− 𝑐−1 𝑣F sin 𝜃 cos𝜙)2]−1;

9. 𝑠0(𝑥, 𝛾, 𝜓, 𝜙, 𝜃) = 𝑡0(𝑥, 𝛾, 𝜓, 𝜙, 𝜃)𝑥0(𝜙, 𝜃);

10. 𝑥0(𝜙, 𝜃) = (1− 𝑐−1 𝑣F sin 𝜃 cos𝜙);

11. 𝑝𝑟0(𝑥, 𝜔, 𝛾, 𝜓) =

=

2𝜋∫︁
0

𝜋∫︁
0

{︁
𝑑𝜙 𝑑𝜃 sin 𝜃 cos2 𝜃 × 𝑧0(𝜔, 𝜙, 𝜃)×

× [𝜐 − 𝜐 exp(−𝜐 𝑡0(𝑥, 𝛾, 𝜓, 𝜙, 𝜃))×
× cos{𝜔 𝑠0(𝑥, 𝛾, 𝜓, 𝜙, 𝜃)}+ 𝜔 𝑥0(𝜙, 𝜃)×

× exp(−𝜐 𝑡0(𝑥, 𝛾, 𝜓, 𝜙, 𝜃)) sin{𝜔 𝑠0(𝑥, 𝛾, 𝜓, 𝜙, 𝜃)}]
}︁
;

12. 𝑜𝑚𝑣𝑝𝑟0(𝑥, 𝜔, 𝛾, 𝜓, 𝜙, 𝜃) = 𝜔 sin 𝜃 cos2 𝜃×
×𝑧0(𝜔, 𝜙, 𝜃)× [𝜐 − 𝜐 exp(−𝜐 𝑡0(𝑥, 𝛾, 𝜓, 𝜙, 𝜃))×
× cos{𝜔 𝑠0(𝑥, 𝛾, 𝜓, 𝜙, 𝜃)}+ 𝜔 𝑥0(𝜙, 𝜃)×
× exp(−𝜐 𝑡0(𝑥, 𝛾, 𝜓, 𝜙, 𝜃)) sin{𝜔 𝑠0(𝑥, 𝛾, 𝜓, 𝜙, 𝜃) }];
13.

Рис. 8. Графiчне представлення швидкоосцилюючої фун-
кцiї загального виду 𝑜𝑚𝑣𝑝𝑟0(𝑥, 𝜔, 𝛾, 𝜓, 𝜙, 𝜃) (𝑥 ≡ 𝑟/𝑎 =

= 0,5; 𝜔 = 1016 𝑠−1; 𝛾 = 𝜋/4; 𝜓 = 𝜋/4 )

Формула (12) представляє пiдiнтегральний вираз
𝑜𝑚𝑣𝑝𝑟0(𝑥, 𝜔, 𝛾, 𝜓, 𝜙, 𝜃) (спiвмножник 𝜔) при визначеннi
дiйсної функцiї 𝑝𝑟0(𝑥, 𝜔, 𝛾, 𝜓). Призначення формули –
демонстрацiя рiвня складностi обчислення багатовимiрних
(дво- i тривимiрних) iнтегралiв вiд швидкоосцилюючих
функцiй загального виду (наприклад, рис. 8)

14. 𝑝𝑖0(𝑥, 𝜔, 𝛾, 𝜓) =

=

2𝜋∫︁
0

𝜋∫︁
0

{︁
𝑑𝜙 𝑑𝜃 sin 𝜃 cos2 𝜃 × 𝑧0(𝜔, 𝜙, 𝜃)[𝜔 𝑥0(𝜙, 𝜃)−

− 𝜐 exp(−𝜐 𝑡0(𝑥, 𝛾, 𝜓, 𝜙, 𝜃))× sin{𝜔 𝑠0(𝑥, 𝛾, 𝜓, 𝜙, 𝜃)}−
−𝜔 𝑥0(𝜙, 𝜃) exp(−𝜐 𝑡0(𝑥, 𝛾, 𝜓, 𝜙, 𝜃))×

× cos{𝜔 𝑠0(𝑥, 𝛾, 𝜓, 𝜙, 𝜃) }]
}︁
;

15. 𝑟𝑟𝑒P𝑧(r, 𝜔) = −
3𝜔2

𝑝

16𝜋2 𝜔
𝑝𝑖0(𝑥, 𝜔, 𝛾, 𝜓);

16. 𝑖𝑖𝑚P𝑧(r, 𝜔) =
3𝜔2

𝑝

16𝜋2 𝜔
𝑝𝑟0(𝑥, 𝜔, 𝛾, 𝜓);

17. Вихiднi данi:

𝜔 = 1016 с−1; 𝜔𝑝 = 1,37 · 1016 с−1;
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𝑣F = 1,39 · 108 см · c−1; 𝑐 = 3 · 1010 см · с−1;

𝜐 = 3,39 · 1013 c−1; 𝑎 = 2 · 10−6 см;

18. P(1)
𝑧 (r, 𝜔)/𝐸0 = 3[𝑟𝑒𝑧𝑛𝑒(𝜔𝑝, 𝜔, 𝜐)+

+ 𝑖 𝑖𝑚𝑧𝑛𝑒(𝜔𝑝, 𝜔, 𝜐)]×

× [cos(𝜔 𝑟 sin 𝛾 cos𝜓/𝑐)− 𝑖 sin(𝜔 𝑟 sin 𝛾 cos𝜓/𝑐)]×

× [𝑟𝑟𝑒P𝑧(r, 𝜔) + 𝑖 𝑖𝑖𝑚P𝑧(r, 𝜔)];

19. 𝑟𝑒P(1)
𝑧 (r, 𝜔)/𝐸0 =

= 3{[𝑟𝑟𝑒P𝑧(r, 𝜔) 𝑟𝑒𝑧𝑛𝑒(𝜔𝑝, 𝜔, 𝜐)− 𝑖𝑖𝑚P𝑧(r, 𝜔)×

× 𝑖𝑚𝑧𝑛𝑒(𝜔𝑝, 𝜔, 𝜐)] cos(𝜔 𝑟 sin 𝛾 cos𝜓/𝑐)+

+ [𝑟𝑟𝑒P𝑧(r, 𝜔) 𝑖𝑚𝑧𝑛𝑒(𝜔𝑝, 𝜔, 𝜐) + 𝑖𝑖𝑚P𝑧(r, 𝜔)×

× 𝑟𝑒𝑧𝑛𝑒(𝜔𝑝, 𝜔, 𝜐)] sin(𝜔 𝑟 sin 𝛾 cos𝜓/𝑐)};

20. 𝑖𝑚P
(1)
𝑧 (r, 𝜔)/𝐸0 =

= 3{−[𝑟𝑟𝑒P𝑧(r, 𝜔) 𝑟𝑒𝑧𝑛𝑒(𝜔𝑝, 𝜔, 𝜐)−

− 𝑖𝑖𝑚P𝑧(r, 𝜔) 𝑖𝑚𝑧𝑛𝑒(𝜔𝑝, 𝜔, 𝜐)] sin(𝜔 𝑟 sin 𝛾 cos𝜓/𝑐)+

+ [𝑟𝑟𝑒P𝑧(r, 𝜔) 𝑖𝑚𝑧𝑛𝑒(𝜔𝑝, 𝜔, 𝜐)+

+ 𝑖𝑖𝑚P𝑧(r, 𝜔) 𝑟𝑒𝑧𝑛𝑒(𝜔𝑝, 𝜔, 𝜐)] cos(𝜔 𝑟 sin 𝛾 cos𝜓/𝑐)};

21. 𝐸𝑧1 (r, 𝜔) = 𝐸0(r, 𝜔)+

+
3𝐸0(r, 𝜔)

𝜀(𝜔)
[𝑟𝑒𝑧𝑛𝑒(𝜔𝑝, 𝜔, 𝜐)+

+ 𝑖 𝑖𝑚𝑧𝑛𝑒(𝜔𝑝, 𝜔, 𝜐)]

∫︁
{𝑆0(r, r

′, 𝜔)}𝑧 𝑧 [𝑟𝑟𝑒P𝑧(r, 𝜔)+

+ 𝑖 𝑖𝑖𝑚P𝑧(r, 𝜔)] exp(−𝑖k r) 𝑑r′ = 𝐸0(r, 𝜔)+

+
3𝐸0(r, 𝜔)

𝜀(𝜔)
[𝑟𝑒𝑧𝑛𝑒(𝜔𝑝, 𝜔, 𝜐) + 𝑖 𝑖𝑚𝑧𝑛𝑒(𝜔𝑝, 𝜔, 𝜐)]×

×
∫︁ [︂

− 𝑘2
𝑅2

𝑧 −𝑅2

𝑅3
− 𝑖𝑘

3𝑅2
𝑧 −𝑅2

𝑅4
+

3𝑅2
𝑧 −𝑅2

𝑅5

]︂
×

× [𝑟𝑟𝑒P𝑧(r, 𝜔) + 𝑖 𝑖𝑖𝑚P𝑧(r, 𝜔)] exp[𝑖 (𝑘𝑅− k r)]𝑑r′;

22. 𝑟𝑒𝐸𝑧𝑖𝑛1 (r, 𝜔) =

=

𝑎∫︁
0

𝜌′2𝑑𝜌′
2𝜋∫︁
0

𝑑𝜓′
𝜋∫︁

0

𝑑𝛾′ sin 𝛾′
{︂[︂(︂

− 𝑘2
𝑅2

𝑧 −𝑅2

𝑅3
+

+
3𝑅2

𝑧 −𝑅2

𝑅5

)︂
𝑟𝑟𝑒P𝑧(r, 𝜔) +

(︂
𝑘
3𝑅2

𝑧 −𝑅2

𝑅4

)︂
𝑖𝑖𝑚P𝑧(r, 𝜔)

]︂
×

× cos[𝑘 (𝑅− 𝜌′ sin 𝛾′ cos𝜓′)]−
[︂
− 𝑟𝑟𝑒P𝑧(r, 𝜔)×

× 𝑘
3𝑅2

𝑧 −𝑅2

𝑅4
+

(︂
− 𝑘2

𝑅2
𝑧 −𝑅2

𝑅3
+

3𝑅2
𝑧 −𝑅2

𝑅5

)︂
×

× 𝑖𝑖𝑚P𝑧(r, 𝜔)

]︂
sin[𝑘 (𝑅− 𝜌′ sin 𝛾′ cos𝜓′)]

}︂
;

23. 𝑖𝑚𝐸𝑧𝑖𝑛1 (r, 𝜔) =

𝑎∫︁
0

𝜌′2𝑑𝜌′
2𝜋∫︁
0

𝑑𝜓′
𝜋∫︁

0

𝑑𝛾′ sin 𝛾′
{︂[︂

− 𝑟𝑟𝑒P𝑧(r, 𝜔)×

× 𝑘
3𝑅2

𝑧 −𝑅2

𝑅4
−
(︂
𝑘2
𝑅2

𝑧 −𝑅2

𝑅3
−

3𝑅2
𝑧 −𝑅2

𝑅5

)︂
×

× 𝑖𝑖𝑚P𝑧(r, 𝜔)

]︂
cos[𝑘 (𝑅− 𝜌′ sin 𝛾′ cos𝜓′)]+

+

[︂(︂
− 𝑘2

𝑅2
𝑧 −𝑅2

𝑅3
+

3𝑅2
𝑧 −𝑅2

𝑅5

)︂
𝑟𝑟𝑒P𝑧(r, 𝜔)+

+

(︂
𝑘
3𝑅2

𝑧 −𝑅2

𝑅4

)︂
𝑖𝑖𝑚P𝑧(r, 𝜔)

]︂
×

× sin[𝑘 (𝑅− 𝜌′ sin 𝛾′ cos𝜓′)]

}︂
;

24. 𝑟𝑒
𝐸𝑧1 (r, 𝜔)

𝐸0 (r, 𝜔)
= 1 +

3

𝜀(𝜔)

{︃[︃(︃
3−

𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2

)︃2
+

+

(︃
𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2
𝜐

𝜔

)︃2]︃−1(︃
3−

𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2

)︃
𝑟𝑒𝐸𝑧𝑖𝑛1 (r, 𝜔)−

−
[︃(︃

3−
𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2

)︃2

+

(︃
𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2
𝜐

𝜔

)︃2 ]︃−1(︃ −𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2
𝜐

𝜔

)︃
×

×𝑖𝑚𝐸𝑧𝑖𝑛1 (r, 𝜔)

}︃
;

25. 𝑖𝑚
𝐸𝑧1 (r, 𝜔)

𝐸0 (r, 𝜔)
=

3

𝜀(𝜔)

{︃[︃(︃
3−

𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2

)︃2
+

+

(︃
𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2
𝜐

𝜔

)︃2]︃−1(︃
3−

𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2

)︃
𝑖𝑚𝐸𝑧𝑖𝑛1 (r, 𝜔)+

+

[︃(︃
3−

𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2

)︃2

+

(︃
𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2
𝜐

𝜔

)︃2 ]︃−1

×

×
(︃

−𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2
𝜐

𝜔

)︃
𝑟𝑒𝐸𝑧𝑖𝑛1 (r, 𝜔)

}︃
;

Вiдносна густина енергiї, що поглинається частинкою

26. 𝑤(r, 𝜔)/|𝐸0|2 =
9𝜔

2
𝑖𝑖𝑚P𝑧(r, 𝜔)

[︃(︃
3−

𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2

)︃2
+

+

(︃
𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝜐2
𝜐

𝜔

)︃2]︃−1

;
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P.M.Tomchuk, V.N. Starkov, D.V.Butenko

INTEGRAL EQUATIONS IN THE GENERAL
THEORY OF LIGHT ABSORPTION AND SCATTERING

S u m m a r y

The problem of light absorption and scattering has been re-

duced to the solution of a singular integral equation for the

complex vector of electric field intensity inside a nanoparticle.

The dipole approximation is chosen as the initial one. The re-

sults of computing experiments testify to an acceptable agree-

ment between the approach proposed for the consideration of

the electric field inside a spherical nanoparticle and the results

available for the optical and emission properties of metal nan-

oclusters.
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