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Дослiджено умови iснування симетричних та антисиметричних зв’язаних енергети-
чних рiвнiв (умови стабiльностi) на площинi маса–заряд (m, Z) для двовимiрних ку-
лонiвських систем трьох заряджених частинок, коли розглядаються двi тотожнi ча-
стинки одного сорту, а третя частинка iншого сорту. Високоточнi тричастинковi чи-
сельнi розрахунки виконано на основi стохастичного варiацiйного методу з гаусоїдними
базисами. Встановлено низку аномальних ефектiв у поведiнцi характерних вiдстаней
мiж частинками та наявностi ненульового квадрупольного моменту у двовимiрному
полярно-симетричному полi. Виконано систематичне порiвняння результатiв дослi-
дження для дво- та тривимiрних систем. Для декотрих еталонних систем трьох
частинок отримано енергiї, розмiри, розподiли густини та кореляцiйнi функцiї.
К люч о в i с л о в а: три зарядженi частинки, двовимiрнi системи, стабiльнiсть, варiацiй-
ний метод, структурнi функцiї

1. Вступ

Iнтерес до двовимiрних квантових систем виникає
пiд час дослiдження тонких плiвок, що складаю-
ться з одного, чи декiлькох атомних шарiв, дефе-
ктiв у твердих тiлах, фiзики графену та при ви-
вченнi самих рiзноманiтних поверхневих явищ у
конденсованих середовищах. I в загальному пла-
нi для бiльш глибокого розумiння рiзноманiтних
фiзичних закономiрностей принципового значен-
ня набуває вивчення залежностi фундаментальних
фiзичних характеристик вiд розмiрностi простору
та вiдмiннiсть основних закономiрностей вiд три-
вимiрних задач. Крiм того, у рiзних пiдходах вини-
кає потреба розглядати крiм елементарних куло-
нiвських систем фундаментальних частинок ще рi-
зноманiтнi системи квазiчастинок та екситонiв, ко-
ли природно можна вар’ювати фiзичнi параметри
мас та зарядiв. Залежнiсть вiд розмiрностi просто-
ру легко виявити для найпростiших кулонiвських
систем двох заряджених частинок, де задача до-
пускає явний аналiтичний розв’язок. Наступний
крок за складнiстю полягає у вивченнi загальної
задачi трьох заряджених частинок типу трiонiв
XXY (див. [1]), де на сьогоднi маємо можливiсть
досягти прецизiйної точностi дослiджень. Для три-
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вимiрного простору загальна задача трьох заря-
джених частинок є в значнiй мiрi вже дослiдженою
(див. [2, 3]).

У данiй роботi розглянуто загальнi умови мо-
жливого iснування зв’язаних станiв для трьох за-
ряджених частинок на площинi, встановлено дi-
аграми для порогiв стабiльностi i виявлено певнi
аномальнi закономiрностi для двовимiрних куло-
нiвських систем.

2. Постановка задачi
та методи дослiдження

Розглянемо двовимiрнi системи для симетричних
трiонiв, що складаються з двох тотожних частинок
з масами m1 = m2 = m та зарядами Z1 = Z2 = 1
i третьою частинкою з масою m3 = M i протиле-
жним за знаком зарядом Z3 = −Z (будемо вико-
ристовувати атомнi одиницi, коли ~ = e2 = 1) з
гамiльтонiаном

Ĥ =
p̂2
1 + p̂2

2

2m
+

p̂2
3

2M
+

1
r12
− Z

(
1
r13

+
1
r23

)
. (1)

У роботi буде розглядатися лише нульовий повний
кутовий момент i в бiльшостi подальших розрахун-
кiв без втрати загальностi можна прийнятиM = 1.
Приймемо, як i в попереднiй роботi [3], за визначе-
ння умов стабiльностi квантової системи у вiдпо-
вiдному станi (умови iснування зв’язаних станiв)
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той факт, коли енергiя цього стану системи лежить
нижче енергiї основного стану (порога) найбiльш
стабiльної пiдсистеми. У випадку трьох частинок
з гамiльтонiаном (1) умови стабiльностi квантової
системи трьох частинок в n-му станi вiдносно роз-
паду (123)→ (23) + (1) такi:

En(3;m,Z) ≤ E0(2;m,Z). (2)

Тут En(3;m,Z) – розрахункова енергiя n-го стану
трьох частинок з (1). Порогова енергiя основного
стану двочастинкової пiдсистеми, очевидно, знахо-
диться явно аналiтично

E0(2;m,Z) = −2mZ2

m+ 1
1

(d− 1)2
, (3)

де d – значення розмiрностi простору. Вiдзначи-
мо, що енергiя зв’язку двох заряджених частинок
зростає зi зменшенням значення розмiрностi i стає
невизначеною для одновимiрного випадку (настає
колапс для основного стану), а тим бiльше для по-
тенцiалу −1/r основний стан не можна визначити
для фрактальної розмiрностi менше одиницi. Для
2D задачi двох частинок енергiя зв’язку в 4 рази
перевищує енергiю зв’язку 3D задачi.

Дослiдження зв’язаних станiв тричастинкової
системи (1) виконаємо у рамках варiацiйного ме-
тоду Гальоркiна з гаусоїдним базисом (позначення
аналогiчнi тривимiрнiй задачi [3]):

φi(r12, r13, r23) = exp
{
−air

2
12 − bir213 − cir223

}
. (4)

Тодi повна хвильова функцiя з нульовим кутовим
моментом представляється як

ψ(r12, r13, r23) =
K∑

i=1

NiŜφi(r12, r13, r23), (5)

де Ŝ – оператор симетризацiї вiдносно перестано-
вок 1-ї та 2-ї тотожних частинок, а K – кiлькiсть
базисних функцiй.

Енергетичний спектр i вiдповiднi симетризованi
тричастинковi хвильовi функцiї ( точнiше, лiнiйнi
коефiцiєнти розкладу Ni, або вектори станiв) зна-
ходяться iз розв’язкiв лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь на власнi значення

K∑
l=1

Nl

{
〈Ŝφk

∣∣∣Ĥ − E∣∣∣ Ŝφl〉
}

= 0, k = 1,K, (6)

де енергетична матриця на базисних функцiях (4)
для довiльної розмiрностi простору d є такою:〈
Ŝφi|K̂ + V − E|Ŝφj

〉
=
(
1 + sP̂ (bi ↔ ci)

)
×

×
{
d

1
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)
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1
m

(
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+c(aibj + ajbi)
)

+
1
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]
+

+
Γ (d− 1/2)

Γ (d/2)
1
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×

×
[
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− Z
(
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a+ c
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a+ b

)]
− E 1

Dd/2

}
, (7)

де D – визначник вiдповiдної квадратичної фор-
ми, що дiагоналiзується при взяттi iнтегралiв з
гаусоїдами

D = ab+ ac+ bc. (8)

Тут a = ai + aj , b = bi + bj , c = ci + cj , а
P̂ (bi ↔ ci) – оператор перестановки вiдповiдних
параметрiв, Γ(x) – стандартна гама-функцiя, s =
= ±1 – для симетричних та антисиметричних ста-
нiв вiдносно перестановок координат 1-ї та 2-ї то-
тожних частинок. Всi розрахунки тут будемо ви-
конувати лише для d = 2 (двовимiрний простiр) i
частково для d = 3 (тривимiрний простiр), але для
загальностi приведено енергетичну матрицю для
довiльної розмiрностi включно з фрактальною.

Наступний практично важливий крок у варiа-
цiйних розрахунках полягає у виборi оптимальної
схеми мiнiмiзацiї енергiї за нелiнiйними варiацiй-
ними параметрами {a, b, c}. Ми систематично ви-
користовували певнi варiанти стохастичної версiї
(див., наприклад, [3–5]) мiнiмiзацiї енергiї певно-
го стану за варiацiйними параметрами. Виявилося,
що найбiльш оптимальною стратегiєю нарощуван-
ня базису хвильових функцiй вiдносно часових за-
трат i точностi розрахункiв є збiльшення кiлькостi
базисних функцiй на одиницю на кожному кроцi
зi стохастичною вибiркою для варiацiйних пара-
метрiв базисної функцiї, яка додається, а решта
нелiнiйних параметрiв у головному були заморо-
женими. Вибiрка змiнювалась вiд декiлькох тисяч
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(на початку нарощування базису) до декiлькох со-
тень (коли вже i базис був iз декiлькох сотень фун-
кцiй). При цьому розмiрнiсть базису коливалась
вiд 600–700 до 1000 i точнiсть досягалась краще
частки вiдсотка. Наголосимо також, що для отри-
мання найкращої точностi енергiй кожного окре-
мого тричастинкового стану подiбнi оптимiзацiйнi
схеми можна використовувати незалежно для ко-
жного стану, що дуже важливо з практичної точки
зору, коли нас цiкавить лише структура енергети-
чного спектра. При цьому, звичайно, ми отриму-
ємо найкращi значення для енергетичних рiвнiв,
але дещо порушуємо строгу ортогональнiсть вiд-
повiдних хвильових функцiй.

3. Дiаграми для порогiв стабiльностi

Сформулюємо в першу чергу головний результат
даної роботи, який полягає в отриманнi загальних
умов iснування зв’язаних станiв (дiаграми стабiль-
ностi) 2D систем трьох заряджених частинок з га-
мiльтонiаном (1) залежно вiд параметрiв маси m
та заряду Z. Ми також детально порiвняємо такi
дiаграми стабiльностi з вiдповiдними дiаграмами
стабiльностi 3D задачi, отриманих у роботi [3].

Для 2D задачi перш за все зауважимо, що для
Z < 0 (вiдштовхування) зв’язок вiдсутнiй, а для
Z > 1 i будь-якiй масi m > 0, як i в 3D випадку,
кiлькiсть зв’язаних станiв є безмежною. Дiйсно,
у безполяризацiйному кластерному варiацiйному
наближеннi, коли хвильова функцiя (х.ф.) трьох
частинок має вигляд добутку х.ф. основного стану
пiдсистеми з двох частинок (2 i 3) на х.ф. першої
частинки вiдносно центра тяжiння двох iнших:

ψ(r1, r2, r3, ) ≈

≈ exp

{
−
√

2m
m+ 1

|E0(2,m,Z)|r23

}
f(r), (9)

то по координатi r = r1 −
mr2 + r3

m+ 1
ефективний

потенцiал взаємодiї буде мати асимптотику куло-
нiвського потенцiалу притягування:

Veff.(r) ' −
Z − 1
r
− (d+ 1)(3− d)(d− 1)2

32Z2
×

×
(
Z − 1

m2

)
1
r3

+ ..., (10)

де d – розмiрнiсть простору. Тодi, очевидно, спектр
для Z > 1 навiть в цьому наближеннi зверху є без-
межним ( аналог теореми Като у 3D просторi). Ва-
жливо зазначити тут, що для 3D задачi асимпто-
тика потенцiалу Veff.(r) є кулонiвською з експонен-
цiйною точнiстю. У 2D ж задачi головнi поправки
до кулонiвської асимптотики степеневi, оскiльки
квадрупольний момент

Q2 = 〈
(
3z2 − r2

)
〉 = (d+ 1)(3− d)(d− 1)2×

×
(
1 +

1
m

)2 1
16Z2

(11)

(i всi мультипольнi моменти парного поряд-
ку) вiдмiнний вiд нуля навiть в полярно-
симетричному полi. Цiкаво також, що у молеку-
лярному режимi m � 1 поправка 1/r3 в (10) для
d < 3 є притягувальною, а для d > 3 – вiдштовху-
вальною. В атомному ж режимi m� 1 – вiдповiдь
протилежна.

Бiльш складною є область промiжних зарядiв
0 < Z < 1 (зауважимо, що нецiлi значення заряду
допустимi, оскiльки тут розглядається вiдносний
заряд двох сортiв частинок, чи квазiчастинок), де
ми виконали високоточнi розрахунки порогiв ста-
бiльностi i результати представлено на площинi
(m,Z) (рис. 1) у виглядi дiаграм порогiв. Лiнiї по-
рогiв стабiльностi симетричних si та антисиметри-
чних ai вiдносно перестановки тотожних частинок
показують (схематично), що даний зв’язаний стан
iснує вище певної лiнiї. Як видно з рис. 1, в атомно-
му режимi (одноцентрова задача) m� M = 1, як
приклад, атомний йон водню H− (зв’язану систему
(pee) ми позначимо традицiйно) та йон позитронiю
Ps− (зв’язана система (eee+)) iснує у двовимiр-
ному випадку лише один симетричний зв’язаний
стан для Z > Z0 = 0,8085 (i m = 0). У порiвнян-
нi з 3D випадком, коли Z0 = 0,911 [3], ми бачимо,
що для 2D задачi трьох частинок iснують ширшi
можливостi для появи зв’язаного стану. Основний
симетричний стан iснує для всiх мас m. В табл. 1
для бiльшої конкретностi ще наведено для кривої
s0 деякi характернi точки, якi отримано в резуль-
татi наших розрахункiв. Зауважимо, що лiнiя по-
рога стабiльностi для основного стану немонотон-
на – максимум досягається для m = 0,285, що в
1,93 раза менше вiд 3D, а само значення Z0 при
цьому в 1,14 менше за тривимiрне. В областi ма-
ксимуму кривої s0 утворення зв’язаного стану най-
менш вигiдно. У випадку молекулярного режиму
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m� 1 (двоцентрова задача), коли область iснува-
ння зв’язаних станiв у 2D задачах ширше, в гра-
ницi m → ∞ i для Z > Zs(crit.)(2) = 0,64656 (а
для 3D задачi Zs(crit.)(3) = 0,8101) кiлькiсть ко-
ливних симетричних зв’язаних станiв прямує до
безмежностi. У випадку антисиметричних вiдно-
сно перестановок тотожних частинок у молекуляр-
ному режимi аналогiчно всi лiнiї порогiв лежать
вище критичного значення Za(crit.) = 0,9977, що
достатньо близько до аналогiчного тривимiрного
значення Za(crit.) = 0,9997. Наголосимо, що колив-
нi антисиметричнi зв’язанi стани iснують лише в
областi Z ∼ 1.

Цiкавi закономiрностi маємо у верхнiй частинi
дiаграм стабiльностi, коли Z = 1. У цьому випадку
кожний новий коливний енергетичний рiвень з’яв-
ляється для все зростаючих критичних значень
мас, що наведенi для симетричних станiв в табл. 2,
а для антисиметричних станiв – в табл. 3. Тут вар-
то вiдзначити загальне правило, що точнiсть роз-
рахункiв наведених в цих таблицях значень погiр-
шується для бiльш високих збуджень. Для бiльшої
конкретностi в табл. 2 (третiй рядок) ще наведено
вiдношення критичних значень для 2D та 3D про-
сторiв, якi в середньому близькi до 0,68, звiдки ви-
дно ступiнь бiльшої зв’язностi у двовимiрних зада-
чах. Зауважимо в першу чергу, що якщо основний
зв’язаний стан iснує для всiх мас m, то 1-й збу-
джений стан s1 для Z ≤ 1 i 2D простору з’являє-
ться лише для m ≥ 6,0. Вiдзначимо (табл. 2), що
для симетричних станiв лiнiї порогiв стабiльностi
досить суттєво зсунутi у бiк менших мас порiвня-
но iз тривимiрною задачею (аналогiчнi закономiр-
ностi мають мiсце i для антисиметричних станiв).
Корисно вiдзначити, що критичнi значення мас за-
довольняють квадратичний закон вiд номера ста-
ну, як це мало мiсце [3] i для 3D простору. Але, на
вiдмiну вiд 3D, де цей закон обґрунтовано з квази-
класичних умов квантування, у випадку 2D задачi
квазикласика вимагає iстотних модифiкацiй i без-
посередньо не може бути використана. Наведемо
апроксимацiйнi формули для критичних значень
мас, коли з’являються новi зв’язанi симетричнi та
антисиметричнi стани:

m
(s)
n(crit.) ≈ 3,4n(n+ 1),

m
(a)
n(crit.) ≈ 367n(n+ 1) + 156. (12)
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Рис. 1. Дiаграми (схематично) стабiльностi енергетичних
рiвнiв двовимiрних систем трьох заряджених частинок

Таблиця 1. Залежнiсть Z0(m) для лiнiї порогiв
стабiльностi оcновного стану (s0)

m Z0 m Z0

0 0,80853 0,5 0,81177
0,001 0,80857 1,0 0,80487
0,01 0,80890 2,0 0,78953
0,1 0,81136 5,0 0,75817
0,2 0,81262 10,0 0,73234
0,28 0,8128865 104 0,64835
0,285 0,8128868 106 0,64668
0,3 0,8128793 108 0,64656

Таблиця 2. Критичнi значення мас
для симетричних станiв (з Z = 1)

Номер стану n 0 1 2 3 4 5

m
(s)
n(crit.)

0,0 6,0 20,45 41,48 68,56 101,2

m
(s)
n(crit.)(2D)

m
(s)
n(crit.)(3D)

– 0,63 0,69 0,70 0,69 0,68

Зауважимо, що такi квадратичнi за номером ста-
ну апроксимацiї тим точнiшi, чим вищий збудже-
ний рiвень. Корисно також вiдзначити, що апро-
ксимацiйнi формули типу (12) для антисиметри-
чних станiв в 2D i 3D просторах мiстять коефiцi-
єнти, якi майже у два рази вiдрiзняються, що свiд-
чить про лiнiйну залежнiсть m

(a)
n(crit.) вiд (d − 1).

З розрахункiв (табл. 3) i з апроксимацiйної фор-
мули (12) випливає, що вiдношення критичних
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мас 2D до 3D задачi для антисиметричних станiв
близьке до 0,51.

Вгорi на рис. 1 вiдмiчено мiсця для певних ета-
лонних систем, звiдки якiсно видно наявну кiль-
кiсть зв’язаних станiв. З апроксимацiйних формул
(12) видно, що для молекулярного йона водню H+

2

(зв’язана система (ppe) i маса m ∼ 1836) симетри-
чних станiв близько 24, а антисиметричних станiв
2. Iмовiрно, що у 2D для молекулярного йона дей-
терiю D+

2 симетричних станiв буде близько 33, а
антисиметричних станiв буде 3.

4. Середньоквадратичнi вiдстанi
та структурнi функцiї

Визначимо середньоквадратичнi вiдстанi Rik

(с.к.в.) мiж частинками:

Rik =
(
〈Ψ
∣∣∣(ri − rk)2

∣∣∣Ψ〉)1/2

, (13)

та середньоквадратичнi радiуси Rj (с.к.р.):

Rj =
(
〈Ψ
∣∣∣(rj −Rc.m.)

2
∣∣∣Ψ〉)1/2

, (14)

де Rc.m. =
m(r1 + r2) + r3

2m+ 1
– координата центра

тяжiння трьох частинок. I в базисi (5) маємо у ви-
падку довiльної розмiрностi простору d для вiдста-
нi R12 мiж тотожними частинками:

R2
12 =

d

2N

K∑
i,j=1

NiNj(b+c)
(
1 + sP̂ (bi ↔ ci)

) 1
Dd/2+1

,

(15)

i для вiдстанi мiж рiзними частинками R13:

R2
13 =

d

2N

K∑
i,j=1

NiNj

(
1 + sP̂ (bi ↔ ci)

)
×

Таблиця 3. Критичнi значення мас
для антисиметричних станiв (з Z = 1)

Номер стану n 0 1 2 3

m
(a)
n(crit.)

156,0 892,0 2340, 4960,

m
(a)
n(crit.)(2D)

m
(a)
n(crit.)(3D)

0,47 0,51 0,51 0,55

×
(
1 + sP̂ (b↔ c)

) a+ c

Dd/2+1
, (16)

де повний iнтеграл нормування задається як

N =
K∑

i,j=1

NiNj

(
1 + sP̂ (bi ↔ ci)

) 1
Dd/2

, (17)

а D визначається iз (8). Оператор перестановки
P̂ (bi ↔ ci) в (15), (16) i (17) той самий, що i в (7).

Вiдзначимо, що мiж с.к.р. системи (вiдстань вiд
даної частинки до центра мас всiєї системи) та
с.к.в. мають мiсце загальнi спiввiдношення для до-
вiльної розмiрностi простору:

R2
1 = R2

2 =
1

(1 + 2m)2
[
m(m+ 1)R2

12 +R2
13

]
, (18)

R2
3 =

m2

(1 + 2m)2
[
4R2

13 −R2
12

]
. (19)

Легко отримати i оберненi спiввiдношення

R2
12 = 4R2

1 −R2
3/m

2, (20)

R2
13 = R2

1 + (1 + 1/m)R2
3. (21)

У гаусоїдному базисi вирази типу (15) i (16) мають
унiверсальний вигляд для рiзних збуджених станiв
i цi вирази залежать вiд стану лише через лiнiйнi
{Ni} та нелiнiйнi {ai, bi, ci} варiацiйнi параметри.
До речi, з (18) i (19) видно також, що такого вигля-
ду спiввiдношення не залежать явно вiд розмiрно-
стi простору i завжди повиннi виконуватися нерiв-
ностi R12 < 2R13 та R1 > R3/2m. Крiм того, з (18)
у випадку безмежних мас m отримується очевидне
граничне спiввiдношенняR1 = R2 ∼ R12/2, оскiль-
ки центр тяжiння всiєї системи трьох частинок збi-
гається з центром тяжiння двох важких частинок.

Розглянемо функцiональну залежнiсть вiдста-
ней R12 i R13 вiд маси та заряду. Природно, в 3D
випадку вiдстань R12 мiж однаковими частинка-
ми, що вiдштовхуються по закону Кулона, є бiль-
шою за вiдстань R13 мiж частинками з притягува-
нням [3] (нерiвнiсть трикутника). Це має мiсце для
всiх мас i, як приклад, така структура молекуляр-
ного йона водню H+

2 та атомного йона водню H−.
У 2D просторi, де суттєво бiльший зв’язок, для
основного симетричного стану виявлено аномаль-
не спiввiдношення для вiдстаней мiж тотожними
важкими частинками та рiзними частинками, що
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притягуються. Iз розрахункiв згiдно з (15) i (16)
отримано, що у 2D просторi для симетричних ста-
нiв у молекулярному режимi для достатньо важ-
ких мас m виконується нерiвнiсть R12 < R13 –
вiдстань мiж важкими однаковими частинками
менша за вiдстань мiж рiзними частинками. На
рис. 2 для основного стану i Z = 1 наведено зале-
жнiсть вiдповiдних вiдстаней мiж частинками вiд
значення маси бiльш важких тотожних частинок.
Тодi, зокрема, в молекулярному йонi водню вiд-
стань мiж протонами (два фiксованих центри) де-
що менша за вiдстань мiж електроном та прото-
ном. Для Z = 1 нерiвнiсть R12 < R13 має мiсце
для m > 540. На рис. 3 на площинi (m,Z) у всiх
можливих iнтервалах мас i зарядiв ми схематично,
але з вiдповiдними позначеннями положень асим-
птотик кривих, представили дiаграми, де лiнiї s0 i
s1 для основного стану та першого збудженого си-
метричного стану вiдповiдають рiвностi вiдстаней
R12 = R13 i роздiляють всю область на двi части-
ни. Так, вище лiнiї s0 маємо аномальну нерiвнiсть
R12 < R13 i аналогiчно для першого збудженого
рiвня. Для бiльш високих збуджених рiвнiв маємо
аналогiчну картину, коли вiдповiдна лiнiя sn зсу-
вається вправо i вверх зi зростанням номера збу-
дження. Що стосується антисиметричних станiв,
то у всiй розумнiй областi площини (m,Z) реалi-
зується нормальна структура, коли R12 > R13.

Аномальна структура з R12 < R13 може бути
iнтерпретована таким чином. Для 2D задачi в мо-
лекулярному режимi (приклад молекулярного йо-
на H+

2 ), коли двi важкi частинки вiдштовхуються i
фактично знаходяться на фiксованiй вiдстанi R12

(така фiксацiя вiдстанi бiльш суттєва порiвняно
з 3D простором через значно бiльший зв’язок), а
легка частинка, яка зв’язує всю систему, швидко
рухається лише в площинi навколо то одного, то
другого центра (в цей час легка частинка знахо-
диться на значнiй вiдстанi вiд першого центра) i
в сумi цi вiдстанi становлять R13, що i є бiльше
за вiдстань мiж фiксованими центрами. Для лег-
кої частинки вiдсутнi можливостi маневру, оскiль-
ки вона рухається строго в площинi. В той са-
мий час, якщо маса m важких частинок зменшує-
ться, то амплiтуда руху важких частинок зростає
(i зростає вiдстань мiж цими частинками) i лег-
ка частинка бiльше часу проводить в промiжку
мiж центрами – тодi вiдстань R13 зрiвнюється з
вiдстанню R12 i поступово (див. рис. 2) вiдстань
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Рис. 2. Залежнiсть с.к.в. мiж частинками вiд маси m то-
тожних частинок (Z = 1, основний стан)
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Рис. 3. Залежнiсть Zc(m) (схематично) за умови
R12 = R13

мiж рiзними частинками стає меншою за R12. I
нарештi, коли двi тотожнi частинки стають лег-
кими (атомний йон водню H−), то напевно вiд-
стань мiж ними за рахунок вiдштовхування зна-
чно збiльшується i має мiсце нормальна ситуацiя.
У випадку 3D задачi (i бiльшої розмiрностi), ко-
ли зв’язок значно зменшується i амплiтуда вiд-
носного коливання двох важких частинок значно
збiльшується, результат є нормальним, коли вiд-
стань мiж однаковими частинками бiльша за вiд-
стань мiж рiзними частинками для всiх мас m.
При цьому для легкої частинки, яка зв’язує всю
систему, є iстотна ймовiрнiсть за рахунок значної
розмiрностi простору знаходитись в просторi мiж
важкими частинками i завжди R13 < R12. На-
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Рис. 4. Структурнi функцiї для основного стану Ps−

рештi, якщо розмiрнiсть простору d є фракталь-
ною i прямує до одиницi, то наступає колапс i
зв’язуюча третя частинка може знаходитися лише
в промiжку мiж тотожними частинками i знову
R13 < R12. Таким чином, наявна немонотоннiсть
в цьому аномальному ефектi для спiввiдношень
мiж вiдстанями в залежностi вiд змiни розмiрностi
простору d.

Корисно зазначити також деякi закономiрностi
розрахункового плану, пов’язанi з використанням
стохастичних схем варiацiйного методу з гаусої-
дним базисом. Так, характернi с.к.в. для основного
стану зi збiльшенням кiлькостi базисних функцiй,
як i енергiя цього стану, монотонно зменшуються
i прямують до точних значень. Виконується при-
родна закономiрнiсть – чим бiльший зв’язок, тим
меншi розмiри системи згiдно з R ∼ 1/

√
|E|. За-

уважимо також, що для збуджених станiв лише
енергiя монотонно наближається до свого точно-
го значення (варiацiйний принцип), в той самий
час для розмiрiв (та iнших середнiх) можуть бу-
ти певнi незначнi коливання i лише в середньо-
му такi характеристики збiгаються до своїх точ-
них значень.

Розглянемо тепер основнi структурнi функцiї,
такi як розподiли густини частинок та парнi коре-
ляцiйнi функцiї, в рiзних зв’язаних станах трьох
частинок. Розподiли густини частинок

ρi(r) = 〈Ψ|δ (r− ri + Rc.m.) |Ψ〉 (22)

визначають ймовiрнiсть знаходження i-ї частинки
на вiдстанi r вiд центра мас системи i в гаусоїдно-

му базисi (4) для довiльної розмiрностi простору d
задаються виразами

ρ3(r) =
(1 + 2m)d

πd/2mdN

K∑
i,j

NiNj

(4a+ b+ c)d/2
×

×
(
1 + sP̂ (bi ↔ ci)

)
exp

{
− (1 + 2m)2

m2

D

4a+ b+ c
r2
}
,

(23)

ρ1(r) =
(1 + 2m)d

2πd/2N

K∑
i,j

NiNj

(
1 + sP̂ (bi ↔ ci)

)
×

×
(
1 + sP̂ (b↔ c)

) 1

(a+m2b+ (m+ 1)2c)d/2
×

× exp
{
− (1 + 2m)2D
a+m2b+ (m+ 1)2c

r2
}
. (24)

Аналогiчно парнi кореляцiйнi функцiї

gkl(r) = 〈Ψ|δ (r− rkl) |Ψ〉 (25)

визначають ймовiрнiсть знайти пару частинок kl
на вiдстанi r i мають вигляд

g12(r) =
1

πd/2N

K∑
i,j

NiNj

(b+ c)d/2

(
1 + sP̂ (bi ↔ ci)

)
×

× exp
{
− D

b+ c
r2
}
, (26)

g13(r) =
1

2πd/2N

K∑
i,j

NiNj

(
1 + sP̂ (bi ↔ ci)

)
×

×
(
1 + sP̂ (b↔ c)

) 1
(a+ c)d/2

exp
{
− D

a+ c
r2
}
. (27)

У всiх виразах (23), (24), (26), (27) через N позна-
чено повний iнтеграл нормування (17), D визна-
чаються iз (8), а оператор перестановки P̂ (b ↔ c)
аналогiчний позначенням в (7).

Як приклад радiальної залежностi структурних
функцiй для двовимiрних систем розглянемо спо-
чатку розподiли густини частинок та кореляцiй-
нi функцiї (рис. 4) в йонi позитронiю Ps− (Z = 1
i m = 1 вiдповiдає промiжному випадку мiж
атомним та молекулярним режимами). Вiдзначи-
мо, по-перше, що електронний розподiл густини
ρe(r) (формула (24)) через вiдштовхування мiж
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електронами має незначний провал на початку ко-
ординат (по вiдношенню до центра мас всiєї три-
частинкової системи), по-друге, кореляцiйнi фун-
кцiї порiвняно з розподiлами густини мають зна-
чно бiльш протяжну асимптотичну поведiнку i, як
наслiдок, с.к.в. завжди значно бiльшi с.к.р., по-
третє, кореляцiйна функцiя двох тотожних еле-
ктронiв gee(r) (формула (26)) через вiдштовхува-
ння має вiдчутний провал на малих вiдстанях.
Останнiй факт поведiнки кореляцiйних функцiй є
загальним, якщо на малих вiдстанях ця пара ча-
стинок має вiдштовхування.

Тепер розглянемо розподiли густини частинок
у молекулярному йонi водню (H+

2 , M = 1, m =
= 1836,152701). З рис. 5 видно, по-перше, що важ-
кi частинки (протони p) розташованi практично
на фiксованiй вiдстанi вiд центра мас, який зна-
ходиться посерединi мiж важкими частинками, в
той самий час розподiл густини легкої частинки
(електрона e) має максимум на початку коорди-
нат (вiдносно центра мас), по-друге, для бiльшої
наочностi на рисунку ще зображено вирази rρ(r),
що безпосередньо вiдповiдають ймовiрностi знахо-
дження вiдповiдних частинок на вiдстанi r i ви-
дно, що с.к.р. легкої частинки суттєво бiльший вiд
с.к.р. важких частинок. На рис. 6 для H+

2 наве-
дено кореляцiйнi функцiї. Знову пiдтверджується,
що важкi частинки знаходяться практично на фi-
ксованiй вiдстанi, оскiльки gpp(r) сильно локалi-
зована на вiдстанi порядку 0,55. В той самий час
кореляцiйна функцiя рiзних частинок gpe(r), осо-
бливо та, що помножена на r, бiльш протяжна i
характерний її радiус може бути бiльшим за вiд-
стань мiж однаковими частинками, що вже було
обговорено.

Нарештi зазначимо загальнi тенденцiї стосовно
структурних функцiй зi змiною мас m (i для фi-
ксованого заряду) вiд дуже малих значень в атом-
ному режимi (або m = 1 i дуже велика маса тре-
тьої частинки M) до значних m у молекулярному
режимi. В атомному режимi (наприклад, атомний
йон водню) важка частинка сильно локалiзована
в околi центра мас i розподiл густини має дельта-
подiбний вигляд, а два електрони знаходяться на
значних вiдстанях один вiд одного i вiд фiксовано-
го центра. При цьому електронний розподiл густи-
ни монотонно спадає зi зростанням вiдстанi. Пiд-
креслимо, що в атомному режимi (одноцентрова
задача) кореляцiйна функцiя мiж легкою та важ-
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кою частинками в значнiй мiрi подiбна до розподi-
лу густини легкої частинки. В той самий час пар-
на кореляцiйна функцiя gee(r) на малих вiдстанях
через вiдштовхування значно подавлена i має зна-
чну протяжнiсть на великих вiдстанях. Особливо
значною є протяжнiсть кореляцiй мiж легкими ча-
стинками в основному станi, коли система близь-
ка до двочастинкового розвалу (близько до поро-
гової кривої s0 на рис. 1). Зi зростанням маси m
(зменшення M) центр мас стає все менш фiксова-
ним, а амплiтуда коливань двох тотожних части-
нок стає меншою i для ще бiльших мас m двi тото-
жнi частинки стають двома фiксованими центра-
ми. Якщо ж Z > 1 i маса M велика (наприклад,
атом гелiю), то в основному станi два електрони
знаходяться в полi фiксованого центра, коли мiж-
електронне вiдштовхування стає несуттєвим, то-
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дi електроннi розподiли є монотонно спадаючими
зi зростанням вiдстанi i радiус розподiлу густини
iстотно зменшується.

5. Еталоннi системи трьох частинок

У цьому роздiлi ми коротко обговоримо результа-
ти розрахункiв енергiй та розмiрiв для конкретних
еталонних двовимiрних трiонiв i порiвняємо з на-
явними лiтературними результатами та тривимiр-
ною задачею.

1. Розглянемо в першу чергу молекулярний йон
водню H+

2 (система (ppe), де m = 1836,152701),
для якого в табл. 4 наведено розрахованi енергiї
дисоцiацiї Dn = E0(2) − En(3) декiлькох перших
коливних симетричних (s) збуджених станiв (згi-
дно з (12) всiх симетричних станiв буде 24) та на-
явних двох антисиметричних (a) станiв. В порiв-
няннi з 3D задачею [3] в 2D просторi для симе-
тричних станiв енергiї дисоцiацiї майже на поря-
док бiльшi (близько 8 разiв), а для збудженого ан-

Таблиця 4. Енергiї дисоцiацiї найнижчих
енергетичних станiв H+

2

Стани n s0 s1 s2 a0 a1

Dn 0, 779 0, 696 0, 615 1, 97 · 10−4 1, 89 · 10−5

Таблиця 5. Енергiя та характернi вiдстанi
для основних станiв систем H+

2 , Ps−, H−

E0(2D)(3) R12 R13 R1 R3 E0(3D)(3)

−2,778 0,5489 0,5611 0,2747 0,4907 −0,59713682
−1,1215948 3,0178 2,1889 1,5988 1,0571 −0,26200507
−2,239 1,646 1,132 1,131 8, 46 · 10−4 −0,5274458

Таблиця 6. Енергiя та характернi вiдстанi
для атома He

E0(2D)(3) R12 R13 R1 R3

E0(3D)(3)

s0 −11,89811 0,559954 0,386898 1,131 7, 3195 · 10−5

−2,90330444
a0 −8,2948 2,948 2,083 2,083 4, 04 · 10−4

−2,17493011
s1 −8,2493 3,437 2,429 2,429 4, 707 · 10−4

−2,14567849

тисиметричного стану майже на 4 порядки бiль-
ше. В табл. 5 (другий рядок) наведено розрахова-
нi для основного стану енергiї i характернi вiдстанi
(енергiя основного стану атома водню E0(2D)(2) =
= −1,99891). Данi в цьому параграфi вiдносно
тривимiрної системи взято iз роботи [3]. Корисно
кiлькiсно порiвняти ступiнь бiльш сильного зв’яз-
ку двовимiрних систем порiвняно з тривимiрними.
Виконуються нерiвностi

E0(2D)(3)
E0(3D)(3)

= 4,65 > 4, (28)

R0(2D)(3)
R0(3D)(2)

= 1/3,2 < 1/2
√

2, (29)

що вiдображає бiльш загальнi закономiрностi вiд-
носно зростання зв’язку зi зростанням кiлькостi
частинок i вiдповiдне зменшення розмiрiв. Варто
ще раз наголосити на аномальному спiввiдношен-
нi для с.к.в. у випадку молекулярного режиму, що
вже обговорювалося вище – вiдстань Rpe мiж рi-
зними частинками, що притягуються, є дещо бiль-
шою за вiдстань Rpp мiж тотожними важкими ча-
стинками, що вiдштовхуються.

2. Для йона позитронiю Ps−, який є найбiльш
характерним прикладом системи, яка вiдповiдає
промiжному випадку мiж молекулярним та атом-
ним режимами, маємо лише один слабкозв’язаний
стан, що є демонстрацiєю дiаграми стабiльностi на
рис. 1. Розрахованi енергiя та характернi вiдстанi
наведено в табл. 5 (третiй рядок). Тут також варто
вiдзначити, що тричастинкова система бiльш силь-
но зв’язана вiд двочастинкової (E0(2D)(2) = −1,0)
i виконуються нерiвностi (28) i (29), хоча i менш
сильно, нiж для H+

2 .
Вiдзначимо, що в роботi [6] отримано також

енергiю основного стану йона позитронiю i резуль-
тат збiгається зi значенням з табл. 5.

3. Наступним трiоном уже атомного характеру
розглянемо атомний йон водню H−, для якого та-
кож маємо лише один слабкозв’язаний енергети-
чний рiвень з параметрами в 4-му рядку табл. 5.
Для цiєї системи характерно одноцентровi зако-
номiрностi, коли важкий протон знаходиться пра-
ктично в центрi мас (R3 дуже мале), а мiжеле-
ктронна вiдстань R12 вiдчутно бiльша за вiдстань
вiд електрона до протона. Крiм того, нерiвностi
(28) i (29) ще менш сильнi, нiж для системи P−s .
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Вiдзначимо також, що енергiя зв’язку H− слаб-
ко залежить вiд маси ядра (протона) i для маси
M =∞ енергiя така E0(2D)(3) = −2,2402, що узго-
джується з результатом iз [6].

4. Розглянемо також в 2D проcторi деякi ре-
зультати для атома гелiю He (Z = 2, m = 1,
M = 7294,2995). Перш за все нагадаємо, як це вже
було вказано вище, що оскiльки Z > 1, то спектр
для цього атома є безмежним, як для симетри-
чних, так i для антисиметричних станiв. Тут ми
наводимо конкретнi данi лише для перших трьох
(симетричних s0 i s1 та антисиметричного стану
a0) найнижчих станiв (табл. 6), а порогова енер-
гiя двох частинок E0(2) = −7,99891. Для атома
He роль скiнченностi маси ядра ще менша. Розра-
хунок енергiї основного стану атома гелiю з без-
межною масою ядра такий E0(2D)(3) = −11,89982,
що узгоджується з [7].

Вiдзначимо, що якщо для основного стану атома
гелiю зв’язок в 2D бiльше нiж в 4 рази сильнiший
вiд 3D задачi, то для збуджених рiвнiв це спiввiд-
ношення дещо менше i монотонно спадає до одини-
цi зi зростанням збудження. Зокрема, це має мiсце
для двох частинок, де спектр з нульовим кутовим
моментом i розмiрнiстю d такий:

En(2;m,Z) = −
(
2mZ2/(m+ 1)

)
/(2n+d−1)2. (30)

Зауважимо, що в енергетичному спектрi атома ге-
лiю рiвнi рiзної симетрiї чергуються, як це має мi-
сце [3] i в 3D задачi. Крiм того, вiдзначимо, що для
атома енергiя основного стану вiддiлена вiд збу-
джених рiвнiв вiдчутним iнтервалом, або щiлиною
в спектрi – цей факт є характерним для атомного
режиму.

6. Заключнi зауваження

У пiдсумку зазначимо основний результат, яким
встановлено умови стабiльностi на площинi маса-
заряд для основного та збуджених симетричних i
антисиметричних станiв з нульовим кутовим мо-
ментом двовимiрної задачi трьох заряджених ча-
стинок. Побудованi дiаграми стабiльностi дозволя-
ють встановити загальну картину наявностi зв’я-
заних станiв систем трiонiв в 2D просторi.

Нетривiальними виявилися структурнi особли-
востi як окремих еталонних систем трьох заря-
джених частинок, так i загальнi закономiрностi
залежно вiд мас та зарядiв симетричних трiонiв

XXY в 2D просторi. По-перше, встановлено, що
квадрупольний момент на сферично-симетричних
хвильових функцiях є нульовим лише в 3D про-
сторi, а для двовимiрної задачi квадрупольний мо-
мент завжди додатний i це породжує притягуваль-
ний ефективний мультипольний потенцiал взає-
модiї з асимптотикою −1/r3 навiть для полярно-
симетричного поля. По-друге, для трьох зарядже-
них частинок у молекулярному режимi, зокрема
для молекулярного йона H+

2 в 2D просторi, вияв-
лено, що вiдстань мiж двома протонами, де дiє вiд-
штовхування, все ж менша за вiдстань мiж прото-
ном i електроном, хоча вони i притягуються. Як за-
гально вiдомо, для тривимiрних задач таких ано-
малiй не iснує.

Цi питання в подальшому будуть розглянутi в
адiабатичному наближеннi, де вже на прозоро-
му фiзичному рiвнi буде надано їм належне об-
ґрунтування.

Виконанi дослiдження мають перспективи ви-
вчення загальних проблем низьковимiрних куло-
нiвських систем декiлькох частинок чи центрiв з
урахуванням належним чином кореляцiй та бага-
точастинкових ефектiв i вiдповiдних симетрiй ба-
гатоцентрових задач, а також специфiки кулонiв-
ських задач в просторах довiльної розмiрностi d,
включно з фрактальною.
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7. L. Hilico, B. Grémaud, T. Jonckheere et al., Phys. Rev.

A 66, 022101 (2002).
Одержано 16.01.13

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2013. Т. 58, № 3 299



I.В. Сименог, В.В. Михнюк, М.В. Кузьменко

И.В. Сименог, В.В. Михнюк, Н.В. Кузьменко

УСЛОВИЯ СТАБИЛЬНОСТИ ДВУХМЕРНЫХ
КВАНТОВЫХСИСТЕМТРЁХЗАРЯЖЕННЫХЧАСТИЦ

Р е з ю м е

Исследованы условия существования симметричных и
антисимметричных связанных энергетических уровней (ус-
ловия стабильности) на плоскости масса–заряд (m, Z) для
двухмерных кулоновских систем трех заряженных частиц,
когда рассматриваются две тождественные частицы одного
сорта, а третья частица другого сорта. Высокоточные
трехчастичные чисельные расчёты выполнены на основе
стохастического вариационного метода с гауссоидными
базисами. Установлен ряд аномальных эффектов в поведе-
нии характерных расстояний между частицами и наличия
ненулевого квадрупольного момента в двухмерном по-
лярно-симметричном поле. Выполнено систематическое
сравнение результатов исследования для двух- и трехмер-
ных систем. Для некоторых эталонных систем трех частиц
получены энергии, размеры, распределения плотности и
корреляционные функции.

I.V. Simenog, V.V. Mikhnyuk, M.V. Kuzmenko

THE CONDITIONS OF STABILITY
OF TWO-DIMENSIONAL QUANTUM
SYSTEMS OF THREE CHARGED PARTICLES

S u m m a r y

For a two-dimensional Coulomb system of three charged par-

ticles, among which two particles are identical and the third

particle is of different nature, we study the conditions of exis-

tence for symmetric and antisymmetric bound energy states

(conditions of stability) in the mass–charge (m, Z) plane.

High-precision three-body numerical calculations based on a

stochastic variational method with Gaussian bases are per-

formed. Several anomalous effects in the behavior of the char-

acteristic distances between particles are revealed, and the

nonzero quadrupole moment is found in a two-dimensional

polar-symmetric field. The systematic comparison of the re-

sults for two- and three-dimensional systems is performed. The

values of energy and size, the density distributions, and the cor-

relation functions for the various reference three-particle sys-

tems are obtained.
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