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НЕПЕРЕРВНI В ЧАСI ВИПАДКОВI БЛУКАННЯ
З РЕСЕТИНГОМ В ОБМЕЖЕНОМУ ЛАНЦЮЖКУУДК 539

Детально проаналiзовано модель класичних випадкових блукань з пуассонiвським ресе-
тингом в одновимiрнiй ґратцi в її загальному варiантi. Акцент зроблено на ефектах
ресетингу, якi виникають внаслiдок рiзноманiтностi довiльних початкових i граничних
умов. Також обговорюється квантовий аналог моделi.
К люч о в i с л о в а: випадкове блукання, низьковимiрнi ґратки, стохастичний ресетинг,
доцiльнiсть ресетингу, квантовi блукання.

1. Вступ

Якщо вiдомостей про мiсцезнаходження цiлi бра-
кує, то пошук зазвичай здiйснюється випадковим
чином. Якщо область пошуку велика (необмеже-
на), то iснує багато траєкторiй, що робить пошук
неефективним або взагалi безуспiшним. Iдея пiд-
вищення ефективностi пошуку шляхом ресетин-
гу (регулярне або випадкове переривання пошуку
шляхом повернення до певного стану, з якого почи-
нається новий випадковий пошук) спрямована на
усунення таких “шкiдливих” траєкторiй. Насправ-
дi цей спосiб оптимiзацiї пошуку є широко пошире-
ним: вiд поведiнки живих органiзмiв до функцiо-
нування (бiо)молекул, зокрема, ферментiв.

Хоча систематичне вивчення ефектiв ресетин-
гу почалося зовсiм недавно, воно швидко пере-
творилося на процвiтаючий напрямок теорiї сто-
хастичних процесiв. Пiсля засадничої роботи [1],
де пуассонiвський ресетинг вивчався в базовiй сто-
хастичнiй моделi дифузiї вздовж нескiнченної лi-
нiї, з’явилися численнi роботи (все ще здебiльшо-
го теоретичнi) про вплив рiзних типiв ресетин-
гу в рiзних розмiрностях i геометрiях, за наявно-
стi рiзних потенцiалiв тощо; див. останнi огляди
[2–5]. Переважна бiльшiсть цих робiт стосується
просторово-неперервних моделей, хоча їх дискре-
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тнi аналоги (випадковi блукання в ґратках або ме-
режах) не менш важливi. Для останнiх практично
не було точних результатiв, отриманих навiть в
одновимiрному випадку [6]. Навiть прямий дискре-
тний аналог моделi з роботи [1] – ресетинг випад-
кових блукань в одновимiрнiй ґратцi – було роз-
глянуто зовсiм недавно [7–9]. Крiм точних вира-
зiв для характеристик основних ефектiв ресетингу
(виникнення нерiвноважного стацiонарного стану,
можливiсть мiнiмiзацiї середнього часу першого
проходження (mean first passage time, MFPT)), бу-
ло описано вплив обмеженостi ланцюга та рiзних
граничних умов на деякi спостережуванi величи-
ни (безумовнi i умовнi MFPT, а також ймовiрностi
розщеплення).

У данiй роботi зроблено узагальнення резуль-
татiв, отриманих в роботах [7–9], та вони допов-
ненi дослiдженням коефiцiєнта варiацiї (coefficient
of variation, CV) часу першого проходження. Крiм
загального значення, знання величини CV для ба-
зового (тобто без ресетингу) процесу дозволяє ро-
бити висновок про доцiльнiсть впровадження ресе-
тингу. Отриманi в цiй роботi умови вигiдного ресе-
тингу вiдрiзняються вiд вiдомого “унiверсального”
критерiю в загальному випадку. Нарештi, коротко
обговорюється ресетинг в квантових блуканнях.

2. Теоретична основа

2.1. Розв’язок еволюцiйного рiвняння

Класичнi симетричнi випадковi блукання по ву-
злах 𝑛 (0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁) регулярного ланцюга зi стока-
ми на його краях (𝑛 = 0 та 𝑛 = 𝑁) i стохастичним
пуассонiвським ресетингом до вузла 𝑛𝑟 описується
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таким рiвнянням еволюцiї для ймовiрностей запов-
нення вузла 𝜌𝑛(𝑡):

d𝜌𝑛
d𝑡

= 𝑘 (𝜌𝑛−1 − 2𝜌𝑛 + 𝜌𝑛+1)−𝑟𝜌𝑛+𝛿𝑛𝑟𝑛𝑟

𝑁∑︁
𝑚=0

𝜌𝑚 +

+ 𝑘𝜌0𝛿0𝑛 + 𝑘𝜌𝑁𝛿𝑁𝑛 − 𝑞0𝜌0𝛿0𝑛 − 𝑞𝑁𝜌𝑁𝛿𝑁𝑛, (1)

з початковою умовою 𝜌𝑛(0) = 𝛿𝑛0𝑛. Тут 𝑘 – кон-
станта швидкостi стрибкiв мiж сусiднiми вузла-
ми, 𝑟 – така для пуассонiвського ресетингу, а 𝑞0
i 𝑞𝑁 – вiдповiднi iнтенсивностi поглинання. Не-
явно передбачається, що цiлi розташованi у ву-
злах 𝑛 = −1 та 𝑁 + +1. Перетворення Лапласа
𝜌𝑛(𝑝) =

∫︀∞
0

𝑒−𝑝𝑡𝜌𝑛(𝑡)𝑑𝑡 розв’язку рiвняння (1) бу-
ло знайдено в роботi [9]. Зокрема, для кiнцевих
вузлiв це виглядає таким чином:

𝜌0(𝑝|𝑛0, 𝑛𝑟) = 𝐵0(𝑝)/2𝑘𝑝Δ(𝑝),

𝜌𝑁 (𝑝|𝑛0, 𝑛𝑟) = 𝐵𝑁 (𝑝)/2𝑘𝑝Δ(𝑝),
(2)

де

𝐵0(𝑝) =
(︁
𝑝𝐼𝑛0

+ 𝑟𝐼𝑛𝑟

)︁{︂
1− 1

2

[︁
(1− 𝜆𝑁 ) 𝐼0 − 𝐼1

]︁}︂
+

+
1

2

(︁
𝑝𝐼𝑁−𝑛0 + 𝑟𝐼𝑁−𝑛𝑟

)︁[︁
(1− 𝜆𝑁 ) 𝐼𝑁 − 𝐼𝑁+1

]︁
+

+
1

2
𝑟𝜆𝑁

(︁
𝐼𝑛0

𝐼𝑁−𝑛𝑟
− 𝐼𝑛𝑟

𝐼𝑁−𝑛0

)︁
, (3a)

𝐵𝑁 (𝑝) =
(︁
𝑝𝐼𝑁−𝑛0

+ 𝑟𝐼𝑁−𝑛𝑟

)︁
×

×
{︂
1− 1

2

[︁
(1− 𝜆0) 𝐼0 − 𝐼1

]︁}︂
+

+
1

2

(︁
𝑝𝐼𝑛0

+ 𝑟𝐼𝑛𝑟

)︁[︁
(1− 𝜆0) 𝐼𝑁 − 𝐼𝑁+1

]︁
+

+
1

2
𝑟𝜆0

(︁
𝐼𝑁−𝑛0𝐼𝑛𝑟 − 𝐼𝑛0𝐼𝑁−𝑛𝑟

)︁
. (3b)

Тут 𝜆0,𝑁 = 𝑞0,𝑁/𝑘 та

Δ(𝑝) =

{︂
1− 1

2

[︂
(1− 𝜆0) 𝐼0 − 𝐼1 −

𝑟𝜆0

𝑝
𝐼𝑛𝑟

]︂}︂
×

×
{︂
1− 1

2

[︂
(1− 𝜆𝑁 ) 𝐼0 − 𝐼1 −

𝑟𝜆𝑁

𝑝
𝐼𝑁−𝑛𝑟

]︂}︂
−

− 1

4

[︂
(1− 𝜆0) 𝐼𝑁 − 𝐼𝑁+1 −

𝑟𝜆0

𝑝
𝐼𝑁−𝑛𝑟

]︂
×

×
[︂
(1− 𝜆𝑁 ) 𝐼𝑁 − 𝐼𝑁+1 −

𝑟𝜆𝑁

𝑝
𝐼𝑛𝑟

]︂
. (4)

У рiвняннях (3) та (4) перетворення Лапласа мо-
дифiкованих функцiй Бесселя 𝐼𝑚(𝑠) = 𝐼−𝑚(𝑠) =

=
(︀
𝑠−

√
𝑠2 − 1

)︀|𝑚|
/
√
𝑠2 − 1 беруться з 𝑠 = 1+(𝑝+

+ 𝑟)/ (2𝑘). Розв’язок (2) вiдповiдає найбiльш за-
гальнiй постановцi задачi та помiтно спрощується
у “симетричних” випадках (𝑞0 = 𝑞𝑁 = 𝑘), для на-
пiвнескiнченних чи нескiнченних ланцюжкiв, а та-
кож у популярному випадок ресетингу до початко-
вого вузла (𝑛0 = 𝑛𝑟) [7–9]. Перетворення Лапласа
(2) навряд чи можна iнвертувати; тим не менш, їх
достатньо для обчислення практично всiх спосте-
режуваних параметрiв процесу. Перш нiж перейти
до подальшого розгляду, зазначимо, що цi розра-
хунки можна значно спростити за допомогою так
званих рiвнянь вiдновлення [2, 4].

2.2. Рiвняння вiдновлення

Цi рiвняння пов’язують розв’язки проблем з ресе-
тингом i розв’язки проблем без ресетингу (вiдпо-
вiднi процеси без ресетингу часто називають ба-
зовими (underlying)). Наприклад, при збережен-
нi ймовiрностi присутностi блукаючої частинки в
ланцюжку (зокрема, у нескiнченному ланцюжку
без стокiв),

∑︀
𝑛 𝜌𝑛(𝑡) = 1, розв’язок можна записа-

ти одразу,

𝜌𝑛 (𝑡|𝑛0, 𝑛𝑟, 𝑟) = 𝑒−𝑟𝑡𝜌𝑢,𝑛 (𝑡|𝑛0)+

+ 𝑟

𝑡∫︁
0

𝑒−𝑟𝜏𝜌𝑢,𝑛 (𝜏 |𝑛𝑟) d𝜏, (5)

виходячи з простих мiркувань. А саме: перший
доданок у правiй частинi рiвняння (5) – це ймо-
вiрнiсть вiдсутностi ресетiв до часу 𝑡, 𝑒−𝑟𝑡, по-
множена на пропагатор базового процесу, розпо-
чатого у вузлi 𝑛0, 𝜌𝑢,𝑛 ( 𝑡|𝑛0). Другий доданок –
це ймовiрнiсть останнього ресетингу в момент ча-
су 𝜏 , 𝑟𝑒−𝑟𝜏 , помножена на пропагатор основного
процесу, розпочатого у вузлi 𝑛𝑟 в iнтервалi часу
(𝑡− 𝜏, 𝑡), 𝜌𝑢,𝑛 (𝜏 |𝑛𝑟).

Рiвняння (5) показує, зокрема, що ресетинг при-
водить до ненульового стацiонарного розподiлу
(це – так званий нерiвноважний стацiонарний стан,
non-equilibrium steady state (NESS))

𝜌st𝑛 (𝑛𝑟, 𝑟) = 𝑟

∞∫︁
0

𝑒−𝑟𝑡𝜌𝑢,𝑛 (𝑡|𝑛𝑟)d 𝑡, (6)

який не залежить вiд початкових умов. Для не-
скiнченного ланцюга пропагатор базового процесу
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добре вiдомий, 𝜌𝑢,𝑛 (𝑡|𝑛𝑚) = 𝑒−2𝑘𝑡𝐼|𝑛−𝑚| (2𝑘𝑡). От-
же [7, 8],

𝜌st𝑛 (𝑛𝑟, 𝑟) =
𝑟

2𝑘
𝐼|𝑛−𝑛𝑟|

(︁
1+

𝑟

2𝑘

)︁
,

що є дискретним аналогом неперервного варiанта

𝜌st𝑟 (𝑥|𝑥𝑟) =

√︂
𝑟

4𝐷
exp

(︂
−|𝑥− 𝑥𝑟|

√︂
𝑟

𝐷

)︂
з вiстрям в 𝑥 = 𝑥𝑟 [1]. Однак асимптотика при
𝑟 → ∞ тепер є степеневою: 𝜌st𝑛 (𝑛𝑟, 𝑟 → ∞) ≃
≃ (𝑟/𝑘)

−|𝑛−𝑛𝑟|.
За наявностi процесiв поглинання/розпаду рiв-

няння вiдновлення (6) формулюється для ймовiр-
ностi виживання 𝑄(𝑡) =

∑︀
𝑛 𝜌𝑛(𝑡). З мiркувань, по-

дiбних до тих, що використовувалися при виведен-
нi рiвняння (5), можна зробити висновок про те,
що

𝑄𝑟 (𝑡|𝑛0, 𝑛𝑟) = 𝑒−𝑟𝑡𝑄𝑢 (𝑡|𝑛0)+

+ 𝑟

𝑡∫︁
0

𝑒−𝑟𝜏𝑄𝑟 (𝑡− 𝜏 |𝑛0, 𝑛𝑟)𝑄𝑢 (𝜏 |𝑛𝑟)d 𝜏, (7)

де 𝑄𝑢 та 𝑄𝑟 вiдповiдають базовому процесовi та
ресетинговi, вiдповiдно.

2.3. Вирази для спостережуваних

Перетворення Лапласа рiвняння (7) дає вираз

�̃�𝑟 (𝑝 |𝑛 0, 𝑛 𝑟 ) =
�̃�𝑢 (𝑝+ 𝑟 |𝑛 0 )

1− 𝑟�̃�𝑢 (𝑝+ 𝑟 |𝑛 𝑟 )
. (8)

Вiн значно спрощує обчислення основних спо-
стережуваних параметрiв (MFPT i CV). Iмо-
вiрнiсть виживання 𝑄(𝑡) безпосередньо пов’яза-
на з розподiлом 𝑓(𝑡) часу першого проходже-
ння: 𝑄(𝑡) = 1−

∫︀ 𝑡

0
𝑓(𝑡′)d𝑡′, або, для перетворен-

ня Лапласа �̃�(𝑝) =
[︁
1− 𝑓(𝑝)

]︁
/𝑝. У свою чер-

гу, вiдповiдний параметр MFPT просто дорiвнює∫︀∞
0

𝑡𝑓(𝑡)d𝑡 = �̃�(𝑝 = 0). Тодi з рiвняння (8) випли-
ває, що параметр MFPT ⟨𝑇𝑟⟩ за наявностi ресетин-
гу дорiвнює

⟨𝑇𝑟 (𝑛0, 𝑛𝑟)⟩ =
�̃�𝑢 (𝑟 |𝑛0 )

1− 𝑟�̃�𝑢 (𝑟 |𝑛𝑟 )
=

1− 𝑓𝑢 (𝑟 |𝑛0 )

𝑟𝑓𝑢 (𝑟 |𝑛𝑟 )
. (9)

Цей спосiб обчислення MFPT набагато легший,
нiж знаходження похiдної вiд 𝑓𝑟(𝑝) у границi 𝑝 → 0

вiдповiдно до стандартного визначення
⟨︀
𝑇 𝑘

⟩︀
=

= (−1)𝑘
[︁
d𝑘𝑓 (𝑝) /d𝑝𝑘

]︁
𝑝=0

.

Розрахунок параметра CV також стає значно
простiшим. У термiнах 𝑓𝑢 i 𝑓𝑟 рiвняння (8) можна
переписати у виглядi

𝑓𝑟 (𝑝 |𝑛0, 𝑛𝑟 ) =
𝑝𝑓𝑢 (𝑝+ 𝑟 |𝑛0 ) + 𝑟𝑓𝑢 (𝑝+ 𝑟 |𝑛𝑟 )

𝑝+ 𝑟𝑓𝑢 (𝑝+ 𝑟 |𝑛𝑟 )
. (10)

Взяття похiдної вiд виразу (10) вiдносно 𝑝 приво-
дить до рiвняння (9), тодi як друга похiдна при
𝑝 = 0 є середнiм квадратом часу першого прохо-
дження i становить

d2𝑓𝑟 (𝑝 |𝑛 0, 𝑛 𝑟 )

d𝑝2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝=0

=
⟨︀
𝑇 2
𝑟 (𝑛 0, 𝑛 𝑟)

⟩︀
=

= 2

(︁
1−𝑓𝑢 (𝑟|𝑛0)

)︁(︁
1+𝑟 d𝑓𝑢(𝑟|𝑛𝑟)

d𝑟

)︁
+𝑟𝑓𝑢 (𝑟|𝑛𝑟)

d𝑓𝑢(𝑟|𝑛0)
d𝑟

𝑟2
(︁
𝑓𝑢 (𝑟|𝑛𝑟)

)︁2 .

(11)
Отже, стандартне вiдхилення становить

𝜎𝑟 (𝑛0, 𝑛 𝑟) =
[︁⟨︀
𝑇 2
𝑟 (𝑛0, 𝑛𝑟)

⟩︀
− ⟨𝑇𝑟 (𝑛0, 𝑛𝑟)⟩2

]︁1/2
=

=

[︂
1 + 2𝑟

(︂
d𝑓𝑢 (𝑟|𝑛𝑟)

d𝑟
+ 𝑓𝑢 (𝑟|𝑛𝑟)

d𝑓𝑢 (𝑟|𝑛0)

d𝑟
−

− 𝑓𝑢 (𝑟|𝑛0)
d𝑓𝑢 (𝑟|𝑛𝑟)

d𝑟

)︂
−𝑓2

𝑢 (𝑟|𝑛0)

]︂1/2⧸︂
(𝑟𝑓𝑢 (𝑟|𝑛𝑟)),

а коефiцiєнт варiацiї дорiвнює

CV𝑟 (𝑛0, 𝑛𝑟) =
𝜎𝑟 (𝑛0, 𝑛𝑟)

⟨𝑇𝑟 (𝑛0, 𝑛𝑟)⟩
=

=

[︂
1 + 2𝑟

(︂
d𝑓𝑢 (𝑟|𝑛𝑟)

d𝑟
+ 𝑓𝑢 (𝑟|𝑛𝑟)

d𝑓𝑢 (𝑟|𝑛0)

d𝑟
−

− 𝑓𝑢 (𝑟|𝑛0)
d𝑓𝑢 (𝑟|𝑛𝑟)

d𝑟

)︂
−

− 𝑓2
𝑢 (𝑟|𝑛0)

]︂1/2⧸︂
(1− 𝑓𝑢 (𝑟|𝑛𝑟)). (12)

Таким чином, рiвняння (11), (12) мiстять лише
першi похiднi вiд розподiлу 𝑓𝑢 для базового про-
цесу, взятого при 𝑝 = 𝑟. Звернiмо увагу на те, що
в виразах (9) та (12), отриманих для спостережу-
ваних величин, зберiгається можливiсть рiзних по-
чаткових i ресетингових вузлiв (𝑛0 ̸= 𝑛𝑟), хоча ча-
сто цю обставину iгнорують i вважають 𝑛0 = 𝑛𝑟
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“за умовчанням”. Однак ця вiдмiннiсть все ж таки
має значення, за винятком стацiонарних розподi-
лiв, таких як розподiл (6). Наприклад (див. також
нижче), припустимо, що iснує оптимальне значе-
ння 𝑟*, яке мiнiмiзує MFPT ⟨𝑇𝑟⟩. Це означає, що
(𝑑/𝑑𝑟) ⟨𝑇𝑟 (𝑛0, 𝑛𝑟)⟩ |𝑟* = 0. Диференцiюючи рiвня-
ння (9), маємо

𝑟*

[︃
d𝑓𝑢(𝑟|𝑛𝑟)

d𝑟
+ 𝑓𝑢(𝑟|𝑛𝑟)

d𝑓𝑢(𝑟|𝑛0)

d𝑟
−

− 𝑓𝑢(𝑟|𝑛0)
d𝑓𝑢(𝑟|𝑛𝑟)

d𝑟

]︃
𝑟*

=

= 𝑓𝑢 (𝑟
*|𝑛𝑟)

[︁
𝑓𝑢 (𝑟

*|𝑛0)− 1
]︁
.

Використання цiєї умови в рiвняннi (12) приводить
до такого коефiцiєнта варiацiї при оптимальному
ресетинговi:

CV𝑟* (𝑛0, 𝑛𝑟) =

=

[︁
1+2𝑓𝑢(𝑟

*|𝑛𝑟)
(︁
𝑓𝑢 (𝑟

*|𝑛0)− 1
)︁
−𝑓2

𝑢 (𝑟*|𝑛0)
]︁1/2

1−𝑓𝑢(𝑟*|𝑛0)
,

Цей вираз перетворюється на “унiверсальну” вла-
стивiсть CV𝑟* = 1 [10] тiльки у випадку 𝑛0 = 𝑛𝑟.

2.4. Коли ресетинг доцiльний?

Коефiцiєнт варiацiї CV часто пов’язують з умовою
доцiльностi ресетингу, тобто зi здатнiстю остан-
нього покращувати пошук за рахунок зменшен-
ня MFPT. Зазвичай цю умову отримують шля-
хом розкладання MFPT в ряд поблизу точки
𝑟 = 0 [4, 11],

⟨𝑇𝑟 (𝑛0, 𝑛𝑟)⟩ = 𝑎0 + 𝑎1𝑟 + 𝑎2𝑟
2 + ... . (13)

Очевидно, що 𝑎0 – це MFPT за вiдсутностi ресе-
тингу, 𝑎0 = ⟨𝑇 (𝑛0)⟩. Також зрозумiло, що ресе-
тинг є корисним, якщо ⟨𝑇𝑟 (𝑛0, 𝑛𝑟)⟩𝑟→0 < ⟨𝑇 (𝑛0)⟩,
тобто якщо 𝑎1 < 0. Розкладаючи праву части-
ну рiвняння (9) в ряд поблизу 𝑟 = 0 та маючи
на увазi, що 𝑓𝑢 (0|𝑛) = 1 i

(︀
𝑑𝑘/𝑑𝑟𝑘

)︀
𝑓𝑢 (𝑟|𝑛) |𝑟=0 =

= (−1)
𝑘 ⟨︀

𝑇 𝑘 (𝑛)
⟩︀
, отримуємо

⟨𝑇𝑟→0 (𝑛0, 𝑛𝑟)⟩ = ⟨𝑇 (𝑛0)⟩+ [⟨𝑇 (𝑛𝑟)⟩ ⟨𝑇 (𝑛0)⟩−

− 1

2

⟨︀
𝑇 2 (𝑛0)

⟩︀
]𝑟 +𝑂

(︀
𝑟2
)︀
. (14)

Порiвнюючи вирази (13) i (14), отримуємо шукану
умову доцiльностi,

⟨𝑇 (𝑛𝑟)⟩ ⟨𝑇 (𝑛0)⟩ <
1

2

⟨︀
𝑇 2 (𝑛0)

⟩︀
. (15)

Якщо вузли 𝑛0 та 𝑛𝑟 спiвпадають, то умова (15)
перетворюється на ⟨𝑇 (𝑛0)⟩2 < 1

2

⟨︀
𝑇 2 (𝑛0)

⟩︀
або

CV2
𝑢 (𝑛0) > 1. (16)

Спiввiдношення (16), яке передбачає достатньо
широкий (“з товстим хвостом”, fat-tailed) розпо-
дiл 𝑓𝑢(𝑡) для часу першого проходження в базово-
му процесi, часто пропонується як “унiверсальна”
(або принаймнi достатня; див., наприклад, [4, 11])
умова. Насправдi це спiввiдношення (як i згадана
вище умова CV𝑟* = 1) є таким лише у випадку
ресетингу до початкового вузла (практично нiко-
ли вiдповiдне зауваження не робиться). Загальний
“критерiй вигоди”, як випливає з рiвняння (15), має
вигляд

CV2
𝑢 (𝑛0) > 2

⟨𝑇 (𝑛𝑟)⟩
⟨𝑇 (𝑛0)⟩

− 1. (17)

Iншими словами, можливi випадки, коли CV2
𝑢 > 1,

але ресетинг не приносить користi, i навпаки, є до-
цiльним, доки CV2

𝑢 < 1 (див. приклад в роздiлi 3).
Проте в обох випадках критерiй (17) залишається
дiйсним.
2.5. Iмовiрностi розщеплення

Тепер ми можемо перейти до обчислення спостере-
жуваних параметрiв на основi розв’язкiв (2), маю-
чи на увазi, що 𝑓(𝑡) – це не що iнше, як 𝑞0𝜌0(𝑡)
або 𝑞𝑁𝜌𝑁 (𝑡) у випадках одного стоку у вузлi 0 або
𝑁 , вiдповiдно. Якщо є два стоки на обох кiнцях
(досяжною є будь-яка з двох цiлей), тодi просто
𝑓(𝑡) = 𝑞0𝜌0(𝑡) + 𝑞𝑁𝜌𝑁 (𝑡). Нас цiкавлять MFPT (9)
i CV (12), для яких ми можемо використати 𝑓𝑢(𝑝),
тобто розв’язки (2)–(4) з 𝑟 = 0. У випадку обмеже-
ного ланцюга з двома стоками на його кiнцях iсну-
ють додатковi важливi спостережуванi параметри,
такi як ймовiрностi розщеплення 𝑊0 i 𝑊𝑁 виходу
через вiдповiдний кiнцевий вузол (порiв. з [12, 13]);
очевидно, що 𝑊0+𝑊𝑁 = 1. Вони просто обчислю-
ються за формулами

𝑊0 = 𝑞0

∞∫︁
0

𝜌0(𝑡)d𝑡 = 𝑞0𝜌0(𝑝 → 0),

𝑊𝑁 = 𝑞𝑁

∞∫︁
0

𝜌𝑁 (𝑡)d𝑡 = 𝑞𝑁𝜌𝑁 (𝑝 → 0).

(18)

596 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2024. Т. 69, № 8
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Окрiм безумовного MFPT, також iснують його
умовнi аналоги ⟨𝑡0⟩ i ⟨𝑡𝑁 ⟩, пов’язанi з часом дося-
гнення вiдповiдної цiлi (порiв. з [14]). Їх функцiями
розподiлу є вiдповiднi нормованi потоки

𝑓0(𝑡) =
𝑞0𝜌0(𝑡)∫︀∞

0
𝑞0𝜌0(𝑡)d𝑡

=
𝜌0(𝑡)

𝜌0(0)
,

𝑓𝑁 (𝑡) =
𝑞𝑁𝜌𝑁 (𝑡)∫︀∞
0

𝑞𝑁𝜌𝑁d𝑡
=

𝜌𝑁 (𝑡)

𝜌𝑁 (0)
,

так що [9]

⟨𝑡0⟩ = − dln𝜌0(𝑝)
d𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝑝=0

, ⟨𝑡𝑁 ⟩ = − dln𝜌𝑁 (𝑝)

d𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝑝=0

.

(19)

3. Обчислення спостережуваних
величин в окремих випадках

У цьому роздiлi ми наводимо результати, отрима-
нi для кiлькох важливих iлюстративних версiй на-
шої досить багатопараметричної системи, визначе-
ної рiвнянням (1) 1. Спецiальний наголос робиться
на нових особливостях спостережуваних, що вини-
кають завдяки можливим вiдмiнностi мiж 𝑛0 i 𝑛𝑟

(а також мiж 𝑞0 i 𝑞𝑁 ).
Корисно почати з випадку необмеженого лан-

цюжка. Це – практично єдиний випадок, для яко-
го можна отримати явний вираз для еволюцiї в ча-
сi (5). Незважаючи на вiдсутнiсть цiлей на кiнцях
ланцюжка, можна поставити питання про MFPT,
маючи на увазi перше досягнення певного (ска-
жiмо, нульового) вузла, якщо почати з вузла 𝑛0.
Проте знаходження вiдповiдної залежностi 𝑓𝑟(𝑡)
передбачає розв’язання допомiжної задачi для на-
пiвнескiнченного ланцюжка (𝑛 = 0, 1, 2...) зi сто-
ком 𝑞0 = 𝑘 у нульовому вузлi та неявну цiль у
вузлi 𝑛 = −1, так що 𝑓𝑟(𝑡|𝑛0, 𝑛𝑟) = 𝑘𝜌0(𝑡|𝑛0, 𝑛𝑟, 𝑟).
У цьому випадку, згiдно з викладеним у роздiлi 2,
можна отримати [9], що

⟨𝑇𝑟 (𝑛0, 𝑛𝑟)⟩ =
1

𝑟

(︀
𝜑𝑛0+1 − 1

)︀
𝜑𝑛𝑟−𝑛0 , (20)

де 𝜑 = 1 + (𝑟/ (2𝑘)) +

√︁
(𝑟/𝑘) + (𝑟/ (2𝑘))

2. Легко
перевiрити, що цей MFPT є нескiнченним як при

1 Вони були частково представленi в роботах [7–9].

𝑟 = 0 (що добре вiдомо для дифузiї вздовж нескiн-
ченної прямої i залишається справедливим для не-
обмеженого ланцюга), так i при 𝑟 → ∞ 2. Отже,
цей параметр має мiнiмум при деякому скiнчен-
ному оптимальному значеннi 𝑟*. Це другий (пiсля
ефекту виникнення нерiвноважного стацiонарно-
го стану) основний ефект ресетингу. У порiвнян-
нi з випадком 𝑛0 = 𝑛𝑟, MFPT (20) мiстить мно-
жник 𝜑𝑛𝑟−𝑛0 , i, оскiльки 𝜑 > 1, вiн збiльшує (якщо
𝑛𝑟 > 𝑛0) або зменшує (якщо 𝑛𝑟 < 𝑛0) MFPT
для однакових 𝑛𝑟 i 𝑛0. Але навiть у випадку, ко-
ли 𝑛0 близьке до нуля (або навiть дорiвнює нулю!)
i 𝑛𝑟 ≫ 𝑛0, iснує оптимальна швидкiсть ресетингу
𝑟*, що мiнiмiзує MFPT. Ось настiльки важливим є
усунення “шкiдливих” траєкторiй до нескiнченної
частини ланцюга! Принагiдно зауважимо, що нашi
мiркування застосовнi у випадку, коли початковий
вузол сусiдує з цiллю, тодi як у безперервнiй мо-
делi такий випадок неможливий (бо немає аналога
сусiдньої точки).

Перейдемо до аналiзу обмежених ланцюгiв. Спо-
чатку розглянемо симетричнi граничнi умови, тоб-
то 𝑞0 = 𝑞𝑁 . Тут обчислення ймовiрностей розще-
плення (18) є простими, оскiльки потрiбно просто
взяти розв’язок (2) у границi 𝑝 → 0. Якщо, до то-
го, 𝑛0 = 𝑛𝑟, то зi зростанням 𝑟 домiнування 𝑊0 або
𝑊𝑁 (в залежностi вiд того, який кiнець ланцюж-
ка ближче до 𝑛𝑟) тiльки посилюється, так що при
𝑟 → ∞ вiдповiдна ймовiрнiсть розщеплення дося-
гає 1, а iнша дорiвнює 0. Що стосується MFPT,
то його поведiнка бiльш складна. У коротких лан-
цюгах i при не настiльки iнтенсивних стоках опти-
мальна швидкiсть ресетингу 𝑟* може не iснувати
(якщо 𝑁 = 2, то 𝑟* вiдсутня для будь-якого 𝑞0 [7,
8]). Цей висновок iстотно вiдрiзняється вiд резуль-
татiв, отриманих у вiдповiднiй безперервнiй моде-
лi, в якiй 𝑟* завжди iснує при 𝑛0, близьких до будь-
якого кiнця iнтервалу [14].

Якщо ресетинговий та початковий вузли рi-
знi, 𝑛0 ̸= 𝑛𝑟, то це викликає цiкавий ефект iн-
версiї ймовiрностей розщеплення. Наприклад, у
ланцюжку з сiмома вузлами (𝑁 = 6), ймовiр-
нiсть розщеплення 𝑊0 (𝑟 → ∞|𝑛0, 𝑛𝑟 = 2) → 1 для
будь-якого 𝑛0 (оскiльки 𝑛𝑟 ближче до вузла 0).
Однак для 𝑛0 > 4, коли 𝑊0 (𝑟 = 0|𝑛0, 𝑛𝑟 = 2) <
< 𝑊𝑁 (𝑟 = 0|𝑛0, 𝑛𝑟 = 2), збiльшення 𝑟 зрештою

2 За винятком випадку 𝑛𝑟 = 0, коли, вочевидь,
⟨𝑇𝑟→∞ (𝑛 0, 𝑛 𝑟 = 0)⟩ = 1/𝑘.
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Рис. 1. Iмовiрностi розщеплення при 𝑁 = 5, 𝑘 = 0, 5, 𝑞0 = 0, 05, 𝑞𝑁 = 5 та 𝑛0 = 𝑛𝑟 [9]

a b
Рис. 2. MFPT, стандартне вiдхилення та коефiцiєнт варi-
ацiї як функцiї 𝑟 для обмеженого ланцюжка з 𝑁 = 5, 𝑘 = 1,
𝑞0 = = 0,1, 𝑞𝑁 = 10 i 𝑛𝑟 = 4. (𝑎) 𝑛0 = 1, (𝑏) 𝑛0 = 𝑛𝑟 = 4

приводить до iнверсiї цiєї нерiвностi. Поведiнка
MFPT також змiнюється. Якщо при однакових
𝑛0 = 𝑛𝑟 оптимальна швидкiсть 𝑟* iснує лише для
𝑛0 = 1 або 5 (того, що ближче до краю), то, на-
приклад, для 𝑛𝑟 = 1, 𝑟* iснує для будь-яких 𝑛0 (за
винятком, звичайно, кiнцевих вузлiв); див. вiдпо-
вiднi графiки в роботi [9].

Розглянемо тепер несиметричнi граничнi умови,
𝑞0 ̸= 𝑞𝑁 . Тут цiкавi ефекти виникають навiть у
коротких ланцюжках з iдентичними початковими
та ресетинговими вузлами (див. приклад з 𝑁 = 2
у роботах [7, 8]). Вiзьмемо, наприклад, випадок
𝑁 = 5, де 𝑞0 i 𝑞𝑁 вiдрiзняються на два поряд-
ки. При розмiщеннi 𝑛0 ближче до лiвого кiнця
(𝑛0 = 0, 1, 2) проявляється яскраво виражена iн-
версiя 𝑊0 i 𝑊𝑁 зi зростанням 𝑟. Однак при 𝑛0 > 3
вона зникає (див. рис. 1). Можливiсть такої iнвер-
сiї, як можливiсть керування ресетингом, може бу-
ти важливою для рiзних застосувань. MFPT у та-
кому ланцюжку з шiстьма вузлами демонструє чо-
тири якiсно рiзнi поведiнки зi зростанням 𝑟, якi
залежать вiд 𝑛0 (див. рис. 8 у роботi [9]).

Рiзнi 𝑛0 i 𝑛𝑟 не додають нових форм залежностi
𝑊0,𝑁 (𝑟), за винятком деяких деталей. Наприклад,

при 𝑁 = 5 розмiщення 𝑛𝑟 = 2 дозволяє iнверсiю
для будь-яких 𝑛0 вiд 0 до 5, але значення 𝑛𝑟 = 3
усуває її для всiх 𝑛0. Безумовний MFPT демон-
струє бiльш рiзноманiтну поведiнку: при 𝑛𝑟 = 2,
𝑟* вiдсутня для всiх 𝑛0, а при 𝑛𝑟 = 4, вона з’являє-
ться для будь-якого 𝑛0. Приклади рiзної поведiнки
умовного MFPT див. у роботi [9].

Тепер повернемося до коефiцiєнта варiацiї та
“критерiю вигоди” (17). Графiки обчислених CV𝑟

разом iз 𝜎𝑟 i ⟨𝑇𝑟⟩ наведенi на рис. 2 для ланцюж-
ка з 𝑁 = 5, 𝑘 = 1, 𝑞0 = 0, 1, 𝑞𝑁 = 10 i 𝑛𝑟 = 4
у двох iлюстративних випадках: 𝑛0 = 1 ̸= 𝑛𝑟 i
𝑛0 = 4 = 𝑛𝑟. Можна бачити, що в обох випад-
ках 𝑟* iснує, i ресетинг є вигiдним. Проте з лiво-
го графiка випливає, що ⟨𝑇𝑟 (1, 4)⟩ завжди бiльше
за 𝜎𝑟(1, 4), включаючи випадок 𝑟 = 0. Обчисле-
ння дають ⟨𝑇 (1)⟩ = ⟨𝑇𝑟=0 (1, 4)⟩ = 10, 364, тодi
як 𝜎𝑢(1) = 𝜎𝑟=0(1, 4) = 9,110, так що CV𝑢(1) =
= CV𝑟=0(1, 4) = 0,879 < 1. Згiдно з “унiверсаль-
ним” критерiєм CV2

𝑢 < 1, ресетинг не повинен бу-
ти корисним; тим не менш, у цьому випадку, коли
𝑛0 ̸= 𝑛𝑟, це не так, i критерiй (16) втрачає свою
унiверсальнiсть, як i спiввiдношення CV𝑟* = 1.

На противагу, отриманий вище полiпшений кри-
терiй (17) залишається дiйсним. Дiйсно, ⟨𝑇 (4)⟩ =
= ⟨𝑇𝑟=0(4, 4)⟩ = 4,464, i легко перевiрити, що вико-
нується нерiвнiсть (17). У той самий час, при спiв-
падiннi 𝑛0 = 𝑛𝑟 = 4, як видно з правого графiка
на рис. 2, CV2

𝑢 > 1, i критерiй (16) разом з “унiвер-
сальним” спiввiдношенням CV𝑟* = 1 працюють,
оскiльки для оптимального значення 𝑟* = 2,53
значення MFPT i стандартного вiдхилення збiга-
ються, 𝜎𝑟*=2,53(4, 4) = ⟨𝑇𝑟*=2,53(4, 4)⟩ = 1,862.

На цьому ми закiнчуємо короткий опис особли-
востей класичних випадкових блукань у регуляр-
ному ланцюжку, якi з’являються внаслiдок пуассо-
нiвського ресетингу, i спробуємо розглянути кван-
товi блукання в тiй самiй структурi.
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4. Квантовi блукання

Можна спробувати розглянути вплив ресетингу на
квантову мiграцiю вздовж 1D ґратки. Для цього
модель сильного зв’язку з гамiльтонiаном

𝐻 = 𝐿
∑︁

𝑛
(|𝑛⟩ ⟨𝑛+ 1|+ |𝑛+ 1⟩ ⟨𝑛|) (21)

виглядає як правильна вiдправна точка. Тут |𝑛⟩
представляє стан блукаючої частинки, локалiзова-
ної на вузлi 𝑛, а 𝐿 є iнтегралом стрибкiв мiж най-
ближчими сусiднiми вузлами; див. рис. 3. Вважа-
ється, що ⟨𝑚|𝑛⟩ = 𝛿𝑚𝑛.

Хоча може здаватися, що ми можемо дiяти подi-
бно до того, як це робилося в попереднiх роздiлах,
незабаром стане зрозумiло, що цей шлях прино-
сить лише деякi початковi результати. Квантовий
характер блукань ставить досить складнi i ще досi
дискутованi питання.

Щоб проiлюструвати це, почнемо розгляд з не-
скiнченного ланцюжка, коли 𝑛 у рiвняннi (21) –
це цiлi числа вiд −∞ до +∞. У цьому випад-
ку рiвняння Шредiнгера 𝑑 |Ψ(𝑡)⟩ /𝑑𝑡 = −𝑖𝐻 |Ψ(𝑡)⟩
(~ = 1) для хвильової функцiї |Ψ(𝑡)⟩ =

∑︀
𝑛 𝑐𝑛(𝑡) |𝑛⟩

одразу зводиться до канонiчного спiввiдношення
для функцiй Бесселя. Отже, за початкової умови
|Ψ(0)⟩ = |𝑛0⟩, маємо розв’язок

𝑐𝑛 (𝑡|𝑛0) = (−1)
𝑛−𝑛0 𝐽𝑛−𝑛0

(2𝐿𝑡). (22)

Базовий пропагатор (22) є основою для розв’язан-
ня численних задач щодо руху частинок за рiзних
граничних умов, при наявностi нерегулярностей
(стокiв або пасток) тощо, тобто коли квантовий ха-
рактер руху iнодi приводить до контр-iнтуїтивних
результатiв (див., наприклад, [12]). Еволюцiя ймо-
вiрностi знайти частинку на вузлi 𝑛 визначається
дiагональним елементом матрицi густини 𝜌(𝑡) =
= |Ψ(𝑡)⟩ ⟨Ψ(𝑡)|. Вiдповiдно до рiвняння (22), ця
ймовiрнiсть дорiвнює

𝜌𝑛𝑛 (𝑡|𝑛0) = |𝑐𝑛 (𝑡|𝑛0)|2 = 𝐽2
𝑛−𝑛0

(2𝐿𝑡), (23)

i, на вiдмiну вiд класичного випадку, її змен-
шення до 0 в границi 𝑡 → ∞ супроводжує-
ться коливаннями. Бiльш суттєву рiзницю можна
побачити пiсля обчислення середньоквадратично-
го змiщення (mean square displacement) MSD =

=
∑︀

𝑛 (𝑛− 𝑛0)
2
𝜌𝑛𝑛 ( 𝑡|𝑛0). Використовуючи рiвня-

ння (23), отримуємо

MSD = 2𝐿2𝑡2. (24)

Рис. 3. Модель сильного зв’язку. Початкова умова: блука-
юча частинка знаходиться на вузлi 𝑛0

Рiвняння (24) вказує на балiстичний характер
квантового поширення зi “швидкiстю” 𝐿

√
2, тодi

як у класичному аналогу MSD ∼ 𝑡. Ця особли-
вiсть виглядає багатообiцяючою з точки зору пе-
редбачуваної ефективностi алгоритмiв квантового
пошуку, квантових обчислень тощо.

Спробуємо тепер впровадити ресетинг, який, як
i ранiше, вважається пуассонiвським. Припустимо,
що система з гамiльтонiаном (21) знаходиться в
станi |Ψ(0)⟩ при 𝑡 = 0. В iнтервалi [𝑡, 𝑡 + 𝑑𝑡] си-
стема може або, з iмовiрнiстю 𝑟𝑑𝑡, повернутися до
визначеного стану ресетингу |𝑛𝑟⟩, або, з iмовiр-
нiстю 1 − 𝑟𝑑𝑡, продовжити розвиватися унiтарно,
вiдповiдно до рiвняння Шредiнгера, як |Ψ(𝑡)⟩ =
= exp(−𝑖𝐻𝑡) |Ψ(0)⟩:

|Ψ(𝑡+ d𝑡)⟩ =

⎧⎪⎨⎪⎩
|𝑛𝑟⟩ з ймовiрнiстю 𝑟d𝑡,

(1− 𝑖𝐻d𝑡) |Ψ(𝑡)⟩
з ймовiрнiстю (1− 𝑟d𝑡).

Завдяки ресетинговi матриця густини бiльше не
вiдповiдає чистому стану i повинна бути усередне-
на за всiма можливими ресетами в iнтервалi [0, 𝑡].
Це, в принципi, можна зробити шляхом пiдсумову-
вання вiдповiдних нескiнченних рядiв [15]. Однак
набагато простiше застосувати рiвняння останньо-
го вiдновлення (5), яке залишається справедливим
i в квантовому випадку [2],

𝜌𝑟 (𝑡|𝑛0, 𝑛𝑟) = 𝑒−𝑟𝑡𝜌𝑢 (𝑡|𝑛0) + 𝑟

𝑡∫︁
0

𝑒−𝑟𝜏𝜌𝑢 (𝜏 |𝑛𝑟)d𝜏,

(25)

де 𝜌𝑢 (𝑡|𝑚) – матриця густини системи без ресе-
тингу, i отже 𝜌𝑢 (𝑡|𝑛0) = 𝑒−𝑖𝐻𝑡𝜌𝑢 (0|𝑛0) 𝑒

𝑖𝐻𝑡, де
𝜌𝑢 (0|𝑛0) = |𝑛0⟩ ⟨𝑛0|. Очевидно, що стацiонарна ма-
триця густини 𝜌st𝑟 (𝑛𝑟) дорiвнює

𝜌st𝑟 (𝑛𝑟) = 𝑟

∞∫︁
0

𝑒−𝑟𝑡𝜌𝑢 (𝑡|𝑛𝑟)d𝑡 (26)

i вiдповiдає нерiвноважному стацiонарному ста-
ну з порушенням детального балансу, викликаним
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a b c
Рис. 4. Стацiонарнi розподiли зайнятостi вузлiв для рiзних частот ресетингу до вузла 𝑛𝑟 = 0. 𝐿 = 1, 𝑟 = 0, 1 (1 ) та 1 (2 )
(𝑎). Еволюцiя деяких ймовiрностей зайнятостi (𝑛𝑟 = 0, 𝑟 = 0, 1) (𝑏, 𝑐): 𝑛0 = 0 (𝑏): 𝜌0 (крива 1 ), 𝜌5 (крива 2 ); 𝑛0 = 5 (𝑐)

внутрiшнiми потоками, якi створенi ресетингом.
У нашому випадку матриця густини для базового
процесу, 𝜌𝑢 (𝑡|𝑙) =

∑︀
𝑛𝑚 𝑐*𝑛 (𝑡|𝑙)𝑐𝑚 (𝑡|𝑙), включає ам-

плiтуди (22), а її дiагональнi елементи заданi рiв-
нянням (23). Тодi еволюцiйнi та стацiонарнi значе-
ння ймовiрностi присутностi блукаючої частинки
у вузлi 𝑛 дорiвнюють

𝑃𝑛(𝑡) ≡ [𝜌𝑟 (𝑡|𝑛0, 𝑛𝑟)]𝑛𝑛 =

𝑒−𝑟𝑡𝐽2
𝑛−𝑛0

(2𝐿𝑡) + 𝑟

𝑡∫︁
0

𝑒−𝑟𝜏𝐽2
𝑛−𝑛𝑟

(2𝐿𝜏)d𝜏, (27)

𝑃 st
𝑛 = 𝑟

∞∫︁
0

𝑒−𝑟𝑡𝐽2
𝑛−𝑛𝑟

(2𝐿𝑡)d𝑡 =

=
𝑟

2𝜋𝐿
𝑄𝑛−𝑛𝑟−1/2

(︂
𝑟2

𝐿2
+ 1

)︂
, (28)

де 𝑄𝜈(𝑥) – функцiя Лежандра другого роду [16].
Такi ж результати, але отриманi бiльш складним
шляхом, нещодавно були опублiкованi в робо-
тi [15].

На рис. 4 показанi приклади стацiонарного роз-
подiлу та еволюцiї ймовiрностей заповнення де-
яких вузлiв. Форма графiка на рис. 4, 𝑎 подiбна до
форми стацiонарного розподiлу (6) для класичних
блукань у необмеженому ланцюжку з ресетингом.
З ростом 𝑟 цей розподiл звужується навколо 𝑛𝑟, що
природно. Однак, як випливає з (28), його асим-
птотика при 𝑟 → ∞ є дещо iншою та пропорцiйною
𝑟−2𝑛 замiсть згаданої вище залежностi 𝑟−𝑛.

Кiлькiснi характеристики локалiзацiї, спричине-
ної введенням класичного стохастичного ресетин-
гу в квантову систему, можна легко обчислити за

допомогою рiвнянь (27) та (28). Зокрема, стацiо-
нарне середнє змiщення дорiвнює

∑︀
𝑛 𝑃

st
𝑛 (𝑛−𝑛0) =

= 𝑛𝑟 −𝑛0, а стацiонарне середньоквадратичне змi-
щення MSDst =

∑︀
𝑛 𝑃

st
𝑛 (𝑛− 𝑛0)

2 дорiвнює 4𝐿2/𝑟2.
На жаль, навряд чи є можливим подальший

прогрес у вивченнi класичних ефектiв ресетингу
в квантових блуканнях вздовж одновимiрної ґра-
тки. По-перше, iснує серйозна технiчна перешкода
для визначення ймовiрностей зайнятостi навiть у
ланцюгах з однiєю нерегулярнiстю (наприклад, кi-
нець, стiк тощо). Немає особливої проблеми, щоб
знайти перетворення Лапласа для вiдповiдних ам-
плiтуд 𝑐𝑛(𝑝) [12]. Однак iнвертувати цi перетворе-
ння або знайти з їх допомогою принаймнi пере-
творення Лапласа для квадратiв їх модулiв, тобто
𝜌𝑛(𝑝) – це складне завдання. Ще бiльша, принци-
пова перешкода полягає в неможливостi правиль-
но визначити MFPT. Наприклад, у щойно розгля-
нутому випадку нескiнченного ланцюга неможли-
во сформулювати допомiжну задачу для напiвне-
скiнченного ланцюга з незворотнiм переходом вiд
кiнцевого вузла до цiлi, оскiльки вiдповiдну швид-
кiсть переходу не можна побудувати за допомогою
єдиного параметра 𝐿 квантово-механiчного резо-
нансного обмiну. Отже, неможливо правильно вве-
сти функцiю розподiлу 𝑓(𝑡) = 𝜅𝜌0(𝑡), бо зовсiм не-
зрозумiло, що таке 𝜅.

Цi мiркування, а також додатковi мiркування
щодо особливостей квантових вимiрювань привели
до перевизначення як поняття MFPT (замiнивши
ним поняття середнього часу першої реєстрацiї),
так i самого ресетингу (замiнивши його на проє-
ктивнi вимiрювання на певному вузлi). Зараз iн-
тенсивно обговорюються рiзнi пiдходи в цьому на-
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прямку. Це виходить за рамки цiєї статтi; щодо
вiдповiдних останнiх робiт, див. роботи [3, 17, 18]
та наведенi там посилання.

5. Заключнi зауваження

Випадковi блукання в одновимiрнiй ґратцi нале-
жать до основних моделей теорiї випадкових про-
цесiв, якi широко використовуються для числен-
них застосувань у дуже рiзноманiтних галузях на-
уки. Ця робота є найбiльш повним (на сьогоднi-
шнiй день) аналiзом впливу пуассонiвського ре-
сетингу на такi випадковi блукання в ланцюж-
ках довiльної довжини за довiльних початкових
i граничних умов. Точнi аналiтичнi вирази для
залежностi основних спостережуваних параметрiв
(безумовних та умовних MFPT, ймовiрностей роз-
щеплення, коефiцiєнтiв варiацiї) вiд середньої ча-
стоти ресетингу дозволяють виявити рiзноманiт-
тя нових ефектiв ресетингу, спричинених рiзни-
ми розташуваннями початкового, 𝑛0, та ресетин-
гового, 𝑛𝑟, вузлiв, або рiзними граничними умо-
вами на кiнцях ланцюжка. Зокрема, можливiсть
iнвертування вiдношення 𝑊0/𝑊𝑁 мiж ймовiрно-
стями розщеплення шляхом змiни швидкостi ре-
сетингу (тобто перетворення “небажаного” резуль-
тату в “бажаний”) iлюструє можливiсть керування
за допомогою ресетингу. Виведена умова доцiльно-
стi ресетингу (узагальнення ”унiверсального” кри-
терiю CV𝑢 > 1 на випадок 𝑛0 ̸= 𝑛𝑟) показує, що
ресетинг може покращити пошук навiть при вузь-
кому розподiлi 𝑓𝑢(𝑡) часiв першого проходу в базо-
вому процесi, коли CV𝑢 < 1.

Що стосується квантових блукань, то можна
простежити вплив класичного ресетингу на хiд
формування нерiвноважного стацiонарного ста-
ну в нескiнченному ланцюжку без стокiв. Однак
спроби впровадити спостережуванi, подiбнi до та-
ких у класичних випадкових блуканнях, вимага-
ють перевизначення таких понять як MFPT, так i
самого ресетингу.

Ця робота, як i практично всi роботи, виконанi
досi в цiй царинi, має переважно академiчний ха-
рактер 3. Деякi аспекти, пов’язанi з ферментатив-
ним каталiзом i конформацiйно-розгалуженими

3 За допомогою представлених виразiв можуть бути негай-
но обчисленi бiльш конкретнi статистичнi характеристи-
ки випадкових блукань, подiбнi до дослiджених в робо-
тах [19, 20].

схемами Мiхаелiса–Ментена, обговорюються в ро-
ботах [8, 9, 21]. Огляд потенцiйних застосувань мо-
делей зi стохастичним ресетингом у широкому колi
мультидисциплiнарних задач можна знайти в ро-
ботi [4]. Незважаючи на вiдсутнiсть прямих екс-
периментiв щодо, наприклад, (бiо)молекулярних
реакцiй або транспортних систем молекулярної
електронiки, першi спостереження дифузiї з ре-
сетингом [22, 23] разом з вже розробленою технi-
кою отримання статистичних характеристик одно-
молекулярних реакцiй не залишають сумнiвiв у ви-
користаннi накопичених теоретичних результатiв
для рiзних реальних систем з ресетингом.

Робота виконана в рамках проекту 0121U109816
НАН України. Автор висловлює вдячнiсть фонду
Саймонса за часткову пiдтримку.
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L.N.Christophorov

CONTINUOUS TIME RANDON WALKS
WITH RESETTING IN A BOUNDED CHAIN

The model of classical random walks with Poissonian resetting

in a one-dimensional lattice is analyzed in detail in its general

version. A special emphasis is made on the resetting effects that

emerge due to the variety of arbitrary initial and boundary

conditions. A quantum analog of the model is also discussed.

Ke yw o r d s: random walk, low-dimensional lattices, stochas-
tic resetting, resetting expediency, quantum walks.
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