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САМОВЗАЄМОДIЮЧОЇ БОЗОННОЇ СИСТЕМИУДК 539

У рамках формалiзму канонiчного ансамблю та моделi середнього поля дослiджується
система взаємодiючих релятивiстських бозонiв при скiнченних температурах i скiн-
ченних густинах iзоспiну. Середнє поле мiстить як притягальну, так i вiдштовху-
вальну складовi. Отримано залежностi термодинамiчних величин вiд температури
та густини iзоспiну. Показано, що у разi наявностi притягання мiж частинками в
такiй бозоннiй системi, на фонi бозе-айнштайнiвської конденсацiї додатково виникає
фазовий перехiд рiдина–газ. Наведено вiдповiднi фазовi дiаграми. Пояснено причини, чо-
му наявнiсть бозе-конденсату значно пiдвищує критичну температуру фазового пере-
ходу рiдина–газ у порiвняннi з температурою, отриманою для тiєї ж системи в рам-
ках статистики Больцмана. Отриманi результати можуть застосовуватися при iн-
терпретацiї експериментальних даних, зокрема у питаннi, наскiльки критична точка
змiшаної фази чутлива до присутностi конденсату Бозе–Айнштайна.
К люч о в i с л о в а: релятивiстська бозонна система, конденсацiя Бозе–Айнштайна, фа-
зовий перехiд.

1. Вступ
Загальновизнано, що квантова хромодинамiка
(КХД) демонструє багату фазову структуру при
скiнченних температурах i барiонних концентра-
цiях, наприклад, для процесу переходу вiд адрон-
ного газу до кварк-глюонної плазми або при пере-
ходi вiд порушення хiральної симетрiї до її вiднов-
лення [1]. Фiзична мотивацiя вивчення КХД при
скiнченних густинах iзоспiну та вiдповiдної систе-
ми пiонiв пов’язана з дослiдженням компактних
зiрок, iзоспiн-асиметричної ядерної матерiї та зi-
ткнень важких iонiв. У раннiх дослiдженнях щiль-
ної ядерної матерiї та компактних зiрок припуска-
лось, що зарядженi пiони, та навiть каони, конден-
суються при їх досить високiй концентрацiї. Зна-
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ння фазової структури мезонних систем у режи-
мi скiнченних температур i iзоспiнових густин має
вирiшальне значення для розумiння широкого дi-
апазону явищ: вiд мiжядерних зiткнень до бозо-
нiв, нейтронних зiрок i космологiї. Ця галузь є ва-
жливою частиною дослiджень гарячої та щiльної
адронної матерiї, яка має високу актуальнiсть та
активно розвивається.

Водночас дослiдження мезонних систем мають
свою специфiку через можливiсть бозе-айнштай-
нiвської конденсацiї (БАК) бозонних частинок.
Формування класичних пiонних полiв у зiткнен-
нях важких iонiв обговорювалося в роботах [2–5].
Пiзнiше дослiдження фазової структури КХД було
поширено на скiнченну густину iзоспiну, а системи
пiонiв i K-мезонiв iз скiнченними iзоспiновими хi-
мiчними потенцiалами розглядалися в останнiх до-
слiдженнях [6–11]. Ґратковi методи обчислення з
перших принципiв забезпечують мiцну основу для
наших знань, що стосуються режиму скiнченних
температур. Новi результати для пiонних систем
при високих густинах були отриманi за допомогою
таких методiв [12–14].

562 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2024. Т. 69, № 8



Фазовi дiаграми релятивiстської самовзаємодiючої бозонної системи

У цiй статтi ми розглядаємо систему взаємодi-
ючих бозе частинок–античастинок при збереженiй
густинi iзоспiну (густинi заряду) 𝑛𝐼 i при скiнчен-
нiй температурi 𝑇 . Ми називаємо бозоннi частинки
“пiонами” тiльки умовно. Перевага цiєї назви по-
лягає в тому, що зарядженi 𝜋-мезони є найлегши-
ми адронами, якi мають iзоспiновий хiмiчний по-
тенцiал вiдмiнний вiд нуля. З iншого боку, пiони є
найлегшими бозонними частинками ядра, i, таким
чином, розгляд “iндукованого температурою ство-
рення” пар частинка–античастинка є актуальною
проблемою квантової статистики. Щоб врахувати
взаємодiю мiж бозонами, ми вводимо феноменоло-
гiчне середнє поле 𝑈(𝑛), подiбне до поля Скiрма,
яке залежить лише вiд повної концентрацiї мезонiв
𝑛. Ми розглядаємо таку самовзаємодiючу багато-
частинкову систему як спрощену модель, яка може
допомогти нам зрозумiти БАК i фазовi переходи
в широкому дiапазонi температур i густин. Сере-
днє поле 𝑈(𝑛) вiдображає присутнiсть iнших силь-
но взаємодiючих частинок у системi, наприклад,
𝜌-мезонiв i пар нуклон–антинуклон при низьких
температурах або глюонiв i пар кварк–антикварк
при високих температурах, 𝑇 > 𝑇qgp ≈ 160 МеВ.

Представлене дослiдження є частиною серiї ро-
бiт [15–18], яка починається з розгляду взаємодiю-
чої системи бозонiв–антибозонiв при 𝜇 = 0. Насту-
пний крок у розвитку даної тематики було зро-
блено в роботi [19], де бозонна система розгля-
далася в рамках формалiзму канонiчного ансам-
блю з канонiчними змiнними (𝑇, 𝑛𝐼), тобто при
сталiй густинi iзоспiну (густинi заряду). В рам-
ках такого пiдходу в роботi [19] було розраховано
температурнi характеристики неiадельного гаря-
чого “пiонного” газу при фiксованiй густинi iзоспi-
ну 𝑛𝐼 = 𝑛(−) − 𝑛(+) > 0, де 𝑛(∓) – концентрацiї 𝜋−

i 𝜋+ мезонiв. У цьому дослiдженнi ми переходимо
до використання канонiчного ансамблю, але тепер
увага зосереджується на залежностi термодинамi-
чних величин вiд iзоспiнової густини при умовi, що
температура фiксована.

У роздiлi 2 ми дуже коротко нагадуємо форма-
лiзм термодинамiчної моделi середнього поля [20]
для опису бозонної системи частинок i античасти-
нок, яку буде використано в представлених роз-
рахунках. У роздiлi 2.1 ми вводимо параметриза-
цiю середнього поля, подiбну до поля Скiрма, i
розраховуємо вiдповiднi термодинамiчнi функцiї.
У роздiлi 4 ми демонструємо можливiсть бозе-

конденсацiї у випадку, коли притягальна взаємодiя
“слабка”. Нашi висновки пiдсумованi в роздiлi 5.

2. Модель середнього поля
для системи частинок i античастинок

Наш розгляд термодинамiчних властивостей си-
стеми взаємодiючих бозонних частинок i антича-
стинок при скiнченних температурах здiйснюється
в рамках термодинамiчної моделi середнього по-
ля, яка була введена в роботах [21, 22], а потiм
розвинута у роботi [20]. Цей пiдхiд базується на
представленнi вiльної енергiї 𝐹 системи частинка–
античастинка у виглядi суми двох доданкiв: пер-
ший доданок 𝐹0 – це вiльна енергiя двокомпонен-
тної системи вiльних частинок, а другий доданок
𝐹int вiдповiдає за взаємодiю мiж усiма частинка-
ми, тобто 𝐹 = 𝐹0 + 𝐹int. Тому припускається, що
в загальному випадку густина вiльної енергiї дво-
компонентної системи має вигляд

𝜑 (𝑇, 𝑛1, 𝑛2) = 𝜑
(0)
1 (𝑇, 𝑛1) + 𝜑

(0)
2 (𝑇, 𝑛2) + 𝜑int (𝑇, 𝑛),

(1)

Тут 𝜑 = 𝐹/𝑉 , де 𝑉 – об’єм системи; 𝜑(0)
1 i 𝜑(0)

2 –
густини вiльної енергiї для вiльних частинок пер-
шого та другого компонентiв, вiдповiдно; густи-
на вiльної енергiї 𝜑int враховує взаємодiю в систе-
мi: 𝑛1 та 𝑛2 – це концентрацiї частинок кожного
компонента, а 𝑛 = 𝑛1 + 𝑛2 – це загальна концен-
трацiя частинок. Хiмiчний потенцiал, пов’язаний з
кожним компонентом, обчислюється як вiдповiдна
похiдна

𝜇𝑖 =

[︂
𝜕𝜑(𝑇, 𝑛1, 𝑛2)

𝜕𝑛𝑖

]︂
𝑇

, (2)

де 𝑖 = 1, 2. Це приводить до виразу

𝜇
(0)
𝑖 = 𝜇𝑖(𝑇, 𝑛𝑖)− 𝑈(𝑇, 𝑛), (3)

де

𝜇
(0)
𝑖 =

𝜕𝜑
(0)
𝑖 (𝑇, 𝑛𝑖)

𝜕𝑛𝑖
, 𝑈(𝑇, 𝑛) ≡ 𝜕𝜑int(𝑇, 𝑛)

𝜕𝑛
. (4)

Подiбним чином можна записати вираз для тиску,
𝑝 = 𝜇1𝑛1 +𝜇2𝑛2 − 𝜑, вiдокремивши в ньому вiльну
та взаємодiючу частини,

𝑝 (𝑇, 𝑛1, 𝑛2) = 𝑝
(0)
1 + 𝑝

(0)
2 + 𝑃ex(𝑇, 𝑛), (5)
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де 𝑝
(0)
𝑖 = 𝜇

(0)
𝑖 𝑛𝑖 − 𝜑

(0)
𝑖 – це тиск в iдеальному газi,

створеному 𝑖-м компонентом системи, а

𝑃ex(𝑇, 𝑛) ≡ 𝑛

[︂
𝜕𝜑int(𝑇, 𝑛)

𝜕𝑛

]︂
𝑇

− 𝜑int, (6)

– це надлишковий тиск. Видно, що визначення
𝑈(𝑇, 𝑛) i 𝑃ex(𝑇, 𝑛) приводять до диференцiальної
вiдповiдностi мiж цими величинами:

𝑛

[︂
𝜕𝑈(𝑇, 𝑛)

𝜕𝑛

]︂
𝑇

=

[︂
𝜕𝑃ex(𝑇, 𝑛)

𝜕𝑛

]︂
𝑇

. (7)

Ми обмежимо наш розгляд випадком, коли при
фiксованiй температурi взаємодiючi бозоннi ча-
стинки та античастинки перебувають у динамiчнiй
рiвновазi по вiдношенню до процесiв анiгiляцiї та
утворення пар. Завдяки протилежному знаку їх
заряду хiмiчнi потенцiали бозонних частинок, 𝜇1,
i бозонних античастинок, 𝜇2, мають протилежнi
знаки (докладнiше див. [20]):

𝜇1 = −𝜇2 ≡ 𝜇𝐼 . (8)

Тому спiввiдношення Ейлера включає лише кон-
центрацiю iзоспiну, 𝑛𝐼 = 𝑛(−)−𝑛(+), у такий спосiб:

𝜀+ 𝑝 = 𝑇 𝑠+ 𝜇𝐼 𝑛𝐼 , (9)

де 𝑛1 → 𝑛(−) – концентрацiя бозонних частинок,
𝑛2 → 𝑛(+) – концентрацiя бозонних античастинок,
𝜀 – густина енергiї, а 𝑠 – густина ентропiї 1.

В данiй роботi розглядається система бозе
частинок–античастинок зi збереженою густиною
iзоспiну 𝑛𝐼 , тодi як повна концентрацiя частинок 𝑛
вважатиметься термодинамiчною величиною, що
залежить вiд 𝑇 i 𝑛𝐼 , тобто 𝑛(𝑇, 𝑛𝐼)

2.
Використовуючи рiвняння (5) разом з форму-

лою для iдеального газу у формалiзмi великого
канонiчного ансамблю, загальний тиск у системi
частинка–античастинка записується у виглядi 3

𝑝 = −𝑇

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
×

1 Повний електричний заряд системи є негативний завдя-
ки перевазi створення негативних пiонiв над створенням
позитивних пiонiв у релятивiстських мiжядерних зiткне-
ннях.

2 Динамiчне збереження загальної кiлькостi пiонiв у зба-
гаченiй пiонами системi, створенiй на промiжнiй стадiї
зiткнення важких iонiв, розглядалося в роботах [24–26].

3 Тут i далi ми використовуємо систему одиниць ~ = 𝑐 = 1,
𝑘B = 1.

× ln

[︃
1− exp

(︃
−
√
𝑚2 + k2 + 𝑈(𝑇, 𝑛)− 𝜇𝐼

𝑇

)︃]︃
−

−𝑇

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
×

× ln

[︃
1− exp

(︃
−
√
𝑚2 + k2 + 𝑈(𝑇, 𝑛) + 𝜇𝐼

𝑇

)︃]︃
+

+𝑃ex(𝑇, 𝑛), (10)

де 𝜇(0)
1 i 𝜇(0)

2 , згiдно з рiвняннями (3) i (8), замiнено
на (𝜇𝐼 − 𝑈) та (−𝜇𝐼 − 𝑈), вiдповiдно.

Термодинамiчну узгодженiсть моделi середньо-
го поля можна отримати, поставивши у вiдповiд-
нiсть два вирази, якi в результатi повиннi збiга-
тися. Цi вирази, що визначають густину iзоспiну,
мають вигляд

𝑛𝐼 =

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜇𝐼

)︂
𝑇

,

𝑛𝐼 =

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
[︀
𝑓BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛), 𝜇𝐼

)︀
− 𝑓BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀]︀
,

(11)

де тиск визначається рiвнянням (10). Тут

𝐸(𝑘, 𝑛) = 𝜔𝑘 + 𝑈(𝑇, 𝑛)

з 𝜔𝑘 =
√
𝑚2 + k2, i функцiя розподiлу Бозе–Айн-

штайна дорiвнює

𝑓BE

(︀
𝐸,𝜇

)︀
=

[︂
exp

(︂
𝐸 − 𝜇

𝑇

)︂
− 1

]︂−1

. (12)

Необхiдна умова для того щоб вирази (11) збiга-
лися в кiнцевому виглядi, отримується у виглядi
спiввiдношення мiж середнiй полем i надлишко-
вим тиском:

𝑛
𝜕𝑈(𝑇, 𝑛)

𝜕𝑛
=

𝜕𝑃ex(𝑇, 𝑛)

𝜕𝑛
. (13)

Як ми бачимо, це спiввiдношення буквально збiга-
ється зi спiввiдношенням (7), яке було отримано з
використанням визначень (4) i (6) для середнього
поля 𝑈(𝑇, 𝑛) i надлишкового тиску 𝑃ex(𝑇, 𝑛), вiд-
повiдно. Спiввiдношення (13), яке забезпечує тер-
модинамiчну узгодженiсть моделi, має природну
основу, оскiльки iснує лише одне джерело для обох
величин 𝑈 i 𝑃ex, i це – взаємодiя в системi.
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2.1. Параметризацiя середнього поля

Термодинамiчна модель середнього поля була за-
стосована для кiлькох фiзично цiкавих систем,
включаючи адронний резонансний газ [20] та пiон-
ний газ [23]. Цей пiдхiд було розширено на випадок
бозонної системи при 𝜇𝐼 = 0, яка може зазнавати
бозе-конденсацiї [15, 17].

У цьому дослiдженнi ми використовуємо уза-
гальнений формалiзм, наведений у роздiлi 2, для
опису системи бозонiв–антибозонiв у випадку, ко-
ли густина iзоспiну є скiнченною, 𝑛𝐼 ̸= 0. При цьо-
му ми вважаємо, що взаємодiя мiж частинками
описується середнiм полем типу Скiрма, яке за-
лежить вiд повної густини частинок 𝑛. Це озна-
чає, що ми враховуємо саме сильну взаємодiю. Для
подальших розрахункiв вважатимемо, що середнє
поле має такий вигляд:

𝑈(𝑛) = −𝐴𝑛+𝐵 𝑛2, (14)

де 𝐴 i 𝐵 – це параметри моделi, якi мають бути
визначенi. Вiдповiдно до спiввiдношення (13) роз-
рахуємо надлишковий тиск

𝑃ex(𝑛) = −1

2
𝐴𝑛2 +

2

3
𝐵 𝑛3. (15)

Середнє поле 𝑈(𝑛) можна розглядати як деяке
ефективне поле, яке включає декiлька внескiв. На-
приклад, дослiдження властивостей щiльного та
гарячого пiонного газу добре мотивованi формува-
нням середовища з низькими барiонними числами
на середнiх рапiдностях, що було показано в екс-
периментах на RHIC та LHC [27,28]. З цих причин
у наших розрахунках ми розглядаємо загальний
випадок 𝐴 > 0, щоб дослiдити бозонну систему з
притягальним i вiдштовхувальним внесками у се-
реднє поле (14). Нашою головною метою є дослi-
дження того, як спiввiдношення мiж вiдштовху-
ванням i притяганням у системi впливає на бозе-
конденсацiю та термодинамiчнi властивостi бозон-
ної системи.

У цiй статтi для дослiдження цих особливостей,
без втрати загальностi, ми фiксуємо коефiцiєнт
вiдштовхування 𝐵, тодi як коефiцiєнт 𝐴, який ви-
значає iнтенсивнiсть притягання середнього поля
(14), буде змiнюватися . Для цього доцiльно пара-
метризувати коефiцiєнт 𝐴 за допомогою розв’язкiв
рiвняння 𝑈(𝑛) + 𝑚 = 0, подiбно до параметриза-
цiї, прийнятої в роботах [15, 17]. Для заданого се-
реднього поля (14) є два коренi цього рiвняння, а

саме 𝑛1,2 = (𝐴∓
√
𝐴2 − 4𝑚𝐵)/2𝐵, тобто

𝑛1 =

√︂
𝑚

𝐵

(︁
𝜅−

√︀
𝜅2 − 1

)︁
,

𝑛2 =

√︂
𝑚

𝐵

(︁
𝜅+

√︀
𝜅2 − 1

)︁
,

(16)

де 𝜅 ≡ 𝐴/(2
√
𝑚𝐵). Тодi можна параметризува-

ти коефiцiєнт притягання як 𝐴 = 𝜅𝐴c, де 𝐴c =
= 2

√
𝑚𝐵. Як буде показано нижче, безрозмiр-

ний параметр 𝜅 є масштабним параметром мо-
делi, який визначає фазову структуру системи.
Як видно з рiвнянь (16), для значень параметра
𝜅 < 1 дiйсних коренiв немає. Критичне значення
𝐴c отримуємо, коли обидва коренi збiгаються, тоб-
то коли 𝜅 = 1, тодi 𝐴 = 𝐴c = 2

√
𝑚𝐵.

Розглянемо два iнтервали параметра 𝜅. Перший
iнтервал вiдповiдає 𝜅 ≤ 1, i реальних коренiв рiв-
няння 𝑈(𝑛) +𝑚 = 0 немає. Ми пов’язуємо цi зна-
чення 𝜅 зi “слабкою” притягальною взаємодiєю, i
в цьому дослiдженнi ми розглядаємо змiни коефi-
цiєнта притягання 𝐴 для значень 𝜅 лише з цього
iнтервалу. Другий iнтервал вiдповiдає 𝜅 > 1, тут є
два дiйснi коренi рiвняння 𝑈(𝑛)+𝑚 = 0. Ми асоцi-
юємо цей iнтервал iз “сильною” притягальною вза-
ємодiєю. Цей випадок буде розглянуто окремо в
наступних дослiдженнях.

3. Фазовий перехiд
до бозе-айнштайнiвського конденсату

У пiдходi середнього поля поведiнка бозон-
ної системи частинка–античастинка, коли оби-
два компоненти знаходяться в термiчнiй (кiнетич-
нiй) фазi, визначається двома трансцендентними
рiвняннями

𝑛=

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
[︀
𝑓BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛), 𝜇𝐼

)︀
+ 𝑓BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀]︀
,

(17)

𝑛𝐼 =

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
[︀
𝑓BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛), 𝜇𝐼

)︀
− 𝑓BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀]︀
,

(18)

де функцiя розподiлу Бозе–Айнштайна 𝑓BE

(︀
𝐸,𝜇𝐼

)︀
описується виразом (12), 𝐸(𝑘, 𝑛) = 𝜔𝑘+𝑈(𝑛), а кое-
фiцiєнт виродження 𝑔 = 1, оскiльки спiн частинок
дорiвнює нулю. Рiвняння (17) та (18) слiд розв’язу-
вати самоузгоджено вiдносно 𝑛 та 𝜇𝐼 для заданих
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канонiчних змiнних (𝑇, 𝑛𝐼). Нагадаємо, шо нара-
зi ми розглядаємо бозонну систему в формалiзмi
канонiчного ансамблю. У цьому пiдходi хiмiчний
потенцiал 𝜇𝐼 є термодинамiчною величиною, яка
залежить вiд канонiчних змiнних, тобто 𝜇𝐼(𝑇, 𝑛𝐼).

У випадку перехресного стану, коли частинки,
тобто 𝜋-мезони, перебувають у фазi конденсату,
а античастинки все ще перебувають у термiчнiй
(кiнетичнiй) фазi, рiвняння (17) та (18) слiд уза-
гальнити, щоб включити конденсатний компонент
𝑛
(−)
cond. Слiд також враховувати, що частинки (𝜋−-

мезони або компонент бiльшої густини) можуть пе-
ребувати в конденсованому станi саме за необхi-
дної умови

𝑈(𝑛)− 𝜇𝐼 = −𝑚. (19)

Пiд час зниження температури вiд високих зна-
чень, при яких 𝜋− i 𝜋+ знаходяться в тепловiй фа-
зi, концентрацiя 𝜋−-компонента 𝑛(−)(𝑇, 𝑛𝐼) споча-
тку досягає критичної кривої при температурi 𝑇cd,
де в точцi перетину виконується умова (19), але
концентрацiя конденсату дорiвнює нулю в цiй то-
чцi, тобто 𝑛cond = 0. Це означає, що крива 𝑛lim(𝑇 ),
яка визначається рiвнянням

𝑛lim(𝑇 ) =

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑓BE

(︀
𝜔𝑘, 𝜇𝐼

)︀⃒⃒⃒
𝜇𝐼=𝑚

, (20)

є критичною кривою для 𝜋−-мезонiв або для висо-
когустинної складової газу. Як ми бачимо, фун-
кцiя (20) є максимальною концентрацiєю тепло-
вих (кiнетичних) бозонних частинок iдеального га-
зу при температурах 𝑇 ≤ 𝑇cd, оскiльки хiмiчний
потенцiал має максимальне дозволене значення.
Звiдси отримуємо, що розрахована в пiдходi сере-
днього поля критична крива для системи бозонiв–
антибозонiв збiгається з критичною кривою для
iдеального газу.

З урахуванням рiвнянь (19) та (20) ми може-
мо записати таке узагальнення для набору рiв-
нянь (17 ) та (18):

𝑛 = 𝑛
(−)
cond(𝑇 ) + 𝑛lim(𝑇 )+

+

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑓BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀
, (21)

𝑛𝐼 = 𝑛
(−)
cond(𝑇 ) + 𝑛lim(𝑇 )−

−
∫︁

𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑓BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀
. (22)

Тут 𝜇𝐼 = 𝑈(𝑛) +𝑚.З цих рiвнянь бачимо, що кон-
центрацiя частинок 𝑛(+) забезпечується лише те-
пловими 𝜋+-мезонами. В той самий час концен-
трацiя 𝑛(−) забезпечується двома вкладами: кон-
денсованими частинками (𝜋−-мезонами з 𝑘 = 0) з
концентрацiєю 𝑛

(−)
cond(𝑇 ) i тепловими 𝜋−-мезонами

з |𝑘| > 0 i концентрацiєю 𝑛lim(𝑇 ). Отже, прави-
ло сум для концентрацiї частинок для фази 𝜋−-
мезонiв в iнтервалi 𝑇 < 𝑇cd виглядає таким чином:
𝑛(−) = 𝑛

(−)
cond(𝑇 ) + 𝑛lim(𝑇 ).

Слiд зазначити, що вираз “частинки знаходяться
у фазi конденсату” є, звичайно, умовним, оскiль-
ки, по сутi, це змiшана фаза, де при фiксованiй
температурi деяка частка частинок, тобто частка
𝜋−-мезонiв, належить до теплової фази з iмпуль-
сом |𝑘| > 0, а iнша частка 𝜋−-мезонiв належить
до бозе-айнштайнiвського конденсату, де всi 𝜋−-
мезони мають нульовий iмпульс, 𝑘 = 0.

Для подальшої побудови фазової дiаграми необ-
хiдно знайти значення тиску. Спочатку розгляне-
мо тиск для стану системи, коли 𝜋−- i 𝜋+-мезони
знаходяться в тепловiй фазi. Якщо обидва компо-
ненти системи 𝜋−-𝜋+ знаходяться в тепловiй (кi-
нетичнiй) фазi, вираз для тиску має вигляд

𝑝 =
1

3

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑘2

𝜔𝑘

[︀
𝑓BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛), 𝜇𝐼

)︀
+

+ 𝑓BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀]︀
+ 𝑃ex(𝑛), (23)

де 𝑛(𝑇, 𝑛𝐼) та 𝜇𝐼(𝑇, 𝑛𝐼) є розв’язками рiвнянь (17)
та (18).

Для перехресного стану системи, тобто коли 𝜋−-
мезони знаходяться у фазi конденсату, а 𝜋+-мезо-
ни – в термiчнiй фазi, з урахуванням рiвнянь (19)
i (20) можемо записати

𝑝 =
1

3

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑘2

𝜔𝑘

[︀
𝑓BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛), 𝜇𝐼

)︀
+

+ 𝑓BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀]︀
𝜇𝐼=𝑈(𝑛)+𝑚

+ 𝑃ex(𝑛), (24)

де 𝜇𝐼 = 𝑈(𝑛) + 𝑚. При цьому значеннi хiмi-
чного потенцiалу ми отримуємо 𝐸(𝑘, 𝑛) − 𝜇𝐼 =
=

√
𝑚2 + 𝑘2 −𝑚. Тут ми врахували, що загальна

концентрацiя частинок 𝑛 складається з трьох до-
данкiв, 𝑛 = 𝑛

(−)
cond+𝑛

(−)
th +𝑛(+). Оскiльки у фазi кон-

денсату 𝑛
(−)
th = 𝑛lim, можна розрахувати концен-

трацiю конденсату як 𝑛
(−)
cond = 𝑛(−)−𝑛lim. З ураху-

ванням наявностi хiмiчного потенцiалу у функцiї
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розподiлу для 𝜋−-мезонiв отримуємо

𝑝 =
1

3

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑘2

𝜔𝑘

[︀
𝑓BE

(︀
𝜔𝑘,𝑚

)︀
+

+ 𝑓BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀]︀
+ 𝑃ex(𝑛), (25)

де 𝜇𝐼 = 𝑈(𝑛) +𝑚.

3.1. Термодинамiчнi величини

Тепер зафiксуємо значення коефiцiєнта вiдштов-
хування 𝐵 у виразi (14) для середнього поля. При
цьому змiнюватиметься коефiцiєнт 𝐴, який ви-
значає iнтенсивнiсть притягання середнього поля
(14). Коефiцiєнт 𝐵 отримано з оцiнки, зробленої
на основi вiрiального розкладу [29], 𝐵 = 10𝑚𝑣20 ,
де 𝑣0 дорiвнює чотирикратному власному об’є-
му частинки, тобто 𝑣0 = 16𝜋𝑟30/3. Ми приймаємо
𝑣0 = 0,45 фм3, що вiдповiдає “радiусу частинки”
𝑟0 ≈ 0,3 фм. Чисельнi розрахунки будуть проведе-
нi для бозонiв з масою 𝑚 = 139 МеВ, якi ми на-
звемо “пiонами”. У цьому випадку коефiцiєнт вiд-
штовхування становить 𝐵/𝑚 = 2,025 фм6, i вiн за-
лишається сталим у всiх розрахунках цiєї роботи.

При високих температурах, тобто при 𝑇 ≥ 𝑇cd,
обидва компонента бозонної системи частинок–
античастинок знаходяться в тепловiй фазi, а тер-
модинамiчнi властивостi системи визначаються
набором рiвнянь (17) i (18). Розв’язуючи їх для
заданих значень 𝑇 i 𝑛𝐼 , ми спочатку отримуємо
функцiї 𝜇𝐼(𝑇, 𝑛𝐼) i 𝑛(𝑇, 𝑛𝐼), а потiм й iншi термо-
динамiчнi величини.

Зi зниженням температури концентрацiя части-
нок 𝑛(−)(𝑇 ) перетинає критичну криву в точцi, що
вiдповiдає значенню 𝑇 = 𝑇cd (див. рис. 1, на гра-
фiку 𝑇cd позначено як 𝑇c). Залежнiсть концентра-
цiї 𝜋−-мезонiв вiд температури зображена синьою
суцiльною кривою, залежнiсть концентрацiї 𝜋+-
мезонiв – блакитною пунктирною кривою, а повна
концентрацiя 𝑛 = 𝑛tot – у виглядi чорної суцiльної
кривої.

При подальшому зниженнi температури в iнтер-
валi 𝑇 < 𝑇cd 𝜋−-мезони починають “опускатися”
в стан конденсату, який характеризується значе-
нням iмпульсу 𝑘 = 0 4. У граничному випадку
𝑇 = 0, усi частинки компоненти бiльшої густини,
тобто 𝜋−-мезони, перебуватимуть у фазi конден-
сату. У той самий час густина iншої компоненти

4 Ми застосовуємо наш розгляд до пiонного газу з 𝑛𝐼 =

= 𝑛(−) − 𝑛(+) > 0.

Рис. 1. Температурнi залежностi концентрацiї 𝜋−-мезонiв,
𝑛(−) (синi суцiльнi кривi 1 ), та 𝜋+-мезонiв, 𝑛(+) (синi пун-
ктирнi кривi 2 ), для взаємодiючого 𝜋+-𝜋− пiонного газу
при 𝜅 = 0,1 i 𝑛𝐼 = 0,041, 0,065, 0,1 фм−3. Червона пун-
ктирна лiнiя 3 – це критична крива, яка фiксує концен-
трацiю частинок в однокомпонентному iдеальному газi при
𝜇 = 𝑚𝜋 . У тонованiй BEC областi 𝜋−-мезони створюють
конденсат Бозе–Айнштайна

з меншою густиною, тобто 𝜋+ мезонiв, якi зна-
ходяться в тепловiй фазi, зменшується зi зниже-
нням температури i дорiвнює нулю при 𝑇 = 0.
Для температур, менших за критичну, тобто при
𝑇 < 𝑇cd, термодинамiчнi властивостi системи ви-
значаються рiвняннями (21) та (22), де ми врахо-
вуємо, що 𝜇𝐼 = 𝑈(𝑛)+𝑚 для всiх температур цього
iнтервалу, якщо компонент 𝑛(−) з високою густи-
ною не знаходиться в конденсованому станi.

Рiвняння (21) можна використовувати для ви-
значення критичної температури 𝑇cd. Дiйсно,
приймемо до уваги, що в точцi перетину з кри-
тичною кривою густина конденсату ще дорiвнює
нулю, 𝑛(−)

cond

(︀
𝑇cd

)︀
= 0, а концентрацiя теплових 𝜋−

частинок стає рiвною 𝑛(−)
(︀
𝑇cd

)︀
= 𝑛lim

(︀
𝑇cd

)︀
. Тодi

при цiй температурi, 𝑇 = 𝑇cd, у лiвiй частинi рiв-
няння (21) ми маємо 𝑛 = 2𝑛lim

(︀
𝑇cd

)︀
− 𝑛𝐼 , i тепер у

цiй температурнiй точцi на критичнiй кривiй рiв-
няння (21) щодо 𝑇 запишеться як

𝑛lim(𝑇 )− 𝑛𝐼 =

=

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑓
(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀⃒⃒⃒
𝜇𝐼=𝑈(𝑛)+𝑚

(26)

𝐸(𝑘, 𝑛) = 𝜔𝑘 + 𝑈(2𝑛lim − 𝑛𝐼).

де 𝐸(𝑘, 𝑛) = 𝜔𝑘 + 𝑈(2𝑛lim − 𝑛𝐼). Розв’язуючи рiв-
няння (26) при 𝑛𝐼 = 0,1 фм−3, ми отримали
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a b
Рис. 2. Тонованi BEC областi на обох панелях позначають конденсатнi стани взаємодiючого 𝜋+-𝜋− пiонного газу в
моделi середнього поля. Залежностi середнього поля 𝑈(𝑛) вiд густини iзоспiну 𝑛𝐼 при 𝜅 = 0,1 i 𝑇 = 80, 101,7, 127 МеВ (𝑎).
Залежностi густин частинок 𝑛(+), 𝑛(−) та 𝑛tot = 𝑛(+) + 𝑛(−) вiд густини iзоспiну 𝑛𝐼 при 𝑇 = 80 МеВ i 𝜅 = 0,1. Тут 𝑛

(−)
th i

𝑛
(−)
cond – густини теплових i конденсованих 𝜋−-мезонiв, вiдповiдно (𝑏)

𝑇cd = 128,8 МеВ для 𝜅 = 0,5 i 𝑇cd = 251 МеВ
для 𝜅 = 1,0.

Отже, виявляється, що температура 𝑇
(−)
cd визна-

чає фазовий перехiд до БАК для всiєї системи пiо-
нiв, оскiльки античастинки (𝜋+-мезони) знаходя-
ться повнiстю в тепловому станi при всiх темпера-
турах, i, отже, конденсат створюють лише частин-
ки високої густини, 𝑛(−)(𝑇 ). Тодi повна концентра-
цiя конденсату в двокомпонентнiй системi пiонiв
при “слабкому” притяганнi, тобто при 𝜅 ≤ 1, ство-
рюється лише 𝜋−-мезонами, тобто 𝑛cond = 𝑛

(−)
cond, i

ця концентрацiя частинок вiдiграє роль параметра
порядку.

Дослiдимо тепер фазову структуру системи
частинок–античастинок при змiнi канонiчної змiн-
ної 𝑛𝐼 . В ролi першого кроку доцiльно отримати
залежностi концентрацiй 𝑛(−), 𝑛(+) i густини сере-
днього поля 𝑈 вiд 𝑛𝐼 , коли ми фiксуємо 𝑇 . Кожна
iзотерма перетинає двi рiзнi фази, тому для кожної
конкретної фази ми повиннi розв’язати вiдповiд-
ний набiр рiвнянь:

1) коли обидва компоненти пiонного газу перебу-
вають у термiчному (кiнетичному) станi, необхiдно
розв’язати рiвняння (17) та (18);

2) коли 𝜋−-компонент пiонного газу має внесок
конденсату, розв’язуються рiвняння (21) та (22).

Для вибраної iзотерми 𝑇 точка 𝑛𝐼 = 𝑛Ic дiлить
вiсь 𝑛𝐼 на двi частини. При 𝑛𝐼 ≤ 𝑛Ic, 𝜋−- i 𝜋+-ме-
зони знаходяться в тепловiй фазi. У той самий час,

при 𝑛𝐼 > 𝑛Ic, 𝜋−-мезони мають внесок конденса-
ту, але 𝜋+-мезони все ще повнiстю знаходяться в
тепловiй фазi.

Залежнiсть середнього поля вiд 𝑛𝐼 для трьох
значень температури, 𝑇 = 40, 80, та 100 МеВ, по-
казано на рис. 2, 𝑎. Видно, що рiзниця кривих, зу-
мовлена рiзними температурами, дуже слабка пi-
сля мiнiмуму функцiї 𝑈

(︀
𝑛(𝑇, 𝑛𝐼)

)︀
. У точцi 𝑛𝐼 =

= 𝑛I0, де 𝑈(𝑛I0) = 0, середнє поле змiнює знак i
стає повнiстю вiдштовхувальним. При 𝜅 = 0,1 ми
отримали 𝑛I0 ≈ 0,14 фм−3.

Результати розрахунку густин частинок 𝑛(−),
𝑛(+) i 𝑛 ≡ 𝑛tot = 𝑛(−) + 𝑛(+) як функцiй iзоспi-
нової густини 𝑛𝐼 при 𝑇 = 101,7 МеВ та 𝜅 = 0,1
також зображенi на рис. 2, 𝑏. Як бачимо, густи-
на 𝜋+ мезонiв зменшується зi збiльшенням 𝑛𝐼 , а
потiм стає приблизно сталою. Така поведiнка зро-
зумiла. Дiйсно, у вiдповiдностi з самоузгодженою
парою рiвнянь (17) та (18) або (21) та (22) (не-
важливо, яку пару рiвнянь ми вiзьмемо), 𝑛(+) =
= (𝑛 − 𝑛𝐼)/2, але, як ми бачимо, пiдвищення за-
гальної густини частинок 𝑛 на початку є набагато
меншим, нiж 𝑛𝐼 . Тому зi збiльшенням 𝑛𝐼 густи-
на 𝜋+-мезонiв спочатку зменшується, а потiм стає
приблизно постiйною.

4. Фазова дiаграма бозонної
системи частинок–античастинок
Для аналiзу фазової структури системи частинок–
античастинок обчислимо залежнiсть тиску 𝑝 вiд
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a b
Рис. 3. Фазовi дiаграми для iдеального 𝜋−-𝜋+ газу. Залежностi тиску вiд оберненої густини
iзоспiну 𝑣 = 1/𝑛𝐼 (𝑎) i густини iзоспiну 𝑛𝐼 (𝑏). Iзотерма 𝑇 = 160 МеВ є приблизним поча-
тком фази QGP. Червона пунктирна крива 𝑝lim позначає тиск iдеального газу при 𝜇 = 𝑚 i
вiдокремлює термiчну фазу вiд BEC фази

iзоспiнової густини 𝑛𝐼 при фiксованiй температурi
𝑇 , 𝑝(𝑇 = const, 𝑛𝐼), тобто дослiдимо поведiнку ти-
ску вздовж iзотерми. Спочатку, як точку вiдлiку,
проаналiзуємо iдеальний газ 𝜋−-𝜋+-мезонiв. Фазо-
ва структура системи в цьому випадку зображена
на рис. 3, 𝑎 для залежностей 𝑝 = 𝑝(𝑣𝐼) i на рис. 3, 𝑏
для залежностей 𝑝 = 𝑝(𝑛𝐼), де 𝑣𝐼 = 1/𝑛𝐼 . На цих
рисунках iзотерма 𝑇qgp = 160 МеВ роздiляє стани
кварк-глюонної плазми (QGP), а блакитна тонова-
на область (позначена як BEC) представляє стани
конденсату Бозе–Айнштайна. Ми бачимо, що не-
має фазового переходу рiдина–газ, i тиск iдеаль-
ного газу природно зростає зi збiльшенням 𝑛𝐼 у
тепловiй фазi, але вiн стає постiйним у конденсо-
ванiй фазi. Цей ефект виникає тому, що в багато-
частинковiй системi без взаємодiї тиск iснує лише
за рахунок кiнетичного руху теплових частинок з
ненульовим iмпульсом, 𝑘 ̸= 0. Коли ми збiльшу-
ємо густину частинок вiд нуля та йдемо уздовж
певної iзотерми 𝑇 , ми приходимо до точки 𝑛cd на
критичнiй кривiй 5. У цiй точцi ми визначаємо ма-
ксимальну густину теплових частинок. Подальше
збiльшення густини частинок вiдбувається лише
за рахунок збiльшення густини частинок конден-
сату. Водночас у фазi конденсату зi збiльшенням
𝑛𝐼 загальна густина частинок у системi зростає ли-

5 Значення 𝑇cd i 𝑛cd в цiй точцi вiдповiдають значенням у
тiй же точцi на критичнiй кривiй 𝑛lim(𝑇 ). Позначення 𝑇c

зарезервовано для критичної iзотерми при описi фазово-
го переходу рiдина–газ.

ше за рахунок збiльшення густини конденсованих
частинок з 𝑘 = 0, що не дає внеску до тиску.

На наступному кроцi розглянемо систему лише
з вiдштовхуванням мiж частинками, тобто 𝜅 = 0.
Фазова структура системи в цьому випадку зобра-
жена на рис. 4. На кожнiй панелi ми бачимо наяв-
нiсть трьох рiзних фаз:

1. “Теплова фаза” – це фаза, у якiй як частинки,
так i античастинки знаходяться в теплових станах.

2. “BEC” – це коли пiдсистема частинок має вне-
сок вiд бозе-ейнштейнiвського конденсату, а пiд-
система античастинок (𝜋+-мезонiв) знаходиться в
тепловiй фазi.

3. “QGP” – це фаза, де виникає кварк-глюонна
плазма; ця фаза роздiлена iзотермою 𝑇 = 𝑇qgp =
= 160 МеВ (ми припускаємо плавлення всiх пiон-
них станiв при температурах 𝑇 > 𝑇qgp).

Кривi 𝑝lim вiдповiдають тиску 𝜋−-мезонiв на
критичнiй кривiй 𝑛lim. Як видно, поведiнка iзо-
терм в областi “конденсату” вiдрiзняється вiд iзо-
терм в iдеальному газi: тиск зростає зi збiльшен-
ням густини iзоспiну. Цей ефект зумовлений наяв-
нiстю позитивного надлишкового тиску 𝑃ex(𝑛) як
додаткового внеску разом з кiнетичним тиском у
системi.

Якщо мiж частинками iснує притягання, то iзо-
терми для температур з iнтервалу 𝑇 < 𝑇c демон-
струють “синусоїдальну” поведiнку в кiнцевому iн-
тервалi параметра 𝑛𝐼 . Вiдповiдно до стандартно-
го термодинамiчного пiдходу, цю специфiчну пове-
дiнку iзотерми можна розглядати як фазовий пе-

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2024. Т. 69, № 8 569



В. Гнатовський, Д. Анчишкiн, Д. Журавель та iн.

a b
Рис. 4. Фазовi дiаграми системи 𝜋−-𝜋+ з врахуванням лише вiдштовхування мiж частинками,
тобто при 𝜅 = 0 (позначення див. на рис. 3)

a b
Рис. 5. Фазовi дiаграми: тиск–обернена густина iзоспiну 𝑣 = 1/𝑛𝐼 (𝑎) та тиск–густина iзоспiну 𝑛𝐼 для взаємодiючої 𝜋−-
𝜋+ системи при 𝜅 = 0,2 (𝑏). Iзотерма 𝑇qgp = 160 МеВ вiддiляє QGP фазу. Червона пунктирна крива 𝑝lim позначає тиск
iдеального газу при 𝜇 = 𝑚 i вiдокремлює термiчну фазу вiд BEC фази. Сiрий тонований “трикутник” позначає змiшану
газо-рiдинну фазу, яка майже цiлком знаходиться в 𝜋−-мезонному конденсатi

рехiд рiдина–газ. Щоб розв’язати задачу, ми засто-
совуємо узагальненi правила Максвелла (див. До-
даток A). На вiдмiну вiд пiдручникового варiанта,
вони стосуються густини iзоспiну (густини заря-
ду), а не повної густини частинок. Як випливає з
узагальнених правил Максвелла, тиск, пов’язаний
iз iзотермами, що перетинають змiшану рiдинно-
газову фазу, має стале значення, як i хiмiчний по-
тенцiал. В результатi отримуємо бiнодаль, яка ви-
значає область фазового переходу рiдина-газ по-
дiбно до того, як це було зроблено в роботi [30].
Отриманi фазовi дiаграми показанi на рис. 5. Змi-
шана рiдинно-газова фаза (сiра тонована область)
майже повнiстю заходиться в конденсатнiй фа-
зi (позначена як GAS+ RIQ +BEC). Нагадаємо,

що густина конденсату в двокомпонентнiй систе-
мi пiонiв створюється лише 𝜋−-мезонами, тобто
𝑛cond = 𝑛

(−)
cond. Це означає, що певна частка 𝜋−-

мезонiв складається з частинок з 𝑘 = 0. При цьому
тепловi 𝜋−-мезони разом iз 𝜋+-мезонами створю-
ють сумiш газу та рiдини.

4.1. Фазовий перехiд
рiдина–газ у квантовiй системi
бозонiв частинка–античастинка

Повернiмося до обговорення взаємодiючої 𝜋+-𝜋−

системи. Якщо при розглядi фазового переходу
рiдина–газ врахувати квантову статистику, то че-
рез появу конденсату ситуацiя стає iншою, нiж у
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a b
Рис. 6. Фазовi дiаграми тиск–iзоспiнова густина для взаємодiючої 𝜋−-𝜋+ системи при 𝜅 = 0,1 (𝑎) i 0,3 (𝑏). Панель 𝑎:
нижче критичної iзотерми 𝑇c = 101,7 МеВ вiдбувається фазовий перехiд рiдина–газ; iзотерма 𝑇 = 160 МеВ є межею
QGP фази; червона пунктирна крива 𝑝lim вiддiляє теплову фазу вiд BEC фази. Панель 𝑏: вiртуальна критична iзотерма
𝑇c = 163 МеВ, розрахована при 𝜅 = 0,3, лежить у QGP фазi, яка обмежена iзотермою 𝑇c = 160 МеВ

випадку статистики Больцмана. Виявляється, що
наявнiсть конденсату сильно впливає на положен-
ня локального максимуму тиску. Дiйсно, цей ма-
ксимум зараз локалiзований на кривiй 𝑝lim(𝑛𝐼),
яка представляє тиск у системi, що визначається
станами, якi належать критичнiй кривiй 𝑛lim(𝑇 )
для пiдсистеми 𝜋−-мезонiв. Нагадуємо, що тiль-
ки ця пiдсистема мезонiв створює бозе-конденсат у
разi слабкого притягання, причому 𝑛(−)

⃒⃒
crit.curve

=
= 𝑛lim(𝑇 ). Стани (𝑇, 𝑛lim(𝑇 )) визначають загальну
концентрацiю частинок 𝑛 = 2𝑛lim(𝑇 ) − 𝑛𝐼 . Таким
чином, загальний тиск у цих станах дорiвнює

𝑝lim(𝑛𝐼) = 𝑝kin(𝑇, 𝑛𝐼) + 𝑃ex(𝑛), (27)

де кiнетичний тиск у станах (𝑇, 𝑛lim(𝑇 )) має ви-
гляд

𝑝kin =
1

3

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
k2

𝜔𝑘

[︀
𝑓BE(𝜔𝑘,𝑚)+

+ 𝑓BE

(︀
𝐸(𝑘, 𝑛),−𝜇𝐼

)︀]︀
, (28)

де 𝐸(𝑘, 𝑛) = 𝜔𝑘 + 𝑈(𝑛) i 𝜇𝐼 = 𝑈(𝑛) + 𝑚. Крива
𝑝lim(𝑛𝐼) вiдокремлює область тискiв, якi вiдповiд-
ають станам конденсату (тонована область, позна-
чена як BEC), вiд областi тискiв, якi вiдповiдають
тепловим станам бозонної системи, див. рис. 4–6.

Зараз ми збираємося довести двi особливостi,
властивi поведiнцi тиску у фазi конденсату.

Перша особливiсть: кiнетичний тиск уздовж ко-
жної iзотерми у фазi конденсату приблизно постiй-
ний:

𝑝kin(𝑇, 𝑛𝐼)
⃒⃒
𝑇=const

≈ const. (29)

a) Це буде точна рiвнiсть за вiдсутностi взає-
модiї мiж частинками, коли 𝑝 = 𝑝kin + 𝑃ex зво-
диться до 𝑝 = 𝑝kin(𝑇, 𝑛𝐼). Тиск двокомпонентного
iдеального газу зображено на рис. 3. Ми спостерi-
гаємо постiйний тиск у фазi конденсату (тонована
блакитна область). Ефект, що описується рiвнян-
ням (29), виникає через те, що збiльшення змiн-
ної 𝑛𝐼 у фазi конденсату вiдбувається лише за ра-
хунок збiльшення кiлькостi конденсованих части-
нок, тодi як концентрацiя теплових частинок зали-
шається сталою вздовж iзотерми. Але збiльшення
кiлькостi частинок у системi з нульовим iмпуль-
сом, 𝑘 = 0, не робить внеску в кiнетичний тиск.
Тут ми обговорювали тиск 𝜋−-мезонiв, якi ство-
рюють конденсатнi стани. Парцiальний тиск 𝜋+-
мезонiв на тiй самiй iзотермi 𝑇 розраховується для
𝜇 = 𝑚 i створюється лише тепловими частинками,
концентрацiя яких також є сталою. Цим ми до-
водимо беззаперечну справедливiсть рiвняння (29)
для iдеальної мезонної системи 𝜋−-𝜋+.

б) Рiвнiсть (29) буде наближеною для систе-
ми з взаємодiєю. Як видно з рiвняння (28) пер-
ший внесок до тиску, тобто кiнетичний парцi-
альний тиск 𝜋−-мезонiв, що становить 98% вiд
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a

b

c
Рис. 7. Залежностi внескiв до тиску вiд густини iзоспi-
ну для взаємодiючої 𝜋−-𝜋+ системи при 𝑇 = 80 МеВ i
𝜅 = 0,1; локальний максимум на краю областi конден-
сату та локальний мiнiмум, що виникає внаслiдок наяв-
ностi метастабiльних та нефiзичних iнтервалiв тиску, по-
казанi на вставцi; тонована BEC область позначає стани
бозе-айнштайнiвського конденсату (𝑎). Залежнiсть крити-
чної температури 𝑇c фазового переходу рiдина–газ вiд па-
раметра притягання 𝜅 (𝑏). Залежнiсть критичної темпера-
тури 𝑇c фазового переходу рiдина–газ вiд критичної густи-
ни iзоспiну 𝑛Ic (𝑐)

𝑝kin, залишається постiйним, коли ми збiльшує-
мо 𝑛𝐼 , оскiльки 𝑈(𝑛) − 𝜇𝐼 = −𝑚 у фазi кон-
денсату. Кiнетичний парцiальний тиск 𝜋+- мезо-
нiв, якi знаходяться в тепловiй фазi, пригнiчує-
ться, оскiльки функцiя розподiлу має вигляд 𝑓BE =
= 1/{exp [(𝜔𝑘 + 2𝑈(𝑛) +𝑚)/𝑇 ] − 1}, i внесок 𝜋+-
мезонiв у кiнетичний тиск не перевищує 2%. Отже,
ми можемо прийняти, що у фазi конденсату кiне-
тичний тиск у 𝜋−-𝜋+-мезоннiй системi постiйний
з гарною точнiстю, i рiвняння (29) справджується
приблизно.

Друга особливiсть: тиск має таку структуру:
𝑝 = 𝑝kin + 𝑃ex. Очевидно, що кiнетичний тиск зав-
жди додатний, 𝑝kin > 0, а надлишковий – нi, i його
знак залежить насамперед вiд густини 𝑛𝐼 . Як ви-
дно з рис. 2, 𝑎, надлишковий тиск 𝑃ex є вiд’ємним
(𝑈(𝑛) i 𝑃ex мають однаковий знак). Завдяки цьому
зi збiльшенням 𝑛𝐼 тиск на кожнiй iзотермi 𝑇 < 𝑇c

починає знижуватися у фазi конденсату пiсля пе-
ретину лiнiї 𝑝lim(𝑛𝐼). Це зниження тиску вiдбува-
ється до точки локального мiнiмуму, як показано
на рис. 7, 𝑎. На цьому ж рисунку представлено ре-
зультати розрахунку кiнетичного тиску 𝑝

(−)
kin 𝜋(−)-

мезонiв, кiнетичного тиску 𝑝
(+)
kin 𝜋(+)-мезонiв, i на-

длишкового тиску 𝑃ex.
Фазовий перехiд рiдина-газ вiдбувається, коли

при збiльшеннi густини iзоспiну 𝑛𝐼 тиск у систе-
мi має спочатку локальний максимум, а потiм –
локальний мiнiмум. Розглянемо структуру тиску
в областi конденсату. Для похiдної повного тиску
пiсля деяких алгебраїчних перетворень (див. До-
даток Б) ми отримуємо

𝜕𝑝(𝑇, 𝑛𝐼)

𝜕𝑛𝐼
=

(︂
1− 2𝑛(+)

𝑛

)︂
𝜕𝑃ex(𝑛)

𝜕𝑛

𝜕𝑛

𝜕𝑛𝐼
= 0. (30)

Тут ми використовуємо, що 𝜕𝑝
(−)
kin (𝑇, 𝑛𝐼)/𝜕𝑛𝐼 = 0.

При додатному значеннi виразу у дужках, (1−
− 2𝑛(+)/𝑛) > 0, де 𝑛 = 2𝑛(+) + 𝑛𝐼 , рiвняння (30)
приводить до

𝜕𝑃ex(𝑛)

𝜕𝑛
= 0 → 𝑛(−𝐴+ 2𝐵 𝑛) = 0, (31)

де у другому рiвняннi ми використовуємо явну
форму для 𝑃ex, див. рiвняння (15). Отже, мiнiмум
тиску знаходиться в точцi

𝑛(min) =
𝐴

2𝐵
= 𝜅

√︂
𝑚

𝐵
, (32)
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де 𝐴 = 2𝜅
√
𝑚𝐵. Це – справжнiй мiнiмум, оскiль-

ки знак другої похiдної в цiй точцi додатний,
𝜕2𝑃ex(𝑛)

𝜕𝑛2 = 𝐴 > 0. Для температури 𝑇 = 𝑇c, тоб-
то на критичнiй iзотермi, ця загальна концентра-
цiя частинок, отримана в рiвняннi (32), або точка(︀
𝑇c, 𝑛

(min)
)︀
, визначає критичну точку. Насправ-

дi можна зробити перетворення
(︀
𝑇c, 𝑛

(min)
)︀
→

→
(︁
𝑇c, 𝑛

(min)
𝐼

)︁
, i таким чином буде знайдена кри-

тична точка в (𝑇, 𝑛𝐼)-площинi,
Критичну температуру 𝑇c можна знайти як

розв’язок рiвняння, що прирiвнює 𝑝max до 𝑝min,

𝑝max(𝑇c) = 𝑝min(𝑇c). (33)

Однак у разi присутностi конденсату неможливо
визначити максимум тиску за допомогою рiвнян-
ня 𝜕𝑝(𝑇, 𝑛𝐼)/𝜕𝑛𝐼 = 0, оскiльки iзотерма не є глад-
кою функцiєю на краю областi конденсату. Згiдно
зi стандартною процедурою, щоб знайти макси-
мум i мiнiмум гладкої функцiї в областi з краями,
потрiбно порiвняти значення тиску, заданi рiшен-
нями рiвняння (30) iз значеннями тиску на кра-
ях областi. Як ми стверджували вище, рiвняння
(30) визначає лише локальний мiнiмум тиску, то-
дi як локальний максимум знаходиться на краю
областi конденсату, яка знаходиться лiворуч вiд
локального мiнiмуму, див. рис. 7, 𝑎. На графiках
фазових дiаграм (див. рис. 6), межа мiж термi-
чною фазою та фазою конденсату позначена як
тиск 𝑝lim(𝑛𝐼), що вiдповiдає станам (𝑇, 𝑛lim(𝑇 )) на
критичнiй кривiй 𝑛lim(𝑇 ), див. червону пунктирну
лiнiю на рис. 1. Отже, локальний максимум кожної
iзотерми 𝑇 ≤ 𝑇c належить кривiй 𝑝lim(𝑛𝐼).

Давайте тепер обговоримо алгоритм розрахун-
ку критичної температури 𝑇c. Повна концентра-
цiя частинок в системi частинка–античастинка
дорiвнює

𝑛(𝑇 ) = 𝑛(−)(𝑇 ) + 𝑛(+)(𝑇 ). (34)

Для станiв на критичнiй кривiй, де конденсат зни-
кає, маємо 𝑛(−)(𝑇 ) = 𝑛lim(𝑇 ) для будь-якої темпе-
ратури. Оскiльки густина 𝜋(−)-мезонiв при крити-
чнiй температурi 𝑇c також належить до критичної
кривої, ми отримуємо 𝑛(−)(𝑇c) = 𝑛lim(𝑇c). Отже,
при критичнiй температурi можна переписати рiв-
няння (34) у виглядi

𝑛(𝑇c) = 𝑛lim(𝑇c) + 𝑛
(+)
th (𝑇c), (35)

де 𝑛
(+)
th – густина теплових 𝜋+-мезонiв. Як ми

стверджували, густина 𝑛(𝑇c), визначена в рiвнян-
нi (35), вiдповiдає локальному максимуму тиску на
iзотермi. При фазовому переходi рiдина-газ кри-
тична iзотерма перетинає точку, де локальний ма-
ксимум тиску збiгається з локальним мiнiмумом,
тобто температура iзотерми дорiвнює критичнiй
температурi 𝑇c. Таким чином, якщо замiсть 𝑛(𝑇c)
у рiвняннi (35) пiдставити густину 𝑛(min) з рiвня-
ння (32), ми приходимо до рiвняння, яке визна-
чає 𝑇c:

𝑛lim(𝑇c) + 𝑛
(+)
th (𝑇c) = 𝑛(min). (36)

Або в бiльш детальному виглядi∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
1

exp [(𝜔𝑘 −𝑚)/𝑇c]− 1
+

+

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
1

exp
{︁[︀
𝜔𝑘 + 2𝑈(𝑛(min)) +𝑚

]︀
/𝑇c

}︁
− 1

=

= 𝑛(min), (37)

де 𝑛(min) = 𝐴/ (2𝐵) = 𝜅
√︀
𝑚/𝐵, i ми використали

значення 𝑛lim, визначене рiвнянням (20). Розв’язу-
ючи рiвняння (37), ми отримуємо криву 𝑇c(𝜅), яка
зображена на рис. 7, 𝑏.

4.2. Обговорення

Ми можемо порiвняти характеристики фазового
переходу рiдина–газ у класичних i квантових си-
стемах взаємодiючих бозонiв. Взаємодiя в обох си-
стемах дослiджувалась в рамках моделi середньо-
го поля iз середнiм полем 𝑈(𝑛) = −𝐴𝑛 + 𝐵𝑛2 з
однаковими значеннями коефiцiєнтiв притягання
𝐴 i коефiцiєнтiв вiдштовхування 𝐵. У результатi
ми отримали, що наявнiсть конденсату, яка зумов-
лена квантовою статистикою Бозе, iстотно пiдви-
щує значення критичної температури фазового пе-
реходу рiдина–газ. Дiйсно, при параметрi притяга-
ння 𝜅 = 0,2 ми отримуємо критичну температуру
𝑇c = 2, 8 МеВ (𝑇c = 𝐴2/ (8𝐵)) для класичного га-
зу i 𝑇c = 139 МеВ для квантової системи. Давайте
обговоримо це явище.

Слiд зазначити, що зi збiльшенням параметра
притягання 𝐴 критична температура 𝑇c квантової
бозонної системи зростає. Фактично було отрима-
но 𝑇c = 101 МеВ для 𝜅 = 0,1 i 𝑇c = 163 МеВ
для 𝜅 = 0,3, див. (та порiвняйте) панелi 𝑎 та 𝑏 на
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рис. 6. Збiльшення 𝑇c зумовлене, головним чином,
особливостями поведiнки тиску у фазi конденса-
ту. Додатковий внесок робить “включення” кван-
тової статистики в системi бозонiв. Дiйсно, у кван-
товiй системi бозе-статистика “генерує” ефективне
притягання мiж частинками, тодi як статистика
Фермi “генерує” ефективне вiдштовхування. От-
же, “вмикання” бозе-статистики в системi приво-
дить до ефективного збiльшення притягання мiж
частинками або до ефективного збiльшення коефi-
цiєнта притягання 𝐴 в середньому полi 𝑈(𝑛). Дiй-
сно, статистично iндукований потенцiал взаємодiї
𝑉 (𝑟) для квантової корекцiї першого порядку має
вигляд

𝑉 (𝑟) = −𝑇 ln
[︁
1∓ 𝑒−2𝜋𝑟/Λ2

]︁
, (38)

де 𝑟 – вiдстань мiж частинками, Λ =
√︀
2𝜋/𝑚𝑇 –

довжина теплової хвилi, верхнiй знак вiдповiдає
статистицi Фермi, а нижнiй – статистицi Бозе. Оче-
видно, цей двочастинковий ефективний потенцiал
має притягальну поведiнку у випадку статисти-
ки Бозе та вiдштовхувальну поведiнку у випад-
ку статистики Фермi (ця поправка справедлива,
коли 𝑟 ≫ Λ). Отже, перехiд вiд класичного га-
зу до квантового має двi сторони. По-перше, зро-
стає ефективне притягання мiж частинками, а по-
друге, конденсат, який є в наявностi в системi,
визначає пiдвищення критичної температури. Ми
пiдкреслюємо, що присутнiсть конденсату завдяки
квантовiй статистицi та взаємодiя притягання та
вiдштовхування мiж частинками є вiдповiдальни-
ми за виникнення цього “стрибка вверх” критичної
температури. Основна ж причина цього полягає в
тому, що кiнетичний тиск у конденсатi лишається
майже постiйним.

У той самий час можна вказати на протиле-
жний ефект, який зумовлений статистикою Фер-
мi. Як було показано в роботi [31], квантове рiвня-
ння Ван-дер-Ваальса, якщо його застосувати для
опису ядерної матерiї, дає критичну температуру
𝑇c = 19,7 МеВ для фазового переходу рiдина–
газ. Це значення критичної температури близь-
ке до експериментальних оцiнок, наведених у ро-
ботах [32, 33]. З iншого боку, класичне рiвнян-
ня Ван-дер-Ваальса дає для фазового переходу
рiдина–газ значення 𝑇c = 29 МеВ. Як ми вже
обговорювали в цьому роздiлi та як випливає з
рiвняння (38), статистика Фермi ефективно поси-

лює вiдштовхування мiж частинками, що означає
ефективне зменшення притягання мiж ними. Цей
квантово-статистичний ефект зменшення притяга-
ння в системi може пояснити зниження критичної
температури вiд значення 𝑇c = 29 МеВ до значе-
ння 𝑇c = 19,7 МеВ при переходi вiд класичного
опису фазового переходу рiдина–газ в ядернiй ре-
човинi до квантово-статистичного [31].

5. Обговорення та заключнi зауваження

У статтi представлено термодинамiчно послiдов-
ний пiдхiд для опису фазових переходiв Бозе–Айн-
штайна та рiдина–газ у щiльнiй бозоннiй системi з
самовзаємодiєю при сталiй густинi iзоспiну (густи-
нi заряду) 𝑛𝐼 . Як приклад ми розглянули систе-
му мезонних частинок з 𝑚 = 𝑚𝜋 i нульовим спi-
ном; умовно ми назвали цi бозоннi частинки “пiо-
нами”. Цей вибiр був зроблений тому, що зарядже-
нi 𝜋-мезони є найлегшими ядерними частинками
та найлегшими адронами, якi характеризуються
iзоспiновим числом. З цiєї ж причини “iндуковане
температурою створення” пар частинка–античас-
тинка в iнтервалi температур 𝑇 ≤ 200 МеВ стає
загальною проблемою для квантово-статистичних
методiв. Опис термодинамiчних властивостей си-
стеми було здiйснено в рамках формалiзму кано-
нiчного ансамблю, де хiмiчний потенцiал 𝜇𝐼 є тер-
модинамiчною величиною, що залежить вiд кано-
нiчних змiнних (𝑇, 𝑛𝐼). Для отримання фазової дi-
аграми, яка вiдображає фазовий перехiд рiдина–
газ, ми розрахували залежнiсть тиску вiд густини
iзоспiну для рiзних iзотерм, а потiм модифiкували
залежнiсть тиску вiдповiдно до узагальнених пра-
вил Максвелла (див. Додаток A).

Слiд зазначити, що електричний заряд конден-
сату негативний у випадку, якщо загальний заряд
системи негативний. I навпаки, електричний заряд
конденсату був би позитивним, якщо загальний за-
ряд бозонної системи є позитивним. Показано, що
при фiксованiй температурi, залежностi концен-
трацiй частинок 𝑛(−)(𝑇, 𝑛𝐼) i 𝑛tot(𝑇, 𝑛𝐼) вiд 𝑛𝐼 май-
же лiнiйнi i близькi одна до одної для 𝑛𝐼 > 𝑛𝐼𝑐. Це
вiдбувається тому, що для кожного фiксованого 𝑇

значення концентрацiї 𝑛(−)
th теплових (кiнетичних)

𝜋−-мезонiв не змiнюється [19], а значення 𝑛(+) є
малим i приблизно сталим (див. рис. 2, 𝑏). Оскiль-
ки лише 𝜋−-мезони зазнають фазового переходу в
бозе-айнштайнiвський конденсат, збiльшення кон-
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a b

c d
Рис. 8. Залежностi тиску вiд оберненої iзоспiнової густини 1/𝑛𝐼 у взаємодiючiй 𝜋+-𝜋− пiоннiй системi в рамках моделi
середнього поля при 𝜅 = 0,1 (𝑎, 𝑏) i 0,2 (𝑐, 𝑑). Початок фазового переходу рiдина–газ визначається за правилом Максвелла

центрацiй 𝑛(−) i 𝑛 = 𝑛tot при 𝑛𝐼 > 𝑛𝐼𝑐 вiдбувається
майже цiлком за рахунок збiльшення концентрацiї
конденсату.

Фазовi дiаграми були наведенi на рис. 4. Мас-
штабний параметр моделi 𝜅 = 𝐴/(2

√
𝑚𝐵), який

сам по собi є комбiнацiєю параметрiв середнього
поля 𝐴 i 𝐵 [𝑈(𝑛) = −𝐴𝑛 + 𝐵𝑛2] i маси частинки,
визначає рiзнi можливi фазовi сценарiї, якi вiдбу-
ваються в системi бозонiв частинка–античастинка.
Однак, коли коефiцiєнт притягання 𝐴 = 𝜅𝐴𝑐, де
𝐴𝑐 = 2

√
𝑚𝐵, дорiвнює нулю (тобто 𝜅 = 0), система

перебуває в термiчнiй або конденсатнiй фазi, але
не може розвинути фазовий перехiд рiдина–газ.

У випадку 𝜅 > 0 в системi вiдбувається фазо-
вий перехiд рiдина–газ, а перехiд з теплової фа-
зи в конденсатну можливий як з фазовим перехо-
дом рiдина–газ (при 𝑇 < 𝑇c), так i без нього (при

𝑇 ≥ 𝑇c). Iншими словами, на фазовiй дiаграмi є
область, де BEC i змiшана рiдко-газова фази спiв-
iснують одночасно (сiра область на лiвiй панелi
на рис. 6). Подiбна ситуацiя була описана в ро-
ботi [30], де дослiджувалися бозе-айнштайнiвська
конденсацiя та фазовий перехiд рiдина–газ у 𝛼-
матерiї. Область QGP над iзотермою 𝑇 = 𝑇qgp =
= 160 МеВ – це фаза, де виникає кварк-глюонна
плазма. Ми вважаємо, що це є обмеженням нашої
моделi, оскiльки вiдбувається плавлення всiх пiон-
них станiв при температурах, вищих за 𝑇qgp.

Роль нейтральних пiонiв виходить за рамки цiєї
статтi. Проведений аналiз можна покращити, вра-
хувавши їхню присутнiсть в системi, а також уза-
гальнивши обчислення до ненульового внеску в се-
реднє поле, яке залежить вiд 𝑛𝐼 . Автори планують
розглянути цi проблеми деiнде.
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a b

c d
Рис. 9. Залежностi тиску вiд iзоспiнової густини 𝑛𝐼 у взаємодiючiй 𝜋+-𝜋− пiоннiй системi в рамках моделi середнього
поля при 𝜅 = 0,1 (𝑎, 𝑏) i 0,2 (𝑐, 𝑑)

Дослiдження Д.А. та Д.Ж. виконуються за
пiдтримки Фонду Саймонса та Програми “Стру-
ктура i динамiка статистичних i квантово-
польових систем” Вiддiлення фiзики i астрономiї
НАН України. Д.А. також вдячний за дискусiї з
М. Горенштейном, I.Мiшустiним та H. Stöcker.
Ця робота також була пiдтримана Вiддiлом цi-
льової пiдготовки Київського нацiонального унi-
верситету iменi Тараса Шевченка (грант 6Φ-
2024).

ДОДАТОК А.
Фазовий перехiд рiдина–газ: правила
Максвелла для системи iз збереженням заряду

Для визначення точок 𝑣 = 1/𝑛𝐼 , якi вiдповiдають правилу
Максвелла, необхiдно розв’язати систему двох рiвнянь вiд-
носно точок 𝑣𝑥1 = 1/𝑛𝐼2 та 𝑣𝑥2 = 1/𝑛𝐼1; звернiмо увагу, що
ми отримуємо тиск як функцiю 𝑛𝐼 , тобто 𝑝(𝑛𝐼). У випадку
однорiдної системи та для iзотермiчного процесу, 𝑇 = const,

маємо
𝑑𝑝 = 𝑠𝑑𝑇 + 𝑛𝐼𝑑𝜇𝐼 → 𝑑𝑝 = 𝑛𝐼𝑑𝜇𝐼 . (A1)

Тодi

𝑑𝜇𝐼 = 0 → 𝑑𝑝 = 0 →
2∫︁

1

𝑑𝑝 = 0 → 𝑝1 = 𝑝2. (A2)

А отже
1

𝑛𝐼
𝑑𝑝 = 𝑑𝜇𝐼 , 𝑑𝜇𝐼 = 0 →

2∫︁
1

1

𝑛𝐼
𝑑𝑝 = 0. (A3)

Запишемо два рiвняння (A2) та (A3) як систему рiвнянь
для визначення 𝑣1 i 𝑣2:

𝑝 (1/𝑣1) = 𝑝 (1/𝑣2), (A4)
𝑣2∫︁

𝑣1

𝑑𝑣 𝑝 (1/𝑣) = (𝑣2 − 𝑣1) 𝑝 (1/𝑣1), (A5)

Останнє рiвняння можна подати у виглядi
𝑣2∫︁

𝑣1

𝑑𝑣
[︀
𝑝 (1/𝑣)− 𝑝 (1/𝑣1)

]︀
= 0. (A6)

576 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2024. Т. 69, № 8



Фазовi дiаграми релятивiстської самовзаємодiючої бозонної системи

Пiсля того, як ми отримаємо рiшення, можна визначити
значення параметрiв 𝑛𝐼1 = 1/𝑣2 i 𝑛𝐼2 = = 1/𝑣1.

Графiчнi приклади застосування цього алгоритму зобра-
жено на рис. 8 та 9 для набору температур 𝑇 = 40, 80,
100 МеВ i двох значень параметра 𝜅 = 0,1 та 0,2.

ДОДАТОК Б.
Похiднi вiд тиску у фазi конденсату

Тут ми наводимо деталi розрахунку похiдної вiд тиску у
фазi конденсату. Як було зазначено ранiше, для тиску в
системi з взаємодiєю 𝑝 = 𝑝kin + 𝑃ex. Для похiдних вiд кiне-
тичного внеску отримуємо

𝜕𝑝kin(𝑇, 𝑛𝐼)

𝜕𝑛𝐼
=

𝜕𝑝
(−)
kin (𝑇, 𝑛𝐼)

𝜕𝑛𝐼
+

𝜕𝑝
(+)
kin (𝑇, 𝑛𝐼)

𝜕𝑛𝐼
,

𝜕𝑝
(−)
kin (𝑇, 𝑛𝐼)

𝜕𝑛𝐼
= 0.

(Б1)

З рiвняння (10) випливає, що

𝑝
(+)
kin (𝑇, 𝑛𝐼) = −𝑇

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
×

× ln

[︃
1− exp

(︃
−
√
𝑚2 + k2 + 2𝑈(𝑛) +𝑚

𝑇

)︃]︃
, (Б2)

Обчислюємо похiдну вiд цього парцiального тиску,

𝜕𝑝
(+)
kin (𝑇, 𝑛𝐼)

𝜕𝑛𝐼
=

= −
∫︁

𝑑3𝑘

(2𝜋)3
1

exp

(︂√
𝑚2+k2+2𝑈(𝑛)+𝑚

𝑇

)︂
− 1

×

× 2
𝜕𝑈(𝑛)

𝜕𝑛

𝜕𝑛

𝜕𝑛𝐼
. (Б3)

Тодi отримуємо

𝜕𝑝kin(𝑇, 𝑛𝐼)

𝜕𝑛𝐼
= −2𝑛(+)(𝑇, 𝑛𝐼)

𝜕𝑈(𝑛)

𝜕𝑛

𝜕𝑛

𝜕𝑛𝐼
. (Б4)

Тепер, використовуючи рiвняння (7), можна написати

𝜕𝑝(𝑇, 𝑛𝐼)

𝜕𝑛𝐼
= −2𝑛(+)(𝑇, 𝑛𝐼)

𝜕𝑈(𝑛)

𝜕𝑛

𝜕𝑛

𝜕𝑛𝐼
+

𝜕𝑃ex(𝑛)

𝜕𝑛
×

×
𝜕𝑛

𝜕𝑛𝐼
=

(︃
1−

2𝑛(+)(𝑇, 𝑛𝐼)

𝑛(𝑇, 𝑛𝐼)

)︃
𝜕𝑃ex(𝑛)

𝜕𝑛

𝜕𝑛

𝜕𝑛𝐼
= 0. (Б5)

З урахуванням того, що 𝑛 = 2𝑛(+)(𝑇, 𝑛𝐼) + 𝑛𝐼 , отримуємо,
що 2𝑛(+)/𝑛 < 1 для скiнченних iзоспiнових густин, 𝑛𝐼 > 0.
Таким чином, для додатного значення виразу у дужках,
(1− 2𝑛(+)/𝑛) > 0, рiвняння (Б5) приводить до рiвняння

𝜕𝑃ex(𝑛)

𝜕𝑛
= 0. (Б6)
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Переклад на українську мову О. Войтенка

V.Gnatovskyy, D.Anchishkin,
D. Zhuravel, V.Karpenko

PHASE DIAGRAMS OF RELATIVISTIC
SELFINTERACTING BOSON SYSTEM

Within the Canonical Ensemble, we investigate a system of

interacting relativistic bosons at finite temperatures and fi-

nite isospin densities in a mean-field approach. The mean field

contains both attractive and repulsive terms. Temperature and

isospin density dependences of thermodynamic quantities are

obtained. It is shown that, in the case of attraction between

particles in a bosonic system, a liquid-gas phase transition de-

velops against the background of the Bose–Einstein conden-

sate. The corresponding phase diagrams are given. We explain

the reasons for why the presence of a Bose condensate sig-

nificantly increases the critical temperature of the liquid-gas

phase transition compared to that obtained for the same sys-

tem within the framework of Boltzmann statistics. Our results

may have implications for the interpretation of experimental

data, in particular, how sensitive the critical point of the mixed

phase is to the presence of the Bose–Einstein condensate.

Ke yw o r d s: relativistic bosonic system, Bose–Einstein con-
densation, phase transition.
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