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ПОБУДОВА ТА АНАЛIЗ НОВИХ
IНТЕҐРОВНИХ НЕЛIНIЙНИХ ДИНАМIЧНИХ
СИСТЕМ НА КВАЗIОДНОВИМIРНИХ ҐРАТКАХ.
ПАРАМЕТРИЧНО УРУХОМЛЮВАНА
НЕЛIНIЙНА СИСТЕМА ПСЕВДОЗБУДЖЕНЬ
НА ДВОНIЖКОВIЙ ДРАБИНЧАТIЙ ҐРАТЦIУДК 539

Спираючись на засадничi принципи побудови iнтеґровних еволюцiйних нелiнiйних си-
стем на квазiодновимiрних ґратках запропоновано нову нелiнiйну iнтеґровну систему
параметрично урухомлюваних псевдоекситонiв на регулярнiй двонiжковiй драбинчатiй
ґратцi. Початкова (прототипна) форма системи є виводжуваною в термiнах напiв-
дискретного рiвняння нульової кривини зi спектральним та еволюцiйним операторами,
заданими спецiально пiдлаштованими 3×3 квадратовими матрицями. Хоча найнижчi
збережнi локальнi густини, знайденi нами прямим рекурсивним методом, i не вказали
на можливу алгебричну будову Гамiльтонової функцiї системи, проте еврiстично об-
ґрунтований пошук вдалого двоступеневого перетворення прототипних польових фун-
кцiй до фiзично вмотивованих дав фiзично змiстовну нелiнiйну iнтеґровну систему
з часозалежними повздовжнiми та поперечними параметрами мiжвузлових зв’язкiв.
Часовi залежностi параметрiв мiжвузлових зв’язкiв трансформованої системи є послi-
довно означеними в термiнах супутнього параметричного урухомлювача, формалiзова-
ного чотирма звичайними однорiдними лiнiйними диференцiйними рiвняннями з часо-
залежними коефiцiєнтами. Фiзично змiстовна параметрично урухомлювана нелiнiйна
система допускає компактне Гамiльтонове формулювання, в якому двi пари польових
функцiй набувають сенсу двох пар канонiчно спряжених польових амплiтуд. Насамкi-
нець розлого висвiтлено математичнi властивостi явного параметричного урухомлю-
вання коливного типу.
К люч о в i с л о в а: нелiнiйна динамiка, iнтеґровна система, двонiжкова драбинчата ґра-
тка, параметричне урухомлювання, гамiльтонова динамiка.

1. Вступ
Починаючи з середини минулого столiття тенден-
цiя переходу фiзичного та математичного розгля-
ду багатокомпонентних фiзичних систем за межi
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суто лiнiйних описiв ставала все бiльш виразною.
Тут варто звернути увагу на пiонерський нелiнiй-
ний пiдхiд, започаткований Ландау та Пекарем
в теорiї поляронiв [1], а також майже нелiнiйний
розгляд, запропонований Боголюбовим для адiа-
батичної теорiї збурень у задачi про взаємодiю ча-
стинок iз квантовим полем [2]. Цi та низка iнших
майбутнiх дослiджень [3–6] породили дуже гене-
ративну концепцiю повнiстю iнтеґровних нелiнiй-
них моделей Шрьодiнґера як у їхньому диферен-
цiйно-диференцiйному (неперервному) [7–9], так i
диференцiйно-рiзницевому (напiвдискретному) [9–
16] варiантах виконання.
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Завдяки нещодавньому технологiчному прогре-
су в синтезi низькорозмiрних нанорозмiрних над-
структур [17–21], якi розглядаються як метамате-
рiали, що є перспективними для мiкроелектронних
пристроїв, ми вважаємо, що напiвдискретнi повнi-
стю iнтеґровнi моделi нелiнiйних збуджень i нелi-
нiйних псевдозбуджень на квазiодновимiрних ґра-
тках будуть мати значний застосовний попит.

У цiй статтi ми пропонуємо нову параметри-
чно керовану нелiнiйну iнтеґровну систему псев-
дозбуджень на двонiжковiй драбинчатiй ґратцi.
Аби розв’язати цю задачу, ми виходимо з основних
принципiв розроблення напiвдискретних нелiнiй-
них iнтеґровних систем на квазiодновимiрних ґра-
тках, якi були ретельно перелiченi в нашiй попере-
днiй статтi [22]. Крiм того, ми окреслюємо основнi
кроки до створення нескiнченної iєрархiї локаль-
них законiв збереження в термiнах прямого реку-
рентного методу [13, 23–26]. Також з’ясовуємо ев-
ристичнi особливостi належного налаштування по-
чатково незафiксованих функцiй вибiрки.

Важливо, що кiнцева форма розробленої напiв-
дискретної нелiнiйної iнтеґровної системи допу-
скає стисле динамiчне Гамiльтонове формулюва-
ння, що характеризується стандартною дужкою
Пуассона. Однак сама процедура стандартизацiї
виявилася абсолютно вiдмiнною вiд тiєї, що сто-
сується iнтеґровної нелiнiйної системи Шрьодiн-
ґера на двонiжковiй драбинчатiй ґратцi з фоно-
регульовним мiжвузловим резонансним зв’язком
[27, 28].

2. Допомiжна матричнозначна
лiнiйна задача та вiдповiдний анзатц
для спектральної та еволюцiйної матриць

Дотримуючись загальних правил розроблення iн-
теґровних напiвдискретних нелiнiйних систем на
регулярних квазiодновимiрних ґратках [12, 22, 29],
почнемо розгляд з набору двох допомiжних матри-
чних рiвнянь,

𝑋(𝑛+ 1|𝜆) = 𝐿(𝑛|𝜆)𝑋(𝑛|𝜆) (2.1)
d

d𝜏
𝑋(𝑛|𝜆) = 𝐴(𝑛|𝜆)𝑋(𝑛|𝜆), (2.2)

якi є лiнiйними вiдносно допомiжної матрицi-
функцiї 𝑋(𝑛|𝜆). Тут символ 𝑛 позначає змiнну дис-
кретної просторової координати, що змiнюється
вiд −∞ до +∞. Символ 𝜏 позначає безперервну

змiнну часу. Символ 𝜆 позначає незалежний вiд
часу спектральний параметр. Аби досягти постав-
леної мети, всi три залученi величини – 𝑋(𝑛|𝜆),
𝐿(𝑛|𝜆), та 𝐴(𝑛|𝜆) – вважаємо квадратовими 3× 3-
матрицями. Спектральне рiвняння (2.1) керується
спектральним оператором 𝐿(𝑛|𝜆), тодi як еволю-
цiйне рiвняння (2.2) – оператором еволюцiї 𝐴(𝑛|𝜆).

Набiр допомiжних лiнiйних рiвнянь (2.1)–(2.2) є
перевизначеним. Щоб забезпечити сумiснiсть цьо-
го перевизначеного набору, операцiя диференцiю-
вання за змiнною часу 𝜏 та операцiя зсуву вздовж
просторової змiнної 𝑛 у застосуваннi до допомi-
жної матрицi-функцiї 𝑋(𝑛|𝜆) у допомiжному лi-
нiйному наборi (2.1)–( 2.2) має комутувати, тоб-
то [12],[︂
d

d𝜏
𝑋(𝑚|𝜆)

]︂
𝑚=𝑛+1

=
d

d𝜏
𝑋(𝑛+ 1|𝜆). (2.3)

Як наслiдок такої комутативної процедури, ми
приходимо до матричнозначної напiвдискретної
умови нульової кривини [29, 30]

d

d𝜏
𝐿(𝑛|𝜆) = 𝐴(𝑛+ 1|𝜆)𝐿(𝑛|𝜆)− 𝐿(𝑛|𝜆)𝐴(𝑛|𝜆) (2.4)

для допустимих форм спектрального, 𝐿(𝑛|𝜆), та
еволюцiйного, 𝐴(𝑛|𝜆), операторiв.

Нижче ми пропонуємо один iз успiшних варiан-
тiв, винайдених аби завдовольнити умови нульової
кривини (2.4). Зокрема, наша пропозицiя ґрунту-
ється на наступних анзатцах для спектрального,
𝐿(𝑛|𝜆), та еволюцiйного, 𝐴(𝑛|𝜆), операторiв

𝐿(𝑛|𝜆) =

⎛⎝𝑓11(𝑛) 𝑓12(𝑛) 𝑓13(𝑛)
𝑓21(𝑛) 𝑓22(𝑛) + 𝜆 𝑓23(𝑛)
𝑓31(𝑛) 𝑓32(𝑛) 𝑓33(𝑛)

⎞⎠ (2.5)

та

𝐴(𝑛|𝜆) =

⎛⎝𝑎11(𝑛) 𝑎12(𝑛) 𝑎13(𝑛)
𝑎21(𝑛) 𝑎22(𝑛) + 𝑏22(𝑛)𝜆 𝑎23(𝑛)
𝑎31(𝑛) 𝑎32(𝑛) 𝑎33(𝑛)

⎞⎠ (2.6)

за умови виконання умови несингулярности
det𝐿(𝑛|𝜆) ̸= 0. Тут залежнi вiд простору та ча-
су компоненти 𝑓𝑗𝑘(𝑛) = 𝑓𝑗𝑘(𝑛|𝜏) спектральної ма-
трицi 𝐿(𝑛|𝜆) треба розглядати як прототип фун-
кцiї поля майбутньої нелiнiйної iнтеґровної систе-
ми, закодованої в рiвняннi нульової кривини (2.4).
З iншого боку, залежнi вiд простору та часу компо-
ненти 𝑎𝑗𝑘(𝑛) = 𝑎𝑗𝑘(𝑛|𝜏) i 𝑏22(𝑛) = 𝑏22(𝑛|𝜏) еволю-
цiйної матрицi 𝐴(𝑛|𝜆) повиннi мати здатнiсть до
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специфiкацiї, спираючись на умову нульової кри-
вини (2.4) та певнi розумнi припущення щодо фi-
зично змiстовних локальних законiв збереження.

3. Iнтегровна напiвдискретна
нелiнiйна система в термiнах
прототипних функцiй поля

Таким чином, вставивши запропонованi вище ан-
затци (2.5) та (2.6) у рiвняння нульової кривини
(2.4) i зiбравши члени з однаковими ступенями
спектрального параметра 𝜆 в кожному матрично-
му елементi рiвняння, ми можемо записати шiсть
компонентiв еволюцiйної матрицi 𝐴(𝑛|𝜆):

𝑎22(𝑛) = 𝑎22, (3.1)

𝑏22(𝑛) = 𝑏22, (3.2)

𝑎21(𝑛) = 𝑏22𝑓21(𝑛), (3.3)

𝑎12(𝑛+ 1) = 𝑓12(𝑛)𝑏22, (3.4)

𝑎23(𝑛) = 𝑏22𝑓23(𝑛), (3.5)

𝑎32(𝑛+ 1) = 𝑓32(𝑛)𝑏22. (3.6)

Тут кожен iз параметрiв 𝑎22 та 𝑏22 може зале-
жати вiд часу. Iншi чотири компоненти – 𝑎11(𝑛),
𝑎13(𝑛), 𝑎33(𝑛) 𝑎31(𝑛), якi називаються функцiями
вибору, залишаються невизначеними на даний мо-
мент. Крiм того, ми вiдновлюємо набiр iз дев’яти
напiвдискретних нелiнiйних рiвнянь

𝑓11(𝑛) = 𝑎11(𝑛+ 1)𝑓11(𝑛) + 𝑎13(𝑛+ 1)𝑓31(𝑛)−

− 𝑓11(𝑛)𝑎11(𝑛)− 𝑓13(𝑛)𝑎31(𝑛), (3.7)

𝑓13(𝑛) = 𝑎11(𝑛+ 1)𝑓13(𝑛) + 𝑎13(𝑛+ 1)𝑓33(𝑛)−

− 𝑓11(𝑛)𝑎13(𝑛)− 𝑓13(𝑛)𝑎33(𝑛), (3.8)

𝑓33(𝑛) = 𝑎31(𝑛+ 1)𝑓13(𝑛) + 𝑎33(𝑛+ 1)𝑓33(𝑛)−

− 𝑓31(𝑛)𝑎13(𝑛)− 𝑓33(𝑛)𝑎33(𝑛), (3.9)

𝑓31(𝑛) = 𝑎31(𝑛+ 1)𝑓11(𝑛) + 𝑎33(𝑛+ 1)𝑓31(𝑛)−

− 𝑓31(𝑛)𝑎11(𝑛)− 𝑓33(𝑛)𝑎31(𝑛), (3.10)

𝑓22(𝑛) = 𝑏22𝑓21(𝑛+ 1)𝑓12(𝑛) + 𝑏22𝑓23(𝑛+ 1)𝑓32(𝑛)−

− 𝑓21(𝑛)𝑓12(𝑛− 1)𝑏22 − 𝑓23(𝑛)𝑓32(𝑛− 1)𝑏22, (3.11)

𝑓21(𝑛) = 𝑏22𝑓21(𝑛+ 1)𝑓11(𝑛) + 𝑎22𝑓21(𝑛)+

+ 𝑏22𝑓23(𝑛+ 1)𝑓31(𝑛)− 𝑓21(𝑛)𝑎11(𝑛)−

− 𝑓22(𝑛)𝑏22𝑓21(𝑛)− 𝑓23(𝑛)𝑎31(𝑛), (3.12)

𝑓12(𝑛) = 𝑎11(𝑛+ 1)𝑓12(𝑛) + 𝑓12(𝑛)𝑏22𝑓22(𝑛)+

+ 𝑎13(𝑛+ 1)𝑓32(𝑛)− 𝑓11(𝑛)𝑓12(𝑛− 1)𝑏22 −

−𝑓12(𝑛)𝑎22 − 𝑓13(𝑛)𝑓32(𝑛− 1)𝑏22, (3.13)

𝑓23(𝑛) = 𝑏22𝑓21(𝑛+ 1)𝑓13(𝑛) + 𝑎22𝑓23(𝑛)+

+ 𝑏22𝑓23(𝑛+ 1)𝑓33(𝑛)− 𝑓21(𝑛)𝑎13(𝑛)−
− 𝑓22(𝑛)𝑏22𝑓23(𝑛)− 𝑓23(𝑛)𝑎33(𝑛), (3.14)

𝑓32(𝑛) = 𝑎31(𝑛+ 1)𝑓12(𝑛) + 𝑓32(𝑛)𝑏22𝑓22(𝑛)+

+ 𝑎33(𝑛+ 1)𝑓32(𝑛)− 𝑓31(𝑛)𝑓12(𝑛− 1)𝑏22 −
− 𝑓32(𝑛)𝑎22 − 𝑓33(𝑛)𝑓32(𝑛− 1)𝑏22, (3.15)

якi називаються прототипною напiвдискретною
нелiнiйною iнтеґровною системою. I саме ця систе-
ма нас цiкавить. Крапка над змiнною в кожному з
написаних вище рiвнянь (3.7)–(3.9) означає дифе-
ренцiювання цiєї змiнної за змiнною часу 𝜏 .

Завдяки можливостi бути представленою у сти-
слiй матричнiй формi рiвняння нульової кривини
(2.4), одержана напiвдискретна нелiнiйна система
(3.7)–(3.9) набуває статусу системи iнтеґровної за
Лаксом. Як правило, цей факт також пiдтверджує
iнтеґровнiсть напiвдискретної нелiнiйної системи
в сенсi Лiувiля [30]. У будь-якому випадку iнте-
ґровнiсть за Лаксом забезпечує строгi методи для
одержання точних аналiтичних розв’язкiв систе-
ми, а також для генерування нескiнченної iєрархiї
локальних законiв збереження.

4. Основнi кроки у створеннi
локальних законiв збереження

Згiдно з визначенням, будь-який окремий локаль-
ний закон збереження, пов’язаний з певною напiв-
дискретною системою на квазiодновимiрнiй регу-
льовнiй ґратцi, можна записати у такiй формi:

�̇�(𝑛) = 𝐽(𝑛)− 𝐽(𝑛+ 1), (4.1)

де функцiї 𝜌(𝑛) = 𝜌(𝑛|𝜏) i 𝐽(𝑛) = 𝐽(𝑛|𝜏) по-
значають локальну густину та локальний струм,
вiдповiдно.

Найпростiший спосiб створити принаймнi деякi
локальнi закони збереження для iнтеґровної на-
пiвдискретної системи на квазiодновимiрнiй ґра-
тцi базується на унiверсальному локальному зако-
нi збереження

d

d𝜏
ln [det𝐿(𝑛|𝜆)] = Sp𝐴(𝑛+ 1|𝜆)− Sp𝐴(𝑛|𝜆), (4.2)
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який легко одержати з представлення системи з
нульовою кривиною (2.4) завдяки тотожности

Sp

(︂
𝐿−1 d

d𝜏
𝐿

)︂
=

d

d𝜏
ln (det𝐿), (4.3)

що дiйсна для будь-якої неособливої (det𝐿 ̸= 0)
квадратової матрицi 𝐿.

Таким чином, для спектрального, 𝐿(𝑛|𝜆), та ево-
люцiйного, 𝐴(𝑛|𝜆), операторiв, визначених запро-
понованими ранiше формулами (2.5) i (2.6 )–(3.6),
процедура, заснована на унiверсальному локаль-
ному законi збереження (4.2), дає лише два ло-
кальнi закони збереження

d

d𝜏
ln [𝑊0(𝑛)] = 𝑎11(𝑛+ 1) + 𝑎22(𝑛+ 1)−

− 𝑎11(𝑛)− 𝑎22(𝑛), (4.4)
d

d𝜏
ln [𝑊1(𝑛)] = 𝑎11(𝑛+ 1) + 𝑎22(𝑛+ 1)−

− 𝑎11(𝑛)− 𝑎22(𝑛), (4.5)

де локальнi густини ln[𝑊0(𝑛)] та ln[𝑊1(𝑛)] мають
вигляд

𝑊0(𝑛) = 𝑓21(𝑛)𝑓13(𝑛)𝑓32(𝑛) + 𝑓23(𝑛)𝑓31(𝑛)𝑓12(𝑛)−
− 𝑓21(𝑛)𝑓33(𝑛)𝑓12(𝑛)− 𝑓23(𝑛)𝑓11(𝑛)𝑓32(𝑛)+

+ [𝑓11(𝑛)𝑓33(𝑛)− 𝑓13(𝑛)𝑓31(𝑛)]𝑓22(𝑛) (4.6)

та

𝑊1(𝑛) = 𝑓11(𝑛)𝑓33(𝑛)− 𝑓13(𝑛)𝑓31(𝑛), (4.7)

вiдповiдно.
На щастя, iснує декiлька технiчно рiзних, але в

основному еквiвалентних систематичних пiдходiв
для рекурсивного створення iєрархiї локальних за-
конiв збереження [13,23–26,28] без будь-яких поси-
лань на данi розсiювання у допомiжнiй спектраль-
нiй задачi, а також на гамiльтонову структуру, що
лежить в основi iєрархiї iнтеґровних систем, пов’я-
заних з прийнятим спектральним оператором.

Наприклад, перший крок нашого власного пiд-
ходу [23–25, 28] полягає у вiдновленнi адекватного
рекурсивного представлення для допомiжних ве-
личин Γ𝑗𝑘(𝑛|𝜆) з таким обмеженням:

Γ𝑗𝑖(𝑛|𝜆)Γ𝑖𝑘(𝑛|𝜆) = Γ𝑗𝑘(𝑛|𝜆). (4.8)

Для успiшного виконання цiєї задачi допомiжнi ве-
личини Γ𝑗𝑘(𝑛|𝜆) мають бути розкладенi в певний
правильний ряд за спектральним параметром 𝜆
або за оберненим спектральним параметром 1/𝜆.

Потiм їх треба вставити у фундаментальний набiр
просторових рiвнянь Рiккатi

Γ𝑗𝑘(𝑛+ 1|𝜆)
3∑︁

𝑖=1

𝐿𝑘𝑖(𝑛|𝜆)Γ𝑖𝑘(𝑛|𝜆) =

=

3∑︁
𝑖=1

𝐿𝑗𝑖(𝑛|𝜆)Γ𝑖𝑘(𝑛|𝜆), (4.9)

що залежать винятково вiд матричних елементiв
𝐿𝑗𝑘(𝑛|𝜆) спектрального оператора 𝐿(𝑛|𝜆). Отже,
кожен коефiцiєнт розкладу будь-якої допомiжної
величини Γ𝑗𝑘(𝑛|𝜆) має постати як певний комбiно-
ваний вираз, що складається з прототипних фун-
кцiй поля.

Як тiльки бажаної точностi для рекурсивних
представлень допомiжних величин Γ𝑗𝑘(𝑛|𝜆) дося-
гнуто, одержаний обрiзаний ряд належить пiдста-
вити в набiр iз трьох (𝑗 = 1, 2, 3) генерувальних
рiвнянь
d

d𝜏
ln [𝑀𝑗𝑗(𝑛|𝜆)] = 𝐵𝑗𝑗(𝑛+ 1|𝜆)−𝐵𝑗𝑗(𝑛|𝜆), (4.10)

функцiйнi структури яких, як видно, дублюють
функцiйну структуру типового локального зако-
ну збереження (4.1). З цiєї причини величини
𝑀𝑗𝑗(𝑛|𝜆) i 𝐵𝑗𝑗(𝑛|𝜆), визначенi формулами

𝑀𝑗𝑗(𝑛|𝜆) =
3∑︁

𝑖=1

𝐿𝑗𝑖(𝑛|𝜆)Γ𝑖𝑗(𝑛|𝜆) (4.11)

та

𝐵𝑗𝑗(𝑛|𝜆) =
3∑︁

𝑖=1

𝐴𝑗𝑖(𝑛|𝜆)Γ𝑖𝑗(𝑛|𝜆), (4.12)

слугують для створення iєрархiї локальних гу-
стин та iєрархiї локальних струмiв, вiдповiдно.
Тут величини 𝐴𝑗𝑘(𝑛|𝜆) означають матричнi еле-
менти оператора еволюцiї 𝐴(𝑛|𝜆).

Зiбравши доданки з однаковими степенями спе-
ктрального параметра 𝜆 в кожному з трьох (𝑗 = 1,
2, 3) генерувальних рiвнянь (4.10), можна вiднови-
ти будь-яку потрiбну кiлькiсть локальних законiв
збереження з їхньої нескiнченної iєрархiї.

Застосування описаної вище схеми генерацiї до
кожного з трьох генерувальних рiвнянь (4.10),
заданих спектральною, 𝐿(𝑛|𝜆), та еволюцiйною,
𝐴(𝑛|𝜆), матрицями у запропонованiй нами формi
(2.5) та (2.6)–(3.6) показує, що принаймнi декiлька
найнижчих збережених густин, пов’язаних з пер-
шим (𝑗 = 1) та третiм (𝑗 = 3) генерувальними
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рiвняннями, є збережними густинами досить три-
вiальної форми 𝐹 (𝑛 + 1) − 𝐹 (𝑛), яка абсолютно
непридатна з фiзичної точки зору. Саме тому ми
простежимо тут лише ключовi обчислення, пов’я-
занi з другим (𝑗 = 2) генерувальним рiвнянням.

Перш за все, ми бачимо, що явнi вирази (4.11) i
(4.12), взятi для комбiнованих величин 𝑀22(𝑛|𝜆) i
𝐵22(𝑛|𝜆), оперують тiльки з двома невiдомими до-
помiжними величинами Γ12(𝑛|𝜆) i Γ32(𝑛|𝜆), оскiль-
ки Γ22(𝑛|𝜆) = 1 з огляду на фундаментальнi обме-
ження (4.8). Отже, достатньо застосувати рекурен-
тну схему до двох iз шести оригiнальних рiвнянь
Рiккатi (4.9)

Γ12(𝑛+ 1|𝜆)×

× [𝑓21(𝑛)Γ12(𝑛|𝜆) + 𝜆+ 𝑓22(𝑛) + 𝑓23(𝑛)Γ32(𝑛|𝜆)] =

= 𝑓11(𝑛)Γ12(𝑛|𝜆) + 𝑓12(𝑛) + 𝑓13(𝑛)Γ32(𝑛|𝜆), (4.13)

Γ32(𝑛+ 1|𝜆)×

× [𝑓21(𝑛)Γ12(𝑛|𝜆) + 𝜆+ 𝑓22(𝑛) + 𝑓23(𝑛)Γ32(𝑛|𝜆)] =

= 𝑓31(𝑛)Γ12(𝑛|𝜆) + 𝑓32(𝑛) + 𝑓33(𝑛)Γ32(𝑛|𝜆). (4.14)

Виявляється, що набiр iз двох написаних вище не-
лiнiйних рiвнянь Рiккатi (4.13) та (4.14) можна
розв’язувати рекурсивно за допомогою двох роз-
кладiв у ряд

Γ12(𝑛|𝜆) =
∞∑︁
𝑘=0

𝛾12(𝑛|𝑘)𝜆−𝑘−1 (4.15)

та

Γ32(𝑛|𝜆) =
∞∑︁
𝑘=0

𝛾32(𝑛|𝑘)𝜆−𝑘−1 (4.16)

для двох допомiжних величин Γ12(𝑛|𝜆) i Γ32(𝑛|𝜆)
при |𝜆| → ∞. В результатi елементарних алгебри-
чних розрахункiв виявлено, що найнижчими кое-
фiцiєнтами розкладу є

𝛾12(𝑛|0) = 𝑓12(𝑛− 1), (4.17)

𝛾32(𝑛|0) = 𝑓32(𝑛− 1), (4.18)

𝛾12(𝑛|1) = 𝑓11(𝑛− 1)𝑓12(𝑛− 2)+

+ 𝑓13(𝑛− 1)𝑓32(𝑛− 2)− 𝑓12(𝑛− 1)𝑓22(𝑛− 1), (4.19)

𝛾32(𝑛|1) = 𝑓33(𝑛− 1)𝑓32(𝑛− 2)+

+ 𝑓31(𝑛− 1)𝑓12(𝑛− 2)− 𝑓32(𝑛− 1)𝑓22(𝑛− 1). (4.20)

Отже, генератор локальних густин ln [𝑀22(𝑛|𝜆)],
представлений через комбiновану величину
𝑀22(𝑛|𝜆) [див. формулу (4.11)] з використанням

розкладiв (4.15) та (4.16) для Γ12(𝑛|𝜆) та Γ32(𝑛|𝜆),
доповнених явними формулами (4.17)–(4.20), дає
вирази для найнижчих коефiцiєнтiв розкладу
𝜌22(𝑛|1), 𝜌22(𝑛|2), та 𝜌22(𝑛|3):

𝜌22(𝑛|1) = 𝑓22(𝑛), (4.21)

𝜌22(𝑛|2) = 𝑓21(𝑛)𝑓12(𝑛− 1)− 1

2
𝑓22(𝑛)𝑓22(𝑛)+

+ 𝑓23(𝑛)𝑓32(𝑛− 1), (4.22)

𝜌22(𝑛|3) = 𝑓21(𝑛)𝑓11(𝑛− 1)𝑓12(𝑛− 2)+

+ 𝑓21(𝑛)𝑓13(𝑛− 1)𝑓32(𝑛− 2)+

+ 𝑓23(𝑛)𝑓33(𝑛− 1)𝑓32(𝑛− 2)+

+ 𝑓23(𝑛)𝑓31(𝑛− 1)𝑓12(𝑛− 2)−

− 𝑓22(𝑛) [𝑓21(𝑛)𝑓12(𝑛− 1) + 𝑓23(𝑛)𝑓32(𝑛− 1)]−

− [𝑓21(𝑛)𝑓12(𝑛− 1) + 𝑓23(𝑛)𝑓32(𝑛− 1)] 𝑓22(𝑛− 1)+

+
1

3
𝑓22(𝑛)𝑓22(𝑛)𝑓22(𝑛). (4.23)

Статус цих трьох величин як локальних збере-
жних густин перевiрено прямим обчисленням їхнiх
похiдних за часом – �̇�22(𝑛|1), �̇�22(𝑛|2), та �̇�22(𝑛|3) –
з використанням напiвдискретних нелiнiйних рiв-
нянь (3.7)–(3.9) для запропонованої прототипної
нелiнiйної iнтеґровної системи.

Вираз для локального струму 𝐽22(𝑛|1), пов’яза-
ного з локальною густиною 𝜌22(𝑛|1) (4.21), є очеви-
дним iз напiвдискретного нелiнiйне рiвняння (3.11)
для 𝑓22(𝑛). Вираз для локального струму 𝐽22(𝑛|2),
пов’язаного з локальною густиною 𝜌22(𝑛|2) (4.22),
визначається формулою

𝐽22(𝑛|3) = 𝑓21(𝑛)𝑓12(𝑛− 1)𝑏22𝑓22(𝑛− 1)+

+ 𝑓23(𝑛)𝑓32(𝑛− 1)𝑏22𝑓22(𝑛− 1)−

− 𝑓21(𝑛)𝑓11(𝑛− 1)𝑓12(𝑛− 2)𝑏22 −

− 𝑓21(𝑛)𝑓13(𝑛− 1)𝑓32(𝑛− 2)𝑏22 −

− 𝑓23(𝑛)𝑓33(𝑛− 1)𝑓32(𝑛− 2)𝑏22 −

− 𝑓23(𝑛)𝑓31(𝑛− 1)𝑓12(𝑛− 2)𝑏22. (4.24)

Вираз для локального струму 𝐽22(𝑛|3), пов’язано-
го з локальною густиною 𝜌22(𝑛|3) (4.23), виявився
надто громiздким, тому ми не наводимо його за-
ради стислости викладу.
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5. Iнтуїтивна фiксацiя функцiй вибору
та промiжна форма напiвдискретної
нелiнiйної iнтеґровної системи

Дивлячись на одержанi вирази (4.21)–(4.23) для
локальних збережних густин 𝜌22(𝑛|1), 𝜌22(𝑛|2) та
𝜌22(𝑛|3), ми бачимо, що жодного з них не можна
розглядати як густину функцiї Гамiльтона чи гу-
стину збуджень, пов’язаних з дослiджуваною про-
тотипною напiвдискретною нелiнiйною iнтеґров-
ною системою (3.7)–(3.9).

Вирiшальним кроком для подолання цiєї серйо-
зної перешкоди є фiксацiя довiльних функцiй ви-
бору 𝑎11(𝑛), 𝑎13(𝑛), 𝑎33(𝑛), 𝑎31(𝑛) вiдповiдно до
пiдставово вмотивованої вимоги. Пiсля ретельно-
го аналiзу нашого прототипу iнтеґровної напiвдис-
кретної нелiнiйної системи (3.7)–(3.9) ми вирiшили
втиснути функцiю

𝜚22(𝑛) = 𝑓21(𝑛)𝑓12(𝑛) + 𝑓23(𝑛)𝑓32(𝑛) (5.1)

у прокрустове ложе локального закону збереження

�̇�22(𝑛) = 𝒥22(𝑛)− 𝒥22(𝑛+ 1). (5.2)

Нашi iнтуїтивнi мiркування, пiдкрiпленi елемен-
тарними аналiтичними розрахунками, дали такi
результати:

𝑎11(𝑛) = 𝑎11, (5.3)

𝑎13(𝑛) = 𝑎13, (5.4)

𝑎33(𝑛) = 𝑎33, (5.5)

𝑎31(𝑛) = 𝑎31 (5.6)

та

𝑓11(𝑛) = 𝑓11, (5.7)

𝑓13(𝑛) = 𝑓13, (5.8)

𝑓33(𝑛) = 𝑓33, (5.9)

𝑓31(𝑛) = 𝑓31. (5.10)

Iншими словами, функцiї 𝑎11(𝑛), 𝑎13(𝑛), 𝑎33(𝑛),
𝑎31(𝑛) та 𝑓11(𝑛), 𝑓13(𝑛), 𝑓33(𝑛), 𝑓31(𝑛) мають бу-
ти незалежними вiд змiнної просторової координа-
ти 𝑛. Проте кожна з цих функцiй може залежати
вiд часу.

Що стосується локального струму 𝒥22(𝑛), пов’я-
заного з локальною густиною 𝜚22(𝑛) (5.1), то вiн
набуває вигляду

𝒥22(𝑛) = −𝑏22𝑓21(𝑛)𝑓11𝑓12(𝑛− 1)−
− 𝑏22𝑓21(𝑛)𝑓13𝑓32(𝑛− 1)− 𝑏22𝑓23(𝑛)𝑓31𝑓12(𝑛− 1)−
− 𝑏22𝑓23(𝑛)𝑓33𝑓32(𝑛− 1). (5.11)

Хоча вираз (5.1) для 𝜚22(𝑛) виглядає як ло-
кальна густина збуджень або локальна густина за-
ряду, однак ця наївна iнтерпретацiя виявляється
оманливою.

Водночас, завдяки просторовiй незалежностi
функцiй вибору 𝑎11 та 𝑎33 [див. формули (5.3) та
(5.5)], локальнi закони збереження (4.4) i (4.5) пе-
ретворюються на двi диференцiйнi в’язi

�̇�0(𝑛) = 0, (5.12)

�̇�1(𝑛) = 0 (5.13)

на функцiональнi вирази (4.6) та (4.7) для 𝑊0(𝑛)
та 𝑊1(𝑛), вiдповiдно.

Друга диференцiйна в’язь (5.13) вказує на те,
що просторонезалежний вираз 𝑓11𝑓33 − 𝑓13𝑓31 має
бути також i часонезалежним, тобто

d

d𝜏
[𝑓11𝑓33 − 𝑓13𝑓31] = 0. (5.14)

Що стосується першої диференцiальної в’язi
(5.12), ми вважаємо за краще перетворити її на
цiлковиту тотожнiсть за допомогою пiдстановки

𝑓22(𝑛) = ℎ22(𝑛)+

+
𝑓21(𝑛)𝑓33𝑓12(𝑛) + 𝑓23(𝑛)𝑓11𝑓32(𝑛)

𝑓11𝑓33 − 𝑓13𝑓31
−

− 𝑓21(𝑛)𝑓13𝑓32(𝑛) + 𝑓23(𝑛)𝑓31𝑓12(𝑛)

𝑓11𝑓33 − 𝑓13𝑓31
, (5.15)

яка означає, що функцiя 𝑓22(𝑛) втратила свiй ста-
тус функцiї незалежного поля. Тут ℎ22(𝑛) – ча-
сонезалежна функцiя iнтеґрування. Для того щоб
зберегти однорiднiсть простору, ми також припу-
скаємо її незалежнiсть вiд просторової координати
𝑛. Таким чином, маємо

ℎ22(𝑛) = ℎ22, (5.16)

де

ℎ̇22 = 0. (5.17)
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Взявши до уваги результати, одержанi в цьому
роздiлi, ми одержуємо промiжну форму напiвдис-
кретної нелiнiйної iнтеґровної системи у виглядi:

𝑓11 = 𝑎13𝑓31 − 𝑓13𝑎31, (5.18)

𝑓13 = 𝑎11𝑓13 + 𝑎13𝑓33 − 𝑓11𝑎13 − 𝑓13𝑎33, (5.19)

𝑓33 = 𝑎31𝑓13 − 𝑓31𝑎13, (5.20)

𝑓31 = 𝑎31𝑓11 + 𝑎33𝑓31 − 𝑓31𝑎11 − 𝑓33𝑎31, (5.21)

𝑓21(𝑛) = 𝑏22𝑓21(𝑛+ 1)𝑓11 + 𝑎22𝑓21(𝑛)+

+ 𝑏22𝑓23(𝑛+ 1)𝑓31 − 𝑓21(𝑛)𝑎11 −
− 𝑓22(𝑛)𝑏22𝑓21(𝑛)− 𝑓23(𝑛)𝑎31, (5.22)

𝑓12(𝑛) = 𝑎11𝑓12(𝑛) + 𝑓12(𝑛)𝑏22𝑓22(𝑛)+

+ 𝑎13𝑓32(𝑛)− 𝑓11𝑓12(𝑛− 1)𝑏22 −
− 𝑓12(𝑛)𝑎22 − 𝑓13𝑓32(𝑛− 1)𝑏22, (5.23)

𝑓23(𝑛) = 𝑏22𝑓21(𝑛+ 1)𝑓13 + 𝑎22𝑓23(𝑛)+

+ 𝑏22𝑓23(𝑛+ 1)𝑓33 − 𝑓21(𝑛)𝑎13 −
− 𝑓22(𝑛)𝑏22𝑓23(𝑛)− 𝑓23(𝑛)𝑎33, (5.24)

𝑓32(𝑛) = 𝑎31𝑓12(𝑛) + 𝑓32(𝑛)𝑏22𝑓22(𝑛)+

+ 𝑎33𝑓32(𝑛)− 𝑓31𝑓12(𝑛− 1)𝑏22 −
− 𝑓32(𝑛)𝑎22 − 𝑓33𝑓32(𝑛− 1)𝑏22. (5.25)

Тут треба пам’ятати, що функцiю 𝑓22(𝑛) визначено
ранiше одержаними формулами (5.15)–(5.17).

Не втрачаючи загальности ми спрощуємо наш
наступний розгляд, припускаючи, що кожен iз
двох часозалежних параметрiв 𝑎22 i ℎ22 дорiвнює
нулю

𝑎22 = 0, (5.26)

ℎ22 = 0. (5.27)

Це припущення можна легко виправдати калiбру-
вальним перетворенням вихiдних функцiй поля
𝑓21(𝑛), 𝑓12(𝑛), 𝑓23(𝑛), 𝑓32(𝑛) до трансформованих
функцiй поля 𝐹21(𝑛), 𝐹12(𝑛), 𝐹23(𝑛), 𝐹32(𝑛). Цi пе-
ретворення описуємо формулами

𝑓21(𝑛) = 𝐹21(𝑛) exp [+𝐴22 − 𝐶22], (5.28)

𝑓12(𝑛) = 𝐹12(𝑛) exp [−𝐴22 + 𝐶22], (5.29)

𝑓23(𝑛) = 𝐹23(𝑛) exp [+𝐴22 − 𝐶22], (5.30)

𝑓32(𝑛) = 𝐹32(𝑛) exp [−𝐴22 + 𝐶22], (5.31)

�̇�22 = 𝑎22, (5.32)

�̇�22 = 𝑏22ℎ22. (5.33)

Iнше спрощення полягає у введеннi перемасшта-
бованих, часозалежних параметрiв a11, a13, a31, a33
за допомогою формули

𝑎𝑗𝑘 = 𝑏22a𝑗𝑘 (5.34)

та перемасштабованої часової змiнної 𝒯 за допо-
могою диференцiальної рiвности

d𝒯 = 𝑏22d𝜏. (5.35)

Це спостереження дає нам змогу задати параметр
𝑏22 простою рiвнiстю

𝑏22 = 1 (5.36)

у просторово-часовiй частинi (5.22)–(5.25) одержа-
ної промiжної напiвдискретної нелiнiйної системи
(5.18)–(5.25).

Зрештою, три прийнятi спрощення (5.26), (5.27),
та (5.36) не вiдкидають системнi параметричнi
урухомлювальнi джерела, що проявляються через
допустимi часовi залежностi параметрiв 𝑎11, 𝑎13,
𝑎33, 𝑎31, а також часовi залежностi простороне-
залежних урухомлювальних функцiй 𝑓11, 𝑓13, 𝑓33,
𝑓31. Насправдi, параметрично урухомлювальну си-
стему як таку доцiльно асоцiювати лише з останнi-
ми чотирма одержаними рiвняннями (5.22)–(5.25),
а першi чотири рiвняння (5.18)–(5.21) розглядати
як основний параметричний урухомлювач.

6. Напiвдискретна нелiнiйна
iнтеґровна система в термiнах
фiзично вмотивованих функцiй поля

Основна iдея конвертування промiжної напiв-
дискретної нелiнiйної iнтеґровної системи (5.18)–
(5.25) до звичної Гамiльтонової форми полягає у
прийнятнiй трансформацiї її початкових польо-
вих функцiй 𝑓21(𝑛), 𝑓12(𝑛), 𝑓23(𝑛), 𝑓32(𝑛) до нових
𝑔21(𝑛), 𝑔12(𝑛), 𝑔23(𝑛), 𝑔32(𝑛), спираючись на певну
фiзично зрозумiлу умову.

Аби реалiзувати цю доречну iдею, спочатку роз-
глянемо набiр формул перетворення

𝑔21(𝑛) = 𝑓21(𝑛)𝑒11 + 𝑓23(𝑛)𝑒31, (6.1)

𝑔12(𝑛) = 𝑒11𝑓12(𝑛) + 𝑒13𝑓32(𝑛), (6.2)

𝑔23(𝑛) = 𝑓21(𝑛)𝑒13 + 𝑓23(𝑛)𝑒33, (6.3)

𝑔32(𝑛) = 𝑒31𝑓12(𝑛) + 𝑒33𝑓32(𝑛), (6.4)
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специфiкованi умовою

[𝑔21(𝑛)𝑔12(𝑛) + 𝑔23(𝑛)𝑔32(𝑛)]
√︀

𝑓11𝑓33 − 𝑓13𝑓31 =

= 𝑓21(𝑛)𝑓33𝑓12(𝑛) + 𝑓23(𝑛)𝑓11𝑓32(𝑛)−
− 𝑓21(𝑛)𝑓13𝑓32(𝑛)− 𝑓23(𝑛)𝑓31𝑓12(𝑛). (6.5)

Права частина виразу (6.5) була пiдказана явним
виразом (5.15) для локальної збережної густини
𝜌22(𝑛|1) = 𝑓22(𝑛) (4.21) з ℎ22(𝑛) = 0.

Елементарнi алгебричнi манiпуляцiї з формула-
ми перетворення (6.1)–(6.4) та з прийнятою умо-
вою (6.5) приводять до набору нелiнiйних алгебри-
чних рiвнянь

𝑒233 + 𝑒31𝑒13 = 𝐹11, (6.6)

(𝑒33 + 𝑒11)𝑒13 = −𝐹13, (6.7)

𝑒211 + 𝑒13𝑒31 = 𝐹33, (6.8)

(𝑒11 + 𝑒33)𝑒31 = −𝐹31, (6.9)

що дає змогу визначити невiдомi, часозалежнi ко-
ефiцiєнти 𝑒11, 𝑒13, 𝑒33, 𝑒31 в термiнах урухомлю-
вальних функцiй 𝑓11, 𝑓13, 𝑓33, 𝑓31. Тут було вико-
ристано скорочене позначення

𝐹𝑗𝑘 =
𝑓𝑗𝑘√

𝑓11𝑓33 − 𝑓13𝑓31
, (6.10)

де 𝑗 ̸= 2 i 𝑘 ̸= 2.
Результат розрахунку описується формулами

𝑒11 = 𝑒+ 𝑑, (6.11)

𝑒13 = −𝐹13

2𝑒
, (6.12)

𝑒33 = 𝑒− 𝑑, (6.13)

𝑒31 = −𝐹31

2𝑒
, (6.14)

де

𝑒2 =
1

2
+

1

4
(𝐹11 + 𝐹33), (6.15)

𝑑 =
1

4𝑒
(𝐹33 − 𝐹11) (6.16)

та виконується тотожнiсть

𝑒11𝑒33 − 𝑒13𝑒31 ≡ 1. (6.17)

Для проведення всiх необхiдних перетворень
з промiжною нелiнiйною iнтеґровною системою

(5.22)–(5.25) ми маємо розглянути також форму-
ли обернених перетворень

𝑓21(𝑛) = 𝑔21(𝑛)𝑑11 + 𝑔23(𝑛)𝑑31, (6.18)

𝑓12(𝑛) = 𝑑11𝑔12(𝑛) + 𝑑13𝑔32(𝑛), (6.19)

𝑓23(𝑛) = 𝑔21(𝑛)𝑑13 + 𝑔23(𝑛)𝑑33, (6.20)

𝑓32(𝑛) = 𝑑31𝑔12(𝑛) + 𝑑33𝑔32(𝑛). (6.21)

Тут часозалежнi коефiцiєнти 𝑑11, 𝑑13, 𝑑31, 𝑑33 по-
в’язанi з часозалежними коефiцiєнтами 𝑒11, 𝑒13,
𝑒31, 𝑒33 простими формулами

𝑑11 = 𝑒33, (6.22)

𝑑13 = −𝑒13, (6.23)

𝑑33 = 𝑒11, (6.24)

𝑑31 = −𝑒31. (6.25)

Незважаючи на своє елементарне пiдґрунтя, фа-
ктична процедура переформулювання системи в
термiнах нових фiзично вмотивованих функцiй по-
ля 𝑔𝑗𝑘(𝑛) виявляється досить громiздкою через
виражену залежнiсть вiд часу урухомлювальних
функцiй 𝑓𝑗𝑘 i коефiцiєнтiв перетворення 𝑒𝑗𝑘, а та-
кож через можливу залежнiсть параметрiв 𝑎𝑗𝑘 вiд
часу. Тому ми вважаємо за краще навести лише
остаточнi формули, що охоплюють динамiчнi осо-
бливостi перетвореної напiвдискретної нелiнiйної
iнтеґровної системи. Одержанi рiвняння руху на-
водимо у виглядi:

+�̇�21(𝑛) = 𝑔21(𝑛+ 1)𝑓11 + 𝑔23(𝑛+ 1)𝑓31 −

− 𝑔21(𝑛)𝑎11 − 𝑔23(𝑛)𝑎31 −

− 𝑔21(𝑛)𝑔12(𝑛) + 𝑔23(𝑛)𝑔32(𝑛)√
𝑓11𝑓33 − 𝑓13𝑓31

𝑔21(𝑛), (6.26)

−�̇�12(𝑛) = 𝑓11𝑔12(𝑛− 1) + 𝑓13𝑔32(𝑛− 1)−

− 𝑎11𝑔12(𝑛)− 𝑎13𝑔32(𝑛)−

− 𝑔12(𝑛)
𝑔21(𝑛)𝑔12(𝑛) + 𝑔23(𝑛)𝑔32(𝑛)√

𝑓11𝑓33 − 𝑓13𝑓31
, (6.27)

+�̇�23(𝑛) = 𝑔23(𝑛+ 1)𝑓33 + 𝑔21(𝑛+ 1)𝑓13 −

− 𝑔23(𝑛)𝑎33 − 𝑔21(𝑛)𝑎13 −

− 𝑔21(𝑛)𝑔12(𝑛) + 𝑔23(𝑛)𝑔32(𝑛)√
𝑓11𝑓33 − 𝑓13𝑓31

𝑔23(𝑛), (6.28)
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−�̇�32(𝑛) = 𝑓33𝑔32(𝑛− 1) + 𝑓31𝑔12(𝑛− 1)−

− 𝑎33𝑔32(𝑛)− 𝑎31𝑔12(𝑛)−

− 𝑔32(𝑛)
𝑔21(𝑛)𝑔12(𝑛) + 𝑔23(𝑛)𝑔32(𝑛)√

𝑓11𝑓33 − 𝑓13𝑓31
. (6.29)

Тут вже враховано анонсованi спрощення (5.16),
(5.27) та (5.26), (5.36), якi стверджують, що
ℎ22(𝑛) = 0 та 𝑎22 = 0, 𝑏22 = 1 без втрати загаль-
ности. До того ж треба пам’ятати, що урухомлю-
вальнi функцiї 𝑓𝑗𝑘 регулюються набором рiвнянь
(5.18)–(5.21), наведених у роздiлi 5.

Написанi вище напiвдискретнi нелiнiйнi рiвнян-
ня (6.26)–(6.29) визначають змiст величини 𝜌22(𝑛),
заданої формулою

𝜌22(𝑛) = 𝑔21(𝑛)𝑔12(𝑛) + 𝑔23(𝑛)𝑔32(𝑛), (6.30)

як локальну збережну густину. Однак ми маємо
сумнiв, чи ця локальна збережна густина 𝜌22(𝑛)
зберiгає свiй знак як функцiя координати 𝑛 i ча-
су 𝜏 . Iз цiєї причини ми схильнi розглядати її як
локальну густину заряду подiбно до термiнологiї,
прийнятої в iнших наших роботах [31–37].

Локальний струм 𝐽22(𝑛) у локальному законi
збереження

�̇�22(𝑛) = 𝐽22(𝑛)− 𝐽22(𝑛+ 1), (6.31)

який пов’язаний з локальною густиною заряду
(6.30), визначається формулою

𝐽22(𝑛) =

= −𝑔21(𝑛)𝑓11𝑔12(𝑛− 1)− 𝑔21(𝑛)𝑓13𝑔32(𝑛− 1)−

− 𝑔23(𝑛)𝑓33𝑔32(𝑛− 1)− 𝑔23(𝑛)𝑓31𝑔12(𝑛− 1). (6.32)

Дослiджувану систему рiвнянь (6.26)–(6.29) на-
лежить розглядати як систему двох сполучених
псевдоекситонних пiдсистем. Кожна з пiдсистем
описується власною парою польових функцiй. Ци-
ми парами функцiй є 𝑔21(𝑛), 𝑔12(𝑛) та 𝑔23(𝑛),
𝑔32(𝑛). Кожна пара функцiй приписується окремо-
му одновимiрному регулярному ланцюжку. Тому
кожна з пiдсистем розташовується винятково на
вузлах свого окремого ланцюжка. Мiжвузловий
лiнiйний зв’язок вздовж одного окремого ланцюж-
ка описується параметром 𝑓11. Лiнiйний зв’язок
мiж вузлами вздовж iншого окремого ланцюж-
ка описується параметром 𝑓33. Лiнiйний зв’язок

мiж вузлами вздовж певного ланцюжка вигля-
дає надзвичайно асиметричним (одностороннiм)
на вiдмiну вiд симетричного (двостороннього) лi-
нiйного зв’язку мiж вузлами вздовж конкретного
ланцюжка, що є типовим для звичайних молеку-
лярних екситонiв [38]. I через це внутрiшньовузло-
вi збудження нашої системи називаються псевдое-
кситонними. Параметри лiнiйного зв’язку 𝑓31, 𝑎31
i 𝑓13, 𝑎13 мiж польовими функцiями рiзних пiд-
систем характеризують лiнiйну взаємодiю мiж ву-
злами двох рiзних ланцюжкiв. Ця поперечна лiнiй-
на взаємодiя є фактично вiдповiдальною за вста-
новлення двонiжкової драбинчатої конфiгурацiї у
регулярнiй фоновiй ґратцi.

7. Гамiльтонове формулювання
напiвдискретної нелiнiйної iнтеґровної
системи в термiнах фiзично
вмотивованих функцiй поля

У роздiлi 5 було зазначено, що одержанi стан-
дартним чином найнижчi локальнi збережнi гу-
стини 𝜌22(𝑛|1), 𝜌22(𝑛|2) [див. рiвняння (4.21 ) та
(4.22)] не можна прийняти як густину функцiї Га-
мiльтона дослiджуваної напiвдискретної нелiнiй-
ної iнтеґровної системи. Видається, що ця ситуацiя
має певну подiбнiсть до випадку багатокомпонен-
тних iнтеґровних напiвдискретних нелiнiйних си-
стем Шрьодiнґера, де знання базових локальних
законiв збереження не вiдкриває шляхiв для побу-
дови точного Гамiльтонового представлення у фi-
зично змiстовних термiнах [39, 40].

На щастя, рiвняння руху для напiвдискретної
нелiнiйної iнтеґровної системи, що нас цiкавить,
якi представленi в термiнах фiзично вмотивованих
функцiй поля (6.26)–(6.29), допускають перезапис
у стислiй Гамiльтоновiй формi, виявленiй суто ев-
ристично. В результатi ми приходимо до канонi-
чних гамiльтонових динамiчних рiвнянь

d

d𝜏
𝑔21(𝑛) = − 𝜕𝐻

𝜕𝑔12(𝑛)
, (7.1)

d

d𝜏
𝑔12(𝑛) = +

𝜕𝐻

𝜕𝑔21(𝑛)
, (7.2)

d

d𝜏
𝑔23(𝑛) = − 𝜕𝐻

𝜕𝑔32(𝑛)
, (7.3)

d

d𝜏
𝑔32(𝑛) = +

𝜕𝐻

𝜕𝑔23(𝑛)
(7.4)
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з функцiєю Гамiльтона, заданою виразом

𝐻=

∞∑︁
𝑚=−∞

[𝑔21(𝑚)𝑎11𝑔12(𝑚)−𝑔21(𝑚+1)𝑓11𝑔12(𝑚)] +

+

∞∑︁
𝑚=−∞

[𝑔21(𝑚)𝑎13𝑔32(𝑚)− 𝑔21(𝑚+ 1)𝑓13𝑔32(𝑚)] +

+

∞∑︁
𝑚=−∞

[𝑔23(𝑚)𝑎33𝑔32(𝑚)− 𝑔23(𝑚+ 1)𝑓33𝑔32(𝑚)] +

+

∞∑︁
𝑚=−∞

[𝑔23(𝑚)𝑎31𝑔12(𝑚)− 𝑔23(𝑚+ 1)𝑓31𝑔12(𝑚)] +

+

∞∑︁
𝑚=−∞

[𝑔21(𝑚)𝑔12(𝑚) + 𝑔23(𝑚)𝑔32(𝑚)]
2

2
√
𝑓11𝑓33 − 𝑓13𝑓31

. (7.5)

Таким чином, ми чiтко бачимо, що польовi функцiї
𝑔21(𝑛) i 𝑔12(𝑛) набувають значення канонiчно спря-
жених амплiтуд динамiчного поля на однiй нiжцi
драбинчатої ґратки, тодi як польовi функцiї 𝑔23(𝑛)
i 𝑔32(𝑛) набувають значення канонiчно спряжених
амплiтуд динамiчного поля на iншiй нiжцi драбин-
чатої ґратки.

Загалом, Гамiльтонова система (7.1)–(7.5) не
зберiгає повну енергiю через допустимi часовi за-
лежностi параметрiв зв’язку 𝑎11, 𝑎13, 𝑎33, 𝑎31 i 𝑓11,
𝑓13, 𝑓33, 𝑓31. Це твердження узгоджується з дове-
деним фундаментальним правилом, що виключає
повну енергiю зi списку збережних величин для
будь-якої часозалежної (параметрично урухомлю-
ваної) Гамiльтонової системи [41, 42].

8. Явний приклад супроводжувального
параметричного урухомлювання

Продемонструємо одну з можливих явних реалiза-
цiй параметричного урухомлювання (5.18)–(5.21),
що супроводжує або промiжну напiвдискретну не-
лiнiйну iнтеґровну систему (5.22)–(5.25), або фi-
зично вмотивовану напiвдискретну нелiнiйну iнте-
ґровну систему (6.26)–(6.29).

Для цього розбиваємо урухомлювальнi функцiї
𝑓11, 𝑓13, 𝑓33, 𝑓31 i урухомлювальнi параметри 𝑎11,
𝑎13, 𝑎33, 𝑎31 на вiдповiднi часонезалежнi i часоза-
лежнi частини. Тобто, ми задали 𝑓𝑗𝑘 i 𝑎𝑗𝑘 форму-
лами

𝑓𝑗𝑘 = 𝑢𝑗𝑘 + 𝑣𝑗𝑘, (8.1)

𝑎𝑗𝑘 = 𝑢𝑗𝑘 − 𝑣𝑗𝑘, (8.2)

де доданки 𝑢𝑗𝑘 не залежать вiд часу,

�̇�𝑗𝑘 = 0, (8.3)

тодi як часозалежнi доданки 𝑣𝑗𝑘 визначаються
системою звичайних лiнiйних диференцiйних рiв-
нянь зi сталими коефiцiєнтами

�̇�11 = 2𝑢13𝑣31 − 2𝑣13𝑢31, (8.4)

�̇�13 = 2𝑢11𝑣13 − 2𝑣11𝑢13 + 2𝑢13𝑣33 − 2𝑣13𝑢33, (8.5)

�̇�33 = 2𝑢31𝑣13 − 2𝑣31𝑢13, (8.6)

�̇�31 = 2𝑢31𝑣11 − 2𝑣31𝑢11 + 2𝑢33𝑣31 − 2𝑣33𝑢31. (8.7)

Цi звичайнi лiнiйнi однорiднi диференцiйнi рiвня-
ння (8.4)–(8.7) виникають шляхом прямої пiдста-
новки формул розбиття (8.1) та (8.2) у вихiднi рiв-
няння для параметричного урухомлювання (5.18)–
(5.21).

Далi ми накладаємо обмеження

(𝑢11 − 𝑢33)
2 + 4𝑢13𝑢31 < 0, (8.8)

що дає нам змогу розглядати систему звичайних
лiнiйних однорiдних диференцiйних рiвнянь (8.4)–
(8.7) як коливальну систему, що характеризується
власною частотою

𝜔 = 2
√︀
−(𝑢11 − 𝑢33)2 − 4𝑢13𝑢31. (8.9)

Як наслiдок, суто коливальнi розв’язки системи
урухомлювальних рiвнянь (8.4)–(8.7) можна пред-
ставити у формi

𝑣𝑗𝑘 = 𝑐𝑗𝑘 cos(𝜔𝜏 + 𝜙) + 𝑠𝑗𝑘 sin(𝜔𝜏 + 𝜙), (8.10)

де 𝜙 – довiльна стала. Часонезалежнi коефiцiєнти
𝑐𝑗𝑘 i 𝑠𝑗𝑘 задаються формулами

𝑐11 = +𝑐, (8.11)

𝑐13 =
𝑐

2𝑢31
(𝑢33 − 𝑢11)−

𝑠 𝜔

4𝑢31
, (8.12)

𝑐33 = −𝑐, (8.13)

𝑐31 =
𝑐

2𝑢13
(𝑢33 − 𝑢11) +

𝑠 𝜔

4𝑢13
, (8.14)

𝑠11 = +𝑠, (8.15)

𝑠13 =
𝑠

2𝑢31
(𝑢33 − 𝑢11) +

𝑐 𝜔

4𝑢31
, (8.16)

𝑠33 = −𝑠, (8.17)

𝑠31 =
𝑠

2𝑢13
(𝑢33 − 𝑢11)−

𝑐 𝜔

4𝑢13
, (8.18)

де 𝑐 i 𝑠 – довiльнi, часонезалежнi параметри.
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Разом з тим, вираз (8.9) для власної частоти 𝜔
пiдказує нам параметризувати фоновi константи
𝑢𝑗𝑘 за допомогою формул

𝑢11 = 𝑢+
𝜔

4
sinh(𝑟), (8.19)

𝑢13 = +
𝜔

4
cosh(𝑟) exp(+2𝑞), (8.20)

𝑢33 = 𝑢− 𝜔

4
sinh(𝑟), (8.21)

𝑢31 = −𝜔

4
cosh(𝑟) exp(−2𝑞), (8.22)

де кожен iз трьох введених параметрiв 𝑢, 𝑟, 𝑞 не
залежить вiд часу. Як наслiдок, для часонезале-
жних параметрiв 𝑐13, 𝑐31 i 𝑠13, 𝑠31 ми одержуємо
параметризованi вирази

𝑐13 = +𝑐 tanh(𝑟) exp(+2𝑞)+

+ 𝑠 sech(𝑟) exp(+2𝑞), (8.23)

𝑐31 = −𝑐 tanh(𝑟) exp(−2𝑞)+

+ 𝑠 sech(𝑟) exp(−2𝑞), (8.24)

𝑠13 = +𝑠 tanh(𝑟) exp(+2𝑞)−

− 𝑐 sech(𝑟) exp(+2𝑞), (8.25)

𝑠31 = −𝑠 tanh(𝑟) exp(−2𝑞)−

− 𝑐 sech(𝑟) exp(−2𝑞). (8.26)

Нарештi, вираз для незалежного вiд часу норма-
лiзацiйного фактора 𝑓11𝑓33−𝑓13𝑓31 набуває досить
сприйнятливого представлення

𝑓11𝑓33− 𝑓13𝑓31 = 𝑢2+
𝜔2

16
− (𝑐2+ 𝑠2) sech2(𝑟), (8.27)

що уможливлює встановити фiзично змiстовний
критерiй його додатної визначености

𝑢2 +
𝜔2

16
> (𝑐2 + 𝑠2) sech2(𝑟). (8.28)

Насправдi параметр 𝑞 виявляється абсолютно
зайвим для практичного розгляду за умови явно
заданого параметричного урухомлювання. Його
можна без вагань вилучити з рiвнянь руху (6.26)–
(6.29), здiйснюючи простi перетворення

𝑔21(𝑛) = 𝐺21(𝑛) exp(−𝑞), (8.29)

𝑔12(𝑛) = 𝐺21(𝑛) exp(+𝑞), (8.30)

𝑔23(𝑛) = 𝐺23(𝑛) exp(+𝑞), (8.31)

𝑔32(𝑛) = 𝑔32(𝑛) exp(−𝑞) (8.32)

до перемасштабованих амплiтуд поля 𝐺21(𝑛),
𝐺12(𝑛) i 𝐺23(𝑛), 𝐺32(𝑛), якi є фiзично еквiвален-
тнi до попереднiх амплiтуд 𝑔21(𝑛), 𝑔12(𝑛) i 𝑔23(𝑛),
𝑔32(𝑛) з обнуленим 𝑞. Таким чином, ми припуска-
ємо, що

𝑞 = 0 (8.33)

без втрати загальности.

9. Фiзично вмотивована
напiвдискретна нелiнiйна iнтеґровна
система за явно заданого
параметричного урухомлювання

Для зручности розглянемо в деталях незавуальо-
ване Гамiльтонове формулювання запропонованої
фiзично вмотивованої напiвдискретної нелiнiйної
iнтеґровної системи за явно заданого параметри-
чного урухомлювання.

Перш за все, на основi наведених ранiше формул
(7.5), (8.1), (8.2) та (8.27) повна функцiя Гамiльто-
на ℋ має вигляд

ℋ =

∞∑︁
𝑚=−∞

𝑔21(𝑚)(𝑢11 − 𝑣11)𝑔12(𝑚)−

−
∞∑︁

𝑚=−∞
𝑔21(𝑚+ 1)(𝑢11 + 𝑣11)𝑔12(𝑚)+

+

∞∑︁
𝑚=−∞

𝑔21(𝑚)(𝑢13 − 𝑣13)𝑔32(𝑚)−

−
∞∑︁

𝑚=−∞
𝑔21(𝑚+ 1)(𝑢13 + 𝑣13)𝑔32(𝑚)+

+

∞∑︁
𝑚=−∞

𝑔23(𝑚)(𝑢33 − 𝑣33)𝑔32(𝑚)−

−
∞∑︁

𝑚=−∞
𝑔23(𝑚+ 1)(𝑢33 + 𝑣33)𝑔32(𝑚)+

+

∞∑︁
𝑚=−∞

𝑔23(𝑚)(𝑢31 − 𝑣31)𝑔12(𝑚)−

−
∞∑︁

𝑚=−∞
𝑔23(𝑚+ 1)(𝑢31 + 𝑣31)𝑔12(𝑚)+

+

∞∑︁
𝑚=−∞

[𝑔21(𝑚)𝑔12(𝑚) + 𝑔23(𝑚)𝑔32(𝑚)]
2

2
√︁
𝑢2 + 𝜔2/16− (𝑐2 + 𝑠2) sech2(𝑟)

. (9.1)
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Тут часонезалежнi фоновi параметри 𝑢𝑗𝑘 (8.19)–
(8.22), визначенi рiвнiстю 𝑞 = 0, задаються фор-
мулами

𝑢11 = 𝑢+
𝜔

4
sinh(𝑟), (9.2)

𝑢13 = +
𝜔

4
cosh(𝑟), (9.3)

𝑢33 = 𝑢− 𝜔

4
sinh(𝑟), (9.4)

𝑢31 = −𝜔

4
cosh(𝑟). (9.5)

Своєю чергою, залежнi вiд часу урухомлюваль-
нi функцiї 𝑣𝑗𝑘 (8.10), (8.11), (8.13), (8.15), (8.17),
(8.23)–(8.26), визначенi рiвнiстю 𝑞 = 0, задаються
формулами

𝑣11 = +𝑐 cos(𝜔𝜏 + 𝜙) + 𝑠 sin(𝜔𝜏 + 𝜙), (9.6)

𝑣13 = + [𝑐 tanh(𝑟) + 𝑠 sech(𝑟)] cos(𝜔𝜏 + 𝜙)+

+ [𝑠 tanh(𝑟)− 𝑐 sech(𝑟)] sin(𝜔𝜏 + 𝜙), (9.7)

𝑣33 = −𝑐 cos(𝜔𝜏 + 𝜙)− 𝑠 sin(𝜔𝜏 + 𝜙), (9.8)

𝑣31 = − [𝑐 tanh(𝑟)− 𝑠 sech(𝑟)] cos(𝜔𝜏 + 𝜙)−

− [𝑠 tanh(𝑟) + 𝑐 sech(𝑟)] sin(𝜔𝜏 + 𝜙). (9.9)

Безперечно, стислий запис гамiльтонових дина-
мiчних рiвнянь, пов’язаних iз детальною функцiєю
Гамiльтона (9.1), зберiгає свою стандартну канонi-
чну форму

d

d𝜏
𝑔21(𝑛) = − 𝜕ℋ

𝜕𝑔12(𝑛)
, (9.10)

d

d𝜏
𝑔12(𝑛) = +

𝜕ℋ
𝜕𝑔21(𝑛)

, (9.11)

d

d𝜏
𝑔23(𝑛) = − 𝜕ℋ

𝜕𝑔32(𝑛)
, (9.12)

d

d𝜏
𝑔32(𝑛) = +

𝜕ℋ
𝜕𝑔23(𝑛)

. (9.13)

Завдяки явному параметричному урухомлюван-
ню, що забезпечується часозалежними частинами
𝑣𝑗𝑘 параметрiв зв’язку, ця специфiкована динамi-
чна Гамiльтонова система (9.1)–(9.13) не зберiгає
свою повну енергiю у цiлковитiй вiдповiдности до
подiбної властивостi його загального параметри-
чно урухомлюваного попередника (7.1)–(7.5).

Навпаки, повний заряд системи

𝑄 =

∞∑︁
𝑚=−∞

[𝑔21(𝑚)𝑔12(𝑚) + 𝑔23(𝑚)𝑔32(𝑚)] (9.14)

зберiгається за умови, що локальний струм з одно-
го боку нескiнченної ґратки спiвпадає з локальним
струмом з iншого боку нескiнченної ґратки

𝐽22(−∞) = 𝐽22(+∞). (9.15)

Це твердження ґрунтується на елементарному роз-
глядi вiдповiдного локального закону збереження
(6.31), доповненого виразом (6.30) для локальної
збережної густини 𝜌22(𝑛).

10. Висновок

Одним iз завдань нашого дослiдження було допов-
нити базовi принципи розробляння напiвдискре-
тних нелiнiйних iнтеґровних систем, сформульова-
ними в нашiй попереднiй статтi [22], деякими тон-
кими вiдтiнками, якi є важливими для фактичної
реалiзацiї нових параметрично урухомлюваних iн-
теґровних динамiчних систем.

Почавши з побудованих належним чином анзат-
цiв для допомiжних спектральних та еволюцiй-
них операторiв, заданих квадратовими 3 × 3-мат-
рицями, нам вдалося розробити новий прототип
напiвдискретної нелiнiйної iнтеґровної системи
з нефiксованими функцiями вибору. Одержана
прототипна напiвдискретна нелiнiйна iнтеґровна
система була зведена до нової напiвдискретної не-
лiнiйної iнтеґровної системи параметрично уру-
хомлюваних псевдозбуджень на двонiжковiй дра-
бинчатiй ґратцi як у її промiжному, так i фiзично
змiстовному втiленнi.

Ми вiдновили декiлька локальних законiв збере-
ження, пов’язаних iз загальною (прототипною) на-
пiвдискретною нелiнiйною iнтеґровною системою,
i виявили, що жодну з одержаних збережних гу-
стин не можна взяти за густину Гамiльтонової
функцiї нi для промiжної нелiнiйної системи, нi
для фiзично вмотивованої.

Тим не менше, фiзично вмотивована система
постає гамiльтоновою динамiчною системою, що
характеризується двома парами канонiчно спря-
жених амплiтуд поля. Незважаючи на свою не-
тривiальну складнiсть, двоетапна процедура пе-
реходу вiд прототипної системи до фiзично вмо-
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тивованої була винагороджена специфiчним роз-
щепленням на iстинну фiзично вмотивовану дина-
мiчну систему та координатонезалежний параме-
тричний урухомлювач, формалiзований системою
чотирьох однорiдних звичайних лiнiйних диферен-
цiйних рiвнянь з часозалежними коефiцiєнтами.

Ми всесторонньо продемонстрували одну спе-
цифiчну реалiзацiю суто коливального параме-
тричного урухомлення та сформулювали критерiї
його чинности в термiнах часонезалежних фоно-
вих значень параметрiв мiжвузлового зв’язку.

З огляду на свою iнтеґровнiть за Лаксом за-
пропонована напiвдискретна нелiнiйна система до-
пускає точнi аналiтичнi розв’язки, одержуванi
в рамках сучасних математичних методiв, та-
ких як перетворення оберненого розсiяння [9, 12–
15, 29] та метод перетворення Дарбу–Беклунда
[16, 28, 31, 34]. Проте ми очiкуємо, що факти-
чна процедура явного аналiтичного iнтеґрування
системи буде суттєво ускладнена некомутативнi-
стю просторонезалежних засiвних операторiв (спе-
ктрального i еволюцiйного), спричиненою нетри-
вiальним впливом притаманного параметричного
урухомлювання.
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18. Z. Chen, A. Narita, K. Müllen. Graphene nanoribbons: On-
surface synthesis and integration into electronic devices.
Adv. Mater. 32 (45), 2001893 (2020).

19. A. Dwivedi, A. Banerjee, B. Bhattacharya. Simultaneous
energy harvesting and vibration attenuation in piezo-em-
bedded negative stiffness metamaterial. J. Intell. Mater.
Syst. Struc. 31 (8), 1 (2020).

20. M. Rothe, Y. Zhao, J. Müller, G. Kewes, C.T. Koch, Y. Lu,
O. Benson. Self-assembly of plasmonic nanoantenna-wave-
guide structures for subdiffractional chiral sensing. ACS
Nano 15 (1), 351 (2021).

21. J.-C. Deinert, D.A. Iranzo, R. Pérez, X. Jia, H.A. Hafez,
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O.O.Vakhnenko, O.V.Vakhnenko

DEVELOPMENT AND ANALYSIS OF NOVEL
INTEGRABLE NONLINEAR DYNAMICAL SYSTEMS
ON QUASI-ONE-DIMENSIONAL LATTICES.
PARAMETRICALLY DRIVEN NONLINEAR
SYSTEM OF PSEUDO-EXCITATIONS
ON A TWO-LEG LADDER LATTICE

Following the main principles of developing the evolutionary

nonlinear integrable systems on quasi-one-dimensional lattices,

we suggest a novel nonlinear integrable system of paramet-

rically driven pseudo-excitations on a regular two-leg ladder

lattice. The initial (prototype) form of the system is deriv-

able in the framework of semi-discrete zero-curvature equa-

tion with the spectral and evolution operators specified by the

properly organized 3× 3 square matrices. Although the lowest

conserved local densities found via the direct recursive method

do not prompt us the algebraic structure of system’s Hamilto-

nian function, but the heuristically substantiated search for the

suitable two-stage transformation of prototype field functions

to the physically motivated ones has allowed to disclose the

physically meaningful nonlinear integrable system with time-

dependent longitudinal and transverse inter-site coupling pa-

rameters. The time dependencies of inter-site coupling param-

eters in the transformed system are consistently defined in

terms of the accompanying parametric driver formalized by the

set of four homogeneous ordinary linear differential equations

with the time-dependent coefficients. The physically meaning-

ful parametrically driven nonlinear system permits its concise

Hamiltonian formulation with the two pairs of field functions

serving as the two pairs of canonically conjugated field ampli-

tudes. The explicit example of oscillatory parametric drive is

described in full mathematical details.

Ke yw o r d s: nonlinear dynamics, integrable system, two-leg
ladder lattice, parametric drive, Hamiltonian dynamics.
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