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РЕЗОНАНСНА СТРУКТУРА
ПЕРЕРIЗIВ РОЗСIЯННЯ ПОВIЛЬНИХ
ЕЛЕКТРОНIВ НА АТОМI КАЛЬЦIЮУДК 539

З використанням розширеної БСР-версiї 𝑅-матричного методу проведено системати-
чне дослiдження розсiяння електронiв на нейтральному атомi кальцiю в дiапазонi енер-
гiй зiткнення до 4,3 еВ. Для точного представлення хвильових функцiй мiшенi вико-
ристовується метод сильного зв’язку з наборами залежних вiд терму неортогональ-
них орбiталей та сплайн-представленнями для базисних функцiй. Розклад для сильного
зв’язку включає 39 зв’язаних станiв нейтрального кальцiю, що охоплюють усi стани
вiд основного до 4𝑠8𝑠1𝑆. Детально дослiджено складну резонансну структуру проiнте-
грованих за кутом повних перерiзiв пружного е+Са-розсiяння та збудження станiв
4𝑠4𝑝3𝑃 o, 3𝑑4𝑠3𝐷e, 3𝑑4𝑠1𝐷e, 4𝑠4𝑝1𝑃 o i 4𝑠5𝑠3𝑆e атома Ca електронним ударом. Спостере-
жуванi структури пов’язано з конкретними автовiдривними станами системи налi-
таючий електрон+атом Ca. Визначено положення i ширини виявлених резонансiв та
проведено їхню спектроскопiчну класифiкацiю.
Ключ о в i с л о в а: електрон, атом кальцiю, розсiяння, збудження, iонiзацiя, метод 𝑅-
матрицi з 𝐵-сплайнами, неортогональнi орбiталi, резонанси.

1. Вступ
Вивчення елементарних процесiв зiткнення еле-
ктронiв з атомами кальцiю становить значний iн-
терес з низки причин. По-перше, вiдомостi про
характеристики елементарних процесiв взаємодiї
електронiв з атомами Ca вкрай необхiднi для успi-
шного розвитку багатьох напрямкiв сучасної фi-
зики i нової технiки, у тому числi фiзики плазми,
астрофiзики, фiзики верхнiх шарiв атмосфери,
термоядерної енергетики. Зокрема, продукований
при спалахах наднових кальцiй є найбiльш вико-
ристовуваним елементом для кiлькiсного аналiзу
спектра зiрок [1]. Атоми Ca мають привабливi вла-
стивостi i для їх застосування в оптичних стан-
дартах частоти [2]. Крiм цього, пiсля розгортан-
ня робiт з керованого термоядерного синтезу ви-
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никла нагальна необхiднiсть у кращому розумiннi
перебiгу основних процесiв (пружного розсiяння,
збудження та iонiзацiї) при зiткненнях електронiв
з атомами Сa [3, 4]. Однак для бiльшостi атомiв
лужно-земельних елементiв, включаючи кальцiй,
iнформацiя про перерiзи пружного розсiяння та
збудження енергетичних рiвнiв електронним уда-
ром до цього часу залишається обмеженою.

По-друге, кальцiй з його конфiгурацiєю основ-
ного стану [1𝑠2 2𝑠2 2𝑝6 3𝑠2 3𝑝6] × (4𝑠2)1𝑆 i одно-
та двократно збудженими станами [1𝑠2... 3𝑝6]×
× (4𝑠𝑛ℓ, 3𝑑𝑛ℓ, 4𝑝𝑛ℓ)3,1𝐿 багато в чому подiбний до
гелiю, тобто може при певних умовах розгляда-
тися в рамках моделi двох електронiв понад Ar-
подiбним [1𝑠2... 3𝑝6]-кором. Як для основного ста-
ну, так i для низькорозташованих збуджених ста-
нiв Ca важливими є як валентнi, так i корвалентнi
кореляцiї. Широко використовуваний метод вра-
хування корвалентних кореляцiй ґрунтується на
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застосуваннi напiвемпiричного корполяризацiйно-
го потенцiалу [5]. Хоча такий потенцiал значно
спрощує обчислення i дозволяє з належною то-
чнiстю визначити енергiї збудження та сили осци-
ляторiв, завжди залишається питання, наскiльки
точно модельний потенцiал може iмiтувати корва-
лентну кореляцiю, включаючи нелокальнi та не-
дипольнi внески. Через це у нашому пiдходi [6–13]
(див. роздiл 2) кореляцiйнi ефекти враховуються
шляхом включення в розклад станiв i псевдостанiв
мiшенi спецiальних додаткових електронних кон-
фiгурацiй зi збудженим кором.

По-третє, атоми лужно-земельних елементiв ха-
рактеризуються великими величинами поляризов-
ностi. Тому виникає необхiднiсть точного ураху-
вання поляризовностi атома Са внаслiдок її ве-
ликої величини. В нашiй попереднiй працi [6]
було встановлено, що поляризацiя основного ста-
ну атома Са значною мiрою визначається силь-
ним дипольним збудженням рiвня 4𝑠4𝑝1𝑃 o. Аде-
кватний до цього спосiб врахування поляризацiй-
них ефектiв буде бiльш детально розглянуто на-
ми в наступному роздiлi у зв’язку з питанням
про резонансне розсiяння повiльних електронiв на
атомах Ca.

I нарештi, по-четверте, в експериментальнiй [14]
i теоретичнiй [15] працях було встановлено, що
стан 4𝑠24𝑝 2𝑃1/2 вiд’ємного iона кальцiю Са− є
стабiльним, а не резонансним, як вважалося ра-
нiше. Тому до проблеми теоретичного опису резо-
нансних явищ у зiткненнях повiльних електронiв з
атомами Ca варто повернутися заново. Це вимагає
реалiзацiї нових концепцiй та нових методiв ура-
хування резонансних ефектiв, щоб подолати суча-
сний незадовiльний стан теорiї. Необхiднi для цьо-
го модифiкацiї та уточнення теорiї 𝑅-матрицi i ме-
тоду сильного зв’язку каналiв приведенi в роздiлi 2
даної працi.

Дослiдження резонансної структури перерiзiв
e +А-розсiяння є фундаментальною задачею фi-
зики електрон-атомних зiткнень. Така структура
вказує на iснування квазiстацiонарних автоiонi-
зацiйних станiв (АIС) (а у випадку нейтральних
атомiв автовiдривних станiв (АВС)) системи “мi-
шень + налiтаючий електрон”, оже-розпад яких
i призводить до складної резонансної структури
перерiзiв розсiяння. Зазвичай зустрiчаються два
типи резонансiв в перерiзах розсiяння (див., на-
приклад, [16, 17]), якi одержали назву резонансiв

Фешбаха та резонансiв форми. Механiзм виникне-
ння резонансiв Фешбаха полягає у захопленнi мi-
шенню налiтаючого електрона в АIС в одному iз
закритих каналiв. Однак електрон може бути тим-
часово захоплений мiшенню i у вiдкритому каналi.
Умовою цього є наявнiсть у певному вiдкритому
каналi потенцiалу специфiчної форми – за дово-
лi широким бар’єром розташована яма достатньої
глибини i ширини, в якiй електрон, що розсiює-
ться, тимчасово зв’язується в АIС.

Крiм важливостi АВС (АIС) в процесах елект-
рон-атомного (iонного) розсiяння, вони вiдiграють
суттєву роль в плазмi i твердому тiлi. У плазмi в
результатi зiткнення електронiв з атомами (iона-
ми) вiдбувається iнтенсивне збудження АВС (АIС)
системи e + А, що впливає на енергетичний баланс
плазми, а також є зручним iнструментом її дiагно-
стики. У твердому тiлi можуть реалiзуватися ви-
падки, коли електрони провiдностi взаємодiють з
домiшковими атомами (iонами) кристалiчної ґра-
тки через утворення АВС (АIС), унаслiдок чого
така взаємодiя носить резонансний характер. Екс-
периментальним пiдґрунтям для з’ясування при-
роди резонансної структури перерiзiв розсiяння
слугують пучковi експерименти, в котрих вимiрю-
ються енергетичнi та кутовi залежностi перерiзiв
пружного розсiяння, збудження та iонiзацiї ато-
мiв (iонiв) електронним ударом. Вiдповiднi експе-
рименти для e + Ca-розсiяння проведенi в працях
[18–20], результати яких будуть висвiтленi по хо-
ду систематизованого викладу результатiв BSR-
розрахункiв.

Для вивчення резонансних ефектiв в зiткнен-
нях повiльних електронiв з атомами Са в дан-
нiй працi застосовується розроблена в [6–13, 21–
26] нова, так звана БСР-версiя (𝐵-Spline 𝑅-matrix
(BSR) method) методу 𝑅-матрицi. В рамках цiєї
версiї запропоновано новий спосiб урахування ре-
зонансних ефектiв, який ґрунтується на викори-
станнi залежних вiд терму неортогональних орбi-
талей та сплайн-представлень для базисних фун-
кцiй. Запропонований спосiб вiльний вiд багатьох
недолiкiв, притаманних ранiше вiдомим способам
урахування резонансних ефектiв (див., наприклад
[16, 17] i наведенi там посилання), пов’язаних з
введенням у розклад повної хвильової функцiї
(𝑁+1)-електронної системи “атом+ налiтаючий
електрон” спецiальних додаткових квадратично-
iнтегровних кореляцiйних функцiй 𝜒Γ

𝑗 , якi, як
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вiдомо, часто призводять до появи нефiзичної
псевдорезонансної структури у перерiзах e + A-
розсiяння та до значного збiльшення числа алге-
браїчних чи iнтегро-диференцiальних рiвнянь, якi
пiдлягають розв’язанню.

Аналiз резонансiв в e + А-розсiяннi часто ґрун-
тується на однорiвнiвiй формулi Брейта–Вiґнера
для iзольованих резонансiв, що не перекриваю-
ться. Однак, у випадку двох резонансних станiв
при близьких енергiях в однiй i тiй же парцiальнiй
хвилi визначення параметрiв резонансiв стає дово-
лi складною справою i вимагає узагальнення одно-
рiвневого формалiзму Брейта–Вiґнера на багато-
канальний випадок. З багатьох iнших методiв, що
широко використовується в лiтературi для аналiзу
та розрахунку параметрiв складних резонансних
структур в багатоканальних системах, найбiльш
надiйним виявився метод, розроблений в працях
Шимамура та iн. [27–30], який ґрунтується на кон-
цепцiї “повного роздiлення просторiв резонансних i
нерезонансних каналiв” i використовує властивостi
суми власних фаз та її похiдної по енергiї. Як но-
вiтнi розвитки цього методу [31], так i його засто-
сування в рiзних областях фiзики зiткнень (див.,
наприклад, [32]) засвiдчують про важливе значе-
ння i актуальнiсть такого пiдходу. Даний пiдхiд у
поєднаннi з БСР-версiєю 𝑅-матричного методу i
використовується в данiй працi для дослiдження
складної резонансної структури перерiзiв e+ Ca-
розсiяння.

Дана праця органiзована таким чином. Другий
роздiл присвячено систематичному викладу фiзи-
чних основ методу сильного зв’язку каналiв (СЗК)
та методу 𝑅-матрицi i їх модифiкацiй, якi базу-
ються на застосуваннi неортогональних орбiталей
та 𝐵-сплайнiв як базисних функцiй. Пiсля коро-
ткого опису обчислювальної схеми БСР-версiї ме-
тоду 𝑅-матрицi у роздiлi 3 розглядаються основ-
нi прийоми, якi використовуються для дослiджен-
ня резонансiв в e+ Ca-розсiяннi в рамках згада-
ної вище концепцiї “просторiв резонансних i не-
резонансних каналiв” [27–31]. У цьому ж роздi-
лi проаналiзовано резонансну структуру в енер-
гетичних залежностях, проiнтегрованих за кутом
повних перерiзах пружного e+ Ca-розсiяння та
збудження станiв 4𝑠4𝑝 3𝑃 o, 3𝑑4𝑠 3𝐷e, 3𝑑4𝑠 1𝐷e,
4𝑠4𝑝 1𝑃 o та 4𝑠5𝑠 3𝑆e атома Са електронним уда-
ром. В заключному роздiлi пiдсумовуються одер-
жанi результати.

2. Методи розрахунку
розсiяння електронiв на атомах

Детальний опис методiв сильного зв’язку каналiв
(СЗК) та 𝑅-матрицi i їх можливостей для дослi-
дження непружних зiткнень повiльних електронiв
з атомами наведено в працях [6–13,16,17,21–26]. У
зв’язку з цим у данiй працi доцiльно обмежитися
лише коротким викладом можливих удосконалень
цих методiв, якi ґрунтуються на застосуваннi за-
лежних вiд терму неортогональних орбiталей та
𝐵-сплайнiв як базисних функцiй.

2.1. Метод сильного зв’язку каналiв

У цьому роздiлi в рамках методу СЗК розгляда-
ється багатоканальна квантова задача розсiяння
повiльних електронiв на складних атомах. В схе-
мi 𝐿𝑆-зв’язку стан системи e+ A характеризується
набором квантових чисел Γ ≡ (𝛾𝐿𝑆𝑀𝐿𝑀𝑆𝜋), де
𝐿, 𝑆, 𝑀𝐿, 𝑀𝑆 i 𝜋 – повний орбiтальний i спiно-
вий моменти, їх проекцiї на задану вiсь та пар-
нiсть повної (𝑁 +1)-електронної системи вiдповiд-
но, 𝛾 ≡ (𝐿𝑖𝑆𝑖𝑀Li𝑀𝑆𝑖𝜋𝑖) – аналогiчний набiр кван-
тових чисел мiшенi A в 𝑖-му станi. Хвильова фун-
кцiя ΨΓ

𝛼(𝑋,𝑥𝑁+1), що описує розсiяння електрона
на 𝑁 -елекроннiй мiшенi A, є розв’язком рiвняння
Шредiнгера (в атомних одиницях: 𝑒 = 𝑚𝑒 = ~ = 1)

(𝐻𝑁+1 − 𝐸)ΨΓ
𝛼(𝑋,𝑥𝑁+1) = 0,

𝐻𝑁+1 =

𝑁+1∑︁
𝑖=1

(︂
−1

2
∇2

𝑖 −
𝑍

𝑟𝑖

)︂
+

𝑁+1∑︁
𝑖>𝑗=1

1

𝑟𝑖𝑗

(1)

з певними граничними умовами задачi e +A-роз-
сiяння. Тут 𝑟𝑖𝑗 – вiдстань мiж електронами 𝑖
та 𝑗, 𝑟𝑖 – вiдстань вiд 𝑖-го електрона до ядра,
𝐻𝑁+1 – гамiльтонiан (𝑁+1)-електронної системи
“атом +налiтаючий електрон”, 𝑁 – число електро-
нiв в атомi-мiшенi A, 𝑍 – заряд ядра, 𝐸 – повна
енергiя системи e +A, 𝑥𝑖 ≡ (r𝑖, 𝜎𝑖) – просторовi та
спiновi координати 𝑖-го електрона, 𝑋 ≡ (𝑥1, ..., 𝑥𝑁 )
позначає сукупнiсть просторових i спiнових ко-
ординат усiх 𝑁 електронiв атома-мiшенi A. Ни-
жнiй iндекс 𝛼 у функцiї ΨΓ

𝛼(𝑋,𝑥𝑁+1), яку часто
називають хвильовою функцiєю зiткнення, хара-
ктеризує початковi умови i зазвичай позначає вхi-
дний канал розсiяння. Хвильову функцiю зiткнен-
ня ΨΓ

𝛼(𝑋,𝑥𝑁+1) можна представити у виглядi роз-
кладу за повним набором 𝑁 -електронних хвильо-
вих функцiй Φ𝑖(𝑋) ≡ Φ𝑖(𝑥1, ..., 𝑥𝑁 ) мiшенi A, якi є
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власними станами гамiльтонiана 𝐻𝑁 . Коефiцiєнти
такого розкладу вiдiграють роль хвильової фун-
кцiї налiтаючого електрона. У практичних розра-
хунках цей розклад записують в такому виглядi:

ΨΓ
𝛼(𝑋,𝑥𝑁+1) = 𝐴

𝑛∑︁
𝑖=1

Φ̄Γ
𝑖 (𝑋; r𝑁+1, 𝜎𝑁+1)×

× 𝐹Γ
𝑖𝛼(𝑟𝑁+1)

𝑟𝑁+1
+

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝜒
Γ
𝑗 (𝑋,𝑥𝑁+1). (2)

Тут 𝐴 – оператор антисиметризацiї, 𝑛 – число ка-
налiв, 𝑚 – число кореляцiйних функцiй 𝜒Γ

𝑗 , вклю-
чених у другу суму розкладу (2), 𝐹Γ

𝑖𝛼(𝑟) – радi-
альна хвильова функцiя розсiяного електрона в 𝑖-
му каналi. Iндекс 𝛼 характеризує початковi умови
i зазвичай позначає вхiдний канал розсiяння. На
практицi, як правило, в розклад (2) включають усi
члени, що вiдповiдають вiдкритим каналам i лише
скiнченне число членiв, якi описують енергетично
закритi канали.

Позначимо через 𝑘𝑖𝑙𝑖𝑚𝑙𝑖𝑚𝑠𝑖 квантовi числа
налiтаючого електрона. Хвильовi функцiї кана-
лiв Φ̄Γ

𝑖 мiстять у собi атомнi хвильовi функцiї
Φ𝑖(𝑥1, ..., 𝑥𝑁 ) та спiнову 𝜒 1

2𝑚𝑠𝑖
й кутову 𝑌𝑙𝑖𝑚𝑙𝑖

ча-
стини хвильової функцiї налiтаючого електрона,
якi зв’язанi мiж собою згiдно з правилами вектор-
ного додавання моментiв. У випадку нерелятивiст-
ського гамiльтонiана 𝐻𝑁+1 цей зв’язок вiдповiдає
фiксованим значенням повного орбiтального мо-
менту 𝐿 та повного спiну 𝑆 (кожен з яких комутує
iз гамiльтонiаном 𝐻𝑁+1). При цьому розклад фун-
кцiї каналiв Φ̄Γ

𝑖 за станами мiшенi Φ𝑖 має вигляд

Φ̄Γ
𝑖 (𝑥1, ..., 𝑥𝑁 ; r̂𝑁+1, 𝜎𝑁+1) =

=
∑︁

𝑀𝐿𝑖
𝑚𝑙𝑖

∑︁
𝑀𝑆𝑖

𝑚𝑠𝑖

(𝐿𝑖𝑀𝐿𝑖 , 𝑙𝑖𝑚𝑙𝑖 |𝐿𝑀𝐿)×

× (𝑆𝑖𝑀𝑆𝑖
,
1

2
𝑚𝑠𝑖 |𝑆𝑀𝑆)Φ𝑖(𝑥1, ..., 𝑥𝑁 )×

×𝑌𝑙𝑖𝑚𝑙𝑖
(r̂𝑁+1)𝜒 1

2𝑚𝑠𝑖
(𝜎𝑁+1), (3)

де використано стандартнi позначення для коефi-
цiєнтiв Клебша–Гордана.

Хвильова функцiя континууму 𝐹Γ
𝑖𝛼(𝑟), що описує

радiальний рух розсiяного електрона в 𝑖-му каналi,
визначається таким чином:

𝐹Γ
𝑖𝛼(𝑟) ≡ 𝐹Γ

𝑘𝑖𝑙𝑖𝛼(𝑟), 𝐹Γ
𝑖𝛼(0) = 0, 𝜀𝑖 = 𝑘2𝑖 /2. (4)

Повна енергiя (𝑁 + 1)-електронної системи 𝐸 =
= 𝐸𝑖(𝑍,𝑁) + 𝜀𝑖, причому 𝐸𝑖(𝑍,𝑁) – енергiя атом-
ного стану, що вiдповiдає каналу 𝑖, а 𝜀𝑖 = 𝑘2𝑖 /2 – кi-
нетична енергiя налiтаючого електрона (в атомних
одиницях). Якщо величина (𝐸 − 𝐸𝑖) додатна, що
вiдповiдає вiдкритому каналу, то функцiя конти-
нууму 𝐹Γ

𝑖𝛼(𝑟) на нескiнченностi мiстить розбiжну
хвилю, в протилежному випадку ((𝐸 − 𝐸𝑖) < 0)
функцiя 𝐹Γ

𝑖𝛼(𝑟) квадратично iнтегровна.
Розклад повної хвильової функцiї (2) (𝑁+1)-

електронної системи здiйснюється за набором ста-
нiв i псевдостанiв мiшенi, хвильовi функцiї яких
Φ𝑖(𝑋) будуються у виглядi лiнiйної комбiнацiї:

Φ𝑖(𝑋) =
∑︁
𝑗

𝑐𝑖𝑗𝜙𝑗 (𝑥1, ..., 𝑥𝑁 ), (5)

де 𝜙𝑗 – заданий набiр антисиметризованих одно-
конфiгурацiйних функцiй, що вiдповiдають пев-
ному стану 𝐿𝑖𝑆𝑖𝜋𝑖 мiшенi. Енергетичний спектр
𝐸𝑖(𝑍,𝑁) мiшенi A i коефiцiєнти розкладу 𝑐𝑖𝑗
можна визначити iз умови дiагоналiзацiї 𝑁 -
електронного гамiльтонiана 𝐻𝑁 на функцiях ви-
гляду (5):

⟨Φ𝑖|𝐻𝑁 |Φ𝑗⟩ = 𝐸𝑖(𝑍,𝑁)𝛿𝑖𝑗 . (6)

У рамках багатоконфiгурацiйного методу Гарт-
рi–Фока (БКГФ) функцiї конфiгурацiйних станiв
(ФКС) 𝜙𝑗(𝑥1, ..., 𝑥𝑁 ) можна представити у вигля-
дi антисиметризованого добутку одноелектронних
хвильових функцiй 𝜙𝛼𝑗 (𝑥𝑗). Якщо спiн-орбiтальна
взаємодiя несуттєва, то хвильову функцiю окремо-
го електрона в центральному полi можна подати у
виглядi добутку просторової та спiнової функцiй:

𝜙𝛼𝑗 (𝑥) = 𝜙𝑛𝑗 𝑙𝑗𝑚𝑗 (r)𝜒 (𝑚𝑠|𝜎) =

=
1

𝑟
𝑃𝑛𝑗 𝑙𝑗 (𝑟)𝑌𝑙𝑗𝑚𝑗 (r̂)𝜒 (𝑚𝑠|𝜎), (7)

де 𝑛𝑗 , 𝑙𝑗 i 𝑚𝑗 – вiдповiдно головне, азимутальне
i магнiтне квантовi числа, 𝑚𝑠 – проекцiя спiну, а
𝛼𝑗 – скорочене позначення набору квантових чи-
сел 𝑛𝑗 , 𝑙𝑗 , 𝑚𝑗 i 𝑚𝑠. Принциповим питанням є ви-
бiр типу радiальних одноелектронних хвильових
функцiй 𝑃𝑛𝑗 𝑙𝑗 (𝑟) (аналiтичних орбiталей слетерiв-
ського типу, гартрi–фокiвських у самоузгоджено-
му полi чи радiальних орбiталей 𝑃𝑛𝑗 𝑙𝑗 (𝑟) в простих
статичних модельних потенцiалах) i конфiгурацiй,
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включених в розклад (5) станiв i псевдостанiв мi-
шенi. Програмнi коди, якi дозволяють обчислити
цi орбiталi i атомнi стани ретельно описанi в на-
ших попереднiх працях [6, 9, 11, 13, 21], а тут лише
зазначимо, що розв’язки матричного рiвняння (6)
визначають власнi значення енергiї атома-мiшенi.

Друга сума в правiй частинi розкладу (2) мi-
стить квадратично iнтегровнi кореляцiйнi функцiї
𝜒Γ
𝑗 (𝑋,𝑥𝑁+1), якi описують зв’язанi стани (𝑁+1)-

електронної системи i мають ту ж кутову симе-
трiю, що i ΨΓ

𝛼(𝑋,𝑥𝑁+1). Цi функцiї служать для
покращення опису станiв системи на малих вiд-
станях вiд ядра i часто приводять до бiльш швид-
кої збiжностi розкладу (2). За допомогою функцiй
𝜒Γ
𝑗 також можна врахувати вплив деяких автовiд-

ривних станiв (АВС) вiд’ємного iона A−, якi про-
являються в розсiяннi електронiв на нейтральних
атомах A. У практичних розрахунках кореляцiйнi
функцiї 𝜒Γ

𝑗 найчастiше використовують для усуне-
ння обмежень, якi накладаються на хвильову фун-
кцiю зiткнення ΨΓ

𝛼 умовою ортогональностi фун-
кцiї 𝐹Γ

𝑖𝛼 усiм радiальним орбiталям мiшенi 𝑃𝑛𝑗 𝑙𝑗

тiєї самої симетрiї [16, 17]:

⟨𝑃𝑛𝑗 𝑙𝑗 |𝐹Γ
𝑖𝛼⟩ =

∞∫︁
0

𝑃𝑛𝑗 𝑙𝑗 (𝑟)𝐹
Γ
𝑖𝛼(𝑟) d𝑟 = 0, при 𝑙𝑖 = 𝑙𝑗 .(8)

Умова ортогональностi (8) є, безумовно, суто “те-
хнiчним” припущенням, оскiльки радiальнi орбiта-
лi 𝑃𝑛𝑗 𝑙𝑗 i 𝐹Γ

𝑖𝛼 обчислюються в рiзних потенцiалах.
Вона не випливає iз основних вимог квантової ме-
ханiки i була впроваджена в методi СЗК, виходячи
з мiркувань зручностi обчислень. Унаслiдок обме-
жень, що накладаються на функцiю зiткнення ΨΓ

𝛼

умовою ортогональностi (8), налiтаючий електрон
не може бути вiртуально захоплений в одну iз неза-
повнених пiдоболонок, врахованих у розкладi (5)
станiв i псевдостанiв мiшенi. У рамках стандар-
тного методу СЗК можливiсть такого захоплення,
як зазначалося вище, враховується шляхом вклю-
чення в розклад (2) спецiальних додаткових ко-
реляцiйних функцiй 𝜒Γ

𝑗 . Однак такий спосiб ура-
хування резонансних ефектiв не є найбiльш еко-
номним i часто призводить до появи нефiзичної
псевдорезонансної структури в перерiзах розсiян-
ня та до необхiдностi розв’язання громiздкої си-
стеми зв’язаних iнтегро-диференцiальних рiвнянь
для 𝐹Γ

𝑖𝛼. Щоб уникнути цих утруднень, збiльшити

точнiсть теорiї i розширити область її застосува-
ння, ми повиннi вiдмовитися вiд умови “вимуше-
ної” ортогональностi (8) функцiй континууму 𝐹Γ

𝑖𝛼

до радiальних орбiталей мiшенi 𝑃𝑛𝑗 𝑙𝑗 . При цьому
окремо вводити в другу суму розкладу (2) спецi-
альний набiр кореляцiйних функцiй 𝜒Γ

𝑗 , який вра-
ховує вплив деяких автоiонiзацiйних станiв, немає
потреби, оскiльки тепер перша сума в розкладi (2)
мiстить хвильовi функцiї таких станiв.

Пiдставляючи в рiвняння Шредiнгера (1) фун-
кцiю зiткнення ΨΓ

𝛼 у виглядi (2) i проекцiюючи
це рiвняння почергово на хвильовi функцiї мiшенi
Φ𝑖 та кореляцiйнi функцiї 𝜒Γ

𝑗 , можна дiстати си-
стему зв’язаних iнтегро-диференцiальних рiвнянь
для радiальних функцiй 𝐹𝑖 ≡ 𝐹Γ

𝑖𝛼(𝑟):(︂
d2

d𝑟2
− 𝑙𝑖(𝑙𝑖 + 1)

𝑟2
+

2𝑍

𝑟
+ 𝑘2𝑖

)︂
𝐹𝑖(𝑟) =

= 2
∑︁
𝑗

(𝑉𝑖𝑗 +𝑊𝑖𝑗 +𝑋𝑖𝑗)𝐹𝑗(𝑟). (9)

Тут 𝑘2𝑖 = 2[𝐸 − 𝐸𝑖(𝑍,𝑁)], 𝑉𝑖𝑗 – прямий локальний
потенцiал, а iнтегральнi оператори нелокального
обмiнного 𝑊𝑖𝑗 та нелокального кореляцiйного 𝑋𝑖𝑗

потенцiалiв визначаються таким чином:

𝑊𝑖𝑗𝐹𝑗 =

∞∫︁
0

𝑊𝑖𝑗(𝑟, 𝑟
′)𝐹𝑗(𝑟

′) d𝑟′,

𝑋𝑖𝑗𝐹𝑗 =

∞∫︁
0

𝑋𝑖𝑗(𝑟, 𝑟
′)𝐹𝑗(𝑟

′) d𝑟′.

(10)

Загальнi вирази для операторiв 𝑉𝑖𝑗 , 𝑊𝑖𝑗 та 𝑋𝑖𝑗

вельми громiздкi i в явному виглядi були записанi
лише для розсiяння електрона на простих атомах.
Проте для складних атомiв та iонiв їх можна скон-
струювати за допомогою програмного коду [32].

2.2. Метод R-матрицi
та його модифiкацiї

Роз’яснимо основи стандартного методу 𝑅-мат-
рицi, в якому задача дiагоналiзацiї гамiльтонiа-
на на просторi як вiдкритих, так i закритих ка-
налiв зводиться по сутi до розв’язування систе-
ми алгебраїчних рiвнянь. Вiдмiтна особливiсть ме-
тоду 𝑅-матрицi полягає в тому, що увесь конфi-
гурацiйний простiр (𝑁 + 1)-електронної системи
“атом +налiтаючий електрон” розбивається на двi
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областi: внутрiшню 𝑟 ≤ 𝑎, де усi частинки систе-
ми (електрони та ядро) попарно близькi одна до
одної i сильно взаємодiють мiж собою, i зовнiшню
𝑟 > 𝑎, в якiй розсiяний електрон “чутливий” лише
до локального потенцiалу взаємодiї з атомом. Радi-
ус внутрiшньої областi 𝑎 вибирається мiнiмальним,
але таким, щоб усi радiальнi хвильовi функцiї 𝑃𝑛𝑗 𝑙𝑗

атомних електронiв iз заданою точнiстю обертали-
ся в нуль при 𝑟 > 𝑎. В даному методi обчислюється
𝑅-матриця, яка визначається iз рiвняння

𝐹Γ
𝑖 (𝑎) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑅Γ
𝑖𝑗(𝐸)

(︃
𝑎

d𝐹Γ
𝑗

d𝑟𝑁+1
− 𝑏𝑗𝐹

Γ
𝑗

)︃
𝑟𝑁+1=𝑎

,

𝑖 = 1, ..., 𝑛 (11)

шляхом розв’язання задачi про 𝑒+A-зiткнення у
внутрiшнiй областi 𝑟 ≤ 𝑎. Тут 𝐹𝑗 i 𝑑𝐹𝑗/𝑑𝑟𝑁+1 –
розв’язки системи рiвнянь (9) на межi 𝑟 = 𝑎, при-
чому вибiр параметрiв 𝑏𝑗 може бути довiльним.
Розв’яжемо задачу про e+ A-зiткнення у внутрi-
шнiй областi. Для цього представимо повну хви-
льову функцiю (𝑁 + 1)-електронної системи при
заданiй енергiї 𝐸 у виглядi розкладу

ΨΓ
𝐸 =

∑︁
𝑘

𝐴Γ
𝐸𝑘Ψ

Γ
𝑘 . (12)

Подiбно до (2), сконструюємо для кожного набору
квантових чисел 𝐿𝑆𝜋 незалежний вiд енергiї дис-
кретний базис (𝑁 + 1)-електронних функцiй

ΨΓ
𝑘 (𝑋,𝑥𝑁+1) =

= 𝐴
∑︁
𝑖,𝑗

Φ̄Γ
𝑖 (𝑋, r̂𝑁+1, 𝜎𝑁+1)

𝑢𝑗(𝑟𝑁+1)

𝑟𝑁+1
𝑐Γ𝑖𝑗𝑘 +

+
∑︁
𝑖

𝜒Γ
𝑖 (𝑋,𝑥𝑁+1)𝑑

Γ
𝑖𝑘, (13)

де функцiї Φ̄Γ
𝑖 i 𝜒Γ

𝑖 мають такий самий змiст, як i
в розкладi (2). Зазначимо тепер, що в першiй сумi
правої частини рiвностi (13) ми розклали радiаль-
нi орбiталi розсiяного електрона 𝐹Γ

𝑖𝛼 за базисними
функцiями 𝑢𝑗 , якi заданi на скiнченному iнтервалi
0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 i задовольняють такi граничнi умови:

𝑢𝑗(0) = 0, 𝑎
d𝑢𝑗

d𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= 𝑏𝑢𝑗(𝑎), (14)

де 𝑏 – довiльна дiйсна стала. Для базисних фун-
кцiй 𝑢𝑗 , що задовольняють граничнi умови (14),

гамiльтонiан 𝐻𝑁+1 у внутрiшнiй областi не є ер-
мiтовим унаслiдок того, що поверхневi члени не
обертаються в нуль при 𝑟 = 𝑎. Однак цi члени мо-
жна вилучити за допомогою оператора Блоха [33]:

𝐿𝑁+1 ≡
𝑁+1∑︁
𝑖=1

1

2
𝛿(𝑟𝑖 − 𝑎)

(︂
d

d𝑟𝑖
− 𝑏− 1

𝑟𝑖

)︂
. (15)

Тепер рiвняння Шредiнгера (1) доцiльно перепи-
сати у такому виглядi:

(𝐻𝑁+1 + 𝐿𝑁+1 − 𝐸)Ψ = 𝐿𝑁+1Ψ. (16)

Використовуючи розклад функцiї Грiна (𝐻𝑁+1 +
+𝐿𝑁+1 − 𝐸)−1 оператора лiвої частини рiвнян-
ня (16) за дискретним базисом ΨΓ

𝑘 , формальний
розв’язок рiвняння Шредiнгера (1) можна подати
у виглядi

|ΨΓ⟩ =
∑︁
𝑘

|ΨΓ
𝑘 ⟩

1

𝐸Γ
𝑘 − 𝐸

⟨ΨΓ
𝑘 |𝐿𝑁+1|ΨΓ⟩int. (17)

Коефiцiєнти 𝑐Γ𝑖𝑗𝑘 i 𝑑Γ𝑖𝑘 розкладу (13) визначаю-
ться водночас iз власними значеннями енергiї 𝐸Γ

𝑘

при числовiй дiагоналiзацiї матрицi модифiкова-
ного гамiльтонiана 𝐻𝑁+1 + 𝐿𝑁+1 на дискретному
базисi ΨΓ

𝑘 (13):

⟨ΨΓ
𝑘 |𝐻𝑁+1 + 𝐿𝑁+1|ΨΓ

𝑘′⟩int = 𝐸Γ
𝑘 ⟨ΨΓ

𝑘 |ΨΓ
𝑘′⟩int. (18)

Тут iнтегрування по радiальних змiнних обмежує-
ться внутрiшньою 𝑅-матричною областю. Оскiль-
ки на базиснi функцiї 𝑢𝑗 накладенi граничнi умо-
ви (14), то спектр 𝐸Γ

𝑘 є дискретним. Обчисленi
власнi значення 𝐸Γ

𝑘 ермiтової матрицi ⟨ΨΓ
𝑘 |𝐻𝑁+1 +

+𝐿𝑁+1|ΨΓ
𝑘′⟩ є дiйсними i утворюють дискретизо-

ваний континуум.
Суть пропонованого в наших працях [6–13, 21–

26] методу дискретизацiї континууму (𝑁 + 1)-
електронної системи “атом +налiтаючий елект-
рон” полягає в представленнi як зв’язаних орбi-
талей мiшенi 𝑃𝑛𝑗 𝑙𝑗 (𝑟), так i орбiталей розсiяного
електрона 𝐹Γ

𝑖𝛼(𝑟) у виглядi розкладу за повним
скiнченним набором {𝐵𝑖}𝑛𝑖=1 базисних сплайнiв 𝐵𝑖

i подальшiй одноразовiй дiагоналiзацiї матрицi са-
моспряженого гамiльтонiана системи 𝐻𝑁+1+𝐿𝑁+1

на дискретному базисi (13). Основна зручнiсть та-
кого методу дискретизацiї континууму полягає в
тому, що матриця повного гамiльтонiана 𝐻𝑁+1 +
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+𝐿𝑁+1 має в 𝐵-сплайновому базисi сильно роз-
рiджену, а саме стрiчкову структуру, що суттєво
спрощує розв’язання вiдповiдної системи алгебра-
їчних рiвнянь. Разом з тим 𝐵-сплайни найкращим
чином пiдходять для створення обчислювальних
методiв теорiї розсiяння. Обчислення матрицi га-
мiльтонiана 𝐻𝑁+1 + 𝐿𝑁+1 в дискретному базисi
(13) i її дiагоналiзацiю можна провести за допо-
могою програмного коду [32, 34] для кожного фi-
ксованого набору квантових чисел 𝐿𝑆𝜋.

Проєкцiюючи рiвняння (17) на функцiї каналiв
Φ̄Γ

𝑖 i виконуючи обчислення в точцi 𝑟 = 𝑎, прихо-
димо до формули (11), в якiй елементи 𝑅-матрицi
визначаються виразом

𝑅Γ
𝑖𝑗(𝐸) =

1

2𝑎

∑︁
𝑘

𝑤Γ
𝑖𝑘(𝑎)𝑤

Γ
𝑗𝑘(𝑎)

𝐸Γ
𝑘 − 𝐸

. (19)

Для скорочення запису у формулах (11) i (19) вве-
дено позначення для приведених радiальних хви-
льових функцiй 𝐹Γ

𝑖 та поверхневих амплiтуд 𝑤Γ
𝑖𝑘:

𝐹Γ
𝑖 (𝑟𝑁+1) = 𝑟𝑁+1⟨Φ̄Γ

𝑖 |ΨΓ
𝑘 ⟩′,

𝑤Γ
𝑖𝑘 = 𝑎⟨Φ̄Γ

𝑖 |ΨΓ
𝑘 ⟩′𝑟𝑁+1=𝑎.

(20)

Штрихи у виразах (20) вказують на те, що iнтегру-
вання в матричних компонентах ⟨Φ̄Γ

𝑖 |ΨΓ
𝑘 ⟩ функцiй

Φ̄Γ
𝑖 слiд проводити за просторовими i спiновими

координатами усiх електронiв, крiм радiальної ко-
ординати 𝑟𝑁+1 розсiяного електрона.

Одержанi спiввiдношення для 𝑅-матрицi (19)
та орбiталей неперервного спектра (11) описують
процес розсiяння електронiв на атомах чи iонах у
внутрiшнiй 𝑅-матричнiй областi. Разом з виразом
для коефiцiєнтiв 𝐴Γ

𝐸𝑘 розкладу (12),

𝐴Γ
𝐸𝑘

=
1

2𝑎
(𝐸Γ

𝑘 −𝐸)−1
∑︁
𝑖

𝑤𝑖𝑘(𝑎)

(︂
𝑎
d𝐹Γ

𝑖

d𝑟
− 𝑏𝐹Γ

𝑖

)︂
𝑟=𝑎

=

=
1

2𝑎
(𝐸Γ

𝑘 − 𝐸)−1w𝑇R−1FΓ, (21)

вони дозволяють обчислити хвильову функцiю зi-
ткнення ΨΓ

𝐸 у внутрiшнiй областi для будь-якого
значення повної енергiї системи 𝐸. Використовую-
чи спiввiдношення (11), (19)–(21), можна коректно
визначити 𝐾- та 𝑆-матрицi за допомогою проце-
дури зшивання розв’язкiв у внутрiшнiй областi з
асимптотичними розв’язками у зовнiшнiй областi:

𝐹𝑖𝛼(𝑟) ∼
𝑟→∞

𝑘
−1/2
𝑖 [𝛿𝑖𝛼 sin 𝜉𝑖(𝑟) +𝐾𝑖𝛼 cos 𝜉𝑖(𝑟)]. (22)

Тут 𝐾𝑖𝛼 – елементи 𝐾-матрицi, а

𝜉𝑖(𝑟) = 𝑘𝑖𝑟−𝑙𝑖𝜋/2+𝜂𝑖 ln (2𝑘𝑖𝑟)+arg Γ(𝑙𝑖+1−𝑖𝜂𝑖) (23)

– асимптотична фаза регулярної кулонiвської фун-
кцiї з 𝜂𝑖 = −(𝑍 − 𝑁)/𝑘𝑖; arg Γ(𝑙𝑖 + 1 − 𝑖𝜂𝑖) – фаза
Γ-функцiї комплексного аргументу. Деталi проце-
дури зшивання розв’язкiв ретельно описано в на-
ших працях [6, 32, 34]. Матрицю розсiяння 𝑆𝑖𝛼 i
матрицю переходу 𝑇𝑖𝛼 з розмiрностями 𝑛 × 𝑛 мо-
жна визначити за допомогою вiдомих матричних
спiввiдношень

S = 1+T =
1+ 𝑖K

1− 𝑖K
. (24)

Цi матрицi в подальшому використовуються для
розрахунку перерiзiв розсiяння та всiх iнших спо-
стережуваних величин.

Тут варто зауважити, що для процесiв e +A-
розсiяння за участю квазiстацiонарних автоiонi-
зацiйних станiв (АIС) досi немає стандартних ре-
цептiв побудови фiзично прийнятного базису ΨΓ

𝑘 ,
за яким розкладають хвильову функцiю зiткнення
ΨΓ

𝐸 . Оскiльки в першiй сумi по 𝑖 в розкладi (13) не
враховано ряд каналiв, результати 𝑅-матричних
розрахункiв процесiв розсiяння електронiв на ато-
мах чи iонах можна вважати справедливими тiль-
ки там, де цi канали закритi i вплив вiдповiдних
АIС малий. Очевидно, що з цiєї причини область
енергiй зiткнення, в котрiй можна користуватися
розкладами (12) та (13), буде обмежена. Альтер-
нативний пiдхiд, запропонований в наших працях
[6, 9, 11, 13, 21], ґрунтується на доповненнi дискре-
тного базису ΨΓ

𝐸 хвильовими функцiями псевдо-
станiв, якi iмiтують невраховану в першiй сумi роз-
кладу (13) частину дискретного та неперервного
спектрiв. Такий пiдхiд дозволяє доволi точно вра-
хувати поляризацiю мiшенi в полi налiтаючого еле-
ктрона, що особливо важливо при малих енергiях
зiткнення.

При конкретних розрахунках процесiв e +A-
розсiяння найбiльша частина машинного часу ви-
трачається на обчислення матричних елементiв у
рiвняннi (18) та дiагоналiзацiю самоспряженого
гамiльтонiана 𝐻𝑁+1 + 𝐿𝑁+1 у дискретному бази-
сi ΨΓ

𝑘 (13). Однак цю трудомiстку процедуру не-
обхiдно виконати лише один раз, пiсля чого 𝑅-
матрицю можна визначити за формулою (19) у
всьому дiапазонi енергiй. Енергетична залежнiсть
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𝑅-матрицi визначається тiльки енергетичним зна-
менником у формулi (19). Це дозволяє проводити
детальнi розрахунки в широкому енергетичному
iнтервалi з дрiбним кроком по енергiї, практично
здiйснити вихiд в комплексну площину енергiй для
розрахунку полюсiв 𝑅-матрицi i т.д.

Вибiр того чи iншого представлення (12), (13)
для хвильової функцiї зiткнення ΨΓ

𝐸 пов’язаний,
як правило, зi збiжнiстю, стiйкiстю i точнiстю об-
числень. При цьому точнiсть результатiв значною
мiрою залежить вiд вибору базисних функцiй 𝑢𝑗 .
Проведений в наших працях [6–13] аналiз основ-
них рiвнянь теорiї 𝑅-матрицi показує, що основнi
труднощi цього методу (зокрема, слабка збiжнiсть
розкладу (12)) можна обiйти, якщо замiсть бази-
су чисельних функцiй 𝑢𝑗 використовувати базиснi
сплайни 𝐵𝑖 з компактними носiями у внутрiшнiй
областi 𝑟 ≤ 𝑎. В практичних розрахунках викори-
стання 𝐵-сплайнiв як базисних функцiй 𝑢𝑗 значно
прискорює обчислювальний процес, забезпечуючи
при цьому необхiдну точнiсть сплайн-апроксимацiї
хвильових функцiй. Таким чином можна уникну-
ти необхiдностi введення в дiагональнi матричнi
елементи (19) так званих поправок Баттла [35].

Базиснi сплайни 𝐵𝑖 володiють властивостями,
немовби спецiально призначеними для вирiшення
обчислювальних проблем 𝑅-матричного методу.
Iдея застосування базисних сплайнiв 𝐵𝑖 в теорiї 𝑅-
матрицi пов’язана з кiлькома важливими момен-
тами. По-перше, математичну основу можливостi
використання 𝐵-сплайнiв як базисних функцiй 𝑢𝑗

становлять їх фiнiтнi властивостi. А саме, кожен
𝐵-сплайн має асоцiйований з 𝑅-матричним вiдрiз-
ком [0, a] однозначно визначений мiнiмальний ком-
пактний носiй, що вельми важливо для коректної
постановки задачi розсiяння у внутрiшнiй областi
0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎. По-друге, використання 𝐵-сплайнiв
як базисних функцiй 𝑢𝑗 аналогiчне розв’язанню
задачi e+ A-розсiяння на 𝑅-матричному вiдрiзку
[0, a], поза яким базиснi сплайни 𝐵𝑖 дорiвнюють
нулю. При цьому усi потенцiали взаємодiї, вклю-
чаючи прямий 𝑉𝑖𝑗 , обмiнний 𝑊𝑖𝑗 та кореляцiйний
𝑋𝑖𝑗 , проекцiюються на повний 𝐵-сплайновий базис
i тим самим природним чином ефективно обрiза-
ються при 𝑟 > 𝑎. I нарештi, по-третє, скiнчений
набiр 𝐵-сплайнiв утворює на вiдрiзку [0, a] пов-
ний базис. Ця властивiсть базисних сплайнiв 𝐵𝑖

дозволяє будувати оптимальнi компактнi розкла-
ди для радiальних орбiталей розсiяного електро-

на 𝐹Γ
𝑖𝛼 у виглядi скiнченних сум. А це, своєю чер-

гою, означає, що сплайн-представлення для рiзних
квантово-механiчних операторiв будуть мати силь-
но розрiджену стрiчкову структуру, що iстотно
спрощує обчислювальну схему методу 𝑅-матрицi.

Отже, сутнiсть описаної вище БСР-версiї мето-
ду 𝑅-матрицi полягає в тому, що в нiй: 1) радi-
альнi функцiї континууму 𝐹Γ

𝑖𝛼(𝑟) не ортогоналiзу-
ються з орбiталями мiшенi 𝑃𝑛𝑗 𝑙𝑗 (𝑟); 2) використо-
вуються залежнi вiд терму неортогональнi орбi-
талi та сплайн–представлення для базисних фун-
кцiй; 3) резонанснi ефекти враховуються без за-
лучення кореляцiйних функцiй 𝜒Γ

𝑖 . Таким чином,
в пропонованiй БСР-версiї методу 𝑅-матрицi мо-
жна обiйтись без будь-яких кореляцiйних функцiй
𝜒Γ
𝑖 або ж використовувати мiнiмально необхiдний

набiр таких функцiй для забезпечення повноти 𝑅-
матричного розкладу (13). Такий пiдхiд ґрунту-
ється на коректних розрахунках радiальних фун-
кцiй континууму 𝐹Γ

𝑖𝛼(𝑟) у внутрiшнiй областi 𝑟 ≤ 𝑎.
Використання неортогональних (щодо зв’язаних
орбiталей мiшенi 𝑃𝑛𝑗 𝑙𝑗 (𝑟)) хвильових функцiй кон-
тинууму 𝐹Γ

𝑖𝛼 позбавляє нас необхiдностi вводити в
другу суму розкладу (13) додатковий набiр коре-
ляцiйних функцiй, якi, як зазначалося вище, ча-
сто приводять до рiзних штучних ефектiв i, на-
приклад, до псевдорезонансiв, якi спостерiгаються
в результатах розрахункiв перерiзiв розсiяння. На
вiдмiну вiд стандартного методу 𝑅-матрицi [16,17],
в пропонованiй в наших працях [6–13, 21–26] БСР-
версiї цього методу радiальнi орбiталi мiшенi 𝑃𝑛𝑗 𝑙𝑗

оптимiзуються для кожного терму незалежно. Ви-
користання залежних вiд терму неортогональних
орбiталей забезпечує бiльш точний опис станiв мi-
шенi i дає змогу найбiльш повно врахувати такi
важливi фiзичнi ефекти, як валентнi i корвален-
тнi кореляцiї в атомах з незаповненими оболонка-
ми та релаксацiю квантової орбiти збудженого еле-
ктрона. Розробка концепцiї неортогональних орбi-
талей i встановлення їх ролi в розрахунках атом-
них структур та процесiв розсiяння в значнiй мiрi
були зробленi в працi [6], яка слугувала основою
при створеннi пакету прикладних програм [32].

3. Резонанси в розсiяннi
електронiв на атомi кальцiю

Розрахунки структури мiшенi i процесiв зiткне-
ння в данiй роботi виконанi аналогiчно нашим
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попереднiм розрахункам розсiяння електронiв на
нейтральному атомi кальцiю при низьких енер-
гiях зiткнення [6, 8, 36]. Розклад повної хвильо-
вої функцiї ΨΓ

𝛼(𝑋,𝑥𝑁+1) (𝑁 + 1)-електронної си-
стеми “атом +налiтаючий електрон” для кожної
комбiнацiї Γ ≡ (𝛾𝐿𝑆𝑀𝐿𝑀𝑆𝜋) здiйснюється за
набором iз 39 найнижчих спектроскопiчних ста-
нiв атома Са аж до 4𝑠8𝑠1𝑆. Точнi представлен-
ня хвильових функцiй мiшенi були отриманi на-
ми завдяки використанню в ab initio розрахун-
ках структури атома Са багатоконфiгурацiйного
методу Гартрi–Фока (БКГФ) з неортогональними
орбiталями та сплайн-представленнями для бази-
сних функцiй [37]. При цьому валентнi i корвален-
тнi кореляцiї враховувалися шляхом включення у
розклад станiв i псевдостанiв мiшенi (5) спецiаль-
них додаткових електронних конфiгурацiй зi збу-
дженим кором. Для з’ясування точностi визначе-
ння хвильових функцiй мiшенi, в нашiй попере-
днiй працi [6] були розрахованi енергiї зв’язку для
39 найнижчих спектроскопiчних станiв Са та сили
осциляторiв для найважливiших переходiв в ато-
мi кальцiю. Точнiсть розрахованих енергiй зв’яз-
ку виявилася близькою до точностi, досягнутої в
обширних БКГФ-обчисленнях [38], i даний опис
структури мiшенi є iстотно кращим у порiвняннi
з тими, що використовувалися в попереднiх роз-
рахунках стандартним методом 𝑅-матрицi [39–41].
Вiдхилення обчислених енергетичних рiвнiв вiд
рекомендованих значень NIST [42] загалом менше,
нiж 0,1 еВ. Результати розрахункiв сил осцилято-
рiв також добре узгоджуються з даними, рекомен-
дованими NIST [43].

Для розрахунку розсiяння в данiй працi вико-
ристовувався пакет прикладних програм BSR [32].
Особливостi застосування цього пакету до e + Са-
розсiяння описанi у працях [6, 7], а тут лише вiд-
значимо, що ми використовуємо залежнi вiд тер-
му неортогональнi орбiталi, якi оптимiзуються iн-
дивiдуально для рiзних станiв, що становлять iн-
терес. При цьому як зв’язанi орбiталi мiшенi, так
i орбiталi розсiяного електрона представляються
у виглядi розкладу за базисними сплайнами 𝐵𝑗 ,
заданими на скiнченному 𝑅-матричному iнтерва-
лi 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎. У розрахунках e + Са-розсiяння, як
i при обчисленнi зв’язаних станiв мiшенi, ми ви-
користовували 118 базисних сплайнiв 8-го поряд-
ку. 𝑅-матричний радiус був рiвним 𝑎 = 80𝑎0, де
𝑎0 = 0,529 · 10−10 м позначає радiус Бора.

Перейдемо безпосередньо до вивчення резонан-
сних явищ у зiткненнi повiльних електронiв з ато-
мами Са. При зiткненнi електронiв з нейтральни-
ми атомами ефекти вiртуального захоплення на-
лiтаючого електрона в незаповненi пiдоболонки
мiшенi приводять до характерних особливостей в
перерiзах пружного розсiяння i збудження побли-
зу порогiв нових енергетично закритих каналiв. Це
пояснюється такою обставиною. Поряд з прямим
потенцiальним збудженням iснує резонансне збу-
дження, пов’язане з утворенням i розпадом ква-
зiстацiонарних станiв системи “атом + налiтаючий
електрон”. Автоiонiзацiйний розпад таких станiв
вiд’ємного iона A− дає додатковий внесок у пере-
рiз збудження атома чи пружного розсiяння.

Як вiдомо, бiльшiсть реально iснуючих резо-
нансiв проявляється у багатоканальних системах
електрон-атомних взаємодiй. Втiм, багато якi iсто-
тнi риси явища резонансу виявляються i в бiльш
простiй, одноканальнiй ситуацiї. Саме з цiєї при-
чини ми розпочинаємо обговорення резонансiв з
одноканального випадку.

Розглянемо спочатку тi властивостi резонансної
парцiальної амплiтуди, на яких базуються тести,
що часто застосовуються для виявлення нестабiль-
них квазiстацiонарних станiв (резонансiв) у випад-
ку чисто пружного е + А-розсiяння i вiдсутностi
нерезонансного фону. Якщо мова йде про е+ А-
зiткнення при енергiях, близьких до резонансних,
то парцiальнi нерезонанснi хвилi порiвняно ма-
лi i основний внесок у повний перерiз розсiян-
ня спричиняє тiльки резонансна парцiальна хви-
ля. В експериментально вимiряному перерiзi буде
спостерiгатися рiзко виражений i приблизно симе-
тричний максимум. Наявнiсть його, взагалi кажу-
чи, є вказiвкою на можливiсть iснування деякого
резонансу.

У практичному фазовому аналiзi для виявлення
резонансiв знаходять фазовi зсуви 𝛿𝑙 або дiйсну i
уявну частини парцiальної амплiтуди при рiзних
значеннях енергiї. Для резонансної амплiтуди фа-
зовий зсув 𝛿𝑙𝑟 , що вiдповiдає кутовому моменту 𝑙𝑟,
дається виразом [44]

𝛿𝑙𝑟 = arctg

[︂
Γ

2(𝐸𝑟 − 𝐸)

]︂
. (25)

Унаслiдок такої залежностi вiд енергiї 𝐸 фазовий
зсув 𝛿𝑙𝑟 при резонансi (𝐸 = 𝐸𝑟) проходить че-
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рез значення 𝜋/2 i парцiальна амплiтуда стає чи-
сто уявною, а перерiз розсiювання досягає свого
максимального значення. Як показують наведенi
нижче конкретнi приклади розрахунку параметрiв
резонансiв, фазовий зсув 𝛿𝑙𝑟 швидко зростає на цi-
ле число 𝜋 поблизу значення енергiї 𝐸 = 𝐸𝑟.

На практицi зазвичай застосовується спосiб ви-
явлення резонансiв по швидкостi змiни парцiаль-
них фазових зсувiв [44]. У випадку чисто пружно-
го розсiяння без урахування внеску нерезонансно-
го фону швидкiсть змiни фазового зсуву (25) мо-
жна знайти, обчисливши його похiдну по енергiї 𝐸:

d𝛿𝑙𝑟
d𝐸

=
Γ/2

(𝐸 − 𝐸𝑟)2 + (Γ/2)2
. (26)

Таким чином, швидкiсть змiни фазового зсуву ма-
ксимальна при 𝐸 = 𝐸𝑟, що вказує на необхiднiсть
пошуку резонансу. Згiдно з формулою (26), шири-
на резонансу Γ пов’язана з максимальним значен-
ням похiдної d𝛿𝑙𝑟

d𝐸 спiввiдношенням

Γ = 2

(︂
d𝛿𝑙𝑟
d𝐸

|𝐸=𝐸𝑟

)︂−1

. (27)

Отже, щоб зробити висновок про iснування чи
вiдсутнiсть резонансних станiв з кутовим момен-
том 𝑙𝑟, необхiдно використовувати тести, вказанi
вище. Правда, цi тести легко i однозначно визна-
чають параметри резонансного стану тiльки в ду-
же рiдкiсному випадку чисто пружних резонансiв
i вiдсутностi нерезонансного фону. В загальному
ж випадку резонансiв, що виникають в непружнiй
областi взаємодiї i накладаються на нерезонансний
фон, вони не дозволяють однозначно визначити
положення i ширину резонансу. Таким чином, те-
сти, базованi на властивостях парцiальних амплi-
туд типу Брейта–Вiґнера, можуть дати лише пер-
шу, хоча й важливу, вказiвку на необхiднiсть про-
ведення бiльш детального аналiзу енергетичної за-
лежностi парцiальних перерiзiв для виявлення ре-
зонансної поведiнки.

В реальному випадку резонансна взаємодiя су-
проводжується нерезонансним фоном, який можна
врахувати, додавши до резонансної частини фазо-
вого зсуву 𝛿𝑙𝑟 (25) деяку постiйну фазу 𝛿0:

𝛿(𝐸) = 𝛿0 + 𝛿𝑙𝑟 = 𝛿0 + arctg

[︂
Γ

2(𝐸𝑟 − 𝐸)

]︂
. (28)

Величина 𝛿0 називається фоновим фазовим зсу-
вом. В припущеннi енергетичної незалежностi фо-
ну, ширину iзольованого резонансу Γ можна визна-
чити iз спiввiдношення (27).

Таким чином, поблизу резонансної енергiї 𝐸𝑟

повний фазовий зсув 𝛿(𝐸) = 𝛿0 + 𝛿𝑙𝑟 рiзко зростає
вiд значення 𝛿0 до значення 𝛿0 + 𝜋. Ми приймемо
це швидке збiльшення на 𝜋 функцiї 𝛿(𝐸) як визна-
чення резонансу з кутовим моментом 𝑙𝑟.

Перш нiж перейти до загального багатоканаль-
ного випадку зауважимо, що визначення за фор-
мулами (27), (28) положення 𝐸𝑟 i ширини Γ резо-
нансу зазвичай не становить проблеми, поки ре-
зонанс настiльки вузький, що фоновий фазовий
зсув 𝛿0 можна вважати сталим в межах ширини
резонансного рiвня в околi енергiї 𝐸𝑟. Однак для
бiльш широкого резонансу з малим часом життя
однозначне визначення його параметрiв може ста-
ти складною задачею. Cправа в тому, що в дiйсно-
стi фоновий фазовий зсув 𝛿0 не є сталим, а змi-
нюється (повiльно) зi змiною енергiї 𝐸. Тому то-
чне знаходження параметрiв широкого резонансу
потребує знання поведiнки функцiї 𝛿0(𝐸) в енер-
гетичному в iнтервалi порядку Γ бiля точки 𝐸𝑟:
𝐸𝑟 − Γ/2 ≤ 𝐸 ≤ 𝐸𝑟 + Γ/2.

Зазначимо також, що в розглянутiй вище про-
стiй резонанснiй моделi не враховуються, очеви-
дно, непружнi процеси (при яких мiшень перехо-
дить в збуджений стан або iонiзується). В той са-
мий час, бiльшiсть резонансiв негативних iонiв A−

виникають в областях, де вiдкрито бiльше одно-
го каналу. Крiм того, вони часто перекриваються
один з одним i розташованi поблизу порогiв, якi
накладають свої власнi обмеження на допусти-
му поведiнку фазових зсувiв. З часом стало зро-
зумiло, що для iнтерпретацiї бiльш широкого кола
резонансних явищ необхiдна багатоканальна тео-
рiя, яка застосовна, наприклад, для аналiзу e +A-
cистем з тiсно розташованими (що перекриваю-
ться) резонансами.

Iнформацiю про резонанси в багатоканально-
му випадку можна одержати iз дослiдження ана-
лiтичних властивостей 𝑆-матрицi в комплекснiй
площинi енергiї. Такий метод в принципi про-
стий, але вимагає великого об’єму обчислень, ко-
ли розглядається багатоканальна система з ве-
ликим числом резонансiв, що перекриваються.
Альтернативна можливiсть дослiдження резонан-
сiв ґрунтується на багатоканальному узагальненнi
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виразу [45]

Δ𝑡 = 2}
d𝛿

d𝐸
(29)

для часової затримки Δ𝑡 в одноканальному роз-
сiяннi порiвняно з часом, що витрачається на
вiльне проходження падаючих частинок. Вiдомо
[44, 45], що час затримки Δ𝑡 прямо пов’язаний з
𝑆-матрицею:

Δ𝑡 = −𝑖}
d

d𝐸
ln𝑆. (30)

Дане спiввiдношення узагальнюється на багатока-
нальний випадок введенням матрицi часу життя
[27–30]

𝑄 = 𝑖}𝑆
d𝑆†

d𝐸
= −𝑖}

d𝑆

d𝐸
𝑆† = 𝑄†(𝐸), (31)

де хрестик “†” позначає ермiтове спряження. Легко
помiтити, що у випадку пружного розсiяння, ко-
ли 𝑆 = exp(2𝑖𝛿), спiввiдношення (30) еквiвалентне
спiввiдношенню (29). Для багатоканального роз-
сiяння дiагональнi елементи 𝑄𝑖𝑖 𝑄-матрицi є дiй-
сними i мають фiзичний змiст часової затримки,
усередненої за всiма можливими вихiдними кана-
лами, включаючи i вхiдний канал 𝑖.

Матриця 𝑄 вперше була введена Смiтом [46], в
лiтературi її найчастiше називають матрицею ча-
сової затримки. Iз означення 𝑄-матрицi (31) ви-
дно, що вона ермiтова, i тому її власнi значення
𝑞𝑖 дiйснi. Їх сума, що дорiвнює слiду Tr𝑄 матрицi
𝑄, пов’язана iз сумою власних фаз 𝛿(𝐸) спiввiд-
ношенням

2}
d𝛿

d𝐸
= Tr𝑄(𝐸) ≡

∑︁
𝑖

𝑄𝑖𝑖(𝐸) =
∑︁
𝑖

𝑞𝑖(𝐸). (32)

Канали, що визначаються власними векторами 𝑄-
матрицi, будемо називати далi власними канала-
ми по вiдношенню до 𝑄-матрицi, або, коротко, 𝑄-
власними каналами. Вiдмiтною особливiстю ма-
трицi часової затримки 𝑄 є те, що для iзольованого
резонансу з фоновою 𝑆-матрицею, незалежною вiд
енергiї 𝐸, лише ненульове власне значення має ло-
ренцiвську форму 𝐿(𝐸) [28]. Iншими словами, тiль-
ки 𝑄-власний канал, що вiдповiдає цьому лорен-
цiвському власному значенню, асоцiюється з резо-
нансом, а всi iншi 𝑄-власнi канали незалежнi вiд
резонансу асимптотично.

Цей результат був поширений в [29] на резонан-
си, що перекриваються. Коли енергетичнi дiапазо-
ни двох резонансiв перекриваються один з одним i
фонова 𝑆-матриця не залежить вiд 𝐸, два власних
значення {𝑞𝑖(𝐸), 𝑖 = 1, 2} 𝑄-матрицi мають два ло-
ренцiвськi профiлi, якi уникають один одного ли-
ше поблизу їх точок перетину. Їх сума є просто
сумою двох лоренцiанiв. Всi iншi власнi значен-
ня дорiвнюють нулю. Це означає, що тiльки два
𝑄-власнi канали асоцiюються з резонансами, а всi
iншi 𝑄-власнi канали не пов’язанi з резонансами
асимптотично.

Нарештi, доведена в [30, 31] теорема узагаль-
нює цей (останнiй) результат на випадок 𝑁 ре-
зонансiв, що перекриваються: тiльки 𝑁 власних
значень 𝑄-матрицi є вiдмiнними вiд нуля i про-
являють 𝑁 лоренцiвських профiлiв, якi уникають
один одного поблизу їх точок перетину, доводя-
чи таким чином, що фонова 𝑆-матриця є незале-
жною вiд енергiї 𝐸. Будь-який з резонансiв, що
перекриваються, може розпадатися тiльки в 𝑁 𝑄-
власних каналiв, якi вiдповiдають цим власним
значенням, i в жодний iнший з 𝑄-власних кана-
лiв. Таким чином, набiр 𝑄-власних каналiв можна
роздiлити на “простiр резонансних каналiв”, тоб-
то пiдмножину з 𝑁 𝑄-власних каналiв, асоцiйова-
них з резонансами, i його асимптотичне доповнен-
ня, яке не пов’язане з резонансами i являє собою
нерезонансний фон.

Вiдповiдно до сформульованої вище теореми
одноканальнi формули Брейта–Вiґнера (26) та (28)
слiд замiнити (в разi бiльше одного резонансу,
що можуть перекриватися) на вiдповiднi багатока-
нальнi формули для суми власних фаз 𝛿(𝐸) i слiду
Tr𝑄 𝑄-матрицi:

𝛿(𝐸) =

𝑁∑︁
𝜈=1

arctg
Γ𝜈/2

𝐸𝜈 − 𝐸
+ 𝛿𝑏(𝐸), (33)

Tr𝑄(𝐸) =

𝑁∑︁
𝜈=1

𝐿𝜈(𝐸) + 2}
d𝛿𝑏(𝐸)

d𝐸
≡

≡
𝑁∑︁

𝜈=1

}Γ𝜈

(𝐸 − 𝐸𝜈)2 + (Γ𝜈/2)2
+ 2}

d𝛿𝑏(𝐸)

d𝐸
. (34)

Тут 𝐸𝜈 позначає положення 𝜈-го резонансу, а Γ𝜈 –
його ширину. Внеску резонансiв, що перекриваю-
ться, вiдповiдає тепер сума 𝑁 доданкiв, кожен з
яких має типову резонансну форму (див. формули
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(25) та (26)); водночас доданок 𝛿𝑏(𝐸) включає су-
му фонових власних фаз. При цьому слiд Tr𝑄(𝐸)
𝑄-матрицi є простою суперпозицiєю лоренцiвських

Таблиця 1. Перелiк можливих
термiв непарних станiв iона Ca−

в областi енергiй до ∼4,3 еВ

Конфiгурацiя Можливi терми
Кiлькiсть

a b

4𝑠4𝑝[3𝑃 ]3𝑑 4,2𝑃 , 4,2𝐷, 4,2𝐹 o 6 6
4𝑠3𝑑[3𝐷]4𝑝 4,2𝑃 , 4,2𝐷, 4,2𝐹 o 6 4
4𝑠3𝑑[1𝐷]4𝑝 2𝑃 , 2𝐷, 2𝐹 o 3 2
4𝑠4𝑝[1𝑃 ]3𝑑 2𝑃 , 2𝐷, 2𝐹 o 3 3
4𝑠4𝑝[1𝑃 ]4𝑑 2𝑃 , 2𝐷, 2𝐹 o 3 1
4𝑠5𝑠[3𝑆]5𝑝 4,2𝑃 o 2 2
4𝑠5𝑠[3𝑆]6𝑝 4,2𝑃 o 2 2
4𝑠5𝑠[3𝑆]4𝑓 4,2𝐹 o 2 2
4𝑠5𝑠[1𝑆]5𝑝 2𝑃 o 1 1
4𝑠5𝑠[1𝑆]4𝑓 2𝐹 o 1 1

Всього 29 24

а – кiлькiсть можливих термiв даної конфiгурацiї.
b – кiлькiсть iдентифiкованих термiв даної конфiгурацiї.

Таблиця 2. Перелiк можливих
термiв парних станiв iона Ca−

в областi енергiй до ∼4,3 еВ

Конфiгурацiя Можливi терми
Кiлькiсть

a b

4𝑠23𝑑 2𝐷 1 1
4𝑠4𝑝2[3𝑃 ] 4,2𝑃 , 2𝐷, 2𝑆 4 4
4𝑠4𝑝[3𝑃 ]4𝑓 4,2𝐷, 4,2𝐹 , 4,2𝐺 6 5
4𝑠3𝑑[3𝐷]5𝑠 4,2𝐷 2 2
4𝑠3𝑑2 2𝑆, 4,2𝑃 , 2𝐷, 4,2𝐹 , 2𝐺 7 4
4𝑠4𝑝[1𝑃 ]4𝑓 2𝐷, 2𝐹 , 2𝐺 3 3
4𝑠3𝑑[3𝐷]4𝑑 4,2𝑆, 4,2𝑃 , 4,2𝐷, 4,2𝐹 , 4,2𝐺 10 4
4𝑠3𝑑[1𝐷]4𝑑 2𝑆, 2𝑃 , 2𝐷, 2𝐹 , 2𝐺 5 4
4𝑠5𝑠2[1𝑆] 2𝑆 1 1
4𝑠5𝑠[3𝑆]4𝑑 4,2𝐷 2 2
4𝑠5𝑠[1𝑆]6𝑠 2𝑆 1 1
4𝑠5𝑠[1𝑆]4𝑑 2𝐷 1 1

Всього 43 32

а – кiлькiсть можливих термiв даної конфiгурацiї.
b – кiлькiсть iдентифiкованих термiв даної конфiгурацiї.

кривих 𝐿𝜈(𝐸) за винятком зазвичай малого нере-
зонансного фону. Припускаючи, що при енергiях
в околi величини 𝐸𝜈 = 𝐸𝑟 важлива лише одна
власна фаза, тобто резонанс є iзольованим, мо-
жна знехтувати пiдсумовуванням в спiввiдношеннi
(33) i одержати формулу (28) для одноканального
розсiяння.

При практичному застосуваннi описаної ви-
ще концепцiї “простору резонансних каналiв” до
процесiв e +Ca-зiткнення чiтко видiляється ряд
етапiв:

1. Резонанснi стани можуть розпадатися в будь-
який вiдкритий канал спiльної симетрiї. Вони та-
кож можуть розпадатися в будь-якi власнi ка-
нали, що визначаються шляхом дiагоналiзацiї 𝑆-
матрицi. Однак вiдомо, що iзольований резонанс
може розпадатися лише в один (окремий) iз вла-
сних каналiв, який визначається шляхом дiагона-
лiзацiї матрицi часової затримки (31). Цьому видi-
леному 𝑄-власному каналу вiдповiдає власне зна-
чення, залежнiсть якого вiд енергiї 𝐸 має форму
лоренцiана 𝐿𝜈(𝐸).

2. Оскiльки налiтаючий електрон може при змiнi
енергiї захопитися мiшенню в будь-який можливий
автовiдривний стан (АВС) негативного iона Са−,
то резонанси в перерiзах e +Ca-розсiяння розта-
шовуються групами в областi енергiй перед вiд-
криттям наступного непружного каналу. Це до-
зволяє висловити деякi загальнi мiркування з при-
воду розпаду можливих автовiдривних станiв, що
вiдповiдають певнiй конфiгурацiї вiд’ємного iона
Сa− i збiгаються до порога збудження одного з
близько розташованих станiв атома Ca. Кожний
автовiдривний стан вiд’ємного iона Са− володiє,
поряд з iншими своїми характеристиками, певною
парнiстю. Розпад таких станiв може здiйснювати-
ся по тому чи iншому каналу зi збереженням пар-
ностi. Тому в табл. 1 та 2 систематизованi у вiдпо-
вiдностi з парностями можливi автовiдривнi стани
вiд’ємного iона Са−, якi будуть об’єктами нашого
подальшого дослiдження.

3. Визначенi в цьому роздiлi власнi фази 𝛿𝛼
являють собою по сутi фази дiагональних еле-
ментiв 𝑆-матрицi (див. [31]), яка пов’язана з 𝐾-
матрицею (матриця реактанса) спiввiдношенням
(24). Цей зв’язок дозволяє проводити обчислення
фаз 𝛿𝛼 в рамках описаної в роздiлi 1 БСР-версiї
методу 𝑅-матрицi, використовуючи пакет прикла-
дних програм RESFIT [47]. При аналiзi структу-
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ри резонансiв ця програма дозволяє вiдтворити на
кiлькiсно коректному рiвнi лоренцiвський профiль
похiдної в областi резонансних енергiй. При цьо-
му 𝐾-матриця пiдганяється до аналiтичної фор-
ми, яка мiстить iнформацiю про положення i ши-
рину резонансу, а також фонову 𝐾-матрицю. Ре-
зультати таких розрахункiв суми власних фаз 𝛿𝛼
i її похiдної по енергiї d𝛿(𝐸)/d𝐸, положень та ши-
рин резонансiв в IП e + Са-розсiяння наведено на
рис. 1 та в табл. 3, 4 i 5 вiдповiдно. Три зiрочки
*** в передостаннiх стовпцях табл. 3 i 4 припи-
суються найiмовiрнiшим (тобто достовiрно вста-
новленим у наших розрахунках) резонансам (див.
табл. 5), для яких величина стрибка фазового зсу-

Таблиця 3. Положення 𝐸𝑟 i ширини Γ

можливих резонансiв непарних станiв
в iнтегральних перерiзах e+Са-розсiяння
в областi енергiй до ∼4,3 еВ

𝐸𝑟, еВ Γ, МeB

Ступiнь
достовiрностi

виявлених
резонансних
станiв Ca−

Ймовiрна
класифiкацiя

1,893 0,2 ** 4𝑠4𝑝[3𝑃 ]3𝑑[2𝑃 o]

1,922 40 * 4𝑠4𝑝[3𝑃 ]3𝑑[2𝐷o]

1,93 39 * 4𝑠4𝑝[3𝑃 ]3𝑑[2𝐹 o]

2,121 59 *** 4𝑠4𝑝[3𝑃 ]3𝑑[4𝐹 o]

2,251 140 *** 4𝑠3𝑑[3𝐷]4𝑝[2𝐷o]

2,48 128 ** 4𝑠4𝑝[3𝑃 ]3𝑑[4𝑃 o]

2,523 13 *** 4𝑠4𝑝[3𝑃 ]3𝑑[4𝐷o]

2,532 14 ** 4𝑠3𝑑[1𝐷]4𝑝[2𝐷o]

2,533 16 * 4𝑠3𝑑[3𝐷]4𝑝[2𝐹 o]

2,533 18 * 4𝑠3𝑑[3𝐷]4𝑝[4𝐹 o]

2,534 24 * 4𝑠3𝑑[3𝐷]4𝑝[4𝑃 o]

2,719 16 ** 4𝑠4𝑝[1𝑃 ]3𝑑[2𝐷o]

2,723 18 ** 4𝑠3𝑑[1𝐷]4𝑝[2𝐹 o]

2,797 116 ** 4𝑠4𝑝[1𝑃 ]3𝑑[2𝐹 o]

2,93 1 * 4𝑠4𝑝[1𝑃 ]3𝑑[2𝑃 o]

2,967 45 * 4𝑠4𝑝[1𝑃 ]4𝑑[2𝐹 o]

3,826 16 *** 4𝑠5𝑠[3𝑆]5𝑝[4𝑃 o]

3,877 7 *** 4𝑠5𝑠[3𝑆]5𝑝[2𝑃 o]

3,914 5 ** 4𝑠5𝑠[3𝑆]6𝑝[4𝑃 o]

3,967 40 ** 4𝑠5𝑠[3𝑆]4𝑓 [2𝐹 o]

3,977 97 * 4𝑠5𝑠[3𝑆]4𝑓 [4𝐹 o]

4,059 42 * 4𝑠5𝑠[3𝑆]6𝑝[2𝑃 o]

4,132 4 * 4𝑠5𝑠[1𝑆]5𝑝[2𝑃 o]

4,201 56 ** 4𝑠5𝑠[1𝑆]4𝑓 [2𝐹 o]

Рис. 1. Приклад резонансiв, що перекриваються в e+Са-
розсiяннi. Парцiальнi внески 2𝐷e-хвилi в iнтегральнi пере-
рiзи пружного e+Са-розсiяння в 4𝑠2 1𝑆- i 4𝑠4𝑝3𝑃 o-станах
Са та збудження переходу 4𝑠2 1𝑆 − 4𝑠4𝑝3𝑃 o (а). Енерге-
тична залежнiсть суми власних фаз 𝛿(𝐸) для парцiальної
2𝐷e-хвилi (b). Енергетична залежнiсть похiдної d𝛿(𝐸)/d𝐸

вiд суми власних фаз 𝛿(𝐸) в областi перекриття резонансiв
4𝑠4𝑝[3𝑃 ]4𝑓 2𝐷 та 4𝑠4𝑝2 2𝐷 (c). Лоренцiвськi профiлi похi-
дних вiд власних фаз (лiнiї 1) та їх суми (лiнiя 2) у випадку
двох резонансiв 4𝑠4𝑝[3𝑃 ]4𝑓 2𝐷 та 4𝑠4𝑝2 2𝐷, що перекрива-
ються (d)

ву при проходженнi через резонанс (𝐸 = 𝐸𝑟) при-
ймає значення iз iнтервалу 0,65𝜋 ≤ 𝛿𝛼 ≤ 𝜋. Якщо
ж значення величини стрибка фазового зсуву при
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проходженнi через резонанс лежить в iнтервалi
𝜋/2 < 𝛿𝛼 < 0,65𝜋, то можливим (досить ймовiр-
ним) резонансним станам Са− ми призначаємо двi
зiрочки **. Очевидно, що в цьому разi iснування
резонансних станiв Са− не можна встановити без
залучення додаткової iнформацiї, наприклад, iн-

Таблиця 4. Положення 𝐸𝑟 i ширини
Γ можливих резонансiв парних станiв
в iнтегральних перерiзах e +Са-розсiяння
в областi енергiй до ∼4,3 еВ

𝐸𝑟, еВ Γ, МeB

Ступiнь
достовiрностi

виявлених
резонансних
станiв Ca−

Ймовiрна
класифiкацiя

1,193 700 *** 4𝑠23𝑑[2𝐷]

1,899 12 ** 4𝑠4𝑝2[3𝑃 ][4𝑃 ]

1,899 12 ** 4𝑠4𝑝2[3𝑃 ][2𝑃 ]

1,901 14 ** 4𝑠4𝑝[3𝑃 ]4𝑓 [2𝐷]

1,903 17 ** 4𝑠4𝑝[3𝑃 ]4𝑓 [4𝐷]

1,957 97 * 4𝑠4𝑝[3𝑃 ]4𝑓 [4𝐹 ]

1,966 113 * 4𝑠4𝑝[3𝑃 ]4𝑓 [2𝐹 ]

1,975 65 * 4𝑠4𝑝[3𝑃 ]4𝑓 [2𝐺]

2,004 122 ** 4𝑠4𝑝2[2𝐷]

2,075 246 ** 4𝑠4𝑝2[2𝑆]

2,524 1 * 4𝑠3𝑑[3𝐷]5𝑠[2𝐷]

2,524 0,3 * 4𝑠3𝑑[3𝐷]5𝑠[4𝐷]

2,556 39 * 4𝑠3𝑑2[3𝐹 ][4𝐹 ]

2,558 53 * 4𝑠3𝑑2[3𝐹 ][2𝐹 ]

2,559 40 * 4𝑠3𝑑2[3𝑃 ][2𝑃 ]

2,56 44 * 4𝑠3𝑑2[1𝐺][2𝐺]

2,718 126 * 4𝑠4𝑝[1𝑃 ]4𝑓 [2𝐷]

2,743 33 * 4𝑠4𝑝[1𝑃 ]4𝑓 [2𝐹 ]

2,75 45 * 4𝑠4𝑝[1𝑃 ]4𝑓 [2𝐺]

2,833 256 * 4𝑠3𝑑[3𝐷]4𝑑[2𝑃 ]

2,938 12 ** 4𝑠3𝑑[1𝐷]4𝑑[2𝑃 ]

3,018 141 * 4𝑠3𝑑[3𝐷]4𝑑[2𝐺]

3,019 102 ** 4𝑠3𝑑[3𝐷]4𝑑[2𝐹 ]

3,208 1029 * 4𝑠3𝑑[3𝐷]4𝑑[4𝐹 ]

3,386 369 ** 4𝑠3𝑑[1𝐷]4𝑑[2𝐺]

3,414 1462 ** 4𝑠3𝑑[1𝐷]4𝑑[2𝐹 ]

3,659 101 *** 4𝑠3𝑑2[1𝑆][2𝑆]

3,875 3 *** 4𝑠5𝑠2[1𝑆][2𝑆]

3,917 4 *** 4𝑠5𝑠[3𝑆]4𝑑[2𝐷]

3,928 15 ** 4𝑠5𝑠[3𝑆]4𝑑[4𝐷]

4,099 3 *** 4𝑠5𝑠[1𝑆]6𝑠[2𝑆]

4,143 11 *** 4𝑠5𝑠[1𝑆]4𝑑[2𝐷]

формацiї про резонансну поведiнку перерiзу роз-
сiяння поблизу енергiї 𝐸 = 𝐸𝑟. Якщо ж значен-
ня величини стрибка фазового зсуву лежить в iн-
тервалi 0 < 𝛿𝛼 < 𝜋/2, то можливим станам Са−
ми призначаємо позначку *. У цьому останньому
випадку iснують такi стани вiд’ємного iона Са−,
якi не призводять до будь-якого спостережувано-
го резонансного (фiзичного) ефекту. Порiвнюючи
данi табл. 3–5, можна зробити висновок про те, що
в енергетичному iнтервалi вiд порога реакцiї i до
4,3 еВ iз 29 можливих (для вибраних конфiгура-
цiй) непарних станiв iона Са− знайшли пiдтвер-
дження у наших розрахунках 24 стани (83% ), а iз
43 можливих парних станiв – 32 стани (74% ). Саме
множиннiсть виявлених резонансiв i призводить
до їх помiтного внеску в перерiз e+ Ca-розсiяння,
тодi як ширина бiльшостi резонансiв (див. табл. 3–
5) доволi мала.

4. Для багатоелектронних систем типу Са суттє-
ву роль в e+ Са-розсiяннi вiдiграють нецентраль-
нi взаємодiї мiж зовнiшнiми (зв’язаними) електро-
нами Са, а також їх взаємодiї з налiтаючим еле-
ктроном. В таких системах спостерiгаються серiї
резонансiв з однаковими повним кутовим момен-
том i парнiстю, що збiгаються до порога збудже-
ння одного з близько розташованих станiв атома
Ca. Це продемонстровано в табл. 3 та 4, де пред-
ставлено параметри (положення 𝐸𝑟 i ширини Γ)
резонансiв в IП e + Са-розсiяння, окремо для пар-
них i непарних автовiдривних станiв вiд’ємного iо-

Таблиця 5. Положення 𝐸𝑟 i ширини
Γ достовiрно встановлених резонансiв
в iнтегральних перерiзах e +Са-розсiяння
в областi енергiй до ∼4,3 еВ

Енергiя Ширина Зсув Класифiкацiя
𝐸𝑟, eB Γ, меВ фази, 𝜋

1,193 700 0,83 4𝑠23𝑑 2𝐷

2,121 59 0,83 4𝑠4𝑝[3𝑃 ]3𝑑4𝐹 o

2,251 140 0,84 4𝑠3𝑑[3𝐷]4𝑝2𝐷o

2,523 13 0,85 4𝑠4𝑝[3𝑃 ]3𝑑4𝐷o

3,659 101 0,72 4𝑠3𝑑[1𝐷]4𝑑2𝑆

3,826 16 0,9 4𝑠5𝑠[3𝑆]5𝑝4𝑃 o

3,875 3 0,98 4𝑠5𝑠2 2𝑆

3,877 7 0,96 4𝑠5𝑠[3𝑆]5𝑝2𝑃 o

3,917 4 0,77 4𝑠5𝑠[3𝑆]4𝑑2𝐷

4,099 3 0,86 4𝑠5𝑠[1𝑆]6𝑠2𝑆

4,143 11 0,67 4𝑠5𝑠[1𝑆]4𝑑2𝐷
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на Са−. В останньому стовпцi табл. 3–5 наведе-
на наглядна схема пропонованої нами класифiка-
цiї виявлених резонансiв у дiапазонi енергiй налi-
таючого електрона 1,893–4,3 еВ. Iз табл. 3–5 ви-
дно, що у вказаному енергетичному iнтервалi ре-
зонанси розташованi дуже близько один до одного
i бiльшiсть з них доволi вузькi.

5. Детальнi розрахунки власних значень 𝑄-
матрицi визначають число 𝑁 лоренцiвських про-
фiлiв 𝐿𝜈(𝐸), якi необхiдно включити в форму-
лу (34) для точного обчислення слiду Tr𝑄(𝐸) 𝑄-
матрицi. При наявностi iзольованого вузького ре-
зонансу з великим часом життя сума всiх вла-
сних фаз 𝛿(𝐸) добре описується однорiвневою фор-
мулою Брейта–Вiґнера (28) i рiзко збiльшується
майже на 𝜋 радiан в малому околi резонансної
енергiї 𝐸 = 𝐸𝑟. Останнiм часом часто застосо-
вується спосiб виявлення резонансiв по швидкостi
змiни парцiальних фазових зсувiв [31]. При цьо-
му було виявлено, що похiдна d𝛿(𝐸)/d𝐸 вiд суми
власних фаз 𝛿(𝐸) по енергiї 𝐸 є бiльш iнформа-
тивною характеристикою для аналiзу резонансних
особливостей, нiж сама сума власних фаз 𝛿(𝐸). Це
має як практичнi, так i фiзичнi аспекти. З одно-
го боку, в похiднiй d𝛿(𝐸)/d𝐸 резонанси бiльш чi-
тко виокремлюються, нiж в самiй сумi власних
фаз 𝛿(𝐸). З iншого боку, похiдна d𝛿(𝐸)/d𝐸 без-
посередньо пов’язана з часом життя резонансно-
го стану, що допускає прозору фiзичну iнтерпре-
тацiю. Крiм того, слiд 𝑄-матрицi, як i похiдна
d𝛿(𝐸)/d𝐸 вiд суми власних фаз 𝛿(𝐸), мають ло-
ренцiвський профiль в областi резонансних енер-
гiй, який можна вiдтворити на кiлькiсному рiвнi
засобами OriginPro 7,0. Графiчна iлюстрацiя до
сказаного представлена також на рис. 1, де наве-
денi основнi кроки аналiзу структури резонансних
особливостей в IП e + Са-розсiяннi при енергiях
1,901 та 2,004 еВ для 2𝐷e-хвилi. Параметри резо-
нансiв (положення 𝐸𝜈 i ширини Γ𝜈), добутi iз ана-
лiзу енергетичної залежностi похiдної d𝛿(𝐸)/d𝐸
поблизу порогiв збудження атомних рiвнiв, наве-
денi в табл. 3 для непарних станiв i в табл. 4 для
парних станiв.

Практичний висновок iз сказаного вище такий:
першi вказiвки на iснування резонансiв слiд шу-
кати в енергетичних залежностях не тiльки пере-
рiзiв розсiяння, а й суми власних фаз 𝛿(𝐸) в око-
лi резонансної енергiї 𝐸𝑟. В загальному випадку
багатоканального розсiяння бiльш повну iнформа-

цiю стосовно параметрiв резонансiв (𝐸𝜈 , Γ𝜈) мо-
жна одержати iз аналiзу похiдної d𝛿(𝐸)/d𝐸 вiд
суми власних фаз 𝛿(𝐸) по енергiї 𝐸 (при аналiзi
таких резонансiв “одноканальнi” формули Брейта–
Вiґнера (26) i (28) замiнюються на вiдповiднi “ба-
гатоканальнi” формули (33) i (34)).

Для iлюстрацiї загальних положень, сформульо-
ваних вище, на рис. 1 ми наводимо також приклад
двох можливих резонансiв, що перекриваються,
при енергiях 1,901 та 2,004 eВ. Зокрема, на рис. 1, b
зображена енергетична залежнiсть суми власних
фаз (в одиницях 𝜋 радiан) в 2𝐷e-хвилi пружного
e +Ca-розсiяння в станах 4𝑠2 1𝑆 i 4𝑠4𝑝3𝑃 o та збу-
дження переходу 4𝑠2 1𝑆 − 4𝑠4𝑝3𝑃 o. В процесi зi-
ткнення налiтаючий електрон i атом Ca можуть
утворити при енергiях 1,901 та 2,004 eВ квазiзв’я-
зану систему Ca− в станах 4𝑠4𝑝[3𝑃 ]4𝑓 2𝐷 та 4𝑠4𝑝2
2𝐷 вiдповiдно.

Лоренцiвськi профiлi, якi вiдповiдають резо-
нансам 4𝑠4𝑝[3𝑃 ]4𝑓 2𝐷 та 4𝑠4𝑝2 2𝐷 i показа-
нi на рис. 1, d лiнiями 1, одержанi шляхом
лоренц-пiдгонки похiдних вiд власних фаз у 2𝐷e-
парцiальнiй хвилi. Резонанснi пiки на цих кривих
при енергiях 1,901 та 2,004 еВ (див. рис. 1, d) роз-
несенi помiтно один вiд одного. Результуюча кри-
ва процедури лоренц-пiдгонки енергетичної зале-
жностi похiдної d𝛿(𝐸)/d𝐸 вiд суми власних фаз
𝛿(𝐸) для двох вказаних резонансiв зображена на
рис. 1, d лiнiєю 2. Положення i ширини лоренцi-
анiв пiдгонки вiдповiдають положенням та шири-
нам вiдповiдних резонансiв в IП e + Са-розсiяння,
обчислених в наближеннi BSR39 i позначених на
рис. 1, a–d квадратиками (�).

Для розрахунку власних фаз 𝛿𝛼 використову-
вався пакет прикладних програм RESFIT [47], а
енергiї власних станiв 4𝑠4𝑝[3𝑃 ]4𝑓 2𝐷 та 4𝑠4𝑝2 2𝐷
обчислювалися шляхом дiагоналiзацiї гамiльтонi-
ана системи e+ Ca. В дiапазонi енергiй зiткнення
1,892–2,075 еВ сума власних фаз рiзко зростає, як
це показано на рис. 1, b. При цьому 2𝐷-парцiальнi
перерiзи пружного розсiяння електрона на атомi
Са в метастабiльному станi 4𝑠4𝑝 3𝑃 𝑜 та збуджен-
ня переходу 4𝑠2 1𝑆 − 4𝑠4𝑝 3𝑃 o досягають своїх ма-
ксимальних значень (див. рис. 1, a) при енергiях
1,901 та 2,004 еВ вiдповiдно. Зазначимо також, що
в областi резонансу власна фаза стану 4𝑠4𝑝[3𝑃 ]4𝑓
2𝐷 проходить точку 𝛿 = 𝜋/2 з бiльшою похiдною
по енергiї d𝛿(𝐸)/d𝐸, нiж власна фаза стану 4𝑠4𝑝2
2𝐷, що чiтко видно iз рис. 1, c, d.
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4. Парцiальнi та iнтегральнi перерiзи
розсiяння електронiв на атомi кальцiю
в областi енергiй до 4,3 eB

В принципi результати трьох останнiх роздiлiв да-
ють все необхiдне для детального аналiзу проце-
сiв (пружного й непружного) розсiяння повiль-

a

b

c
Рис. 2. Iнтегральнi перерiзи пружного e+Ca-розсiяння i
збудження станiв 4𝑠4𝑝 3𝑃 o та 3𝑑4𝑠 3𝐷e атома Ca (жирна су-
цiльна лiнiя). Внески в IП e+ Ca-розсiяння вiд парцiальних
хвиль: 2𝑆e (......), 2𝑃 o (–), 2𝐷e (-..-) та 2𝐹 o (- - -). Вертикальнi
тонкi лiнiї вказують на пороги збудження станiв атома Ca

них електронiв на атомi Ca. Отриманi в БСР-
наближеннi результати розрахунку iнтегральних
перерiзiв пружного e +Ca-розсiяння i збудження
станiв 4𝑠4𝑝 3𝑃 o, 3𝑑4𝑠 3𝐷e, 3𝑑4𝑠 1𝐷e, 4𝑠4𝑝 1𝑃 o та
4𝑠5𝑠 3𝑆e атома Са електронним ударом в дiапазо-
нi енергiй зiткнення до 4,3 еВ показанi на рис. 2 i
3. У вiдповiдних вiкнах цих рисункiв наведено та-
кож внески в IП згаданих процесiв вiд 2𝑆e-, 2𝑃 o-,
2𝐷e- та 2𝐹 o-парцiальних хвиль. Вертикальнi тонкi
лiнiї на цих рисунках вказують на пороги збуджен-
ня станiв атома Ca. Iз рисункiв видно, що поблизу
цих порогiв спостерiгаються особливостi типу то-
чки загострення.

Як видно з рис. 2, b, c та рис. 3, a, b, c, збуджен-
ня стану 4𝑠4𝑝 3𝑃 o дає основний непружний внесок
у повний перерiз e +Са-розсiяння при енергiях 2–
2,4 еВ. При енергiях вище 2,5 еВ, домiнуючий вне-
сок в IП спричинений збудженням стану 3𝑑4𝑠 3𝐷e,
у той час як внески вiд збудження рiвнiв 3𝑑4𝑠 1𝐷e

та 4𝑠5𝑠 3𝑆e порiвняно малi. Нарештi, при бiльш
високих енергiях (𝐸 > 4,3 еВ), не показаних на
рис. 2 i 3, основний непружний внесок у повний пе-
рерiз забезпечує сильне дипольне збудження рiвня
4𝑠4𝑝 1𝑃 o.

Наведенi на рис. 2, а 2𝑆e-, 2𝑃 o-, 2𝐷e- та 2𝐹 o-
парцiальнi перерiзи дозволяють визначити похо-
дження характерних структур у перерiзi пружного
е +Са-розсiяння. Плавнi максимуми в 2𝑆e- та 2𝑃 o-
симетрiях не можна ототожнювати з резонансами,
а натомiсть зумовленi швидкими змiнами фазових
зсувiв в 𝑠- i 𝑝-хвилях при низьких енергiях. Сумi-
сна дiя короткодiючого обмiнного вiдштовхування
i далекодiючого притягання (пропорцiйного 𝑟−4),
зумовленого поляризацiєю атома Ca в полi налi-
таючого електрона, породжує ефект Рамзауера–
Таунсенда, який здавна становить iнтерес для низ-
ки спектроскопiчних застосувань [34, 48] i призво-
дить до сильно немонотонної (тобто нерегулярної)
залежностi перерiзу e +Ca-розсiяння вiд енергiї зi-
ткнення 𝐸. При цьому фазовий зсув для 𝑠-хвилi
проходить через нуль при 𝐸 = 0,07 еВ, де 2𝑆-
парцiальний перерiз якраз i спричиняє мiнiмум
Рамзауера–Таунсенда в перерiзi пружного e + Ca-
розсiяння. Однак, домiнуючий пiк при 1,193 еВ во-
чевидь зумовлений резонансом в 2𝐷-парцiальному
перерiзi, який однозначно можна iдентифiкувати
як резонанс форми 4𝑠23𝑑 2𝐷. Фазовий зсув в цьому
енергетичному дiапазонi дiйсно змiнюється майже
на 0,83𝜋. На рис. 2, а видно також невеликий пiк
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при бiльш високих енергiях мiж порогами збудже-
ння 4𝑠4𝑝 3𝑃 o та 3𝑑4𝑠 3𝐷. Юань i Лiн [40] в рамках
стандартного 𝑅-матричного методу iдентифiкува-
ли цей пiк як 4𝑠4𝑝2 2𝐷-резонанс. З iншого боку, на-
шi результати не вказують на чiткий зв’язок цього
пiка з резонансом. Фазовий зсув у 𝑑-хвилi в цiй
областi справдi розпочинає зростати як i для ре-
ального резонансу, але на порозi 3𝑑4𝑠 3𝐷 𝑑-фаза
починає швидко спадати, даючи загальний при-
рiст тiльки 𝜋/4 в областi максимуму. Схоже, що
цей можливий (гiпотетичний) резонанс руйнується
внаслiдок вiдкриття нових каналiв розпаду. Це за-
ставляє припустити iснування iншого резонансу в
𝑠-хвилi з конфiгурацiєю 4𝑠4𝑝2 2𝑆 i параметрами:
𝐸𝑟 = 2, 075 еВ, Γ = 246 меВ (див. табл. 4).

Казаков i Христофоров [49] вимiряли диферен-
цiальнi перерiзи пружного розсiяння i функцiї збу-
дження станiв 4𝑠4𝑝 3𝑃 o i 4𝑠3𝑑 3𝐷 атома Ca при
кутi 90∘ в дiапазонi енергiй 0–7 еВ. Вони спо-
стерiгали широкий резонанс (максимум) в пру-
жному розсiяннi бiля 1,25 еВ, який приписують
2𝐷-резонансу форми. Низькорозташований бiльш
вузький 𝑝-хвильовий резонанс лежить при дуже
малих енергiях i для кута спостереження 90∘ має
вигляд мiнiмуму з центром 𝐸𝑜 = 0,1 eB. Крiм
вказаних вище резонансних особливостей вони та-
кож виявили вiдносно рiзку особливiсть на порозi
4𝑠4𝑝 3𝑃 o, яка проявляється як в пружному пере-
рiзi, так i в функцiї збудження рiвня 4𝑠4𝑝 3𝑃 o, i
припустили, що це може бути зумовлено наявнi-
стю резонансу. Їх данi демонструють широку осо-
бливiсть бiля 3 еВ, яка може бути пов’язана з ре-
зонансом 4𝑠4𝑝2 2𝐷. Автори [49] коментують та-
кож наявнiсть iншої структури в перерiзi побли-
зу 4𝑠5𝑠 3,1𝑆- та 4𝑠5𝑝 3𝑃 o-порогiв, але данi, при-
веденi в їх статтi [49], не пiддаються докладному
аналiзу.

При бiльш високих енергiях (𝐸 > 3 eB) прово-
дилася також серiя вимiрювань функцiй оптично-
го збудження станiв атома кальцiю електронним
ударом. Елерс i Галлахер [50] вимiряли абсолютнi
перерiзи збудження для емiсiї 4𝑝 1𝑃 o на довжинi
хвилi 422,7 нм з енергетичною роздiльнiстю близь-
ко 0,3 еВ. Спостережувана ними структура як в пе-
рерiзi збудження, так i в фракцiї лiнiйної поляри-
зацiї, що прилягає до порогової областi для бiльш
високих збуджених станiв, приписувалася каска-
дним переходам з деяких з цих станiв. Не можна
скидати з рахункiв i можливiсть того, що части-

a

b

c
Рис. 3. Iнтегральнi перерiзи збудження станiв 3𝑑4𝑠 1𝐷e,
4𝑠4𝑝 1𝑃 o та 4𝑠5𝑠 3𝑆e атома Са. Позначення як на рис. 2

на цiєї структури викликана резонансами. Гарга
та iн. [51] вимiряли функцiї оптичного збудження
для бiльш нiж 25 збуджених станiв кальцiю з енер-
гетичною роздiльнiстю 1,0–1,2 еВ. Вони спостерi-
гали велику кiлькiсть структур i вiдзначили мо-
жливiсть того, що частина з них може бути пов’я-
зана з розпадом автовiдривних станiв негативного
iона Ca−. З огляду на роздiльну здатнiсть цих екс-
периментiв i вiдсутнiсть детальної iнформацiї про
спостережуванi структури, нам недоцiльно комен-
тувати їх далi.
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Рис. 4. Iнтегральний перерiз пружного розсiяння електро-
нiв на атомi кальцiю у метастабiльному станi 4𝑠4𝑝 3𝑃 o

(жирна суцiльна лiнiя). Внески окремих парцiальних хвиль
в IП пружного e +Ca-розсiяння наведенi в графiчних вi-
кнах. Вертикальнi тонкi лiнiї вказують на пороги збуджен-
ня станiв атома Ca

На рис. 4 зображена енергетична залежнiсть IП
пружного розсiяння електронiв на атомi Са у ме-
тастабiльному станi 4𝑠4𝑝 3𝑃 o. На цьому ж рисун-
ку наведено внески в IП вiд 4,2𝑆e-, 4,2𝑃 e-, 4,2𝐷e-,
4,2𝐹 e-, 4,2𝑃 o-, 4,2𝐷o-, 4,2𝐹 o-парцiальних хвиль. Ви-
ще порога збудження рiвня 4𝑠4𝑝 3𝑃 o основний вне-
сок в даний IП дають 4,2𝑃 e- та 4𝐷e-парцiальнi хви-
лi. Як видно з рис. 4, в енергетичнiй залежностi
IП помiтнi явно вираженi структури, якi могли
б трактуватися як резонанси. Так, рiзкий макси-
мум в 4𝐹 o-симетрiї зумовлений резонансом форми
4𝑠4𝑝[3𝑃 ]3𝑑 4𝐹 o (див. табл. 3 i 5), що буде пiдтвер-
джено в розд. 4 при аналiзi енергетичної залежно-
стi суми власних фаз.

Домiнуючим процесом при 𝐸 < 1,892 eB є пру-
жне розсiяння електронiв на атомi Ca в основ-
ному станi. Як видно з рис. 5 (лiве вiкно (а)),
на енергетичних залежностях парцiальних 2𝐷e-
перерiзiв пружного розсiяння електронiв на атомi
Ca в основному 4𝑠2 1𝑆- i метастабiльному 4𝑠4𝑝 3𝑃 o-

Рис. 5. Лiве вiкно: внески парцiальної 2𝐷e-хвилi в перерi-
зи пружного розсiяння електронiв на атомi Ca в основно-
му 4𝑠2 1𝑆- i метастабiльному 4𝑠4𝑝 3𝑃 o-станах та збуджен-
ня переходiв: лiве вiкно – 4𝑠2 1𝑆 − 4𝑠4𝑝 3𝑃 o; праве вiкно –
4𝑠2 1𝑆 − 4𝑠4𝑝 3𝑃 o, 4𝑠2 1𝑆 − 3𝑑4𝑠 1𝐷e, 4𝑠2 1𝑆 − 4𝑠4𝑝 1𝑃o,
4𝑠2 1𝑆−4𝑠5𝑠 3𝑆e, 4𝑠4𝑝 3𝑃 o −3𝑑4𝑠 3𝐷e та 4𝑠4𝑝 3𝑃 o −3𝑑4𝑠 1𝐷e

(а). Енергетична залежнiсть суми парцiальних 2𝐷e-фаз в
одиницях 𝜋 радiан (b). Енергетична залежнiсть похiдної по
енергiї вiд суми парцiальних 2𝐷e-фаз (c)

станах та збудження переходу 4𝑠2 1𝑆− 4𝑠4𝑝 3𝑃 o чi-
тко видiляються три резонансно-подiбнi структури
в околi енергiй 1,15 еВ, 1,9 еВ та 2,004 еВ вiдпо-
вiдно. Вiдстанi мiж резонансними пiками (з одна-
ковими 𝐿 = 𝐷) на цих енергетичних залежностях
доволi малi i приблизно рiвнi 0,1 eB та 0,75 eB.
Поведiнка енергетичних залежностей суми парцi-
альних 2𝐷-фаз (середнє вiкно (b)) та її похiдної по
енергiї (нижнє вiкно (c)) також демонструє, що у
вузькому енергетичному iнтервалi 1,1–2,0 еВ має
мiсце накладання трьох резонансних особливостей
4𝑠23𝑑 2𝐷, 4𝑠4𝑝[3𝑃 ]4𝑓 2𝐷, 4𝑠4𝑝2 2𝐷, що є причиною
чисто деструктивної картини iнтерференцiї в околi
цих резонансiв.
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Непружне розсiяння електронiв на атомах Ca
стає помiтним при енергiях, що перевищують
1,892 eB. На рис. 5, а (праве вiкно) наведенi
результати BSR39-розрахункiв парцiальних 2𝐷e-
перерiзiв збудження переходiв 4𝑠2 1𝑆 − 4𝑠4𝑝 3𝑃 o,
4𝑠2 1𝑆−3𝑑4𝑠 1𝐷e, 4𝑠2 1𝑆−4𝑠4𝑝 1𝑃o, 4𝑠2 1𝑆−4𝑠5𝑠 3𝑆e,
4𝑠4𝑝 3𝑃 o − 3𝑑4𝑠 3𝐷e та 4𝑠4𝑝 3𝑃 o − 3𝑑4𝑠 1𝐷e. Як
видно з цього рисунка, непружний внесок парцi-
альної 2𝐷-хвилi в перерiзи збудження енергети-
чних рiвнiв атома Ca є iстотним лише для пере-
ходiв 4𝑠4𝑝 3𝑃 o − 3𝑑4𝑠 3𝐷e, 4𝑠2 1𝑆 − 4𝑠4𝑝 3𝑃 o та
4𝑠2 1𝑆−3𝑑4𝑠 1𝐷e, тодi як для решти (преставлених
на рис. 5, а) переходiв цей внесок вiдносно малий.

При низьких енергiях зiткнення лише кiлька
парцiальних фаз суттєво вiдмiннi вiд нуля i їх мо-
жна обчислити чисельним iнтегруванням системи
iнтегро-диференцiальних рiвнянь (9) по 𝑟 вiд по-
чатку координат до вiдстанi 𝑟 > 𝑎 i прирiвнюван-
ням одержаного розв’язку асимптотичному вира-
зу (22). Визначенi таким чином (з використанням
пакету прикладних програм [32] парцiальнi фази
e +Ca-розсiяння наведенi на рис. 6 як для парних
(верхнє вiкно), так i для непарних (нижнє вiкно)
термiв. Поведiнка цих парцiальних фаз в околi вiд-
повiдних резонансних значень енергiї пiдтверджує
наведенi в табл. 3, 4 i 5 вiдомостi про резонансну
структуру парцiальних та iнтегральних перерiзiв
e +Ca-розсiяння.

Порiвняння енергетичних залежностей похiдної
вiд повних перерiзiв, вимiряних безпосередньо в
експериментi [18, 19] та розрахованих нами в на-
ближеннi BSR, проведено на рис. 7. Як видно
з цього рисунка, структурованiсть резонансних
особливостей в енергетичнiй залежностi похiдної
d𝜎(𝐸)/d𝐸 прослiдковується бiльш чiтко, нiж в
енергетичнiй залежностi самого перерiзу 𝜎(𝐸). На-
явнi в цих енергетичних залежностях нерегулярно-
стi (рiзкi стрибки та пологi максимуми i мiнiмуми)
зумовленi iснуванням резонансiв в деяких парцi-
альних хвилях, а також пороговими особливостя-
ми самого перерiзу. Зокрема, в поведiнцi енерге-
тичних залежностей похiдної d𝜎(𝐸)/d𝐸 прослiд-
ковується наявнiсть трьох чiтко виражених осо-
бливостей у виглядi широких потужних структур
в околi енергiй 1,15 еВ, 1,9 еВ та 2,004 eB, що
могли би трактуватися як надпороговi резонан-
си форми. При цьому на два пологi виступи при
1,9 eB та 2,6 eB накладаються характернi вузькi
пiки резонансiв Фешбаха. При ще вищих енергi-

a

b
Рис. 6. Парцiальнi фази розсiяння електрона на атомi
кальцiю для парних (a) та непарних (b) термiв

Рис. 7. Похiднi повних перерiзiв розсiяння електрона на
атомi кальцiю. Експеримент: (– ·· – ·· – ·· –) – Johnson et al.
[18]; (– – –) – Romaniuk et al. [19], похiднi вiд перерiзiв [19]
розрахованi нами; (суцiльна жирна лiнiя) – BSR39, даний
розрахунок

ях (𝐸 > 2,6 еВ) прослiдковується виникнення зна-
чної кiлькостi вузьких резонансних пiкiв, якi по-
ки що неможливо iдентифiкувати на експериментi.
Зазначимо також, що енергетичнi положення осо-
бливостей на енергетичних залежностях похiдної
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d𝜎(𝐸)/d𝐸 вiд перерiзу, одержаного в експеримен-
тi [19] та розрахованого нами в наближеннi BSR39,
добре корелюють мiж собою при зсувi вправо екс-
периментальної кривої d𝜎(𝐸)/d𝐸 [19] на 0,35 еВ. В
той самий час, експериментальнi результати працi
[18], на нашу думку, не є надiйними, оскiльки вимi-
рюваний сигнал пропорцiйний похiднiй вiд транс-
мiсiйного струму лише при малих тисках, що не
було дотримано в експериментi [18]. Тому при з’я-
суваннi резонансної структури IП е +Са-розсiяння
бiльш прийнятним є використання вiдкоригованих
в [6] результатiв роботи [19], а не експерименталь-
них даних [18].

5. Висновки

Iз проведеного дослiдження можна зробити висно-
вок про те, що розроблена в наших працях [6–
13, 21–26] БСР-версiя методу 𝑅-матрицi є вель-
ми унiверсальним та ефективним методом дослi-
дження елементарних процесiв взаємодiї повiль-
них електронiв зi складними багатоелектронни-
ми атомами та iонами. У порiвняннi зi стандар-
тним 𝑅-матричним методом [16, 17] пропонована
БСР-версiя має три незаперечнi переваги: 1) за-
стосування залежних вiд терму неортогональних
орбiталей є найекономнiшим способом урахуван-
ня резонансних ефектiв без залучення будь-яких
кореляцiйних функцiй та без збiльшення системи
iнтегро-диференцiальних рiвнянь сильного зв’язку
(9); 2) квантово-механiчнi оператори пiсля їх дис-
кретизацiї у 𝐵-сплайновому базисi представляю-
ться сильно розрiдженими стрiчковими матриця-
ми скiнченого рангу, що суттєво спрощує розв’я-
зання вiдповiдних систем алгебраїчних та iнтегро-
диференцiальних рiвнянь; 3) локальнi властивостi
та повнота скiнченої системи базисних сплайнiв за-
безпечують гарантовану збiжнiсть 𝑅-матричного
розкладу, що позбавляє нас вiд необхiдностi вво-
дити поправки Баттла в дiагональнi елементи 𝑅-
матрицi [35].

Отримано велику кiлькiсть докладних резуль-
татiв БСР-розрахунку, проiнтегрованих за кутом
повних та парцiальних перерiзiв пружного розсiя-
ння електронiв на атомi Ca в основному 4𝑠2 1𝑆 i
метастабiльному 4𝑠4𝑝 3𝑃 o станах та збуження пе-
реходiв 4𝑠2 1𝑆− 4𝑠4𝑝 3𝑃 o, 4𝑠2 1𝑆− 3𝑑4𝑠 3𝐷, 4𝑠2 1𝑆−
3𝑑4𝑠 1𝐷, 4𝑠2 1𝑆 − 4𝑠4𝑝 1𝑃o та 4𝑠2 1𝑆 − 4𝑠5𝑠 3𝑆. Це
дало можливiсть ретельно проаналiзувати вплив

рiзних фiзичних факторiв — багатоелектронних
кореляцiй, резонансних ефектiв, взаємодiї дискре-
тних станiв з неперервним спектром та явища ре-
лаксацiї квантової орбiти збудженого електрона –
на характеристики процесiв взаємодiї електронiв
з атомами Ca. Обчислено внески в проiнтегрова-
нi за кутом повнi перерiзи пружного розсiяння та
збудження найважливiших електронних переходiв
в атомi Ca вiд 2𝑆e-, 2𝑃 o-, 2𝐷e- та 2𝐹 o- парцiальних
хвиль. Це дозволило однозначно iдентифiкувати
походження характерних структур в енергетичних
залежностях перерiзiв пружного розсiяння та збу-
дження п’яти нижнiх рiвнiв атома Са.

Для виявлення i класифiкацiї резонансiв докла-
дно проаналiзовано енергетичнi залежностi пере-
рiзiв 𝜎(𝐸) е +Са-розсiяння та їх похiдних по енер-
гiї d𝜎(𝐸)/d𝐸 при кожному фiксованому 𝐿 i фiксо-
ванiй парностi. Встановлено, що в похiдних вiд пе-
рерiзу d𝜎(𝐸)/d𝐸 резонанси виявляються бiльш ви-
разно, нiж у самому перерiзi. Це пов’язано з тим,
що велика кiлькiсть резонансiв рiзної симетрiї пе-
рекриваються по енергiї i сильно iнтерферують в
повному перерiзi.

Дослiджена роль автовiдривних станiв вiд’єм-
ного iона Ca− в розсiяннi електронiв на атомах
Са i показано, що кiлькiсно внесок резонансних
процесiв у перерiзи пружного е + Са-розсiяння та
збудження Са доволi суттєвий. Для однозначної
iдентифiкацiї та одержання iнформацiї про резо-
нанси в е + Са-розсiяннi ми використовуємо ме-
тод “повного роздiлення просторiв резонансних i
нерезонансних каналiв” [31]. Застосування цього
методу до е +Са-розсiяння дозволило виявити та
iдентифiкувати 56 можливих резонансних станiв
вiд’ємного iона Ca−, кожному з яких приписано
певну конфiгурацiю (табл. 3–5). Визначено поло-
ження i ширини виявлених резонансiв та проведе-
но їх спектроскопiчну класифiкацiю. Iснування 11
резонансiв, для яких стрибок фази в околi резо-
нансного значення енергiї є близьким до 𝜋 радiан
(див. табл. 5), пiдтверджено також в експеримен-
тах [18–20] i в теоретичних працях [39–41] iнших
авторiв.

Що стосується положень достовiрно вста-
новлених резонансiв (див. табл. 5), то резо-
нанс 4𝑠23𝑑 2𝐷 розташований пiд порогом збу-
дження рiвня 3𝑃 o, резонанси 4𝑠4𝑝[3𝑃 ]3𝑑 4𝐹 o,
4𝑠3𝑑[3𝐷]4𝑝 2𝐷o та 4𝑠4𝑝[3𝑃 ]3𝑑 4𝐷o – мiж поро-
гами 3𝑃 o i 3𝐷, 4𝑠3𝑑[1𝐷]4𝑑 2𝑆, 4𝑠5𝑠[3𝑆]5𝑝 2𝑃 o,
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4𝑠5𝑠2 2𝑆 та 4𝑠5𝑠[3𝑆]5𝑝 2𝑃 o – мiж порогами 1𝑃 o i
3𝑆, 4𝑠5𝑠[3𝑆]4𝑑 2𝐷 та 4𝑠5𝑠[1𝑆]6𝑠 2𝑆 – мiж порогами
3𝑆 i 1𝑆, а резонанс 4𝑠5𝑠[1𝑆]4𝑑 2𝐷 – над порогом 1𝑆.

Як видно з табл. 3–5, у випадку е + Ca-розсiяння
резонанси розташованi дуже близько один до одно-
го i бiльшiсть з них доволi вузькi. Тому для їх екс-
периментального пiдтвердження необхiдно мати
високороздiльну апаратуру. Також вельми цiнни-
ми були би результати, отриманi в експериментах
з моноенергетичними пучками електронiв i атомiв
Са в резонанснiй областi енергiй.
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RESONANCE STRUCTURE
OF CROSS-SECTIONS OF SLOW-ELECTRON
SCATTERING BY CALCIUM ATOM

The extended BSR-version of the 𝑅-matrix method has been

applied to systematically analyze the electron scattering by

neutral calcium atoms at collision energies up to 4.3 eV. The

strong coupling method with the sets of term-dependent

nonorthogonal orbitals and the spline representation of the ba-

sis functions are used to accurately represent the target wave

functions. The strong-coupling expansion included 39 bound

states of the neutral calcium atom, which cover all its states

from the ground one to 4𝑠8𝑠 1𝑆. The complex resonance struc-

ture of the angle-integrated total cross-sections of the elastic

e + Ca scattering and the electron-impact excitation of the

4𝑠4𝑝 3𝑃 o, 3𝑑4𝑠 3𝐷e, 3𝑑4𝑠 1𝐷e, 4𝑠4𝑝 1𝑃 o, and 4𝑠5𝑠 3𝑆e states of

a Ca atom are studied in detail. The observed structures are

associated with particular autodetachment states of the “inci-

dent electron + Ca atom” system. The positions and widths

of detected resonances are determined, and their spectroscopic

classification is carried out.

Keywords: electron, calcium atom, scattering, excitation, ioni-
zation, 𝑅-matrix with 𝐵-splines method, nonorthogonal orbi-
tals, resonances.
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