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Розглянуто динамiку електронних збуджень (якi описуються
рiвнянням Дiрака) у графенi в полi Ааронова–Бома. Власнi
функцiї i спектр гамiльтонiана системи використовуються для
побудови електронної функцiї Грiна. Показано, що вона може
бути представлена в iнтегральнiй формi. Обговорено можливе
застосування отриманих результатiв для чисельних розрахун-
кiв електронних властивостей графена.

1. Вступ

Сучасна фiзика конденсованого стану отримала ве-
ликий поштовх у розвитку завдяки вiдкриттю гра-
фена – нової алотропної модифiкацiї вуглецю. Гра-
фен – це двовимiрний кристал, з гексагональним (со-
товим) розташуванням атомiв. Як виявилось, вiн є
провiдником iз незвичним для конденсованих систем
спектром електронних збуджень, динамiка яких може
бути описана на основi рiвняння Дiрака, а не Шредiн-
гера, як це зазвичай буває. Наявнiсть такого спектра
та iстинна двовимiрнiсть робить графен прикладом,
цiкавим з точки зору електронних властивостей. Слiд
також зауважити, що оскiльки поведiнка графена мо-
же бути описана в рамках теорiї поля, вiн виявився
також корисним для пiдтвердження деяких ефектiв
квантової електродинамiки.

Значна частина дослiджень графена пов’язана iз
знаходженням залежностi його електронних власти-
востей вiд зовнiшнього магнiтного поля. У бiльшо-
стi робiт воно вважається однорiдним. Водночас ви-
вчення випадку неоднорiдного поля є наступним ета-
пом дослiджень [1]. Найбiльш простим нетривiальним
прикладом такого поля є поле нескiнченно-тонкого
соленоїда, вектор-потенцiал якого вiдомий як по-
тенцiал Ааронова–Бома (ПАБ). З точки зору пра-

ктичних дослiджень, найбiльш близьким до ПАБ є
вектор-потенцiал абрикосовського вихору в надпро-
вiдниках II-го роду. Оскiльки бiльшiсть електронних
властивостей речовини можуть бути вираженi в тер-
мiнах функцiї Грiна (ФГ), знайдемо ФГ двовимiр-
них електронних збуджень у полi АБ, що i становить
змiст поставленої задачi.

2. Основнi положення

Пiд ФГ будемо розумiти розв’язок рiвняння

[E − Ĥ(r)]G(E, r, r′) = δ(r− r′), (1)

де Ĥ(r) – гамiльтонiан системи, r – радiус-вектор, E
– параметр енергiї, який в загальному випадку може
набувати комплексних значень. Як вiдомо, ФГ можна
побудувати у виглядi

G(E, r, r′) =
∑
n

Ψn(r)Ψ†n(r
′)

E − En + i0
(2)

з власних функцiй Ψn(r) i власних значень En задачi

[Ĥ(r)− En]Ψn(r) = 0, (3)

де (n) – повний набiр квантових чисел, що характе-
ризують власну хвильову функцiю. Для усунення не-
однозначностi до (E) додано нескiнченно-малий уяв-
ний доданок. Пiд знаком суми слiд розумiти пiдсу-
мовування, коли спектр дискретний, та iнтегрування,
коли вiн неперервний. Якщо спектр характеризується
як неперервним, так i дискретним квантовим числом,
то пiд сумою слiд розумiти iнтегрування i пiдсумову-
вання вiдповiдно.
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У випадку рiвняння Дiрака гамiльтонiан i ФГ є ма-
трицями, а розв’язок рiвняння Дiрака – спiнором. Га-
мiльтонiан, який описує електроннi збудження у гра-
фенi, може бути представлений сумою [2]:

Ĥ(r) = Ĥ(r,+1)⊕ Ĥ(r,−1). (4)

Обидва гамiльтонiани Ĥ(r, ζ), де параметр ζ = ±1
вiдповiдає тому чи iншому дiракiвському конусу, ма-
ють однакову структуру

Ĥ(r, ζ) = −i~vFγ0
ζγ

j
ζDj + γ0

ζΔ, (5)

де vF – швидкiсть Фермi, Δ – величина, що визначає
масу збуджень, яка введена для загальностi розгляду,
а γ-матрицi мають такий вигляд:

γ0
ζ = σ3, γ

1
ζ = iσ2, γ

2
ζ = −iσ1ζ. (6)

Слiд вiдзначити, що представлення γ-матриць (6) є
одним з багатьох представлень, якi можуть бути ви-
користанi пiд час опису графена. Перехiд вiд одного
представлення до iншого здiйснюється за допомогою
деякого унiтарного перетворення. Подовжену похiдну
у рiвняннi Дiрака записуємо у виглядi

Dj =
∂

∂xj
− i e

~c
Aj , (7)

де e < 0 – заряд електрона, c – швидкiсть свiтла, Aj –
компоненти вектор-потенцiалу A у декартових коор-
динатах. Оскiльки гамiльтонiани (5) мають однако-
ву матричну структуру, зручно розглядати їх одно-
часно, розрiзняючи параметром ζ. Пошук власних
функцiй зводиться до розв’язку системи диферен-
цiальних рiвнянь, що визначаються гамiльтонiанами
Ĥ(r, ζ).

3. Потенцiал Ааронова–Бома

Обговоримо також, що будемо розумiти пiд розв’яз-
ками рiвняння Дiрака в ПАБ. Дослiдження розв’яз-
кiв у потенцiалi нескiнченно-тонкого соленоїда мi-
стить низку труднощiв математичної природи, пов’я-
заних iз сингулярнiстю ПАБ у точцi розташування
соленоїда [3]. Як було показано в роботi [4], регуляр-
нi потенцiали, подiбнi до ПАБ, не мiстять згаданих
вище труднощiв (зокрема, розв’язки рiвняння Дiрака
в таких потенцiалах визначаються однозначно).

Проте, для того, щоб уникнути необхiдностi аналi-
зувати розв’язки нефiзичного характеру, будемо роз-
глядати розв’язки рiвняння Дiрака в регулярному по-
тенцiалi. Для цього потенцiал соленоїдного поля бу-
демо характеризувати розмiрним параметром Rs –

характерним радiусом соленоїдної трубки. У границi
Rs → 0 цей потенцiал переходить у ПАБ. Пiд розв’яз-
ками рiвняння Дiрака, якi тепер будуть залежати вiд
параметра Rs, розумiтимемо розв’язки регулярної за-
дачi в цiй же границi.

4. Розв’язки рiвняння Дiрака у потенцiалi
Ааронова–Бома

Розглянемо рiвняння руху двовимiрного електрона в
координатах r = (r, ϕ) в аксiально-симетричному ма-
гнiтному полi з вектор-потенцiалом

A = eϕAϕ(r). (8)

Записавши спiнор у виглядi

Ψ(r) =
(
ψ1(r)
iψ2(r)

)
, (9)

отримаємо систему рiвнянь

C−e
iζϕψ1(r)−

(
∂

∂r
− iζ

r

∂

∂ϕ
− eζAϕ

~c

)
ψ2(r) = 0, (10)

(
∂

∂r
+
iζ

r

∂

∂ϕ
+
eζAϕ

~c

)
ψ1(r)+C+e

−iζϕψ2(r) = 0, (11)

де C± = (E ±Δ)/~vF.
Розглянемо такий регуляризований вектор-

потенцiал:

Areg
ϕ (r) =

{
0, r < R;
~c
|e|

η
r , r > R.

(12)

Безрозмiрний параметр η ∈ [0, 1) визначає величину
потоку магнiтного поля ηΦ0, що мiститься в соленої-
днiй трубцi, де Φ0 = 2π~c/|e|. Розривнiсть потенцiалу
визначає такi умови зшивки для радiальних компо-
нент спiнора ψ1(r), ψ2(r) – верхньої i нижньої вiдпо-
вiдно:

ψ′1(Rs + 0)− ψ′1(Rs − 0) =
ζη

Rs
ψ1(Rs),

ψ1(Rs + 0) = ψ1(Rs − 0), (13)

ψ′2(Rs + 0)− ψ′2(Rs − 0) = − ζη
Rs

ψ2(Rs),

ψ2(Rs + 0) = ψ2(Rs − 0), (14)
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де штрих означає диференцiювання по r. Для пошу-
ку функцiй ψ1(r) i ψ2(r) слiд перейти вiд системи
рiвнянь (10), (11) до системи диференцiальних рiв-
нянь другого порядку на кожну з компонент спiнора
окремо. При цьому отримана система рiвнянь i гра-
ничних умов для ζ = 1, переходить в систему рiвнянь
i граничних умов для ζ = −1 з вiдповiдною замiною
ψ1(r) ↔ ψ2(r). Тому без обмеження загальностi до-
сить розглянути задачу для випадку ζ = 1. Введемо
позначення E(k) =

√
(~vF)2k2 + Δ2, де k – двовимiр-

ний хвильовий вектор, k – його модуль. Нормованi
розв’язки рiвняння Дiрака з коефiцiєнтом нормуван-
ня

Cm =

√
k

4πE(k)
eimϕ (15)

у границi Rs → 0 мають такий вигляд для додатних
значень енергiї (E = E(k)):

Ψ(+)
m (r) = Cm

(
e−iϕ

√
E(k) + ΔJ|m+η−1|(kr)

±i
√
E(k)−ΔJ|m+η|(kr)

)
, (16)

а для вiд’ємних значень енергiї E = −E(k) –

Ψ(−)
m (r) = Cm

(
e−iϕ

√
E(k)−ΔJ|m+η−1|(kr)

∓i
√
E(k) + ΔJ|m+η|(kr)

)
. (17)

Верхнiй знак другої компоненти вiдповiдає додатним
значенням m, а нижнiй – вiд’ємним. При m = 0 для
додатних значень енергiї E = E(k):

Ψ(+)
0 (r) = C0

(
e−iϕ

√
E(k) + ΔJ1−η(kr)

−i
√
E(k)−ΔJ−η(kr)

)
, (18)

а для вiд’ємних значень енергiї E = −E(k) –

Ψ(−)
0 (r) = C0

(
e−iϕ

√
E(k)−ΔJ1−η(kr)

i
√
E(k) + ΔJ−η(kr)

)
. (19)

Зауважимо, що при m = 0 система рiвнянь Дiра-
ка має два квадратично iнтегрованi лiнiйно незале-
жнi розв’язки. Ця неоднозначнiсть пов’язана з сингу-
лярнiстю ПАБ. Розгляд регуляризованого потенцiалу
(12) не мiстить цих труднощiв i однозначно визначає
розв’язок у цьому випадку.

5. Побудова функцiї Грiна системи

Електронна ФГ графена в ПАБ визначається її дiа-
гональними елементами. Дiйсно, з рiвняння (1) ви-
пливають такi рiвностi для недiагональних матри-
чних елементiв ФГ (нагадаємо, що внаслiдок сказано-
го вище подальшi розрахунки вiдповiдають випадку

ζ = 1):

G12(E, r, r′) =

=
e−iϕ

iC−

(
∂

∂r
− i1

r

∂

∂ϕ
+
η

r

)
G22(E, r, r′), (20)

G21(E, r, r′) =

=
eiϕ

iC+

(
∂

∂r
+ i

1
r

∂

∂ϕ
− η

r

)
G11(E, r, r′). (21)

Введемо позначення q =
√
E2 −Δ2/~vF; тодi дiаго-

нальнi елементи ФГ можуть бути записанi у такому
виглядi:

G11(E, r, r′) =
(E + Δ)
2π(~vF)2

∞∫
0

kdk G11(r, r′)
q2 − k2 + i0sgnE

, (22)

G22(E, r, r′) =
(E −Δ)
2π(~vF)2

∞∫
0

kdk G22(r, r′)
q2 − k2 + i0sgnE

, (23)

де

G11(r, r′) =
∞∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′)J|m+η|(kr)J|m+η|(kr′), (24)

G22(r, r′) = G11(r, r′)−
∑
α=±1

sgnα Jαη(kr)Jαη(kr′). (25)

Як видно, для знаходження (22) та (23) необхiдно ви-
рахувати вирази

F1(q, r, r′) =

∞∫
0

kdk

q2 − k2 + i0sgnE
×

×
∞∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′)J|m+η|(kr)J|m+η|(kr′), (26)

i

F2(q, r, r′) =

∞∫
0

kdk

q2 − k2 + i0sgnE
×

×[J−η(kr)J−η(kr′)− Jη(kr)Jη(kr′)]. (27)
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Величину (26) розрахуємо, використовуючи метод,
запропонований у [5]. Розглянемо аналiтичне про-
довження функцiї, що задається за правилом q +
+i0sgnE → z = iQsgnE:

F1(Q, r, r′) = −
∞∫
0

kdk

Q2 + k2

∞∑
m=−∞

eim(ϕ−ϕ′)×

×J|m+η|(kr)J|m+η|(kr′). (28)

Величина θ = ϕ − ϕ′ набуває значення з iнтервалу
[−π, π]. Абсолютне значення θ визначає менший з ку-
тiв мiж радiус-векторами r i r′, а знак – взаємне їх
розташування. Кути θ = ±π визначають одне i те
саме розташування радiус-векторiв. Розрахуємо ко-
жний iнтеграл суми за допомогою рiвностi [6]:

∞∫
0

kdk

Q2 + k2
J|m+η|(kr)J|m+η|(kr′) =

= I|m+η|(Qr−)K|m+η|(Qr+), (29)

де r− i r+ – менший i бiльший з радiусiв r, r′. Розгля-
немо випадок, коли r− = r та r+ = r′ (коли r− = r′

i r+ = r, то вiдповiдь для ФГ зводиться до замi-
ни r ↔ r′ у ФГ, отриманої з урахуванням першої
прескрипцiї). Використаємо iнтегральнi представле-
ння для цилiндричних функцiй [7]:

Iν(z) =
1

2πi

∫
C

ez chω−νωdω, (30)

Kν(z) =
1
2

∞∫
−∞

e−z ch v−νvdv, (31)

де контур iнтегрування C починається i закiнчується
в точках −iπ +∞ i iπ +∞ вiдповiдно. Запишемо су-
му (28), розкриваючи модулi iндексiв цилiндричних
функцiй:

F1(Q, r, r′) = − 1
4πi

∞∫
−∞

dv

∫
C

dωS(Q, r, r′)×

×eQr chω−Qr′ ch v, (32)

де

S(Q, r, r′) =
∞∑
m=0

eimθe−(m+η)(v+ω)+

+
∞∑
m=1

e−imθe−(m−η)(v+ω). (33)

Для розрахунку функцiї F1(Q, r, r′) використаємо та-
кий прийом. Розглянемо

F1(Q, r, r′, a) = − 1
4πi

∞∫
−a

dv

∫
C

dωS(Q, r, r′)×

×eQr chω−Qr′ ch v, (34)

де a – додатне дiйсне число. Величину F1(Q, r, r′) бу-
демо шукати як границю F1(Q, r, r′, a) при (a → ∞).
Виберемо контур iнтегрування C так, щоб виконува-
лась умова (Reω > a). Завдяки їй можна просумувати
ряди в (33), використовуючи властивостi геометри-
чної прогресiї:

S(Q, r, r′) =
e−η(v+ω)

1− eiθ−(ω+v)
− eη(v+ω)

1− eiθ+(ω+v)
. (35)

Неважко пересвiдчитися, що при замiнi змiнних (v →
−v) у першому i ω → −ω у другому доданках, во-
ни набувають однакового вигляду. При такiй замiнi
змiнних функцiя (34) може бути зведена до вигляду

F1(Q, r, r′, a) =
1

4πi

 a∫
−∞

dv

∫
C

dω +

∞∫
−a

dv

∫
C′

dω

×

× eη(v−ω)

eiθ+v−ω − 1
eQ(r chω−r′ ch v), (36)

де C ′ – контур, симетричний C вiдносно початку ко-
ординат. Розглянемо границю a→∞ i використаємо
таку тотожнiсть:∫
C

dωf(ω) +
∫
C′

dωf(ω) =

=

iπ+∞∫
iπ−∞

dωf(ω) +

−iπ−∞∫
−iπ+∞

dωf(ω) +
∮
C′′
dωf(ω), (37)
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де C ′′ – прямокутний контур довжиною, бiльшою за
2a i шириною 2πi, який обходиться проти годиннико-
вої стрiлки, тобто

F1(Q, r, r′) = I1 + I2, (38)

де

I1 = − 1
4πi

∞∫
−∞

dv

∮
dω

eη(v−ω)

1− eiθ+v−ω
eQ(r chω−r′ ch v), (39)

I2 =
sinπη

2π

∞∫
−∞

dv

∞∫
−∞

dω
eη(v−ω)

1 + eiθ+v−ω
e−Q(r chω+r′ ch v). (40)

Розрахунок першого iнтеграла не мiстить труднощiв
у випадку θ 6= π, оскiльки всерединi контуру C ′′ зна-
ходиться лише один полюс пiдiнтегральної функцiї. У
випадку θ = π потрiбно врахувати, що два полюси пi-
дiнтегральної функцiї знаходяться на межi контуру.
Розрахувавши iнтеграл по контуру i використавши
iнтегральне представлення для функцiї Макдональ-
да, знайдемо

I1 =

{
−e−iηθK0(QR), θ 6= ±π;
− cosπηK0(QR), θ = ±π.

(41)

де R = |r− r′|. Виходячи з iнтегрального представле-
ння для функцiї Макдональда, другий iнтеграл зво-
диться до однократного, так що

I2 =
sinπη
π

∞∫
−∞

dx
eηx

1 + eiθ+x
K0(QRx), (42)

де Rx = (r2 + r′2 + 2rr′ chx)1/2. Останнiй iнтеграл
навiть у простих випадках приводить до досить гро-
мiздких виразiв, використання яких не спрощує роз-
рахункiв, що вимагають використання ФГ, i зазвичай
явний вигляд iнтеграла (42) або його асимптотичну
поведiнку треба дослiджувати в кожнiй задачi окре-
мо. Тому збережемо цей доданок в iнтегральнiй фор-
мi.

Зворотний перехiд Q→ −iqsgnE дозволяє виписа-
ти остаточний вираз, а саме:

F1(q, r, r′) = ∓ iπ
2
e−iηθH

(j)
0 (qR)±

± i sinπη
2

∞∫
−∞

dx
eηx

1 + eiθ+x
H

(j)
0 (qRx), (43)

де j = 1, 2 та верхнiй i нижнiй знаки беруться для
E > 0 та E < 0, вiдповiдно, коли θ 6= π; i

F1(q, r, r′) = ∓ iπ
2

cosπηH(j)
0 (qR)±

± i sinπη
2

∞∫
−∞

dx
eηx

1− ex
H

(j)
0 (qRx), (44)

де вибiр знакiв i значень j аналогiчний формулi (43),
а iнтеграл розумiють у сенсi головного значення при
рiвностi θ = ±π. Остання рiвнiсть отримана з вико-
ристанням тотожностей [8]:

Kν(iz) = − iπ
2
e−iπν/2H(2)

ν (z),

Kν(−iz) =
iπ

2
eiπν/2H(1)

ν (z). (45)

Розрахуємо тепер вираз F2(q, r, r′), розглядаючи його
аналiтичне продовження:

F2(Q, r, r′) =

∞∫
0

kdk

Q2 + k2

∑
α=±1

sgnαJαη(kr)Jαη(kr′). (46)

Використовуючи формулу (29) i запис функцiї Мак-
дональда Kν(z) через модифiкованi функцiї Бесселя
Iν(z) [8]:

Kν(z) =
π

2 sinπν
[I−ν(z)− Iν(z)], (47)

отримуємо такий вираз:

F2(Q, r, r′) = −2 sinπη
π

Kη(Qr)Kη(Qr′). (48)

Аналогiчно першому виразу знаходимо

F2(q, r, r′) =
π sinπη

2
e±iπηH(j)

η (qr)H(j)
η (qr′), (49)

де j = 1, 2 та верхнiй i нижнiй знаки беруться для
E > 0 та E < 0 вiдповiдно. З отриманих виразiв
F1(q, r, r′) i F2(q, r, r′) будується ФГ, що дозволяє зро-
бити висновок: задача знаходження електронної ФГ
графена, який мiстить соленоїдальне поле (iншою мо-
вою, ПАБ), фактично розв’язана.
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6. Висновок

Знайдена ФГ суттєво вiдрiзняється вiд ФГ вiльної дi-
ракiвської частинки [9]. Така вiдмiннiсть пояснюється
дальнодiйним характером ПАБ. А отже, за наявностi
в графенi структур, що характеризуються потоком
магнiтного поля, для розрахунку електронних вла-
стивостей такої системи, природно використовувати
отриману вище ФГ, у ролi основного наближення.

Наведемо два приклади таких систем. До першого
вiдносяться системи з магнiтними домiшками, як на-
приклад у [10], де вивчався їх вплив на провiднiсть
двовимiрного електронного газу. До другого прикла-
ду вiдноситься графен з дефектами його кристалiчної
ґратки. Як було показано в роботах [11, 12], рiвнян-
ня, що визначають динамiку електронних збуджень
у графенi з дефектами, еквiвалентнi рiвнянням, що
описують iдеальний графен за наявностi додаткових
ПАБ, розташування центрiв яких збiгається з розта-
шуванням дефектiв. Це спостереження дозволяє ви-
значити внесок дефектiв графена в його електроннi
властивостi в рамках польового пiдходу.

Створення двовимiрної електронної системи з ма-
гнiтним вихором тепер не мiстить труднощiв [13, 14].
Це дає можливiсть визначити ефективнiсть викори-
стання вiдповiдної ФГ у розрахунках електронних
властивостей графена за допомогою скануючої ту-
нельної мiкроскопiї [15].

Автори висловлюють подяку П.I. Голоду, В.П. Гу-
синiну, В.М. Локтєву, Ю.О. Ситенку та С.Г. Ша-
рапову за стимулюючi дискусiї вiдносно даної робо-
ти. Роботу виконано за пiдтримки гранта SCOPES
No. IZ73Z0_128026 Швейцарської NSF, SIMTECH
№ 246937 європейської програми FP7 та програми
фундаментальних дослiджень вiддiлу фiзики i астро-
номiї НАН України.
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ЭЛЕКТРОННАЯ ФУНКЦИЯ ГРИНА ГРАФЕНА
В ПОТЕНЦИАЛЕ ААРОНОВА–БОМА

А.A. Слободенюк

Р е з ю м е

Рассмотрена динамика электронных возмущений (которые
описываются уравнением Дирака) в графене в поле Ааронова–
Бома. Собственные функции и спектр гамильтониана систе-
мы используются для построения электронной функции Гри-
на. Показано, что она может быть представлена в интеграль-
ной форме. Обсуждено возможное использование полученных
результатов для численных расчетов электронных свойств гра-
фена.

ELECTRON GREEN’S FUNCTION OF GRAPHENE
IN THE AHARONOV–BOHM POTENTIAL

A.O. Slobodeniuk

Bogolyubov Institute for Theoretical Physics,
Nat. Acad. of Sci. of Ukraine
(14b, Metrolohichna Str., Kyiv 03143, Ukraine;
e-mail: aslobodeniuk@gmail.com)

S u m m a r y

The dynamics of electron excitations, which are described by the

Dirac equation, in the Aharonov–Bohm field has been studied.

The eigenfunctions and the spectrum of the Hamiltonian of a sys-

tem have been used to construct the integral formula for the elec-

tron Green’s function. Possible applications of the results obtained

to numerically calculate the electronic properties of graphene have

been discussed.
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