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За допомогою методу функцiонального iнтегрування отримано
нерiвноважний статистичний оператор для електронної пiдси-
стеми напiвобмеженого металу в узагальненiй моделi “желе” у
гаусовому та вищих наближеннях за динамiчними електрон-
ними кореляцiями при розрахунку квазiрiвноважної статисти-
чної суми. Такий пiдхiд дає можливiсть вийти за межi лiнiйно-
го наближення за градiєнтом електрохiмiчного потенцiалу, яке
вiдповiдає слабо нерiвноважним процесам, та отримати уза-
гальненi рiвняння переносу, якi описують нелiнiйнi процеси.

1. Вступ

Для опису рiвноважних характеристик та нерiвнова-
жних дифузiйних, адсорбцiйних, десорбцiйних про-
цесiв для просторово неоднорiдних електрон-атомних
систем iснують та розвиваються рiзнi теоретичнi пiд-
ходи, зокрема, широко використовується часовозале-
жна теорiя функцiоналу густини (TDDFT) [1–13]. За
роки свого розвитку TDDFT продемонструвала зна-
чнi досягнення та продовжує розширювати межi за-
стосувань [13] iз певними проблемами [14]. В основi
TDDFT лежить теорiя функцiоналу густини Кона–
Шема [15–19]. Iнший теоретичний пiдхiд, пов’язаний
iз гiдродинамiчною моделлю дослiджень поверхневих
плазмонiв для просторово неоднорiдного електронно-
го газу, запропоновано в роботах [20–22] з використа-
нням теорiї вiдгуку [23] на базi кiнетичного рiвняння

Больцмана. Квантову статистичну теорiю опису не-
рiвноважних процесiв у системах “метал–адсорбат–
газ” було розвинуто у роботах [24–26], використав-
ши метод нерiвноважного статистичного оператора
(НСО) Д. Зубарєва [27,28]. Зокрема, самоузгоджений
опис атомної та електронної пiдсистем пiд час дослi-
дження нерiвноважних процесiв було представлено у
роботi [24] на кiнетичному рiвнi опису електронних
процесiв. У процесах адсорбцiї, десорбцiї, поверхневої
дифузiї поверхня металу зазнає реконструкцiї зi змi-
ною нерiвноважних властивостей як електронної, так
iонної пiдсистем. При цьому змiнюються електроди-
фузiйнi, в’язко-тепловi та електромагнiтнi властиво-
стi електронної пiдсистеми у полi iонiв поверхнi мета-
лу. Для дослiдження iонної та електронної структур
напiвобмеженого металу запропоновано узагальне-
ний пiдхiд [25, 26], що враховує вплив дискретностi
iонної пiдсистеми, основою для якого є модель напiв-
обмеженого “желе” [29, 30]. Важливо вiдзначити, що
вплив дискретностi iонної густини на характеристи-
ки напiвобмеженого “желе” шляхом побудови теорiї
збурень по псевдопотенцiалу електрон-iонної взаємо-
дiї розглянуто у роботах [19, 31–33]. Однак при цьо-
му лiнiйний вiдгук електронної густини на ґратковий
потенцiал не враховував ефекти неоднорiдностi еле-
ктронної пiдсистеми. У пiдходi [25, 29, 30] показано
як формується поверхневий потенцiал та здiйснено
розрахунок великої статистичної суми для узагаль-
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неної моделi через кумулянтнi середнi моделi “же-
ле”. У роботi [25] на основi узагальненої моделi “же-
ле” запропоновано статистичний опис електродифу-
зiйних процесiв для електронної пiдсистеми напiво-
бмеженого металу iз застосуванням методу НСО, ко-
ли єдиним параметром скороченого опису є нерiв-
новажне середнє значення густини електронiв. Для
такої системи було проведено розрахунок квазiрiвно-
важної статистичної суми методом функцiонального
iнтегрування у випадку локального псевдопотенцiа-
лу електрон-iонної взаємодiї поверхнi металу, який в
принципi давав можливiсть отримати вирази для не-
рiвноважного статистичного оператора у гауcовому
та вищих наближеннях за динамiчними електронни-
ми кореляцiями. Однак, у [25] було отримано нерiв-
новажний статистичний оператор та узагальнене рiв-
няння переносу неоднорiдної дифузiї для слабонерiв-
новажних процесiв (лiнiйне наближення за градiєн-
том вiд електрохiмiчного потенцiалу). У цьому ж на-
ближеннi записано рiвняння для часової кореляцiйної
функцiї “густина–густина”, яка визначає динамiчний
структурний фактор електронної пiдсистеми напiв-
обмеженого металу та показано зв’язок такої електро-
дифузiйної моделi у лiнiйному наближеннi з TDDFT
[1–4].

Дана робота є продовженням [25]. Нами отримано
вирази для нерiвноважного статистичного оператора
у гаусовому та вищих наближеннях за динамiчними
електронними кореляцiями при розрахунку квазiрiв-
новажної статистичної суми методом функцiонально-
го iнтегрування, що дає можливiсть вийти за межi
лiнiйного наближення за електрохiмiчним потенцiа-
лом. У вiдповiдних наближеннях для нерiвноважно-
го статистичного оператора було отримано узагаль-
ненi рiвняння переносу для нерiвноважного середньо-
го значення густини електронiв для сильно нерiвно-
важних процесiв для електронної пiдсистеми напiв-
обмеженого металу.

2. Узагальнена модель “желе”.
Нерiвноважний статистичний оператор

2.1. Гамiльтонiан системи

Розглядаємо електрон-iонну систему, яка описує на-
пiвобмежений метал з урахуванням впливу дискре-
тностi iонної пiдсистеми. Гамiльтонiан системи запи-
шемо у виглядi

H = − ~2

2m

N∑
i=1

Δi +
1
2

N∑
i 6=j=1

e2

|ri − rj |
+

+
1
2

Nion∑
i6=j=1

(Ze)2

|Ri −Rj |
+

N∑
i=1

Nion∑
j=1

ew(ri,Rj), (1)

де першi два доданки представляють, вiдповiдно, кi-
нетичну енергiю електронiв та потенцiальну енергiю
мiжелектронної взаємодiї, третiй доданок – потенцi-
альна енергiя мiжiонної взаємодiї, а останнiй – енер-
гiя електрон-iонної взаємодiї. У полi iонiв знаходя-
ться електрони з зарядом e i масою m та координата-
ми ri, i = 1, . . . , N , Nion – число iонiв металу, що ма-
ють заряд Ze та координати Rj (−∞ < Xj , Yj < +∞,
Zj 6 z0, Z0 = const, z = Z0 – площина подiлу),
j = 1, . . . , Nion. Вважаємо, що iони є нерухомими в
V = SL – об’ємi системи, S – площа поверхнi напiв-
обмеженого металу, L визначає область змiни нор-
мальної до поверхнi металу координати електрона:
z ∈ (−L/2,+L/2), S → ∞, L → ∞. Вважаємо, що
система є електронейтральною, тобто

ZNion = N. (2)

У роботi [25] гамiльтонiан системи (1) було пред-
ставлено через колективнi змiннi електронної пiдси-
стеми напiвобмеженого металу з видiленням гамiль-
тонiана моделi “желе” як системи вiдлiку:

H =
∑
p,α

Eα(p)a†α(p)aα(p)+

+
1

2SL

∑
q

′∑
k

νk(q)ρk(q)ρ−k(−q)−

−ZNion

SL

∑
q

′∑
k

νk(q)Sk(q)ρk(q)+

+
eNion

SL

∑
q,k

Sk(q)fk(q)ρk(q)− N

2S

∑
q

′
ν(q|0)+

+
1
2

Nion∑
i6=j=1

1
S

∑
q

′
Z2ν(q|Zi − Zj)eiq(R||i−R||j), (3)

де штрих бiля суми означає вiдсутнiсть за рахунок
умови електронейтральностi (2) доданкiв з q = 0,
νk(q) = 4πe2/(q2 + k2) та fk(q) – тривимiрнi фур’є-
образи кулонiвського потенцiалу та локальної части-
ни псевдопотенцiалу (4):

e2

|ri − rj |
=

1
SL

∑
q,k

νk(q)eiq(r‖i−r‖j)+ik(zi−zj),
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w(ri −Rj) = − Ze
|ri −Rj |

+ f(ri −Rj), (4)

f(ri −Rj) =
1
SL

∑
q,k

fk(q)eiq(r‖i−R‖j)+ik(zi−Zj),

R||j = (Xj , Yj), ν(q|z) = 2πe2e−q|z|/q – двови-

мiрний фур’є-образ кулонiвського потенцiалу:
e2

r
=

1
S

∑
q
ν(q|z)e−qr‖ , Eα(p) =

~2p2

2m
+ εα – енергiя еле-

ктрона у станi (p, α),

Sk(q) =
1

Nion

Nion∑
j=1

e−iqR‖j−ikZj (5)

– структурний фактор iонної пiдсистеми та фур’є-
компонента густини електронiв:

ρk(q) =
∑

p,α1,α2

〈α1|eikz|α2〉a†α1
(p)aα2

(p− q), (6)

де 〈α1| . . . |α2〉 =
∫

dz ϕ∗α1
(z) . . . ϕα2(z). ϕα(z) та εα –

власнi функцiї та власнi значення рiвняння Шредiн-
гера:[
− ~2

2m
d2

dz2
+ V (z)

]
ϕα(z) = εαϕα(z),

V (r) = V (z) – поверхневий потенцiал, що є функ-
цiєю лише нормальної до площини подiлу координати
електрона.

Для опису електродифузiйних процесiв у сформу-
льованiй моделi, як i у [25], за основний параметр ско-
роченого опису нерiвноважних процесiв електронної
пiдсистеми напiвобмеженого металу може бути ви-
брано середнє значення оператора густини електро-
нiв, яке зв’язане з вiдповiдним неоднорiдним електри-
чним полем:

∇ ·E(r; t) = e〈%(r)〉t, (7)

де 〈(...)〉t = Sp(...)ρ(t), ρ(t) – нерiвноважний стати-
стичний оператор узагальненої моделi “желе”, який
задовольняє рiвняння Лiувiлля з вiдповiдним опера-
тором Гамiльтона (3). Враховуючи вибрану геоме-
трiю моделi, значенню 〈%(r)〉t буде вiдповiдати змiша-
не фур’є-представлення 〈ρk(q)〉t. Для знаходження
ρ(t) (розв’язку рiвняння Лiувiлля) використаємо ме-
тод нерiвноважного статистичного оператора Д. Зу-
барєва [27, 28] i в загальному випадку отримаємо

ρ(t) = ε

t∫
−∞

eε(t
′−t)eiLN (t′−t)ρq(t′)dt′, (8)

де ε→ +0 пiсля переходу до термодинамiчної грани-
цi, iLN – оператор Лiувiлля, що вiдповiдає операто-
ру Гамiльтона (3), ρq(t) – квазiрiвноважний статисти-
чний оператор, що визначається методом Гiббса при
фiксованих значеннях параметра скороченого опису
〈ρk(q)〉t i збереженi умови нормування Spρq(t) = 1. У
нашому випадку вiн має такий вигляд [25]:

ρq(t) = exp

[
− Φ(t)−

−β

(
H − 1

SL

∑
k

∑
q

µ̃k(q; t)ρk(q)

)]
, (9)

де Φ(t) = lnZ(t) – функцiонал Масьє–Планка, Z(t)
– статистична сума квазiрiвноважного статистичного
оператора:

Z(t) = Sp exp

[
− β

(
H − 1

SL

∑
k

∑
q

µ̃k(q; t)ρk(q)

)]
,

(10)

µ̃k(q; t) = µk(q; t) + eϕk(q; t) – фур’є-компонента еле-
ктрохiмiчного потенцiалу електронiв, µk(q; t) – фур’є-
компонента хiмiчного потенцiалу електронiв, ϕk(q; t)
– фур’є-компонента локального електричного потен-
цiалу, µ̃k(q; t) визначається iз умови самоузгоджень:

〈ρk(q)〉t = 〈ρk(q)〉tq (11)

та термодинамiчних спiввiдношень

δΦ(t)
δ β
SL µ̄k(q; t)

= 〈ρk(q)〉t, (12)

δS(t)
δ〈ρk(q)〉t

= − β

SL
µk(q; t),

δS(t)
δ〈eρk(q)〉t

= − β

SL
ϕk(q; t),

(13)

де S(t) – нерiвноважна ентропiя, визначена за Гiбб-
сом:

S(t) = −Sp(ln ρq(t))ρq(t) =

= Φ(t) + β
(
〈H〉t − 1

SL

∑
k

∑
q

µ̃k(q; t)〈ρk(q)〉t
)

=
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= lnZ(t) + β
(
〈H〉t − 1

SL

∑
k

∑
q

µk

(
q; t)〈ρk(q)〉t−

− 1
SL

∑
k

∑
q

ϕk(q; t)〈eρk(q)〉t
)
, (14)

〈eρk(q)〉t = e〈ρk(q)〉t – середня густина заряду еле-
ктронiв. Iз структури нерiвноважної ентропiї випли-
ває, що у прийнятiй моделi процеси перенесення в си-
стемi зумовлюються градiєнтами локальних значень
хiмiчного та електричного потенцiалiв.

З урахуванням структури ρq(t) нерiвноважний ста-
тистичний оператор можна записати у виглядi

ρ(t) = ε

t∫
−∞

eε(t
′−t)eiLN (t′−t)e−Ŝ(t′)dt′ =

= ρq(t) +

t∫
−∞

eε(t
′−t)eiLN (t′−t)×

×
1∫

0

d τρτq (t
′)
(
∂

∂t′
+ iLN

)
Ŝ(t′)ρ1−τ

q (t′)dt′, (15)

де

Ŝ(t′) = lnZ(t) + β

(
H − 1

SL

∑
k

∑
q

µ̃k(q; t)ρk(q)

)
(16)

– оператор ентропiї. Для розкриття структури опе-
ратора ентропiї необхiдно розрахувати статистичну
суму Z(t) квазiрiвноважного статистичного операто-
ра. З урахуванням структури оператора Гамiльтона
(3), Z(t) можна подати у такому виглядi [25]:

Z(t) = Sp

{
exp(−β(H0 −

1
2S

∑
q

′
ν(q |0)+

+
1

2SL

∑
k,q

νk(q)ρk(q)ρ−k(−q)+

+
1

2SL

∑
k,q

B(q, k; t)ρ−k(−q))

 , (17)

де B(q, k; t) = NionSk(q)ωk(q) − µ̄k(q; t), wk(q) =
−Zνk(q)+efk(q), H ′0 =

∑
p,α

Eα(p)a†α(p)aα(p) – кiнети-

чна частина гамiльтонiана електронної пiдсистеми.
Використавши метод функцiонального iнтегруван-

ня та видiливши модель “желе” як систему вiдлiку,
Z(t) можемо записати так [25]:

Z(t) = exp

{
β
N

2S

∑
q

′
ν(q|0)

}
· Zjell ·ΔZ(t), (18)

де

Zjell = Sp
{

exp(−βH0)TS1(β)
}
, (19)

– статистична сума моделi “желе” електронної пiдси-
стеми напiвобмеженого металу, що вiдповiдає стану
рiвноваги, розрахована у роботах [29, 30].

S1(β) = exp

[
− 1

2SL

β∫
0

dβ′
∑
q

′∑
k

νk(q)×

×ρk(q|β′)ρ−k(−q|β′)

]
(20)

– внесок вiд електронної взаємодiї, де ρk(q|β′) =
eβ

′H0ρk(q)e−β
′H0 ,

ΔZ(t) =
1
Zjell

Sp
{

exp(−βH0)TS1(β)S2(β; t)
}

=

= 〈S2(β; t)〉jell, (21)

де 〈(.....)〉jell =
1
Zjell

Sp
{

exp(−βH0)TS1(β)(...)
}

.

S2(β; t) =

= Texp

{
−

β∫
0

dβ′
1
SL

∑
k,q

B(q, k; t)ρ−k(−q;β′)

}
. (22)

Використавши кумулянтне представлення, ΔZ(t) мо-
жна записати у виглядi

ΔZ(t) = exp

[∑
n=1

in

n!

(
β

SL

)n∑
q1...qn

∑
k1...kn

B(q1, k1; t)...×

×B(qn, kn; t)M−k1....−kn(−q1....− qn)

]
, (23)
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де

Mk1....kn
(q1....qn) =

= in〈Tρk1(q1|0), ....ρkn
(qn|0)〉cjell (24)

– кумулянтнi незвiднi середнi значення флуктуацiй
густини електронiв, якi розраховуються за допомо-
гою рiвноважного статистичного оператора моделi
“желе” електронної пiдсистеми напiвобмеженого ме-
талу [29, 30]. Зокрема, другий кумулянт має таку
структуру:

Mk1,k2(q1,q2) = 〈ρk1(q1)ρk2(q2)〉jell−

−〈ρk1(q1)〉jell〈ρk2(q2)〉jell. (25)

i зв’язаний зi статичним структурним фактором
S(k1,q1; k2,q2) = 〈ρk1(q1)ρk2(q2)〉jell електронної пiд-
системи напiвобмеженого металу. У гаусовому набли-
женнi отримуємо

ΔZG(t) = exp

[
−1

2

(
β

SL

)2 ∑
q1q2

∑
k1k2

B(q1, k1; t)×

×B(q2, k2; t)M−k1,−k2(−q1,−q2)

]
(26)

i виражається через другий кумулянт моделi “же-
ле” неоднорiдного електронного газу [29, 30]. Вiдпо-
вiдно до означення s-частинкових функцiй розподiлу
електронiв [25, 29, 30] отримуємо квазiрiвноважнi s-
частинковi функцiї розподiлу електронiв:

Fs(r1, . . . , rn; t) = Fs(r1, . . . , rn)jell×

× exp

[∑
n>1

in

n!

(
βNion

SL

)n ∑
q1,...,qn

′ ∑
k1,...,kn

B(q1, k1; t) . . .×

×B(qn, kn; t)ΔM
(s)
−k1,...,−kn

(−q1, . . . ,−qn)

]
, (27)

де

ΔM
(s)
−k1,...,−kn

(−q1, . . . ,−qn) =

= M
(s)
−k1,...,−kn

(−q1, . . . ,−qn)−

−M−k1,...,−kn(−q1, . . . ,−qn).

Спiввiдношення (27) дають зв’язок мiж квазiрiв-
новажними функцiями розподiлу та електрохiмiчним
потенцiалом µ̄k(q; t) через вiдповiднi кумулянтнi се-
реднi моделi “желе”. Враховуючи структуру ΔZ(t)
(26), lnZ(t) запишемо у виглядi

lnZ(t) = β
N

2S

∑
q

′
ν(q|0) + lnZjell+

+
∑
n=1

in

n!

(
β

SL

)n ∑
q1...qn

∑
k1...kn

B(q1,k1; t)...×

×B(qn, kn; t)M−k1....−kn(−q1....− qn), (28)

де lnZjell може бути розрахований у рiзних наближе-
ннях за електронними кореляцiями [29,30]. На основi
(28) та (16) отримуємо вираз для нерiвноважного ста-
тистичного оператора у загальнiй формi:

ρ(t) = ρq(t) +

t∫
−∞

dt′eε(t
′−t)eiLN (t′−t)

{
in

n!

(
β

SL

)n
×

×
∑

q1...qn

∑
k1...kn

∂

∂t′

(
B(q1, k1; t′)...B(qn, kn; t′)

)
×

×M−k1....−kn
(−q1....− qn)

}
ρq(t′)−

− 1
SL

∑
k

∑
q

t∫
−∞

eε(t
′−t)eiLN (t′−t)×

×
1∫

0

dτρτq (t
′)ρ̇k(q)ρ1−τ

q (t′)µ̃k(q; t′)dt′, (29)

де ρ̇k(q) = iLNρk(q) = −kqJk(q), Jk(q) –
фур’є-компонента мiкроскопiчного потоку електро-
нiв. Отриманий вираз є сумою недисипативної та ди-
сипативної частин. Перша вiдповiдає оператору ρq(t),
а дисипативна частина описується доданками, якi мi-
стять похiднi по часу вiд функцiй B(q, k; t′) та мiкро-
скопiчнi потоки ρ̇k(q). Причому ∂

∂t′B(q, k; t′) можна
подати так:

∂

∂t′
B(q, k; t′) =

∂

∂t′

(
NionSk(q)ωk(q)− µ̃k(q; t′)

)
=
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= − ∂

∂t′
µ̃k(q; t′) = − δµ̃k(q; t′)

δ〈ρk(q)〉t′
∂

∂t′
〈ρk(q)〉t

′
,

де

δµ̃k(q; t′)
δ〈ρk(q)〉t′

= − (ρk(q)|ρ−k(−q))−1
q , (30)

(
ρk(q)|ρ−k(−q)

)−1

q
=

1∫
0

〈(
ρk(q)− 〈ρk(q)〉t

′

q

)
×

×
(
ρ−k(−q; τ)− 〈ρ−k(−q )〉t

′

q

)〉t′
q
dτ, (31)

– квантова квазiрiвноважна кореляцiйна функцiя,

ρk(q; τ) = ρτq (t
′)ρk(q)ρ−τq (t′).

З урахуванням (30) похiдну за часом вiд B(q, k; t′)
можемо записати як:

∂

∂t′
B(q, k; t′) = (ρk(q)|ρ−k(−q))−1

q

∂

∂t′
〈ρk(q)〉t =

= (ρk(q)|ρ−k(−q))−1
q 〈ρ̇k(q)〉t. (32)

Отже, нерiвноважний статистичний оператор (29)
є функцiоналом парних квазiрiвноважних кореляцiй-
них функцiй (31), рiвноважних кореляцiйних функ-
цiй (24), середнiх значень параметрiв скороченого
опису 〈ρk(q)〉t та мiкроскопiчних потокiв ρ̇(q) еле-
ктронної пiдсистеми напiвобмеженого металу. Для
повноти опису необхiдно за допомогою нерiвноважно-
го статистичного оператора (29) отримати рiвняння
переносу для 〈ρk(q )〉t. Виходячи зi структури ρ(t),
можна вiдзначити, що такi рiвняння будуть нелiнiй-
ними. Параметри µ̄k(q; t) в цих рiвняннях необхiдно
знаходити за допомогою умов самоузгодження (11).
Отриманий вираз для квазiрiвноважного статисти-
чного оператора з функцiоналом Масьє–Планка (28)
дає можливiсть знайти нерiвноважний статистичний
оператор у вiдповiдних наближеннях, зокрема у гау-
совому.

3. Наближення Гауса

У цьому роздiлi розглянемо наближення (26), у яко-
му отримаємо нерiвноважний статистичний оператор
та рiвняння переносу для 〈ρk(q)〉t. Iндекс G у всiх
випадках означатиме опис даної функцiї у гаусовому
наближеннi.

Для оператора ентропiї (14), враховуючи структу-
ру (26), маємо

Ŝ(G)(t) = β
N

2S

∑
q

′
ν(q|0) + lnZjell−

−1
2

(
β

SL

)2∑
k1,k2

∑
q1,q2

(
NionSk1(q1)ωk1(q2)− µ̄k1(q1; t)

)
×

×
(
NionSk2(q2)ωk2(q2)− µ̄k2(q2; t)

)
×

×M−k1,−k2(−q1,−q2)+

+β

(
H − 1

SL

∑
k,q

µ̄k(q; t)ρk(q)

)
. (33)

Для виключення з цього рiвняння параметрiв
µ̄k(q; t) використаємо термодинамiчнe спiввiдношен-
ня (12):

δΦ(G)(t)
δ β
SL µ̄k(q; t)

= 〈ρk(q)〉t,

з якого отримуємо

〈ρk(q )〉t =
β

SL
×

×
∑
k′,q

(
S̄k′(q′)− µ̄k′(q; t)

)
M−k′,−k(−q,−q)S̄k(q), (34)

де

S̄k(q) = NionSk(q)ωk(q).

Означивши M−1
−k,−k′(−q,−q) – функцiю обернену до

M−k,−k′(−q,−q) спiввiдношенням∑
k′′,q′

M−1
k,k′′(q,q

′′)Mk′′,k′(q′,q′) = δk,k′δq,q,

iз (34) для фур’є-компоненти електрохiмiчного потен-
цiалу електронiв знайдемо

µ̄k(q; t) = S̄k(q)−
(
β

SL

)−1

×

×
∑
k′,q′

〈ρk′(q)〉tS̄−1
k′ (q′)M−1

−k′,−k(−q,−q). (35)
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Як бачимо, фур’є-компонента електрохiмiчного по-
тенцiалу у гаусовому наближеннi виражається че-
рез структурний фактор iонної пiдсистеми та фур’є-
компоненти локальної частини псевдопотенцiалу
електрон-iонної взаємодiї. Часова залежнiсть описує-
ться середнiм нерiвноважним значенням густини еле-
ктронiв, перенормованим через структурний фактор
iонної пiдсистеми, псевдопотенцiалом ωk(q) та фун-
кцiєю M−1

−k′,−k(−q′,−q) – оберненою до парного не-
звiдного кумулянтного середнього значення флуктуа-
цiї густини електронiв. Пiдставивши (35) у вираз для
функцiоналу Масьє–Планка, знаходимо, що:

Φ(G)(t) = lnZG(t) = β
N

2S

∑
q

′
ν(q|0) + lnZjell−

−1
2

∑
k1,k2

∑
q1,q2

〈ρk1(q1)〉tS̄−1
k1

(q1)×

×M−1
−k1,−k2(−q1,−q2)S̄−1

k2
(q2)〈ρk2(q2)〉t. (36)

У такому випадку вираз для оператора ентропiї (33)
набуває такого вигляду:

Ŝ(G)(t) = β
N

2S

∑
q

′
ν(q|0) + lnZjell−

−1
2

∑
k1,k2

∑
q1,q2

〈ρk1(q1)〉tS̄−1
k1

(q1)M−1
−k1,−k2(−q1,−q2)×

×S̄−1
k2

(q2)〈ρk2(q2)〉t+β

(
H− 1

SL

∑
k,q

{
S̄k(q)−

(
β

SL

)−1

×

×
∑
k′,q

〈ρk′(q)〉tS̄−1
k′ (q)M−1

−k′,−k(−q,−q)
}
ρk(q)

)
. (37)

Для отримання рiвнянь переносу для 〈ρk(q)〉t замiсть
нерiвноважного статистичного оператора у виглядi
(29) використаємо нерiвноважний статистичний опе-
ратор з урахуванням проектування, що дає можли-
вiсть виключення часових похiдних вiд термодинамi-
чних параметрiв [25, 27, 28]:

ρ(t) = ρq(t)−

−
t∫

−∞

eε(t−t
′)Tq(t; t′)

(
1− Pq(t′)

)
iLNρ(t′)dt′, (38)

де Tq(t, t′) = exp+

−
t∫

t′

(
1− Pq(t′′)

)
iLNdt′′

 – уза-

гальнений оператор еволюцiї з врахуванням проекту-
вання, Pq(t′) – узагальнений оператор проектування
Кавасакi–Гантона, структура якого залежить вiд ква-
зiрiвноважного статистичного оператора ρq(t). У на-
шому випадку Pq(t) має такий вигляд:

Pq(t)ρ′ =

(
ρq(t)−

∑
k,q

δρq(t)
δ〈ρk(q)〉t

〈ρk(q)〉t
)

Spρ′+

+
∑
k,q

δρq(t)
δ〈ρk(q)〉t

Sp
(
ρk(q)ρ′

)
(39)

i має операторнi властивостi Pq(t)ρ(t) = ρq(t),
Pq(t)ρq(t) = ρq(t), Pq(t)Pq(t′) = Pq(t). Для розрахун-
ку нерiвноважного статистичного оператора, вiдпо-
вiдно до (38), у гауcовому наближеннi для ρ(G)

q (t) не-
обхiдно, насамперед, розрахувати оператор проекту-
вання Кавасакi–Гантона. Оскiльки

ρ(G)
q (t) = exp

{
−

(
β
N

2S

∑
q

′ν(q|0) + lnZjell−

−1
2

∑
k1,k2

∑
q1,q2

〈ρk1(q1)〉tS̄−1
k1

(q1)×

×M−1
−k1,−k2(−q1,−q2)S̄−1

k2
(q2)〈ρk2(q2)〉t+

+β

(
H − 1

SL

∑
k,q

{
S̄k(q)−

(
β

SL

)−1∑
k′,q′

〈ρk′(q)〉t×

×S̄−1
k′ (q)M−1

−k′,−k(−q′,−q)

}
ρk(q))

)}
(40)

i

δρ
(G)
q (t)

δ〈ρk(q′)〉t
= −

∑
k′,q′

(
ρk′(q′, τ)−

−〈ρk′(q′)〉tS̄−1
k ′ (q′)

)
M−1
−k′,−k(−q′,−q )S̄−1

k (q)ρ(G)
q (t),

то для проекцiйного оператора Кавасакi–Гантона
знаходимо

P (G)
q (t)ρ′ = (ρ(G)

q (t)+
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+
∑
k,q

∑
k′,q

(
ρk′(q′, τ)− 〈ρk′(q′)〉tS̄−1

k′ (q′)
)
×

×M−1
−k′,−k(−q′,−q)S̄−1

k (q)〈ρk(q)〉tρ(G)
q (t))Spρ′−

−
∑
k,q

∑
k′,q′

(
ρk′(q′, τ)− 〈ρk′(q′)〉tS̄−1

k′ (q′)
)
×

×M−1
−k′,−k(−q′,−q)S̄−1

k (q)Sp(ρk(q)ρ′)ρ(G)
q (t). (41)

Тепер, врахувавши (41), та те, що

iLNρq(t) =
∑
k,q

W (G)(k,q; t)×

×
1∫

0

(ρ(G)
q )τ (t)ρ̇k(q)(ρ(G)

q )1−τ (t) dτ, (42)

де

W (G)(k,q; t) =
β

SL
µ̄k(q; t) =

β

SL

{
S̄k(q)−

−
(
β

SL

)−1∑
k′,q′

〈ρk′(q′)〉tS̄−1
k′ (q′)M−1

−k′,−k(−q′,−q)

}
,

(43)

для нерiвноважного статистичного оператора отри-
маємо

ρ(t) = ρ(G)
q (t)−

∑
k,~q

t∫
−∞

eε(t
′−t)TGq (t, t′)×

×
1∫

0

dτ(ρ(G)
q (t′))τIρ(k,q; t′)×

×(ρ(G)
q (t′))1−τW (G)(k,q; t′)dt′, (44)

де

Iρ(k,q; t′) =
(
1− P(G)(t′)

)
iLNρk(q) (45)

— узагальнений дифузiйний потiк, P(G)(t) — прое-
кцiйний оператор, який дiє на оператор:

P(G)(t)Â =
∑
k′,q′

∑
k′′,q′′

δρk′(q′; t)× (46)

×M−k′,−k′′(−q′,−q′′)S
−1

k′′ (q
′′)〈ρk′′(q′′)Â〉tG,

де δρk′(q′; t) = ρk′(q′)− 〈ρk′(q′)〉t
(
β
SL

)−1

S
−1

k′ (q′),

〈(...)〉t′(G) = Sp(...ρ(G)
q (t′)) – усереднення з квазiрiвно-

важним статистичним оператором у гаусовому на-
ближеннi. За структурою нерiвноважний статисти-
чний оператор є функцiоналом мiкроскопiчних пото-
кiв ρ̇k(q), спостережуваних величин 〈ρk(q)〉t та ква-
зiрiвноважних i рiвноважних кореляцiйних функцiй
електронної пiдсистеми напiвобмеженого металу. За
його допомогою отримуємо рiвняння переносу для
〈ρk(q)〉t у виглядi

∂

∂t
〈ρk(q)〉t = 〈ρ̇k(q)〉t =

= −
∑
k′,~q′

t∫
−∞

eε(t
′−t)D

(G)
JJ (k,q; k′,q′; t, t′)W (G)(k′,q; t′)dt′,

(47)

де

D
(G)
JJ (k,q; k′,q′; t, t′) =

=
〈
Iρ(k,q)TGq (t, t′)Iρ(k′,q′; τ)

〉t′
(G)

=

= k q ·
〈
~Jk(q)TGq (t, t′)Jk′(q′; τ)

〉t′
(G)
· q′k′ =

= k q · D̃(G)
JJ (k,q; k′,q′; t, t′) · q′k′, (48)

D̃
(G)
JJ (k,q; k′,q′; t, t′) – узагальнений коефiцiєнт дифу-

зiї електронiв напiвобмеженого металу, який розра-
ховується з квазiрiвноважним статистичним операто-
ром у гаусовому наближеннi.

4. Наближення Bk(q; t)Bk′(q′; t)Bk′′(q′′; t)

Розглянемо таке за гаусовим наближення для ква-
зiрiвноважної статистичної суми чи функцiонала
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Масьє–Планка (28). У цьому випадку для оператора
ентропiї отримаємо вираз

Ŝ′(t) = β
N

2S

∑
q

′
ν(q|0) + lnZjell−

−1
2

(
β

SL

)2∑
q1,q2

∑
k1,k2

B(q1, k1; t)B(q2, k2; t)×

×M−k1,−k2(−q1,−q2)+

+
i

3!

(
β

SL

)3 ∑
q1,q2,q3

∑
k1,k2,k3

B(q1, k1; t)B(q2, k2; t)×

×B(q3, k3; t)M−k1,−k2,−k3(−q1,−q2,−q3)+

+β
(
H − 1

SL

∑
q,k

µ̄k(q; t)ρk(q)
)
. (49)

Для виключення iз цього рiвняння параметрiв
µ̄k(q; t) знову використаємо термодинамiчне спiввiд-
ношення (12):

δΦ(t)
δ β
SL µ̄k(q; t)

= 〈ρk(q)〉t,

з якого отримуємо рiвняння для визначення
µ̄ki

(q1; t).

〈ρk(q)〉t = − β

SL

∑
q1,q2

∑
k1,k2

(
Ŝk1(q1)− µ̄k1(q1; t)

)
×

×Ŝk2(q2)M−k1,−k2(−q1,−q2)−

− i

3!

(
β

SL

)2 ∑
q1,q2,q3

∑
k1,k2,k3

(
Ŝk1(q1)− µ̄k1(q1; t)

)
×

×
(
Ŝk2(q2)− µ̄k2(q2; t)

)
Ŝk3(q3)×

×M−k1,−k2,−k3(−q1,−q2,−q3). (50)

Дане рiвняння за структурою є квадратичним за
функцiями µ̄k(q; t). Для наближеного його розв’язку
у правiй частинi квадратичної форми одне iз µ̄ki

(qi; t)

замiнимо його значенням, знайденим у гаусовому на-
ближеннi (35). Тодi отримуємо лiнiйне рiвняння для
функцiї µ̄k(q; t):

〈ρk(q)〉t = − β

SL

∑
k′,q

(
S̄k′(q)− µ̄k′(q′; t)

)
×

×G−k′,−k(−q,−q; t), (51)

де

G−k1,−k2(−q1,−q2; t) =

= S̄k2(q2)M−k1,−k2(−q1,−q2)+

+
i

2
β

SL

∑
q′,q3

∑
k′,k3

〈ρk′(q ′)〉tS̄−1
k′ (q′)×

×M−1
−k′,−k2(−q,−q2)×

×S̄k3(q3)M−k1,−k2,−k3(−q1,−q2,−q3). (52)

Функцiя G−k1,−k2(−q1,−q2; t), як бачимо, залежить
вiд часу через спостережуванi величини 〈ρk′(q′)〉t, а
також залежить вiд структурного фактора iонної пiд-
системи Sk′(q), фур’є-компоненти локальної части-
ни псевдопотенцiалу електрон-iонної взаємодiї ωk(q),
кумулянтних незвiдних середнiх значень флуктуацiй
густини електронiв: парних M−k′,−k2(−q,−q2) та по-
трiйних M−k1,−k2,−k3(−q1,−q2,−q3). У правiй части-
нi (52) у другому доданку мiститься перенормування
потрiйних електронних кореляцiй через парнi, якi да-
ють основний внесок у наближеннi Гауса (попереднiй
роздiл).

Позначивши G−1
−k1,−k2(−q1,−q2; t) як функцiю,

обернену до G−k1,−k2(−q1,−q2; t) спiввiдношенням:∑
k′′,q′

G−1
−k1,−k′′(−q1,−q′′; t)G−k′′,−k2(−q′,−q2; t) =

= δk1,k2δq1,q2 ,

iз (51) для фур’є-компоненти електрохiмiчного потен-
цiалу електронiв знайдемо

µ̄k(q; t) = S̄k(q)−

−
(
β

SL

)−1∑
k′,q

〈ρk′(q ′)〉tG−1
−k′,−k(−q ′,−q; t). (53)
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Тепер оператор ентропiї (49) з урахуванням (53) за-
пишемо у виглядi

Ŝ′(t) = β
N

2S

∑
q

′ν(q|0) + lnZjell−

−1
2

∑
k′,k′′

∑
q′,q′′

〈ρk′(q)〉tḠ(2)
k′,k′′(q

′,q′′; t)〈ρk′′(q′′)〉t+

+
i

3!

∑
k′,k′′,k′′′

∑
q′,q′′,q′′′

Ḡ
(3)
k′,k′′,k′′′(q

′,q′′,q′′′; t)×

×〈ρk′(q′)〉
t 〈ρk′′(q′′)〉

t 〈ρk′′′(q′′′)〉
t +

+β

(
H − 1

SL

∑
k,q

(
S̄k(q)−

(
β

SL

)−1 ∑
k′,q′

〈ρk′(q′)〉t×

×G−1
k′k(q,q

′; t)

)
ρk(q)

)
, (54)

де

Ḡ
(2)
k′,k′′(q

′,q′′; t) =
∑
k1,k2

∑
q1,q2

G−1
k′,k1

(q′,q1; t)×

×M−k1,−k2(−q1,−q2)G−1
k2,k′′

(q2,q′′; t),

Ḡ
(3)
k′,k′′,k′′′(q

′,q′′,q′′′; t) =

=
∑

k1,k2,k3

∑
q1,q2,q3

G−1
k′,k1

(q′,q1; t)×

×G−1
k′′,k2

(q ′′,q2; t)G−1
k′′′,k3

(q′′′,q3; t)×

×M−k1,−k2,−k3(−q1,−q2,−q3).

У даних функцiях враховується динамiчне
перенормування кумулянтних незвiдних се-
реднiх значень флуктуацiй густини електро-
нiв: парних M−k′,−k2(−q,−q2) та потрiйних
M−k1,−k2,−k3(−q1,−q2,−q3) через функцiї (52).

З урахуванням оператора ентропiї (49) квазiрiвно-
важний статистичний оператор запишемо у виглядi

ρ(G+1)
q (t) = exp

(
−
(
β
N

2S

∑
q

′ν(q|0) + lnZjell−

−1
2

∑
k′,k′′

∑
q′,q′′

〈ρk′(q)〉tḠ(2)
k′,k′′(q

′,q′′; t)〈ρk′′(q′′)〉t+

+
i

3!

∑
k′,k′′,k′′′

∑
q′,q′′,q′′′

Ḡ
(3)
k′,k′′,k′′′(q

′,q′′,q′′′; t)×

×〈ρk′(q′)〉t〈ρk′′(q′′)〉t〈ρk′′′(q′′′)〉t+

+β

(
H − 1

SL

∑
k,q

(
S̄k(q)−

( β

SL

)−1∑
k′,q′

〈ρk′(q′)〉t×

×G−1
k′k(q,q

′; t))ρk(q)
))

, (55)

де iндекс “(G+1)” означає третiй порядок за спостере-
жуваними параметрами у квазiрiвноважному стати-
стичному операторi. Вiн враховує, крiм парної (гау-
сової), кубiчну залежнiсть вiд параметрiв скорочено-
го опису 〈ρk(q)〉t iз динамiчними перенормуваннями
у функцiях Ḡ

(2)
k′,k′′(q

′,q′′; t) та Ḡ(3)
k′,k′′,k′′′(q

′,q′′,q′′′; t).
Оскiльки

iLNρ
(G+1)
q (t) =

∑
k,q

W (G+1)(k,q; t)×

×
1∫

0

(ρ(G+1)
q )τ (t)ρ̇k(q)(ρ(G+1)

q )1−τ (t)dτ, (56)

де

W (G+1)(k,q; t) =
β

SL
µ̄k(q; t) =

β

SL

{
S̄k(q)−

−
(
β

SL

)−1∑
k′,q

〈ρk′(q)〉tG−1
−k′,−k(−q′,−q; t)

}
, (57)
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то для нерiвноважного статистичного оператора у на-
ближеннi (55) маємо такий вираз:

ρ(t) = ρ(G+1)
q (t)−

∑
k,q

t∫
−∞

eε(t
′−t)T (G+1)

q (t, t′)×

×
(
1− P (G+1)

q (t′)
) 1∫

0

(ρ(G+1)
q )τ (t′)ρ̇k(q)(ρ(G+1)

q )1−τ (t′)×

×W (G+1)(k,q; t′)dt′, (58)

де P
(G+1)
q (t′) – проекцiйний оператор Кавасакi–

Гантона та вiдповiдний оператор еволюцiї
T

(G+1)
q (t, t′), якi розраховуються iз квазiрiвнова-

жним статистичним оператором у наближеннi (55),
причому P (G+1)

q (t′) має таку структуру:

P (G+1)
q (t)ρ′ =

(
ρ(G+1)
q (t)−

−
∑
k,q

{(
βρk′(q′, τ)G−1

k′k(q,q
′; t)−

−〈ρk′(q′)〉tḠ(2)
k′,k(q

′,q; t)
)
×

× i
2

∑
k′,k′′

∑
q′,q′′

〈ρk′(q′)〉t〈ρk′′(q′′)〉t×

×Ḡ(3)
k′,k′′,k(q

′,q′′,q; t)}〈ρk(q)〉tρ(G+1)
q (t))Sp(ρ′)×

+
∑
k,q

{
(βρk′(q′, τ)G−1

k′k(q,q
′; t)−

−〈ρk′(q′)〉tḠ(2)
k′,k(q

′,q; t))×

× i
2

∑
k′,k′′

∑
q′,q′′

〈ρk′(q′)〉t〈ρk′′(q′′)〉t×

×Ḡ(3)
k′,k′′,k(q

′,q′′,q; t)

}
Sp
(
ρk(q)ρ′

)
ρ(G+1)
q (t) (59)

i у порiвняннi iз результатом дiї оператора P (G)
q (t) у

гаусовому наближеннi вiн мiстить вже третiй порядок
за параметрами скороченого опису. За допомогою не-
рiвноважного статистичного оператора (55) отримує-
мо рiвняння переносу для 〈ρk(q)〉t у виглядi

∂

∂t
〈ρk(q)〉t = 〈ρ̇k(q)〉t(G+1)−

−
∑
k′,q

t∫
−∞

eε(t
′−t)D

(G+1)
JJ (k,q; k′,q′; t, t′)×

×W (G+1)(k′,q; t′)dt′+

+
∑
k′,q′

t∫
−∞

eε(t
′−t)〈ρ̇k(q)T (G)

q (t, t′)P (G+1)
q (t′)×

×ρ̇k′(q′; τ)〉t
′

(G+1)W
(G+1)(k′,q′; t′) dt′, (60)

де

D
(G+1)
JJ (k,q; k′,q′; t, t′) =

=
〈
ρ̇k(q)TGq (t, t′)ρ̇k′(q ′, τ)

〉t′
(G+1)

=

= k q
〈
Jk(q)TGq (t, t′)Jk′(q′; τ)

〉t′
(G+1)

q′ k′ =

= k q D̃(G+1)
JJ (k,q; k′,q ′; t, t′)q′ k′, (61)

D̃
(G+1)
JJ (k,q′; k′,q; t, t′) – узагальнений коефiцiєнт ди-

фузiї електронiв напiвобмеженого металу, який роз-
раховується з квазiрiвноважним статистичним опе-
ратором у наближеннi (55). Враховуючи структу-
ру функцiй (52), (57) та проекцiйного операто-
ра Кавасакi–Гантона (59) можна зробити висновок,
що рiвняння (60) є нелiнiйним рiвнянням вiдносно
〈ρk(q)〉t.

5. Висновки

Для опису електродифузiйних процесiв для електрон-
ної пiдсистеми напiвобмеженого металу на основi уза-
гальненої моделi “желе” застосовано метод НСО, коли
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єдиним параметром скороченого опису є нерiвнова-
жне середнє значення густини електронiв. Для такої
системи методом функцiонального iнтегрування про-
ведено розрахунок квазiрiвноважної статистичної су-
ми у випадку локального псевдопотенцiалу електрон-
iонної взаємодiї в металi у гауcовому та вищих на-
ближеннях за динамiчними електронними кореляцi-
ями. На їх основi отримано вирази для нерiвнова-
жного статистичного оператора у гауcовому та ви-
щих наближеннях за динамiчними електронними ко-
реляцiями, що дає можливiсть вийти за межi лiнiй-
ного наближення за електрохiмiчним потенцiалом. У
вiдповiдних наближеннях для нерiвноважного стати-
стичного оператора отримано узагальненi рiвняння
переносу (узагальненi рiвняння дифузiї) для нерiв-
новажного середнього значення густини електронiв,
якi можуть застосовуватись для опису сильнонерiв-
новажних процесiв для електронної пiдсистеми напiв-
обмеженого металу. Узагальненi коефiцiєнти дифу-
зiї електронiв напiвобмеженого металу, якi входять у
вiдповiднi рiвняння переносу розраховуються з квазi-
рiвноважним статистичним оператором у вiдповiдних
наближеннях: гаусовому (40) та (55). Важливим мо-
ментом у такому пiдходi є те, що часовi кореляцiйнi
функцiї, узагальненi коефiцiєнти дифузiї розрахову-
ються iз квазiрiвноважним статистичним оператором
у вiдповiдному наближеннi i є функцiоналами спосте-
режуваних величин 〈ρk(q)〉t певного порядку. Окре-
мий i важливий iнтерес у такому пiдходi становлять
дослiдження динамiчного структурного фактора для
нерiвноважної електронної пiдсистеми напiвобмеже-
ного металу.
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К СТАТИСТИЧЕСКОМУ ОПИСАНИЮ
ЭЛЕКТРОДИФФУЗИОННЫХ ПРОЦЕССОВ
ЭЛЕКТРОННОЙ ПОДСИСТЕМЫ
ПОЛУОГРАНИЧЕННОГО МЕТАЛЛА
В ОБОБЩЕННОЙ МОДЕЛИ “ ЖЕЛЕ”

П.П. Костробий, Б.М. Маркович, А.И. Василенко,
М.В. Токарчук

Р е з ю м е

С помощью метода функционального интегрирования получен
неравновесный статистический оператор электронной подси-
стемы полуограниченного металла в обобщенной модели “же-
ле” в гауссовом и высших приближениях по динамическим эле-
ктронным корреляциям при расчете квазиравновесной стати-
стической суммы. Такой подход дает возможность выйти за
пределы линейного приближения по градиенту электрохимиче-
ского потенциала, которое соответствует слабо неравновесным
процессам, и получить обобщенные уравнения переноса, опи-
сывающие нелинейные процессы.
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S u m m a r y

Based on the calculation of the quasiequilibrium statistical sum

by means of the functional integration method, we obtained

a nonequilibrium statistical operator for the electron subsys-

tem of a semibounded metal in the framework of the gen-

eralized “jellium” model in the Gaussian and higher approx-

imations with respect to the dynamic electron correlations.

This approach allows one to go beyond the linear approxima-

tion with respect to the gradient of the electrochemical poten-

tial corresponding to weakly nonequilibrium processes and to

obtain generalized transport equations that describe nonlinear pro-

cesses.
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