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Теорiю Мi узагальнено на випадок кулi з просторовою диспер-
сiєю дiелектричної проникностi, враховуючи iснування поздов-
жнiх електромагнiтних хвиль та поперечних хвиль з однозна-
чною залежнiстю хвильового числа вiд частоти. Узагальненi
коефiцiєнти Мi визначено методом додаткових межових умов,
використовуючи умову непрозоростi поверхнi для електронiв.
Теорiя застосовна для моделювання оптичних процесiв за уча-
стi металiв i не потребує спрощення залежностi дiелектричної
проникностi вiд частоти i хвильового числа свiтла. Модель не
використовує електростатичне наближення. Показано, що вiд-
носна помилка цього наближення при обчисленнi перерiза екс-
тинкцiї свiтла срiбною кулею радiуса 10 нм у широкому iнтер-
валi частот перевищує 50%.

Оптичнi процеси за участi металевих наночастинок
цiкавили дослiдникiв у минулому та продовжують
вивчатися нинi. У цих процесах велику роль може
вiдiгравати просторова дисперсiя дiелектричної про-
никностi ε, тобто залежнiсть ε не лише вiд кутової
частоти свiтла ω, але й хвильового вектора k [1–14].
Теорiї, якi враховували ε(ω, k), отримали назву нело-
кальних. Зокрема, в нелокальнiй теорiї [1, 2] електро-
магнiтного вiдгуку малої кулi було введено ефектив-
ну дiелектричну проникнiсть (ЕДП). За допомогою
концепцiї ЕДП було змодельовано флуоресценцiю та
розпад збуджених молекул поблизу металевих нано-
куль [3–6], пiдсилене поверхнею комбiнацiйне розсiян-
ня свiтла [7–9], оптичний вiдгук композитних матерi-
алiв [10] i металевих нанооболонок [11], електромагнi-
тне спарювання мiж зондом атомного мiкроскопа та
пiдкладкою [12, 13], ван-дер-ваальсiвську взаємодiю
мiж молекулою та сферичною порожниною у мета-

лi [14]. Однак, ефективна дiелектрична проникнiсть
виражається через iнтеграл, який обчислюється ана-
лiтично лише для окремих iдеалiзованих функцiй
ε(ω, k). Тому у роботах [3–7,10,11,14] було використа-
но модифiковану з урахуванням просторової диспер-
сiї друдiвську дiелектричну функцiю. Як показано
нижче, ця функцiя не забезпечує точного опису вла-
стивостей металiв. Крiм того, модель ЕДП застосовує
електростатичне наближення, помилку якого також
знайдено у роботi.

Потужним методом моделювання оптичних про-
цесiв за участi частинок сферичної форми є тео-
рiя Лоренца–Мi (див. пiдручники [15–18] або сайт
www.scattport.org, на якому розмiщено класичнi ро-
боти Лоренца, Лава, Мi, Дебая). Пiд час дослiдже-
ння властивостей плазмової кулi автори незалежних
робiт [19, 20] врахували нелокальнi ефекти i розши-
рили теорiю Мi. Вони вiдзначили, що у плазмi мо-
жуть збуджуватися синхроннi поздовжнi коливання
електромагнiтного поля i заряду – плазмовi коливан-
ня [15]. В роботах [19, 20] було визначено узагальненi
коефiцiєнти Мi для розсiяного електромагнiтного по-
ля i поля усерединi кулi з урахуванням плазмових
коливань. Виходячи з цих формул, у роботi [20] було
передбачено iснування додаткових резонансiв у спе-
ктрах перерiзу екстинкцiї з частотами вище плазмо-
вої. Використовуючи електростатичне наближення i
гiдродинамiчну модель плазми, було визначено часто-
ти i ширини цих резонансiв.

Серед пiонерських робiт, що враховували просторо-
ву дисперсiю ε, слiд вiдзначити роботу [21]. Метою цi-
єї роботи було дослiдження теплового випромiнюван-
ня радiально неоднорiдної плазмової кулi, яку розгля-
дали як сукупнiсть однорiдних шарiв. Теорiя вико-
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ристовувала гiдродинамiчну модель руху електронiв
плазми i модель Лоренца [15] для урахування поля-
ризацiї молекулярної пiдсистеми. Куля знаходилася
у середовищi з ε 6= 1. Модель [21] передбачала збу-
дження поздовжнiх (плазмових) коливань електро-
магнiтного поля. Для визначення амплiтуд вектор-
них кульових гармонiк у шарах кулi було використа-
но додатковi межовi умови неперервностi радiальної
компоненти гiдродинамiчної швидкостi електронiв i
електромагнiтного тиску на межах внутрiшнiх ша-
рiв, а також рiвнiсть нулевi гiдродинамiчної швид-
костi електронiв на поверхнi кулi. Отже, теоретична
модель [21] адекватно враховує як особливостi пла-
змових утворень iоносфери, так i властивостi метале-
вих [15] i стратифiкованих металодiелектричних куль
[22]. У ходi дослiдження теплового випромiнювання
в [21] було розв’язано низку iнших важливих задач.
Так, було визначено електромагнiтне поле, що ство-
рюється точковим електричним диполем. Тим самим,
фактично було знайдено тензор Грiна електромагнi-
тного поля для багатошарової кулi з урахуванням
нелокальних ефектiв. Знайденi характеристики еле-
ктромагнiтного поля вiдiграють ключову роль у те-
орiї спонтанних фотопереходiв атомiв i молекул по-
близу тiл, що проводять струм i (або) поглинають
електромагнiтне випромiнювання [22–24]. Коментую-
чи свої розрахунки, автори [21] узагальнили теорiю
Лоренца–Мi дифракцiї плоскої електромагнiтної хви-
лi на випадок багатошарової кулi з урахуванням збу-
дження поздовжнiх електромагнiтних хвиль. Подiбне
узагальнення має важливе значення, навiть якщо за-
лежнiстю ε вiд k знехтувати [25].

Слiд зауважити, що першi роботи [19, 20], а також
iншi узагальнення теорiї Лоренца–Мi [26, 29] викори-
стовували умову неперервностi нормальної складової
вектора напруженостi електричного поля er ·E на по-
верхнi кулi (r = a). Ця умова випливає з бiльш за-
гального обмеження на густину електричного струму
er · j(r = a) = 0 i справджується, якщо розрiджена
плазма або простий метал знаходяться у середовищi з
ε = 1. Проте, використання умови неперервностi er ·E
пiд час дослiдження реальних металiв може привести
до хибних висновкiв.

Умову неперервностi er ·E можна вiднести до дода-
ткових межових умов (ДМУ). Метод ДМУ в криста-
лооптицi було докладно вивчено Пекаром [30,31]. Вiд-
повiдно до оглядової роботи [32], ДМУ Пекара – умо-
ва рiвностi нулю екситонної частини вектора поляри-
зацiї середовища на поверхнi кулi, узгоджувалася з
експериментами краще, нiж iншi ДМУ. Умови Пекара
дозволили отримати узагальненi коефiцiєнти Мi [27]

та побудувати електродинамiчну теорiю просторово-
дисперсiйного середовища з кульовим включенням
[28]. В узагальненнi теорiї Мi роботи [27] було вико-
ристано два коренi kT

1 та kT
2 рiвняння дисперсiї для

поперечних хвиль:

k2 − (ω/c)2 εT(ω, k) = 0, (1)

де c – швидкiсть свiтла у вакуумi. Однак, як показано
нижче, рiвняння (1) iнколи має лише один справжнiй
корiнь. У цьому випадку використання теорiї роботи
[27] дає результати, що суперечать дослiдним даним.

Дана робота пропонує нову версiю теорiї Мi, засто-
совну у випадку, коли у кулi можуть поширювати-
ся поздовжнi електромагнiтнi хвилi i поперечнi хвилi
з однозначною залежнiстю kT(ω). У роздiлi 2 робо-
ти отримано формулу для узагальнених коефiцiєн-
тiв Мi за допомогою умови непрозоростi поверхнi ча-
стинки для електронiв. Пропонована теорiя дозволяє
використовувати реалiстичнi дiелектричнi проникно-
стi металiв або дiелектрикiв. У роздiлi 3 визначено
помилку електростатичного наближення в оптицi ме-
талевих наночастинок. У роздiлах 4, 5 порiвнюються
рiзнi варiанти теорiї Мi та концепцiя ЕДП. Зокрема,
у роздiлi 5 вказано на важливiсть урахування мiж-
зонних переходiв у металах.

1. Електромагнiтнi хвилi у середовищi з
просторовою дисперсiєю дiелектричної
проникностi

На початку порiвняємо характеристики електрома-
гнiтних хвиль у середовищах за наявностi та вiдсу-
тностi просторової дисперсiї дiелектричної проникно-
стi. Далi буде розглянуто середовища з дiагональни-
ми тензорами дiелектричної проникностi, якi мають
однаковi дiагональнi елементи ε. Якщо просторова
дисперсiя вiдсутня, то всi електромагнiтнi хвилi —
поперечнi i мають хвильове число:

kT
0 = (ω/c)

√
ε(ω). (2)

Тут i далi часова залежнiсть векторiв електричного i
магнiтного поля описується фактором exp(−ı ω t).

Якщо ε залежить вiд k, рiвняння (1) може мати два
розв’язки kT

1 i kT
2 .Крiм того, у середовищi можуть по-

ширюватися поздовжнi електромагнiтнi хвилi з хви-
льовим числом kL, яке визначається рiвнянням:

εL(ω, k) = 0. (3)

Гiдродинамiчна модель електронiв у металах дає
такi дiелектричнi проникностi [29, 33, 34]:

εT(ω) = εg + εh(ω, 0), εL(ω, k) = εg + εh(ω, k), (4)
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де εg – частина дiелектричної проникностi, незале-
жна вiд плазмових коливань. Для простих металiв
маємо εg = 1,

εh(ω, k) =
−ω2

p

ω2 + iΓω − (βk)2
, (5)

де ωp, Γ – плазмова частота та стала затухання вiдпо-
вiдно; β =

√
3/5 vF, vF – швидкiсть Фермi електронiв

металу. Феноменологiчний параметр Γ для металевої
кулi вводиться таким чином [15]:

Γ = Γb +AvF/a, (6)

де a – радiус кулi. Для срiбної нанокулi у вакуумi
фактор A = 0, 25 [35].

Реалiстичнi моделi металiв використовують вiдмiн-
не вiд одиницi значення εg у формулах (4), (8). Вели-
чину εg 6= 1 зв’язують з iснуванням мiжзонних пе-
реходiв у металах [15, 24]. Вiдповiдно до роботи [36],
для срiбла маємо ωp = 9, 17 еВ, Γb = 0, 021 еВ,

εg = 1 +
2, 2ω2

ib

ω2
ib − ω2 − ıΓib ω

, (7)

де ω ib = 5, 27 еВ, Γib = 1, 14 еВ. Тут частоти в енер-
гетичних одиницях є добутками кутових частот, якi
вимiрюються в с− 1, на ~ = h/(2π), де h – стала План-
ка.

Формула (4) для εT не передбачає iснування про-
сторової дисперсiї для поперечних хвиль у металах.
Проте у роботах [1–8,11,12,14] було використано єди-
ну дiелектричну проникнiсть як для поздовжнiх, так
i для поперечних хвиль:

ε(ω, k) = εg + εh(ω, k). (8)

У випадку використання (8) для моделювання
властивостей металiв виникає проблема визначення
справжнiх i фiктивних коренiв дисперсiйного рiвнян-
ня (1). Фiктивний корiнь дисперсiйного рiвняння, на
вiдмiну вiд справжнього, передбачає iснування хвиль,
яких немає у природi. Пояснення того як виникають
фiктивнi коренi дано в [31] на прикладi розв’язання
наближеного алгебраїчного рiвняння:

0, 1 = ln(1 + x) ' x− 1
2
x2. (9)

Один з коренiв наближеного рiвняння x1 = 0, 1056
близький до кореня точного рiвняння x0 = 0, 1052.
Iнший корiнь, x2 = 1, 8944, на порядок величини вiд-
рiзняється вiд точного значення x0, а ln(1 + x2) '
1, 06� 0, 1. Корiнь x2 – фiктивний.

Порiвняємо коренi рiвняння (1) з проникностями
(4) i (8), обчисливши їх для типових ω = 3, 5 еВ,
a = 10 нм i наведених вище параметрiв Ag [36]. Дiй-
снi та уявнi частини kT

1 – одного з коренiв, знайденого
для (8), i kT

0 рiвняння (2), яке випливає з (1) i (4), збi-
гаються з точнiстю до чотирьох значущих цифр. Вiд-
повiдно, величина εT1 = −2, 171 + ı 1, 035 близька до
εT0 = −2, 170 + ı 1, 035. Iнший корiнь, навпаки, сильно
вiдрiзняється вiд kT

0 . Дiйсна частина kT
2 перевищує

Re kT
0 у 814 разiв, а εT2 = 7, 75 · 104 + ı 972. Остання

оцiнка вказує на те, що дiйсна частина дiелектричної
проникностi срiбла у видимiй областi спектра не вiд’-
ємна, а додатна i, до того ж, перевищує дiелектри-
чну проникнiсть алмазу бiльш нiж у 104 разiв. Роз-
бiжнiсть цього передбачення iз дослiдними даними
можна пояснити двома способами: 1. Величина εT,
насправдi, не залежить вiд k, як передбачає перша
формула (4). У цьому випадку хвильове число попе-
речних хвиль визначається рiвнянням (2). 2. Корiнь
kT
2 рiвняння (1) з дiелектричною проникнiстю благо-

родного металу (8) – фiктивний.
Теорiя, що будується у наступному роздiлi вико-

ристовує один параметр поперечних хвиль — kT. Вiн
може дорiвнювати kT

0 у разi використання рiвнянь (4)
або kT

1 ' kT
0 , якщо застосовується рiвняння (8).

2. Узагальнення теорiї Мi

Теорiя Лоренца–Мi визначає електромагнiтнi поля
всерединi та зовнi кулi, на яку падає плоска електро-
магнiтна хвиля. Для того щоб розв’язати задачу, ве-
ктор напруженостi електричного поля плоскої хви-
лi розкладають по векторним кульовим гармонiкам
[15, 16, 32, 37]:

E = E0e
−ı ω t Ξ̂l (M

(1)
o1l − ıN

(1)
e1l), (10)

де символ Ξ̂l позначає
∞∑
l=1

ıl
2 l + 1
l (l + 1)

,

M
(1)
(3)
σm l = ∇× [r

jl
hl

(kr)Yσm l(θ, φ)], N =
1
k
∇×M,

Lσm l =
1
k
∇ [

jl
hl

(kr)Yσm l(θ, φ)], (11)

верхнi iндекси (1) i (3) вказують на використання
сферичної функцiї Бесселя jl та сферичної функцiї
Ханкеля першого роду hl, вiдповiдно;

Y e
om l(θ, φ) = Pml (cos θ)

cos
sin

(mφ), (12)
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Pml – приєднанi функцiї Лежандра.
Векторнi хвильовi функцiї M, N, L утворюють

фундаментальну систему розв’язкiв хвильового рiв-
няння

∇×∇× F− k2 F = 0, (13)

до якого зводяться рiвняння Максвелла для монохро-
матичного поля [15,16,37]. У рiвняннi (13) F може по-
значати напруженостi як електричного, так i магнi-
тного поля. Хвиля (10) при падiннi на кулю створює
вiдбите поле та поле у кулi. Використовуючи вказану
фундаментальну систему розв’язкiв, напруженостi E
цих полiв можна записати у виглядi

ER = E0e
−ı ω t Ξ̂l (alM

(3)
o1l − ı blN

(3)
e1l), (14)

ET = E0e
−ı ω t Ξ̂l (aT

l M(1)
o1l − ı b

T
l N(1)

e1l + bLl Le1l). (15)

Поле (14), також як i падаюча хвиля (10), залежить
вiд kµ = (ω/c)√ εµ, де εµ – дiелектрична стала се-
редовища, що оточує кулю. (Тому у розвинення (10),
(14) не входять функцiї L.) Нижче добутки хвильових
чисел на a позначено таким чином: x = kµ a, z = kT a
i zL = kL a.

П’ять вiдносних амплiтуд al, bl, aT
l , b

T
l i bLl слiд зна-

ходити з межових умов на поверхнi кулi. Умови непе-
рервностi тангенцiальних складових напруженостей
електричного i магнiтного полiв дозволяють визна-
чити лише чотири амплiтуди (для кожного l). Щоб
обчислити всi амплiтуди, необхiдно використати ще
одну додаткову межову умову. Дана робота пропонує
у ролi ДМУ використовувати умову непрозоростi по-
верхнi для електронiв металевої частинки:

(j n) |r∈S = 0, (16)

де j – густина струму, що виникає внаслiдок дiї еле-
ктромагнiтного поля на електрони зони провiдно-
стi, n – вектор нормалi до поверхнi S, що обмежує
рух електронiв. Вектор iндукцiї електричного поля
D зв’язаний з E i j спiввiдношенням:

D = E + 4π
(
P0 +

ı

ω
j
)
, (17)

де P0 – частина вектора поляризацiї середовища, не-
залежна вiд j. Позначивши Pex =

ı

ω
j можемо пере-

писати умову (16) у бiльш загальному виглядi [1]:

(Pex n) |r∈S = 0, (18)

де Pex – “екситонна” частина вектора поляризацiї се-
редовища. У нашiй задачi

Pex ∝ Ξ̂l
[
ı bTl (εg − εT1 )N(1)

e1l + bLl εh(ω, kL)Le1l

]
. (19)

Для простого металу (P0 = 0) у повiтрi (εµ = 1) рiв-
нiсть (18) може бути сформульована як умова непе-
рервностi нормальної компоненти E. Цю ДМУ було
використано у попереднiх роботах [1, 26, 29, 34, 38].

Рiвняння (18) з членом (19) визначає спiввiдноше-
ння мiж коефiцiєнтами bLl i bTl :

− bLl = bTl
εT1 − εg
εg

l (l + 1)
jl(z)
z j′l(zL)

. (20)

Вiдноснi амплiтуди al, bl у формулi (14) – це i є
коефiцiєнти Мi для поперечних електричних (TEl) i
магнiтних (TMl) хвиль вiдповiдно. Якщо iснує лише
одне справжнє хвильове число kT(ω), формула для al
така сама, як в класичнiй теорiї Мi:

al = − jl(x)ψ′l(z)− jl(z)ψ′l(x)
hl(x)ψ′l(z)− jl(z) ζ ′l(x)

, (21)

де ψl(z) = z jl(z), ζl(x) = xhl(x). Модифiкований ко-
ефiцiєнт bl можна записати у виглядi

bl = − (1 + δl)xψl(x)ψ′l(z)− z ψl(z)ψ′l(x)
(1 + δl)x ζl(x)ψ′l(z)− z ψl(z) ζ ′l(x)

, (22)

де

δl =
εT1 − εg
εg

l (l + 1) jl(z) jl(zL)
ψ′l(z) zL j′l(zL)

. (23)

У деяких окремих випадках формули (21), (22) вiд-
творюють опублiкованi данi. При εg = εµ iснує збiг з
результатами роботи [26]. Якщо εg = 1, то отримуємо
коефiцiєнти Мi роботи [29]. Нарештi, формула для
класичного коефiцiєнта bl випливає з рiвняння (22)
при βk = 0, що дає δl = 0.

Формули (21), (22), та (14) повнiстю описують роз-
сiяне поле. Зокрема, важливою характеристикою роз-
сiяння та поглинання свiтла є перерiз екстинкцiї, нор-
мований на геометричний перерiз кулi π a2:

Qext =
2
x2

∞∑
l=1

(2l + 1) Re (− al − bl). (24)

3. Електростатичне наближення в оптицi
металевих наночастинок

Електростатичне наближення в оптицi металевих на-
ночастинок застосовують, якщо розмiри частинок на-
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Рис. 1. Вiдносна помилка електростатичного наближення (31),
знайдена в рамках класичної електродинамiки (штрихова кри-
ва) i нелокальної теорiї. Суцiльна крива показує помилку об-
числення дiйсної частини коефiцiєнта b1 за формулами (29) з
ефективною дiелектричною проникнiстю (33). Радiус кулi —
10 нм, обчислення проведено з εg = 1 та iншими параметрами
срiбла з робiт [5, 6, 11]

багато меншi за довжину хвилi свiтла λ. У цьому ви-
падку в хвильових рiвняннях вiдкидають часовi по-
хiднi. Вiдповiдно, пiд час моделювання властивостей
куль функцiї Рiккатi–Бесселя ψl i Рiккатi–Ханкеля
ζl = ψl + ı χl змiнюються на їх наближенi значення,
згiдно з формулами

ψl(z) '
zl+1

(2 l + 1)!!
, χl(z) '

(2 l − 1)!!
zl

, |z| � 1. (25)

Використання формул (25) для обчислення коефi-
цiєнтiв (21) i (22) дає al ' 0 i наближене значення
коефiцiєнта bl:

b̃l ' ıΔl −Δ2
l , (26)

де

Δl =
(l + 1) (ε− 1)x2l+1

(2 l − 1)!! (2 l + 1)!! (l ε+ l + 1)
. (27)

Тут ε = εT/εµ – вiдносна дiелектрична проникнiсть
кулi.

Величина Δl пропорцiйна мультипольнiй поляри-
зованостi малої кулi:

αl =
l ε− l

l ε+ l + 1
a2l+1. (28)

Зокрема, коефiцiєнт b̃1 можна виразити через еле-
ктричну дипольну поляризованiсть кулi α1:

b̃1 = ı
2
3
k3
µ α1, α1 =

ε− 1
ε+ 2

a3. (29)

Слiд вiдзначити, що похибка електростатичного
наближення може бути досить великою навiть при
a � λ. Це зв’язано з неточним обчисленням рiзниць
у знаменниках коефiцiєнтiв Мi. Зокрема, величина
ε+2 у знаменнику формули для електричної диполь-
ної поляризованостi α1 — це наближене значення рi-
зницi:

z
ψ′l(z)
ψ(z)

− ε x χ
′
l(x)
χ(x)

= A−B + C. (30)

Тут A = l + 1 ' z
ψ′l(z)
ψ(z)

, B = −ε l ' ε x
χ′l(z)
χ(z)

,

C = z
ψ′l(z)
ψ(z)

− ε x
χ′l(x)
χ(x)

− A + B, l = 1. Величини

|A| � |C| i |B| � |C|. Отже, згiдно з логiкою еле-
ктростатичного наближення, A − B + C ' A − B,
навiть при A − B ' 0. Насправдi, в областi резонан-
су Фрелiха, де величина (30) близька до нуля, може
справджуватися нерiвнiсть: |C| � |A − B|. У цьому
разi наближення (25) будуть занадто грубими. Пере-
вiримо останнє твердження числовими оцiнками.

Обчислення робiт [5,6,11] ґрунтувалися на електро-
статичному наближеннi i на дiелектричнiй проникно-
стi (8) з параметрами срiбла: εg = 1, ωp = 1, 36 · 1016

с−1, Γ = Γb + AvF/a, Γb = 2, 56 · 1013 с−1, A = 0, 25
i vF = 1, 40 · 106 м·с−1. Для срiбної кулi з вказа-
ною ε(ω, 0) i радiусом a = 10 нм знаходимо, що
|C| > |A − B| для усiх частот ω ≤ 0, 8ωp. На часто-
тi Фрелiха ω = ωp/

√
3 (для a � λ = 240 нм ) маємо

|C| = 128 |A − B|, що суперечить припущенню еле-
ктростатики |C| � |A−B|.

Вимiрюваною в експериментi величиною є перерiз
екстинкцiї Qext. При x � 1 значення Qext у значнiй
мiрi залежить вiд дiйсної частини коефiцiєнта b1 (див.
формули (24), (26) i (27)). Отже, вiдносну помилку
електростатичного наближення можна визначити як

E =

∣∣∣∣∣Re (b1 − b̃1)
Re b1

∣∣∣∣∣ · 100%. (31)

Результати обчислення величини E наведено на
рис. 1. Вони вказують на те, що вiдносна помилка
електростатичного наближення гiрша за 50% майже
у всьому частотному iнтервалi, а при деяких часто-
тах в областi резонансу Фрелiха перевищує 2000%.
Помилка виникає унаслiдок використання наближе-
них формул (25). Урахування просторової дисперсiї ε,
наприклад, за допомогою концепцiї ЕДП, не дозволяє
покращити значення E.
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4. Концепцiя ефективної дiелектричної
проникностi

Порiвняємо запропоновану модель з iншою, єдиною
вiдомою у металооптицi, нелокальною теорiєю, а са-
ме концепцiєю ефективної дiелектричної проникно-
стi. Модель ЕДП ґрунтується на: 1) електростатично-
му наближеннi i 2) методi ДМУ. Використання цих
наближень в [1,2] дозволило знайти формулу для по-
ляризованостi порядку l малої кулi у повiтрi у вигля-
дi (28) але з ε, змiненою на ефективну дiелектричну
проникнiсть εl = εl(ω, a),

εl(ω, r) =

 2
π

(2l + 1) a

∞∫
0

jl(kr) jl(ka)
ε(ω, k)

dk

− 1

. (32)

У деяких випадках величину εl можна обчислити ана-
лiтично. Зокрема, для дiелектричної проникностi (8)
маємо

εloc

εl
= 1 + (

εloc

εg
− 1) (2l + 1) Il+ 1/2

(u)Kl+ 1/2
(u), (33)

де εloc = ε(ω, 0), Iν , Kν – модифiкованi функцiї Бес-
селя, u = (a/β) (ω2

p/εg − ω2 − i ω Γ)1/2.
Як видно з рис. 1, суттєвим недолiком концепцiї

ЕДП є побудова теорiї на основi електростатичного
наближення. У той же час ця теорiя добре “вiдчува-
є” ефекти, зв’язанi з iснуванням просторової диспер-
сiї дiелектричної проникностi. Результат замiни ε(ω)
на ефективну проникнiсть εl(ω, a) рiвняння (32) про-
iлюстрований на рис. 2. Цей рисунок показує перерiз
(24), обчислений за класичною формулою для bl ((22)
з δl = 0), але з використанням εl. Визначена таким чи-
ном залежнiсть Qext(ω) порiвнюється з розрахунка-
ми за формулами (21) – (24) i результатом класичної
локальної електродинамiки. Двi залежностi Qext(ω),
знайденi з урахуванням просторової дисперсiї ε, на
рис. 2 майже не вiдрiзняються, фактично одна лiнiя
накладається на iншу.

Обидвi нелокальнi моделi передбачають iснуван-
ня додаткових резонансiв у спектрi екстинкцiї при
ω > ωp. Їх поява виглядає дещо загадковою, якщо
обмежитись рамками електростатики i не розгляда-
ти збудження хвиль рiзних типiв. Проте, додатковi
максимуми у перерiзi екстинкцiї свiтла металевими
нанокулями, передбаченi у роботi [26], мають просте
пояснення в узагальненiй теорiї Мi. Вище плазмової
частоти затухання поздовжнiх хвиль не є великим.
Отже, з’являються додатковi стоки енергiї, i поглина-
ння свiтла пiдсилюється. Вставка на рис. 2 показує,

Рис. 2. Нормований перерiз екстинкцiї, знайдений для срiбної
кулi за допомогою рiзних версiй теорiї Мi: класичної (штрихова
лiнiя), пропонованої у цiй роботi (неперервна лiнiя), класичної,
але з використанням ефективної проникностi з (33) – пунктир.
Вставка показує збiльшену частину графiка, а також абсолю-
тне значення вiдношення bL1 /bT1 . Параметри срiбної нанокулi
такi ж, як i при обчисленнях, наведених на рис. 1

що додатковi максимуми Qext, дiйсно, корелюють з
максимумами модуля вiдношення

∣∣bL1/bT1 ∣∣, яке визна-
чається за формулою (20).

5. Екстинкцiя свiтла срiбною нанокулею

Якщо εg = 1, то абсолютний максимум Qext, вiдомий
як резонанс Фрелiха, досягається при ω/ωp ' 1/

√
3 '

0, 577 (див. рис. 2). Вiдповiдне значення ω ' 5, 1 еВ
суттєво суперечить дослiдним даним. В експеримен-
тi [39], частинки срiбла з дiаметрами вiд 2 до 150 нм
утворювалися внаслiдок гомогенної нуклеацiї у пото-
цi сумiшi iнертного газу з парами срiбла. Резонанс
у спектрi розсiяння свiтла спостерiгався при 367 ± 5
нм (ω ' 3, 38 еВ). Основний внесок у спектр давали
частинки срiбла з дiаметрами 40 – 60 нм. У дослiдi
[35], кластери Ag з дiаметрами 2 – 4 нм утворювали
рiзкий пiк у спектрах поглинання свiтла з максиму-
мом на ω = 3, 65 еВ. Пiд час зображення на темному
фонi срiбних куль з розмiром 80 нм [40] спектр iнтен-
сивностi розсiяного свiтла мав максимум при ω = 2, 9
еВ.

Теорiя узгоджується з експериментами, якщо εg 6=1.
Наприклад, формула (7) та параметри Ag з робо-
ти [36] дозволяють обчислити спектри, наведенi на
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Рис. 3. Нормований перерiз екстинкцiї реалiстичної срiбної ку-
лi, знайдений за допомогою класичної (штрихова лiнiя) та про-
понованої узагальненої (суцiльна лiнiя) теорiй Мi. Радiус кулi
— 10 нм, використано параметри Ag з роботи [36]. Пунктирна
лiнiя показує передбачення теорiї Мi роботи [27]

рис. 3. Порiвнюючи рис. 2 i 3, бачимо, що використа-
ння спрощеної моделi Друде завищує пiкове значення
Qext у 30 разiв. Вiдповiдно до рис. 3, мiж узагальне-
ною та класичною теорiями Мi не iснує iстотних вiд-
мiнностей. У той же час класична теорiя Лоренца–
Мi добре узгоджується з дослiдними фактами [15].
(Хоча для її узгодження з експериментом використо-
вують феноменологiчний параметр A у формулi (6)
[15, 36, 41]).

Розвинута теорiя використовує лише корiнь
kT
1 (ω) ' kT

0 (ω) рiвняння (1) з дiелектричною про-
никнiстю (8), а корiнь kT

2 (ω) вiдкидається. Можна
припустити, що додатковi поперечнi хвилi з хвильо-
вими векторами kT

2 (ω) насправдi iснують у металах,
але їх амплiтуди малi. У такому випадку слiд вико-
ристати формули роботи [27]. Вiдповiдний результат
показано на рисунку за допомогою пунктирної
лiнiї. Як видно, нелокальна модель [27] передбачає
аномальнi осциляцiї Qext(ω), спектр Qext(ω) має
подвiйний максимум з провалом в областi резонансу
Фрелiха. Подiбнi спектральнi особливостi не спо-
стерiгалися у дослiдах, вони з’являються внаслiдок
iнтерференцiї поперечних хвиль зi справжнiми та
фiктивними хвильовими числами. Отже, теорiя
попередньої роботи [27] виявляється непридатною
для моделювання властивостей металевих частинок.

У розрахунковiй роботi [34] було вивчено розсiян-
ня свiтла на димерах срiбних нанокуль з однакови-
ми радiусами 5 i 50 нм. Одним iз основних висновкiв
[34] був висновок про провал класичної теорiї Мi i не-
обхiднiсть урахування поздовжнiх електромагнiтних
хвиль у металi. В обчисленнях [34] було використа-
но теорiю розсiяння свiтла на кластерах металевих

куль роботи [38], яка, у свою чергу, використовувала
нелокальну версiю теорiї Мi [26]. Теорiя роботи [26]
вiдрiзняється вiд пропонованої лише вибором ДМУ у
виглядi умови неперервностi, нормальної до поверхнi
компоненти вектора напруженостi електричного по-
ля. Вiдповiдно, формули [26] для узагальнених коефi-
цiєнтiв Мi можна використати лише у випадку, коли
металевi кулi мають iдеалiзовану дiелектричну про-
никнiсть з εg = 1 i знаходяться у повiтрi [34]. Однак,
роль величини εg 6= 1 у розсiяннi свiтла, на практицi,
може виявитися бiльш важливою, нiж роль залежно-
стi ε вiд k.

6. Висновки

Робота узагальнює теорiю Лоренца–Мi врахуванням
поздовжнiх електромагнiтних хвиль, що можуть iсну-
вати у кулi завдяки просторовiй дисперсiї дiелектри-
чної проникностi. Модель застосовна, якщо попере-
чнi електромагнiтнi хвилi кулi мають однозначну за-
лежнiсть хвильового числа вiд частоти. Теорiя вико-
ристовує умову непрозоростi поверхнi для електронiв
металевої частинки. Цю умову можна записати у ви-
глядi рiвностi нулевi нормальної складової екситонної
частини вектора поляризацiї на поверхнi середовища
з просторовою дисперсiєю дiелектричної проникно-
стi. Таку ДМУ було використано в альтернативному
пiдходi робiт [1,2], що розвинули концепцiю ефектив-
ної дiелектричної проникностi малої кулi. На вiдмiну
вiд [1,2] пропонована модель не будується на електро-
статичному наближеннi. Вiдповiдно до числових оцi-
нок, проведених з використанням лiтературних даних
для срiбної кулi радiуса 10 нм, вiдносна помилка цьо-
го наближення поблизу плазмонного резонансу мо-
же перевищувати 2000%. Крiм того, пропонована те-
орiя не потребує спрощення залежностi дiелектричної
проникностi вiд частоти та хвильового числа свiтла.
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ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРИИ МИ ДЛЯ ШАРА
С ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ДИСПЕРСИЕЙ
ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ПРОНИЦАЕМОСТИ

В.В. Дацюк

Р е з ю м е

Теория Ми обобщена на случай шара с пространственной
дисперсией диэлектрической проницаемости, учитывая суще-
ствование продольных электромагнитных волн и поперечных
волн с однозначной зависимостью волнового числа от частоты.
Обобщенные коэффициенты Ми определены методом дополни-
тельных граничных условий, используя условие непрозрачно-
сти поверхности для электронов. Теория применима для мо-
делирования оптических процессов с участием металлов и не
требует упрощения зависимости диэлектрической проницаемо-
сти от частоты и волнового числа света. Модель не использует
электростатическое приближение. Показано, что относитель-
ная ошибка этого приближения при вычислении сечения эк-
стинкции света серебряным шаром с радиусом 10 нм превыша-
ет 50% в широком интервале частот.

A GENERALIZATION OF THE MIE THEORY
FOR A SPHERE WITH SPATIALLY
DISPERSIVE PERMITTIVITY

V.V. Datsyuk

Faculty of Physics,
Taras Shevchenko National University of Kyiv
(64, Volodymyrska Str., Kyiv MSP 01601, Ukraine)

S u m m a r y

The Mie theory is generalized to the case of a sphere with spatially

dispersive permittivity with regard for longitudinal electromag-

netic waves and transverse ones with a single-valued dependence
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of the wavenumber on the frequency. The generalized Mie coeffi-

cients are determined with the help of the method of additional

boundary conditions using the condition of electron opacity of the

surface. The theory is applicable for the modeling of optical pro-

cesses involving metals, does not require to simplify the depen-

dence of the permittivity on the light frequency and wavenumber,

and does not apply the electrostatic approximation. A relative er-

ror of this approximation in calculating the extinction cross-section

of a 10 nm-radius silver sphere is shown to exceed 50% in a wide

frequency interval.
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