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За допомогою функцiонального iнтегрування побудовано то-
чнi рiвняння для одночастинкової i незвiдної частини двоча-
стинкової функцiй Грiна тривимiрного бозе-газу з точковою
взаємодiєю. У найпростiшому наближеннi теорiї, яке враховує
всi прямi попарнi процеси розсiяння частинок, детально про-
аналiзовано двочастинковий спектр системи. Показано, що ве-
дуча асимптотика одночастинкового спектра залишається ква-
дратичною в довгохвильовiй областi. Знайдено величину кри-
тичної температури у границi сильного вiдштовхування мiж
частинками.

1. Вступ

Хоча з часу першого вдалого опису слабо неiдеаль-
ного бозе-газу минуло майже 70 рокiв, а деталi теорiї
взаємодiючих бозонiв є роздiлом кожного пiдручника
iз квантової статистики i цiй проблемi присвячено де-
сятки оглядових статей (одна з останнiх [1]), супере-
чки з приводу доволi простих, на перший погляд, вла-
стивостей цiєї системи тривають ще досi. Так, вiдно-
сно нещодавно було сформовано думку щодо поведiн-
ки критичної температури Tc при ввiмкненнi незна-
чної взаємодiї мiж частинками. Виявлено [2], що зсув
вiдносно критичної температури iдеального бозе-газу
лiнiйний за довжиною s-розсiяння a:
Tc − T0

T0
= caρ1/3, (1)

де ρ – рiвноважна густина, c – число. Довший час
невiдомим був навiть знак цiєї константи, а зале-
жнiсть вiд довжини розсiяння вважалась кореневою
(див. [3, 4] i обговорення там). Найпростiший розра-
хунок з використанням 1/N -розкладу [5] дає значе-
ння c = 2, 33, що цiлком непогано узгоджується з
результатами симуляцiй c = 1, 29 ± 0, 05 [6] та c =
1, 32± 0, 02 [7] для класичної ϕ4-моделi. Теоретичний
розрахунок у вищих наближеннях [8] покращує ре-
зультат c = 1, 71. Тут вже рiзниця, порiвняно з чи-
сельними методами, не перевищує 30%. Зовсiм добре

узгодження отримано аж в шести- c = 1, 25 ± 0, 13
та семипетлевому наближеннi c = 1, 27 ± 0, 11 вiд-
повiдно [9]. Цiкаво, що наступний член розкладу у
формулi (1) неаналiтичний за газовим параметром
[10, 11].

Фактично, при скiнченних температурах, теорiя
збурень будується не за газовим параметром, а за вiд-
ношенням a/Λ, де Λ =

√
2π~2/mT – довжина тепло-

вої хвилi де Бройля. Зрозумiло, що для слабо неi-
деального газу в околi критичної температури роз-
клади за цими параметрами тотожнi. У данiй стат-
тi ми використовуємо iнший знерозмiрений параметр
g = 4π~2ρa/mT – тобто вiдношення характерної по-
тенцiальної енергiї частинки до температури систе-
ми, i, в основному, зосереджуємо увагу на аналiзi
границi великих значень цього параметра. Викори-
стання цього параметра є бiльш зручним, але ре-
зультати переписанi через газовий параметр. В око-
лi критичної температури Tc великим значенням g
вiдповiдатимуть великi значення ρ1/3a, а для сла-
бонеiдеального бозе-газу теорiя збурень за параме-
тром g повнiстю еквiвалентна розкладу за параме-
тром a/Λ.

Структура статтi така. У другому роздiлi сфор-
мульовано модель i вказано метод розрахунку, а та-
кож, для цiлiсностi викладу, наведено загальнi спiв-
вiдношення, якi пов’язують одночастинкову фун-
кцiю Грiна з параметрами спектра квазiчастинок.
У третьому роздiлi вказано наближення, на осно-
вi якого побудовано статтю. Зокрема обговорює-
ться вибiр структури одночастинкової функцiї Грi-
на, а для її розрахунку в границi ρ1/3a � 1 не-
обхiдно проаналiзувати двочастинковий спектр си-
стеми взаємодiючих бозе-частинок. Четвертий роз-
дiл присвячено аналiзу параметрiв одночастинково-
го спектра системи i розрахунку критичної темпе-
ратури в границi g � 1. У третьому i четверто-
му роздiлах викладено основнi результати цiєї робо-
ти.
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2. Загальнi спiввiдношення

Розглянемо сукупнiсть N безспiнових частинок в об’-
ємi V з точковим потенцiалом попарної взаємодiї.
Тобто потенцiальну енергiю взаємодiї двох частинок
вибираємо пропорцiйною до дельта-функцiї:

Φ(r) = λ̃δ(r),

де r – вiдстань мiж частинками. Константа λ̃ характе-
ризує величину мiжчастинкової взаємодiї. Як вiдомо,
така модель стiйка тiльки в одновимiрному випад-
ку, а для вищих розмiрностей простору цю констан-
ту в кiнцевих виразах потрiбно “регуляризовувати”.
Зокрема в нашому випадку

λ̃−1 = λ−1 − 1
V

∑
p

1
2εp

, (2)

де λ = 4π~2a/m (a – довжина s-розсiяння), εp =
~2p2/2m – спектр iдеального газу. Альтернативний
шлях – використовувати метод псевдопотенцiалу [12]:

Φ(r) = λδ(r)
∂

∂r
r,

де оператор у правiй частинi рiвностi скоротить осо-
бливостi типу 1/r на малих вiдстанях.

Запишемо статистичну суму моделi функцiональ-
ним iнтегралом [13]:

Z =
∫
Dψ∗Dψ exp{S}, (3)

де евклiдова дiя

S =
∑
ωn

∑
p

{iωn − ξp}ψ∗p(ωn)ψp(ωn)−

− 1
2V β

∑
ω′′

n ,ω
′
n,ωn

∑
k,q,p

λ̃ψ∗p(ωn)ψ∗q(ω′n)×

×ψq+k(ω′n + ω′′n)ψp−k(ωn − ω′′n). (4)

Тут ξp = εp − µ, µ – хiмiчний потенцiал i ωn =
2πnβ, (n = 0,±1, . . .) – матсубарiвська частота, а та-
кож введено позначення для оберненої температури
β = 1/T .

З доданком формули (4), що описує взаємодiю,
виконаємо перетворення Стратоновича–Хаббарда,
ввiвши додатково сукупнiсть комплексних змiнних

ηq(ωn), i запишемо ефективну дiю, яка є основою
подальшого розгляду:

Seff =
∑
ωn

∑
p

{iωn − ξp}ψ∗p(ωn)ψp(ωn)−

−(2λ̃)−1
∑
ωn

∑
q

|ηq(ωn)|2 +
i

2
√
βV

∑
ωn,ω′

n

∑
p,q

{η∗q+p×

×(ω′n + ωn)ψp(ωn)ψq(ω′n) + c.c.}. (5)

Зрозумiло, що функцiональний iнтеграл беремо за су-
купнiстю дiйсних i уявних частин полiв ψ та η:

Z =
∫
Dψ∗DψDη∗Dη exp{Seff}. (6)

Здiйснивши перехiд S → Seff , ми частково перебудо-
вуємо ряди теорiї збурень, взявши за основу прямi
процеси розсiяння частинки на частинцi.

Означимо одночастинкову температурну функцiю
Грiна

G(ωn, p) = −〈ψp(ωn)ψ∗p(ωn)〉, (7)

де ламанi дужки позначають усереднення з дiєю
(4) або (5). Введемо в розгляд парний корелятор
〈ηq(ωn)η∗q(ωn)〉. Для наших розрахункiв, оскiльки в
системi присутнiй фазовий перехiд, буде зручно по-
будувати точнi рiвняння, якi пов’яжуть мiж собою
одночастинкову функцiю Грiна i η-корелятор. Вiдпо-
вiднi рiвняння можна отримати, якщо врахувати, що
основний внесок в статистичну суму повиннi дава-
ти “класичнi” траєкторiї, якi можна отримати розв’я-
зуванням вiдповiдних рiвнянь δ(−Seff)/δψ∗p(ωn) = 0,
δ(−Seff)/δη∗q(ωn) = 0. Статистично усереднюючи цi
рiвностi i враховуючи стрибок вiдповiдних функцiй,
отримуємо спiввiдношення

G−1(ωn, p) = iωp − ξp +
1
βV

∑
ω′

n

∑
q

Γ(ωn,p|ω′n,q)×

×〈ηp+q(ωn + ω′n)η
∗
p+q(ωn + ω′n)〉G(ω′n, q), (8)

〈ηq(ωn)η∗q(ωn)〉−1 = (2λ̃)−1+

+
1

2βV

∑
ω′

n

∑
p

Γ(ω′n,p|ωn − ω′n,q− p)×
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×G(ω′n, p)G(ωn − ω′n, |q− p|), (9)

де звичним чином введена вершинна функцiя [14]:

〈η∗p+q(ωn+ω′n)ψp(ωn)ψq(ω′n)〉 =
i√
βV

Γ(ωn,p|ω′n,q)×

×G(ωn, p)G(ω′n, q)〈ηp+q(ωn + ω′n)η
∗
p+q(ωn + ω′n)〉.

Це складна система нелiнiйних iнтегральних рiвнянь
з двома невiдомими функцiями, а наближення буду-
ється для вершини. Пошук розв’язку слiд почати з
одночастинкової функцiї Грiна, для якої записуємо

G−1(ωn, p) = iωn − ξp − Σ(ωn, p), (10)

де Σ(ωn, p) – власноенергетична частина (масовий
оператор). Виконаємо аналiтичне продовження по ча-
стотi у верхню пiвплощину i позначимо

Re Σ(ωn, p)|iωn→ω+i0 = ΣR(ω, p), (11)

Im Σ(ωn, p)|iωn→ω+i0 = ΣI(ω, p). (12)

Коренi рiвняння [15]

ξ̃p = ξp + ΣR(ξ̃p, p), (13)

визначають новий одночастинковий спектр ξ̃p, звiсно
за умови, що загасання

γp = Z(p)ΣI(ξ̃p, p), (14)

Z−1(p) = 1− ∂ΣR(ω, p)
∂ω

∣∣∣
ω=ξ̃p

(15)

достатньо мале. Далi вибираємо, в певному набли-
женнi, вершину Γ(ωn,p|ω′n,q) та записуємо рiвнян-
ня (9). Зрозумiло, що описану програму розрахунку
в загальному випадку важко виконати, тому викори-
стаємо певнi спрощення. Замiнюємо (10) її значенням
в околi полюса при малих хвильових векторах:

G−1(ωn, p) = Z−1{iωn − ξ̃p}, (16)

де ξ̃p = ε̃p − µ̃, Z = Z(0). Одночастинковий спектр
ε̃p = ~2p2/2m̃ вибираємо квадратичним за хвильовим
вектором, що нагадує спектр iдеального бозе-газу, але
з перенормованою масою, µ̃ — перенормований хiмi-
чний потенцiал. У критичнiй точцi G−1(0, 0) = 0 або
µ̃ = 0. Пiсля таких спрощень ми звели задачу до са-
моузгодженого знаходження ведучих асимптотик вiд-
повiдних функцiй при малих значеннях p. Зауважимо
також, що структура одночастинкової функцiї Грiна
повнiстю змiнюється в точцi бозе-конденсацiї, де фор-
ма (16) стає незастосовною. Тобто далi мова буде йти
про температури як завгодно близькi, але все ж таки
бiльшi за критичну.

3. Врахування прямих попарних процесiв
розсiяння частинок. Двочастинковий
спектр

Найпростiше наближення нашої теорiї
Γ(ωn,p|ω′n,q) = 1, яке враховує всi прямi попарнi
процеси розсiяння частинки на частинцi. Вiдразу
вкажемо, що область застосовностi цього спрощення
обмежена малими густинами, оскiльки ми нехтуємо
потрiйними i вищими процесами розсiяння. В такому
наближеннi система нелiнiйних iнтегральних рiвнянь
(8, 9) стає замкненою тiльки на одночастинкову
функцiю Грiна.

Спочатку проаналiзуємо результат теорiї збурень,
а потiм узагальнимо на наш випадок (16) тривiаль-
ним перепозначенням констант. Для цього у праву
частину рiвняння (9) потрiбно пiдставити функцiї
Грiна iдеального газу G0(ωn, p) = {iωn − ξp}−1. Не-
складно розрахувати вiдповiдну суму за частотами
(n(x) = {ex − 1}−1):

1
β

∑
ω′

n

G0(ω′n, p)G0(ωn − ω′n, |p− q|) =

=
1 + n(βξ|p−q|) + n(βξp)

ξ|p−q| + ξp − iωn
. (17)

Пiсля пiдстановки у суму за хвильовим вектором i
перенормуванням константи взаємодiї при нульових
значеннях зовнiшнiх частоти та хвильового вектора,
приходимо до такої рiвностi:

〈ηq(ωn)η∗q(ωn)〉 = 2λ/{1 + λt(ωn, q)}, (18)

де

t(ωn, q) =
1
V

∑
p

n(βξ|p−q|) + n(βξp)
ξ|p−q| + ξp − iωn

. (19)

Важливо, що перенормування (2) повнiстю скорочує
незалежнi вiд густини доданки функцiї t(ωn, q). До-
слiдимо її властивостi, але перед тим вкажемо, що
такий же результат (з певними технiчними особливо-
стями) можна отримати за допомогою методу псевдо-
потенцiалу [12]. З цiєю метою виконаємо аналiтичне
продовження у верхню пiвплощину i позначимо

Re t(ωn, q)|iωn→ω+i0 = tR(ω, q), (20)

Im t(ωn, q)|iωn→ω+i0 = tI(ω, q). (21)
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За рахунок наявностi δ-функцiї пiд iнтегралом за хви-
льовим вектором одразу ж можна порахувати уявну
частину:

tI(ω, q) =
1
8π
βq30

q0
q

ln
∣∣∣∣1− exp{βµ− ε2+}
1− exp{βµ− ε2−}

∣∣∣∣×
×θ(ω − εq/2 + 2µ), (22)

де для спрощення записiв введено позначення ε± =
q/2q0±

√
βω/2− q2/4q20 + βµ, q0 =

√
2mT/~. Iнтегру-

вання дiйсної (20) частини не вдається здiйснити до
кiнця

tR(ω, q) = βρ
q0
q
{f(ε+, βµ) + f(ε−, βµ)}, (23)

де пiд функцiєю f(ε, y) розумiємо такий iнтеграл:

f(ε, y) = ε

1∫
0

dx√
1− x

g1/2(ey−xε
2
)/g3/2(ey), (24)

gl(ey) =
∑
n≥1

eyn

nl
,

i для рiвноважної густини вводимо позначення ρ =
N/V , яку надалi вважаємо функцiєю хiмiчного по-
тенцiалу.

Для наступного кроку нагадаємо, що η-корелятор
(9), згiдно з нашим розщепленням (5), з точнiстю до
знака є незвiдною частиною двочастинкової функцiї
Грiна, тому можливi коренi рiвняння

1 + λtR(ω(q), q) = 0 (25)

будуть визначати спектр пар частинок. Зрозумiло,
що такi збудження будуть стiйкими тiльки за умови,
що загасання мале:

Γ(q) = tI(ω(q), q)
/∂tR(ω(q), q)

∂ω(q)
� ω(q). (26)

Зауважимо, що для притягувальної взаємодiї λ < 0,
рiвняння (25) визначатиме спектр зв’язаних станiв
пар частинок. Далi обмежимось тiльки випадком вiд-
штовхувального знака константи взаємодiї. Позначи-
мо

ω(q) =
1
2
εq − 2µ+ 2Δ(q), (27)

та явно запишемо рiвняння (25)

1 + g
q0
q
{f(
√
βΔ(q) + q/2q0, βµ)−

−f(
√
βΔ(q)− q/2q0, βµ)} = 0, (28)

де g = βρλ. Враховуючи, що функцiя f(ε, y) дода-
тна, робимо висновок, що дiйснi коренi цього рiвня-
ння iснують тiльки коли βΔ(q) > q2/4q20 . Крiм того,
потрiбно, щоб похiдна функцiї f(ε, y) по першiй змiн-
нiй мала вiд’ємний знак, принаймнi на певному про-
мiжку значень аргументу. Оскiльки функцiя f(ε, y)
обмежена, а вiдношення gq0/q може необмежено спа-
дати до нуля, то спектр ω(q) має точку закiнчен-
ня. Виявляється, що це граничне значення хвильово-
го вектора qc можна оцiнити в загальному випадку.
Для цього потрiбно вказати, що функцiя f(ε, y) обме-
жена згори, а отже, завжди виконується нерiвнiсть
qc/q0 ≤ gmax(f(ε, y)).

У формулi (26) вперше з’явилась важлива похiдна
∂tR(ω,q)

∂ω |ω=ω(q), яка надалi буде зустрiчатись. Її пря-
мий розрахунок не є простим, але цю проблему мо-
жна обiйти. Явно рахуємо похiдну за ω i одразу ж
пiдставляємо ω(q):

[∂tR(ω, q)/∂ω] |ω=ω(q) =

=
βρ

2
√
βΔ(q)

q0
q
{f ′(

√
βΔ(q) + q/2q0, βµ)−

−f ′(
√
βΔ(q)− q/2q0, βµ)}, (29)

пiсля цього диференцiюємо рiвняння (28) за знерозмi-
реним параметром взаємодiї, не забуваючи при цьому
(хоча ми явно цього не пишемо), що величина Δ(q)
також залежить вiд g:

βg

2
√
βΔ(q)

∂Δ(q)
∂g

q0
q
{f ′(

√
βΔ(q) + q/2q0, βµ)−

−f ′(
√
βΔ(q)− q/2q0, βµ)}+

+
q0
q
{f(
√
βΔ(q) + q/2q0, βµ)−

−f(
√
βΔ(q)− q/2q0, βµ)} = 0.

Порiвнюючи два вирази i враховуючи рiвняння (28),
отримуємо корисне спiввiдношення

[∂tR(ω, q)/∂ω]−1 |ω=ω(q) =
2
βρ
g2 ∂

∂g
Δ(q). (30)
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Рис. 1. Графiк функцiї f(ε) (суцiльна лiнiя) та її похiдної
(штрихована лiнiя)

Розкладаючи в ряд за степенями q/q0 рiвняння
(28), дослiдимо довгохвильову асимптотику полюсiв
двочастинкової функцiї Грiна. При малих значеннях
хвильового вектора для величини Δ(q) отримаємо
розклад

Δ(q) = Δ +
1
2
Δ′′βεq , (31)

де Δ визначається рiвнянням

1 + gf ′(
√
βΔ, βµ) = 0, (32)

та

βΔ′′ = − 1
3!

√
βΔf (3)(

√
βΔ, βµ)/f (2)(

√
βΔ, βµ), (33)

f ′(ε, y), f (2)(ε, y), f (3)(ε, y) – вiдповiднi похiднi по
першiй змiннiй функцiї (24), властивостi якої до-
слiдимо нижче. У точцi, де не iснує друга похiдна
f (2)(

√
βΔ, βµ), спектр стає неаналiтичним при малих

q/q0 – фактично стає неможливим розклад (31), хоча
величина Δ(0) скiнченна. Далi стане зрозумiлим, що
є певнi обмеження i на величину βΔ′′ ≥ 1/2.

Спочатку розглянемо класичну границю. Для цьо-
го формально спрямуємо величину модуля хiмiчного
потенцiалу до безмежностi. Тодi функцiя

f(ε) = f(ε, y → −∞) = ε

1∫
0

dx√
1− x

exp{−xε2} (34)

g
0 1 2 3 4 5 6 7
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Рис. 2. Графiк залежностi величини щiлин βΔ (верхня лiнiя)
та βΔs (нижня лiнiя) двочастинкового спектра вiд знерозмiре-
ного параметра взаємодiї

з ведучими асимптотиками при малих i великих зна-
ченнях аргументу набуває значень

f(ε→ 0) = 2ε, f(ε→∞) = 1/ε.

Очевидне спрощення цiєї границi – зникла зале-
жнiсть вiд хiмiчного потенцiалу. Графiк функцiї i її
похiдної наведено на рис. 1.

З форми графiка функцiї видно, що, починаючи з
мiнiмально можливого значення gmin = 1, 757, рiвня-
ння (32) має два коренi (див. рис. 2): перший росте
майже лiнiйно з ростом константи взаємодiї, виходя-
чи на асимптотику βΔ = g, другий – прямує до зна-
чення βΔs = 0, 854. Вiдповiдно отримаємо двi вiтки
спектра: першу назвемо основною i збережемо для неї
позначення ω(q), Δ(q); для другої – м’якої моди до-
даємо iндекс ωs(q), Δs(q). Принагiдно зауважимо, що
у класичному випадку не iснує дiйсних безщiлинних
розв’язкiв рiвняння (25), тобто розв’язкiв з умовою
βΔ(q → 0)→ 0.

Розмiщення точки закiнчення спектра визначає-
ться параметром g. В околi точки g → 1, 757 граничне
значення хвильового вектора двочастинкового спе-
ктра qc мале, а при великих значеннях величини зне-
розмiреного параметра взаємодiї великим буде i вiд-
ношення qc/q0. Тодi у фiгурних дужках рiвняння (28)
важливим буде тiльки другий доданок, вiдповiдно, рi-
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зниця
√
βΔ(q)− q/2q0 зсуватиметься у точку макси-

муму εmax = 0, 924 функцiї f(ε). За таких умов у гра-
ницi g � 1 отримуємо, що qc/q0 = gf(εmax) = 1, 082g.

Залишилось проаналiзувати загасання двочастин-
кового спектра. Позначимо Γ(q), Γs(q) – загасання вi-
ток ω(q), ωs(q) вiдповiдно. Наше завдання з’ясувати,
в яких областях добуток λtI(ω(q), q) є малим. Неваж-
ко показати, що в класичнiй границi цей добуток мо-
жна записати так:

λtI(ω(q), q) = 2
√
πg
q0
q

exp
{
−q2/4q20 − βΔ(q)

}
× (35)

× sinh
[√

βΔ(q)q/q0
]
,

вiдповiдна рiвнiсть з точнiстю до замiни Δ(q) →
Δs(q) виконується i для вiтки ωs(q). Величина (35) бу-
де малою при великих значеннях хвильового вектора
для обох вiток. Iнша ситуацiя в довгохвильовiй обла-
стi:

λtI(ω(0), 0) = 2
√
πg
√
βΔe−βΔ, (36)

(i, вiдповiдно, для iншої вiтки) з чого випливає,
що для всiх значень параметра взаємодiї величина
λtI(ωs(0), 0) у класичному випадку не є малою i лiнiй-
но росте зi збiльшенням g. Це, в свою чергу, означає,
що загасання вiтки зi спектром ωs(q) велике, iнакше
кажучи в класичнiй границi s-вiтки взагалi немає.
Для основної вiтки двочастинкового спектра величи-
на (36) стає дуже малою у границi g � 1. Величину
загасання Γ(q) можна розрахувати за формулою (26).
У довгохвильовiй областi вона прямує до константи,
i, що важливо, вiдношення

Γ(0)/ω(0) = 2
√
πg3/2e−g, g � 1, (37)

експоненцiйно спадає.
Якiсно основнi риси поведiнки двочастинкового

спектра збережуться i при низьких температурах.
Зрозумiло, що з’явиться залежнiсть вiд хiмiчного по-
тенцiалу, який росте з пониженням температури. За-
гальна картинка є такою: при фiксованому значеннi
хiмiчного потенцiалу максимум функцiї f(ε, βµ) зсу-
ватиметься влiво, а значення її похiдної в нулi буде
зростати iз наближенням до критичної температури.
Це, в свою чергу, приведе до зменшення величини щi-
лини Δs вiдповiдної вiтки двочастинкового спектра
(цiєї вiтки зовсiм не буде в точцi T = Tc). Важливо,
що для основної вiтки спектра ω(q) в областi її iсну-
вання всi ведучi асимптотики залишаються такими
ж, як i в класичному випадку.

Цiкавою особливiстю побудованої теорiї є як сам
факт iснування границi сильної взаємодiї, так i мо-
жливiсть аналiтично її проаналiзувати. Знайдемо ве-
личину щiлини м’якої моди в околi критичної тем-
ператури i для великих значень знерозмiреного па-
раметра взаємодiї. Повернемось до рiвняння (32). У
випадку g → ∞ його корiнь збiгатиметься з точкою
максимуму по першiй змiннiй функцiї f(ε, βµ) при фi-
ксованому значеннi хiмiчного потенцiалу. Тому для
отримання ведучих асимптотик величини Δs доста-
тньо проаналiзувати поведiнку цiєї функцiї при ма-
лих значеннях обох аргументiв. У формулi (24) на-
явна неаналiтичнiсть функцiї g1/2(ey) в точцi y = 0,
видiляючи яку, рахуємо ведучi асимптотики iнтегра-
ла

f(ε, y) = 2{
√
π arctan(ε/

√
y)+ (38)

+εζ(1/2) + o(ε3, εy)}/ζ(3/2),

де ζ(3/2) = 2, 6124 та ζ(1/2) = −1, 4604. Неважко
бачити, що границi

f(0, y) = 0, f(ε→ 0, 0) =
π3/2

ζ(3/2)
sign (ε),

не “комутують”. Диференцiюємо (38) за першою змiн-
ною i пiдставляємо в рiвняння (32). У результатi
отримуємо

βΔs =

√
πβ|µ|

−ζ(1/2)

{
1 +

ζ(3/2)
−ζ(1/2)

1
2g

}
. (39)

Ще раз наголосимо, що область застосовностi вира-
зу (39) обмежена температурами в околi критичної
i великими значеннями параметра g, хоча рiвняння
(32) має розв’язки для g > −ζ(3/2)/2ζ(1/2) = 0, 894.
Фактично це значення знерозмiреної константи взає-
модiї визначає областi слабкої (g � 0, 894) i сильної
(g � 0, 894) взаємодiї або областi високих та низьких
температур вiдповiдно.

Не важко знайти i перший член розкладу (33) за
хвильовим вектором в областi q/2q0 <

√
βΔs спектра

ωs(q) в околi критичної температури βΔ′′s = 1/2. Для
м’якої моди, в околi критичної температури, величи-
на загасання, як i у випадку класичної границi теорiї,
не є малою. В цьому легко переконатись проаналiзу-
вавши (22). Тодi добуток

λtI(ωs(q), q)|q→0 =
2
√
πg

ζ(3/2)

√
βΔs

βΔs + q2/2q20
, (40)

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2011. Т. 56, №6 561



В.С. ПАСТУХОВ

росте лiнiйно з ростом знерозмiреної константи взає-
модiї i суттєво залежить вiд того, що спочатку спря-
мувати до нуля: величину щiлини Δs чи хвильовий
вектор. Така поведiнка є характерною при наближен-
нi до точки фазового переходу. Тепер можна вийти
за межi теорiї збурень i узагальнити результат на
випадок (16). Достатньо замiнити m → m̃, µ → µ̃
та λ → Zλ в усiх сумах за хвильовим вектором.
Загальний висновок такий: вище температури бозе-
конденсацiї iснує двi вiтки двочастинкового спектра
системи, загасання однiєї росте зi збiльшенням кон-
станти взаємодiї, iншої – навпаки – швидко прямує
до нуля. Це, як стане зрозумiло з наступного роздiлу,
неабияк важливо для знаходження спектра квазiча-
стинок.

4. Одночастинковий спектр. Критична
температура

Використовуючи рiвняння (8), перепишемо в нашому
наближеннi власноенергетичну частину так:

Σ(ωn, p) = 2ρλ+
1
βV

∑
ω′

n

∑
q

2λ2t(ω′n, q)
1 + λt(ω′n, q)

×

×G(ω′n − ωn, |q− p|), (41)

де вже явно видiлений обмiнний член. Далi отрима-
ємо результат теорiї збурень для власноенергетичної
частини, а узагальнення на випадок (16) буде очеви-
дним.

Для обчислення суми за частотами у виразi (41)
зручно записати вiдповiдний дрiб, використовуючи
спектральне спiввiдношення

λt(ωn, q)
1 + λt(ωn, q)

=
1
π

∞∫
−∞

dω

ω − iωn
×

× λtI(ω, q)
(1 + λtR(ω, q))2 + λ2t2I(ω, q)

,

де другий спiвмножник пiд iнтегралом є уявною ча-
стиною виразу (пiсля замiни iωn → ω + i0) у лiвiй
частинi рiвностi. Пiсля цього розрахунок суми за ча-
стотою простий i для масового оператора отримуємо
таку формулу:

Σ(ωn, p) = 2ρλ+
1
V

∑
q

∞∫
−∞

dω

π
2λ×

× λtI(ω, q)
(1 + λtR(ω, q))2 + λ2t2I(ω, q)

n(βω)− n(βξ|q−p|)
ω − ξ|q−p| − iωn

.

(42)

У загальному випадку подальший прямий розраху-
нок цього виразу потребує чисельних рахункiв. Ана-
лiтично можна проаналiзувати тiльки границю доста-
тньо малих g � 1 (а нижче покажемо, що й великих
g � 1) значень знерозмiреного параметра взаємодiї.
Особливо зупинятись на випадковi малих g не будемо
– ця границя добре вивчена в лiтературi, зауважимо
лише, що з технiчного боку бiльш зручно аналiзувати
вираз (41), анiж переходити до формули (42).

Якщо все ж таки працювати з формулою (42) при
малих g, то як легко бачити, основний внесок в iнте-
грал за змiнною ω будуть вносити околи максимумiв
функцiї tI(ω, q) (при фiксованому q). Ця ситуацiя кар-
динально змiнюється у протилежному випадку g � 1.
Важливим пiдґрунтям для цього є те, що саме в цiй
областi є добре визначена вiтка двочастинкового спе-
ктра ω(q) i добуток λtI(ω(q), q) швидко прямує до ну-
ля. Така ситуацiя буде реалiзовуватись в околi всiх
добре визначених (загасання мале) вiток двочастин-
кового спектра. Тодi квазiлоренцiвський контур “ви-
тягується” (пiд iнтегралом) в дельтаподiбний пiк:

1
π

λtI(ω, q)
(1 + λtR(ω, q))2 + λ2t2I(ω, q)

→

→ sign (tI(ω, q))δ(1 + λtR(ω, q)). (43)

Тепер, використовуючи властивостi δ-функцiї, можна
обчислити iнтеграл у формулi (42)

Σ(ωn, p) = 2ρλ+
2
V

∑
q

[∂tR(ω, q)/∂ω]−1 |ω=ω(q)×

×
n(βω(q))− n(βξ|q−p|)
ω(q)− ξ|q−p| − iωn

. (44)

Отриманий тут вираз (44) для власноенергетичної
частини становить важливий результат цiєї статтi,
оскiльки дозволяє проаналiзувати загасання спектра
квазiчастинок i розрахувати критичну температуру
системи. I, хоча ця формула має працювати в областi
великих g слiд сподiватись на задовiльний опис i для
промiжних значень параметра взаємодiї.

Проаналiзуємо уявну частину масового оператора
(44) пiсля аналiтичного продовження у верхню пiв-
площину iωn → ξp + i0:

ΣI(ξp, p) =
4πg2

βN

∑
q

∂Δ(q)
∂g

[n(βω(q))− n(βξ|q−p|)]×

562 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2011. Т. 56, №6



ДИНАМIЧНI ВЛАСТИВОСТI БОЗЕ-ГАЗУ

×δ(ω(q)− ξ|q−p| − ξp). (45)

Для спрощення (це не вплине на точнiсть оцiнки) в
iнтегралi за хвильовим вектором замiнюємо величину
βΔ′′ → 1/2 її значенням при великих параметрах вза-
ємодiї. Тодi, внаслiдок нескладного розрахунку, отри-
муємо

ΣI(ξp, p) =
1
4π

p3
0

ρ
g2 ∂Δ
∂g

p0

p
×

×

[
ln

∣∣∣∣∣1− exp

{
βµ−

(
βΔ
p/p0

)2
}∣∣∣∣∣ −

− ln

∣∣∣∣∣1− exp

{
2βµ−

(
βΔ
p/p0

)2

− p2/p2
0

}∣∣∣∣∣
]
, (46)

де p0 = q0 =
√

2mT/~. Як бачимо, для всiх значень
хвильового вектора загасання дуже мале, а це, в свою
чергу, важливе необхiдне пiдтвердження обґрунтова-
ностi вибору (16) структури одночастинкової функцiї
Грiна.

Тепер дослiдимо дiйсну частину масового операто-
ра. Мета – знайти ведучi асимптотики Z(p) та нового
одночастинкового спектра ξ̃p при малих p та великих
g. У цiй границi простим диференцiюванням отриму-
ємо

[∂ΣR(ω, p)/∂ω] |ω=ξp
=

1
N

∑
q

n(βξq)×

×g2 ∂

∂g

1
βΔ

{
1− βΔ′′ − 1/2

Δ
εq + . . .

}
, (47)

m̃

m
= 1− 1

N

∑
q

n(βξq)×

×g2 ∂

∂g

{
βΔ′′ − 1/2

βΔ
− 1

3
βεq

(βΔ′′ + 1/2)2

(βΔ)2
+ . . .

}
.

(48)

Тут ми виписали тiльки тi доданки, якi дають най-
бiльший внесок в iнтеграл. Внаслiдок нескладно-
го розрахунку з використанням ведучих асимптотик
для βΔ = g та βΔ′′ = 1/2 отримуємо, що ефектив-
на маса одночастинкових збуджень прямує до маси
частинок, а величина Z дорiвнює 1/2. З умови

Z

ρ

(
m̃Tc

2π~2

)3/2

g3/2(1) = 1, (49)

яка випливає з формули (16), знаходимо критичну
температуру

Tc − T0

T0
= 0, 587, g � 1. (50)

Цей результат можна порiвняти з розрахунками кри-
тичної температури (Tc − T0)/T0 = 0, 396 в нещодав-
но опублiкованiй роботi [16]. Очевидно, що неузго-
дженiсть числових коефiцiєнтiв пов’язана з викори-
станням рiзних наближень при розрахунках. Важли-
во, що якiсно результати збiгаються, хоча тут пода-
но розрахунки вище критичної температури, тобто,
строго кажучи, мова йде про границю T → Tc + 0.
Автори [16] розглядали бозе-газ в конденсатнiй фазi,
тобто з боку T → Tc−0. Отже, критична температура
збiльшується i прямує до константи при необмеже-
ному зростаннi g. Результат неочiкуваний, оскiльки
при необмеженому зростаннi довжини s-розсiяння по-
винен ефективно збiльшуватись “власний” об’єм ча-
стинки, як наслiдок, збiльшуватись густина, а отже, i
температура бозе-конденсацiї. Тобто, такi якiснi мiр-
кування наводять на думку, що при необмеженому
зростаннi величини взаємодiї мiж частинками повин-
на необмежено рости й величина критичної темпера-
тури системи. Нагадаємо, що це результат звичайної
теорiї збурень.

Для самоузгодженого розрахунку потрiбно знайти
такi члени розкладу величини (31) за параметром
1/g:

βΔ = g +
3
2
g5/2(eβµ)/g3/2(eβµ), (51)

βΔ′′ =
1
2

+
1
βΔ

g5/2(eβµ)/g3/2(eβµ). (52)

Коротко торкнемось подальших обчислень. Для роз-
рахунку критичної температури (49) знову потрiбно
розрахувати величину Z та ефективну масу m̃ квазi-
частинок, використовуючи формули (47) та (48) вiд-
повiдно, але з тiєю вiдмiннiстю, що тепер у правiй
частинi цих рiвностей ми повиннi пiдставити точне
значення m̃ замiсть m i перемасштабувати величину
константи взаємодiї – тобто виконати замiну λ→ Zλ.
Не зупиняючись на деталях розрахункiв iнтегралiв i
розв’язуваннi простих алгебраїчних рiвнянь, наводи-
мо результат, виражений через газовий параметр ρa3:

m̃T→Tc =
2
3
m, ZT→Tc = 0, 830(ρa3)−1/8, (53)

i, вiдповiдно, для критичної температури маємо

Tc

T0
= 0, 472(ρa3)1/12, (54)
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де T0 – температура бозе-конденсацiї iдеального газу.
Умова застосовностi цих формул у критичнiй темпе-
ратурi Zρλ/Tc = 1, 855(ρa3)1/8 � 1, хоча опис буде
задовiльним, як видно з рис. 1, для значень цього
параметра бiльших за 3–4 (саме при цих значеннях
аргументу функцiя f(ε) “виходить” на асимптотику
1/ε). Потрiбно також зауважити, що це лише веду-
ча асимптотика критичної температури при великих
значеннях газового параметра.

В протилежному випадку, для g → 0, простiше ви-
користовувати схему, запропоновану в роботi [5], а не
явно розраховувати вираз (42). Важливо, що в нашо-
му випадку величина зсуву критичної температури
повнiстю збiгатиметься з результатом роботи [17], де
використане таке ж наближення.

Коротко обговоримо поширення результатiв i на
меншi значення g. По-перше, потрiбно точнiше розра-
хувати величину Δ(q) i врахувати той факт, що дво-
частинковий спектр має точку закiнчення. По-друге,
зi зменшенням g втрачається точнiсть спiввiдношен-
ня (44), тому для розрахункiв необхiдно використо-
вувати формулу (42).

5. Висновки

Отож, запропонована методика розрахунку, яка в
найпростiшому наближеннi враховує всi попарнi про-
цеси розсiяння, добре описує бозе-газ з точковою вза-
ємодiєю для всiх значень параметра неiдеальностi.
Обґрунтовано iдею (16) про те, що така система прин-
ципово не вiдрiзняється вiд iдеального бозе-газу: вза-
ємодiя перенормовує константи, а не змiнює ведучих
асимптотик динамiчних величин системи, включно
до температури бозе-конденсацiї. У критичнiй точцi
неважко показати, що ведуча асимптотика власно-
енергетичної частини (41) на нульовiй частотi неа-
налiтична за хвильовим вектором Σ(0, p) − Σ(0, 0) ∼
p2 ln(p), що є натяком на степеневу поведiнку одноча-
стинкової функцiї Грiна G(0, p) ∼ pη−2.

Детально проаналiзовано двочастинковий спектр
системи вище критичної температури i обчислено
температуру бозе-конденсацiї у границi сильного вiд-
штовхування мiж частинками.
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ДИНАМИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА БОЗЕ-ГАЗА
ИЗ δ-ПОДОБНЫМ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕМ ВЫШЕ
ТЕМПЕРАТУРЫ ФАЗОВОГО ПЕРЕХОДА В ПРЕДЕЛЕ
СИЛЬНОГО ОТТАЛКИВАНИЯ МЕЖДУ ЧАСТИЦАМИ

В.С. Пастухов

Р е з ю м е

С помощью функционального интегрирования построены то-
чные уравнения для одночастичной и неприводимой части дву-
хчастичной функций Грина для трехмерного бозе-газа с точе-
чным взаимодействием. В наиболее простом приближении те-
ории, которое учитывает все прямые парные процессы рассея-
ния частиц, детально проанализирован двухчастичный спектр
системы. Показано, что ведущая асимптотика одночастично-
го спектра квадратична в длинноволновой области. Найдена
величина критической температуры в пределе сильного оттал-
кивания между частицами.
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DYNAMICAL PROPERTIES OF A BOSE GAS WITH δ-LIKE
INTERACTION BETWEEN PARTICLES
AT TEMPERATURES ABOVE THE PHASE
TRANSITION POINT AND IN THE LIMIT
OF STRONG INTERPARTICLE REPULSION

V.S. Pastukhov
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S u m m a r y

Exact equations for the one-particle Green’s function and for

the irreducible part of the two-particle Green’s function of a

three-dimensional Bose gas with point-like interaction between

particles have been derived in the framework of the functional

integral approach. The two-particle spectrum of the system

has been analyzed in detail in the simplest approximation,

which makes allowance for all two-particle scattering processes.

The leading asymptotics of the single-particle spectrum in the

long-wave range was shown to remain quadratic. The critical

temperature was found in the limit of strong repulsion between

particles.
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