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Поняття квазiбозонiв чи складених бозонiв має широкий спектр
фiзичних застосувань (мезони, ексiтони тощо). Вiдомо, що на-
вiть у випадку квазiбозонiв, складених iз двох звичайних фермi-
онiв, їх оператори народження i знищення задовольняють не-
стандартнi комутацiйнi спiввiдношення. Природно спробува-
ти реалiзувати квазiбозоннi оператори вiдповiдно операторами
народження i знищення деформованих (нелiнiйних) осциля-
торiв, адже останнi становлять добре вивчену область суча-
сної квантової фiзики. У статтi доведено, що такi деформо-
ванi осцилятори, якi реалiзують квазiбозони, справдi iснують.
Виведено необхiднi i достатнi умови для реалiзацiї. Також до-
ведено єдинiсть сiм’ї можливих деформацiй.

1. Вступ

Дослiдження багаточастинкових задач, в яких задi-
янi композитнi частинки, суттєво вiдрiзняється вiд
випадку точковоподiбних частинок у бiк необхiдно-
стi значно складнiшого аналiзу. Зокрема, внаслiдок
наявностi внутрiшнiх ступенiв вiльностi у складових
статистичнi властивостi композитних (i тому вже не-
точковоподiбних) частинок iстотно вiдрiзняється вiд
чисто бозевського чи фермiєвського опису. Таку вiд-
мiннiсть, закладену в модифiкованi комутацiйнi спiв-
вiдношення, можна вiдповiдним чином моделювати
(представляти) за допомогою деякої деформованої
(скажiмо, q- чи p, q-деформованої, чи iншої) версiї
осциляторної алгебри. Частковий випадок реалiза-
цiї iдеї опису композитних бозонiв (чи “квазiбозонiв”,
див. [1]) в термiнах деформованої алгебри Гайзенбер-
га було розглянуто в роботi Аванчiнi i Крейна [2], якi
використали куонну версiю [3] деформованої бозонної
алгебри. Необхiдно зауважити, що куони принципо-
во вiдрiзняються вiд деформованих осциляторiв ти-
пу Арiка–Куна [4], коли розгляд охоплює двi моди i

бiльше: в такому випадку усi моди типу Арiка–Куна
є незалежними (оператори, що вiдповiдають рiзним
модам, взаємно комутують) на вiдмiну вiд некомуту-
ючих куонних мод, див. [2, 3].

Хоча вiдомо чимало рiзноманiтних версiй дефор-
мованих осциляторiв [5–10], детального аналiзу на їх
основi можливих реалiзацiй квазiбозонiв в лiтерату-
рi досi не було. Дану роботу можна розглядати як
певний крок i деякi результати у цьому напрямку. А
саме, нами проведено детальний аналiз у важливому
випадку набору незалежних мод (копiй) деформова-
них осциляторiв, тодi як для окремо взятої копiї бере-
мо найбiльш загальну структурну функцiю деформа-
цiї φ(N). Остання, як добре вiдомо [11,12], однозначно
визначає деформовану алгебру, тобто форму кому-
тацiйних спiввiдношень для операторiв народження,
знищення та числа частинок вiдповiдно до формули
aa† − a†a = φ(N + 1)− φ(N).

Тим чи iншим моделям деформованих осциляторiв,
через їх особливi властивостi, придiлялася чимала
увага в останнє двадцятилiття. Найбiльш вiдомими i
iнтенсивно дослiджуваними моделями деформованих
осциляторiв є такi як q-деформованi осцилятори
Арiка–Куна [4] та Бiденгарна–Макфарлейна [4], а та-
кож i двопараметрична сiм’я p,q-деформованих осци-
ляторiв [8]. Крiм згаданих також iснує ще q-деформо-
ваний осцилятор Тама–Данкофа [6], який хоч i до-
слiджували, але не так детально [7]. На вiдмiну вiд
усiх цих деформованих осциляторiв, дуже скром-
ним є знання стосовно так званого µ-деформованого
осцилятора, введеного в [10]. Слiд зазначити, що µ-
осцилятору притаманнi принципово вiдмiннi риси та
незвичайнi властивостi, див. [13].

Деформованi осцилятори, якi є нелiнiйними уза-
гальненнями стандартного квантового гармонiчного
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осцилятора, знаходять численнi застосування у описi
рiзноманiтних фiзичних систем iз суттєвими нелiнiй-
ностями – вiд квантової оптики чи проблеми Ландау
до феноменологiї квантових частинок при високих
енергiях та сучасної квантової теорiї поля (див., на-
приклад, [14–21]). Тому можливе використання для
реалiзацiї квазiбозонiв тих чи iнших деформованих
осциляторiв (деформованих бозонiв) є дуже бажа-
ним, що приводить до значного спрощення вiдповiд-
них обчислень, коли алгебра, що представляє вихiдну
систему композитних частинок, зводиться до алгебри
деякого деформованого осцилятора. В цьому сенсi iн-
формацiю про внутрiшню структуру частинок несуть
у собi один чи декiлька параметрiв деформацiї. Да-
на робота реалiзує такий спосiб редукцiї для випадку
квазiбозонiв [2], складених з двох звичайних фермiо-
нiв. Значення отриманих результатiв полягає в тому,
що для композитних фiзичних частинок чи квазiча-
стинок (таких як мезони, хiггсон, легкi парнi ядра,
ексiтони та iн.) було б дуже корисно мати їх реалiза-
цiю через деформованi бозони, використовуючи де-
формованi осцилятори.

2. Квазiбозони, складенi iз двох фермiонiв

Як i в роботi [2], розглядаємо систему композитних
бозоноподiбних частинок (чи квазiбозонiв, див. [1]),
таких, що кожна їх копiя/мода утворена з двох зви-
чайних фермiонiв. У цьому роздiлi вивчаємо реа-
лiзацiю квазiбозонiв у термiнах набору незалежних
однакових копiй деформованого осцилятора типу
Арiка–Куна [4].

Отже, позначимо через a†µ, b†ν , aµ, bν , вiдповiдно,
оператори народження та знищення двох (взаємно-
антикомутуючих) наборiв звичайних фермiонiв iз
стандартними спiввiдношеннями антикомутацiї, i ви-
користовуємо їх для побудови квазiбозонiв. Тодi ква-
зiбозоннi оператори народження i знищення A†α, Aα
(де α характеризує конкретний квазiбозон i позначає
повний набiр його квантових чисел) задаємо насту-
пним чином:

A†α =
∑
µν

Φµνα a†µb
†
ν , Aα =

∑
µν

Φ
µν

α bνaµ, (1)

де a†µ, b†ν , aµ, bν задовольняють спiввiдношення

{aµ, a†µ′} ≡ aµa
†
µ′ + a†µ′aµ = δµµ′ , {aµ, aµ′} = 0,

{bν , b†ν′} ≡ bνb
†
ν′ + b†ν′bν = δνν′ , {bν , bν′} = 0

i, крiм того, кожен iз a†µ, aµ антикомутує з b†ν , bν .
Можна легко перевiрити, що

[Aα, Aβ ] = [A†α, A
†
β ] = 0. (2)

Для основного комутатора знаходимо

[Aα, A
†
β ] = δαβ −Δαβ ,

де використано умову нормування

Tr(ΦαΦ†β) = δαβ , (3)

i введено позначення

Δαβ ≡
∑
µνµ′

Φ
µν

α Φµ
′ν
β a†µ′aµ +

∑
µνν′

Φ
µν

α Φµν
′

β b†ν′bν .

Величина Δαβ уособлює вiдхилення вiд чисто бозон-
ного комутацiйного спiввiдношення. Зауважимо, що
чистий бозон (коли Δαβ = 0) не є частковим випад-
ком квазiбозона, оскiльки Δαβ = 0 вимагало б Φα = 0,
що заперечувало б саму композитну структуру (1).

Зауважимо, що на вiдмiну вiд реалiзацiї квазi-
бозонних операторiв з використанням куонного варi-
анта алгебри деформованого осцилятора, як це роби-
ли у [2], у нашому подальшому розглядi рiзнi ко-
пiї/моди деформованого осцилятора є повнiстю неза-
лежними. Тобто, ми вважатимемо, що виконується
(2), а також [Aα, A

†
β ] = 0 при α 6= β.

3. Чи можуть деформованi осцилятори типу
Арiка-Куна моделювати квазiбозони?

Тут ми вивчаємо реалiзацiю квазiбозонiв незалежним
набором q-деформованих бозонiв типу Арiка–Куна.
Останнi задовольняють спiввiдношення

[Aα,A†β ] = δαβ + (qδαβ − 1)A†βAα, (4)

де незалежнiсть мод забезпечується наявнiстю δαβ .
Квазiбозонний оператор числа частинок Nα визна-

чаємо як

Nα = logq
(
1 + (q − 1)A†αAα

)
,

що є оберненням формули A†A = qN−1
q−1 , див. [4].

Нагадаємо, що для моделi Арiка–Куна виконують-
ся також i спiввiдношення

[Aα,Nα] = Aα, [A†α,Nα] = −A†α.

Тобто, оператор A†α, є пiдвищуючим (вiдповiдно, Aα
– понижуючим) оператором для деформованих бозо-
нiв.
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Нашою метою є знайти коефiцiєнти Φµνα в (1) такi,
що реалiзацiя через (4) є дiйсною, тобто комутацiй-
нi спiввiдношення (4) виконуються на вiдповiдному
просторi станiв. Якщо основний стан |O〉 для квазiбо-
зонiв визначено як

Aα|O〉 = aµ|O〉 = bν |O〉 = 0,

то вiдповiдним простором станiв є лiнiйна оболонка
{|O〉, A†γ1 |O〉, A

†
γ2A

†
γ1 |O〉, . . .}. Перепишемо комутацiй-

нi спiввiдношення (4) у виглядi

Fαβ ≡ Δαβ + (qδαβ − 1)A†βAα = 0.

Тодi виконання комутацiйних спiввiдношень на вка-
занiй лiнiйнiй оболонцi зводиться до занулення опера-
тором Fαβ кожного зi станiв |O〉, A†γ1 |O〉, A

†
γ2A

†
γ1 |O〉,

i т. д.
Очевидно, що для основного стану маємо

Fαβ |O〉 = 0.

Зауважимо, що

FαβA
†
γ1 |O〉 = 0 ⇔ [Fαβ , A†γ1 ]|O〉 = 0,

FαβA
†
γ1A

†
γ2 |O〉 = 0 ⇔ [[Fαβ , A†γ1 ], A

†
γ2 ]|O〉 = 0.

Рiвняння [Fαβ , A†γ1 ]|O〉 = 0 можна переписати у ви-
глядi умови на матрицi Φα. Використовуючи дану
умову, для першого комутатора отримуємо:

[Fαβ , A†γ1 ] = (1− qδαβ )A†β
[
Fαγ1 + (1− qδαγ1 )A†γ1Aα

]
.

Обчислимо подвiйний комутатор:

[[Fαβ , A†γ1 ], A
†
γ2 ] = (1− qδαβ )A†β [Fαγ1 , A

†
γ2 ]+

+ (1− qδαβ )(1− qδαγ1 )A†βA
†
γ1 [Aα, A

†
γ2 ].

Звiдси, для того, щоб виконувалося спiввiдношення
[[Fαβ , A†γ1 ], A

†
γ2 ]|O〉 = 0, знаходимо

(1− qδαβ )(1− qδαγ1 )δαγ2A
†
βA
†
γ1 |O〉 = 0.

Таким чином, приходимо до протирiччя: при α = β =
γ1 = γ2 i q 6= 1 маємо

(A†α)2|O〉 = 0,

тобто, парадоксальний факт нiльпотентностi “бозон-
них” операторiв.

Отже, АК-тип деформацiї (див. [4]) приводить до
протирiччя з бозонним характером системи, складе-
ної з двох фермiонiв. Однак, як далi буде видно, iсну-
ють деформацiї, для яких ситуацiя iнакша.

4. Квазiбозони i загальний вигляд деформацiї

Дослiдимо систему незалежних квазiбозонiв, реалiзо-
ваних деформованими осциляторами, без уточнення
конкретної моделi деформацiї. В цьому роздiлi ми
отримаємо необхiднi умови для для такої реалiзацiї
в термiнах структурної функцiї та матриць Φα.

Нехай φ – структурна функцiя деформацiї. Квазi-
бозонний оператор числа частинок вводимо так:

Nα
def= φ−1(A†αAα).

Зауважимо, що це визначення не єдине. Мо-
жна дати iнше, еквiвалентне визначення у виглядi
Nα

def= φ−1(AαA†α)−1. Нижче нам буде потрiбне поня-
ття слабкої рiвностi, яке будемо позначати символом
∼=. А саме, якщо G – деяка операторна функцiя, то
слабка рiвнiсть визначається наступним чином:

G(A,A†, N ; ...) ∼= 0 def⇔GA†γm ... A
†
γ1 |O〉 = 0 (5)

для m = 0, 1, 2, ... .

4.1. Виведення необхiдних умов

Будемо вимагати виконання таких слабких рiвностей
для комутаторiв:

[Nα, A†α] ∼= A†α, [Nα, Aα] ∼= −Aα,

[Aα, A
†
β ] ∼= 0 при α 6= β, (6)

[Aα, A†α] ∼= φ(Nα + 1)− φ(Nα).

Пiдкреслимо, що для будь-якого визначення Nα по-
виннi виконуватись такi iмплiкацiї:

φ(Nα) ∼= A†αAα ⇒ φ(0) = 0,

φ(Nα + 1) ∼= AαA
†
α ⇒ φ(1) = 1.

Iз другого спiввiдношення в (6) випливає рiвнiсть∑
µ′ν′

(
Φµν

′

β Φ
µ′ν′

α Φµ
′ν
γ + Φµν

′

γ Φ
µ′ν′

α Φµ
′ν
β

)
= 0, α 6= β, (7)

яка може бути записана в матричнiй формi

ΦβΦ†αΦγ + ΦγΦ†αΦβ = 0, α 6= β. (8)

Оскiльки A†αAα ∼= φ(Nα) та AαA†α ∼= φ(Nα+1), маємо

[A†αAα, AαA
†
α] ∼= 0 та [Δαα, Nα] ∼= 0.

Перше iз спiввiдношень можна еквiвалентно перепи-
сати так:

[A†αAα,Δαα] ∼= 0.
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Пiсля обчислення цей комутатор набуває вигляду

[A†αAα,Δαα] = 2A†α
∑
µν

(
ΦαΦ†αΦα

)†
νµ
bνaµ−

− 2
∑
µ′ν′

(
ΦαΦ†αΦα

)
µ′ν′

a†µ′b
†
ν′Aα

∼= 0. (9)

Для матрицi в круглих дужках введемо позначення

Ψα ≡ ΦαΦ†αΦα.

Аби слабка рiвнiсть (9) була вiрною, необхiдно, щоб
комутатор iз оператором народження на вакуумi да-
вав нуль:[
(Ψ

µν

α Φµ
′ν′

α − Φ
µν

α Ψµ′ν′

α )a†µ′b
†
ν′bνaµ,Φ

λρ
α a
†
λb
†
ρ

]
|O〉 =

=
(
Φµ

′ν′

α · Tr(Ψ†αΦα)−Ψµ′ν′

α

)
a†µ′b

†
ν′ |O〉 = 0. (10)

Це приводить до умови

ΦαΦ†αΦα = Tr(Φ†αΦαΦ†αΦα) · Φα, (11)

яка є також i достатньою. У результатi приходимо до
двох незалежних умов (8), (11) на матрицi Φα.

4.2. Зв’язок Φα iз структурною функцiєю
деформацiї φ(n)

Тепер виведемо спiввiдношення, в якi входить стру-
ктурна функцiя φ. Для комутатора [Aα, A†α] маємо

[Aα, A†α] = 1−Δαα
∼= φ(Nα + 1)− φ(Nα).

Звiдси випливає,

Fαα ≡ Δαα − 1 + φ(Nα + 1)− φ(Nα) ∼= 0.

Якщо умови (див. (6))

[Nα, A†α] ∼= A†α, [Nα, Aα] ∼= −Aα (12)

виконуються (це означає, що для цих умов ще потрi-
бна буде перевiрка, див. роздiл 4.3 нижче), то

φ(Nα)A†α ∼= A†αφ(Nα + 1) ⇒
⇒ [φ(Nα), A†α] ∼= A†α

(
φ(Nα + 1)− φ(Nα)

)
.

Це приводить до спiввiдношення

[Fαα, A†α] ∼= 2(ΦαΦ†αΦα)µνa†µb
†
ν+

+A†α

(
φ(Nα + 2)− 2φ(Nα + 1) + φ(Nα)

)
. (13)

Iз умови, що даний комутатор на вакуумi зануля-
ється, отримуємо (зауважимо, що φ(0) = 0):

ΦαΦ†αΦα =
(
φ(1)− 1

2
φ(2)

)
Φα =

f

2
Φα,

де нами введено (деформацiйний) параметр f :

f

2
≡ φ(1)− 1

2
φ(2) = Tr(Φ†αΦαΦ†αΦα) для всiх α.

Тодi рiвнiсть (13) набуває вигляду

[Fαα, A†α] ∼= f ·A†α+A†α
(
φ(Nα+2)−2φ(Nα+1)+φ(Nα)

)
.

За iндукцiєю можна довести рiвнiсть для n-кратного
комутатора (Ckn – бiномiальнi коефiцiєнти):

[...[Fαα, A†α]...A†α]∼=(A†α)n
{n+1∑
k=0

Ckn+1φ(Nα+k)(−1)n+1−k
}
.

Iз умови, що n-кратний комутатор зануляється на ва-
куумi, виводимо рекурентне спiввiдношення

φ(n+ 1) =
n∑
k=0

Ckn+1φ(k)(−1)n−k, n ≥ 2. (14)

Таким чином, усi значення φ(n) для n ≥ 3 визнача-
ються однозначно двома значеннями φ(1) i φ(2), якi
в загальному випадку залежать вiд деякого набору
параметрiв деформацiї.

Неважко показати, що недеформована структурна
функцiя φ(n) ≡ n задовольняє (14). Подiбним чином
доводимо наступнi природнi початковi умови коли па-
раметр(и) деформацiї прямує(ють) до недеформова-
них значень:

φ(1)→ 1, φ(2)→ 2 ⇒ φ(k)→ k, k > 2.

Беручи до уваги рiвнiсть [22]:

n∑
k=0

Cknk
m(−1)n−k =

{
0, m < n,

n!, m = n,

ми бачимо, що єдиними незалежними розв’язками ре-
курентного спiввiдношення (14) є n та n2, а також i
їх лiнiйна комбiнацiя

φ(n) =
(

1 +
f

2

)
n− f

2
n2. (15)

Ця формула задовольняє як початковi умови, так i
рекурентнi спiввiдношення (14). З огляду на єдинiсть
розв’язку при фiксованих початкових умовах форму-
ла (15) дає загальний розв’язок спiввiдношення (14).
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4.3. Верифiкацiя спiввiдношень (12)

Як уже згадувалося, залишилось задовольнити спiв-
вiдношення (12). Зауважимо, що друге з них випли-
ває через взяття спряження вiд першого,

[Nα, A†α] ∼= A†α. (16)

З огляду на незалежнiсть рiзних мод, див. (7), до-
статньо покласти γ1 = γ2 = . . . = α справа в (5).

Позначимо через In такi оператори:

I0 =N≡φ−1(A†αAα),

In+1 = [In, A†α] = [...[Nα, A†α]...A†α]. (17)

В термiнах цих операторiв умову (16) записуємо як

I1|O〉 = A†α|O〉, In|O〉 = 0, n > 1. (18)

Введемо позначення

εα ≡ 1−Δαα = [Aα, A†α].

Використовуючи допомiжнi спiввiдношення

[Δαα, A
†
α] = fA†α, [Δαα, Aα] = −fAα,

[εα, A†α] = −fA†α, [Δαα, Nα] ∼= 0, Δαα = Δ†αα,

приходимо до рiвностей[
(A†αA)n, A†α

]
= A†α

[
(A†αAα + εα)n − (A†αAα)n

]
, (19)[

εnα, A
†
α

]
= A†α[(−f + εα)n − εnα]. (20)

З їх допомогою виводимо потрiбнi вирази для n-
кратних комутаторiв (17) (αn = n(n− 1)/2):

In = (A†α)nφ−1(A†αAα+nεα−αnf)−
n−1∑
k=0

Ckn(A†α)n−kIk.

Нарештi, умови (18) можна подати у виглядi

A†αφ
−1(A†αAα + εα)|O〉 = A†α|O〉,

(A†α)nφ−1(A†αA+ nεα − αnf)|O〉 = n(A†α)n|O〉, n > 1.

Щоб задовольнити першу рiвнiсть, потрiбно щоб

φ−1(1) = 1 ⇒ φ(1) = 1.

Аналогiчно, щоб задовольнити другу рiвнiсть, потрi-
бно, щоб φ−1

(
n− n(n−1)

2 f
)

= n. Це дає нам “бонус” у
формi виразу (15) для структурної функцiї.

Зауваження. За допомогою отриманих результатiв
неважко вивести рекурентнi спiввiдношення

φ(n+ 1) =
2(n+ 1)

n
φ(n)− n+ 1

n− 1
φ(n− 1),

En+1 =
4n2 + 4n− 4

2n2 − 1
En −

2n2 + 4n+ 1
2n2 − 1

En−1.

Ця рiвнiсь має типову форму так званого спiввiдно-
шення квазiфiбоначчi [13]. Загальний клас деформо-
ваних осциляторiв з полiномiальними структурними
функцiями деформацiї φ(N) (вони також мають ква-
зiфiбоначчiєву природу) дослiджували в роботi [15].

5. Допустимi матрицi Φα

Залишилося знайти допустимi матрицi Φα. Вони ма-
ють задовольняти умову (3) та рiвняння

ΦαΦ†αΦα = (f/2)Φα, (21)
ΦβΦ†αΦγ + ΦγΦ†αΦβ = 0, α 6= β. (22)

Нехай f 6= 0. Якщо det Φα 6= 0 для деякого α, то
перше рiвняння дає

ΦαΦ†α =
f

2
1.

Iз другого рiвняння при γ = α отримуємо

Φβ = 0, для всiх β 6= α.

Тодi можливим є лише одне значення α, для якого
det Φα 6= 0. У такому випадку Φα є довiльна унiтарна
матриця. Усi iншi Φβ = 0, β 6= α. Це дає частковий
невироджений розв’язок системи. Усi iншi розв’язки
будуть виродженими для всiх α.

Тепер щодо випадку вироджених розв’язкiв. Вико-
риставши деякi факти з лiнiйної алгебри (теорема
Фредгольма та iн.), приходимо до такого наслiдку:

Tr(ΦαΦ†α) = 1 ⇒ rank (Φα) = 2/f ≡ m для всiх α.

Таким чином, параметр деформацiї f пробiгає дис-
кретний набiр значень (якщо множина значень µ, ν
скiнченна або злiченна):

f =
2
m

⇒ φ(n) =
(
1 +

1
m

)
n− 1

m
n2. (23)

Множина розв’язкiв залежить вiд спiввiдношення
мiж d та k·m, де k позначає число незалежних копiй
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(мод) деформованих бозонiв, а d – найменша iз роз-
мiрностей матриць Φα. Якщо d ·m > d, то множина
розв’язкiв є пустою. Якщо ж k·m ≤ d, то iснують такi
унiтарнi матрицi U1 та U2, що наступний матричний
добуток є блочно-дiагональним:

U†1ΦαU2 =

0 0 0
0 Φ̃α 0
0 0 0

 .

Тодi m×m матриця Φ̃α задовольняє рiвняння

Φ̃αΦ̃†α =
f

2
1,

i його загальний розв’язок можна записати через унi-
тарну матрицю

Φ̃α =
√
f/2 Uα(m).

Таким чином, загальний розв’язок вихiдної системи
(21)–(22) подаємо у виглядi

Φα = U1diag
{

0,

√
f

2
Uα(m), 0

}
U†2 , (24)

де для будь-якої матрицi Φα блок
√

f
2Uα(m) у (24)

мiститься на α-му мiсцi i має нульовий перетин з вiд-
повiдним блоком будь-якої iншої матрицi Φβ iз β 6= α.

6. Висновки

Отже, зробимо деяке резюме разом iз коментарем
стосовно подальших перспектив. Для системи повнi-
стю незалежних квазiбозонiв показано, що їх реалi-
зацiя в термiнах деформованих бозонiв типу АК не-
можлива. Однак, бажану реалiзацiю можна отримати
на основi деякої iншої структурної функцiї φ вигляду
(15), тобто iз структурною функцiєю, що є квадрати-
чною щодо оператора числа частинок i мiстить один
параметр деформацiї. Нами також отримано важливi
додатковi необхiднi i достатнi умови на матрицi Φα,
задiянi в конструкцiї (1) квазiбозонiв, котрi зумов-
люють iснування такого представлення. Їх вдається
повнiстю розв’язати, i в результатi маємо загальний
розв’язок (24).

Хоча в ролi складових ми використовували звичай-
нi фермiони, аналiз показує, що параметр деформацiї
(яка забезпечує квазiбозонну реалiзацiю, див. (23)),
пов’язаний з дискретною характеристикою m (ран-
гом матрицi Φ).

Як наступний крок, цiкаво дослiдити бiльш складнi
ситуацiї. Перш за все, було б цiкаво поширити кон-
струкцiю квазiбозонiв, складених з двох частинок, на
випадок складових, якi є не фермiонами, а певною
(частковою чи загальною) деформацiєю фермiонiв.
Деякi результати, вже отриманi в цьому напрямку,
будуть опублiкованi окремо. Iншим напрямком уза-
гальнення є аналiз квазiнезалежних квазiбозонiв, i в
цьому випадку потрiбно стартувати з коректного ви-
значення “фiзичного” пiдпростору квазiбозонних ста-
нiв.

Додано в коректурi. Отриманi вище результати
недавно було узагальнено на випадок квазiбозонiв,
утворених з двох q-деформованих фермiонiв [23]. На
основi результатiв даної роботи також встановлено
зв’язок мiж заплутуванням у композитних бозонах
(типу фермiон+фермiон), реалiзованих деформова-
ними бозонами, та власне параметром деформацiї
[24].

Данi дослiдження були частково пiдтриманi Гран-
том 29.1/028 Державного фонду фундаментальних
дослiджень України та Спецiальною програмою вiд-
дiлення фiзики i астрономiї НАН України.
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КВАЗИБОЗОНЫ, СОСТАВЛЕННЫЕ ИЗ ДВУХ
ФЕРМИОНОВ, И ДЕФОРМИРОВАННЫЕ
ОСЦИЛЛЯТОРЫ

A.M. Гаврилик, И.И. Качурик, Ю.А. Мищенко

Р е з ю м е

Понятие квазибозонов или составных бозонов имеет широ-
кий спектр физических применений (мезоны, экситоны и

т. д.). Однако даже в случае квазибозонов, состоящих из двух
обычных фермионов, операторы рождения и уничтожения ква-
зибозонов удовлетворяют нестандартным коммутационным со-
отношением. Естественно попытаться реализовать квазибозон-
ные операторы операторами рождения и уничтожения дефор-
мированных (нелинейных) осцилляторов, так как последние
составляют хорошо изученную область современной кванто-
вой физики. В статье показано, что такие деформированные
осцилляторы, реализующие квазибозоны, действительно суще-
ствуют. Выведены необходимые и достаточные условия для ре-
ализации. Также доказана единственность семьи возможных
деформаций.
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A.M. Gavrilik, I.I. Kachurik, Yu.A. Mishchenko

Bogolyubov Institute for Theoretical Physics,
Nat. Acad. of Sci. of Ukraine
(14b, Metrolohichna Str., Kyiv 03680, Ukraine;
e-mail: omgavr@bitp.kiev.ua)

S u m m a r y

The concept of quasi-bosons or composite bosons (like mesons, ex-

citons, etc.) has a wide range of potential physical applications.

Even composed of two pure fermions, the quasi-boson creation

and annihilation operators satisfy non-standard commutation re-

lations. It is natural to try to realize the quasi-boson operators

by the operators of a deformed (nonlinear) oscillator, the latter

constituting a widely studied field of modern quantum physics. In

this paper, it is proven that the deformed oscillators which realize

quasi-boson operators in a consistent way really exist. The con-

ditions for such realization are derived, and the uniqueness of the

family of deformations under consideration is shown.
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