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Отримано нове представлення точних рiвнянь Матiсона–Папа-
петру за умови Матiсона–Пiранi у гравiтацiйному полi Швар-
цшильда, що не мiстить третiх похiдних вiд координат частин-
ки зi спiном. Для цього використано iнтеграли енергiї та мо-
менту кiлькостi руху частинки, а також одне диференцiальне
спiввiдношення, яке випливає з рiвнянь Матiсона–Папапетру
для довiльної метрики. Запис рiвнянь адаптовано для їх ком-
п’ютерного iнтегрування з метою подальших дослiджень впли-
ву взаємодiї спiну частинки з кривизною простору-часу на її
поведiнку в гравiтацiйному полi без обмежень на швидкiсть i
орiєнтацiю спiну.

1. Вступ

Рiвняння, що описують рух макроскопiчної частинки
зi спiном (тiла, що обертається) у гравiтацiйному полi
в рамках загальної теорiї вiдносностi, мають вигляд
[1, 2]:
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де uλ ≡ dxλ/ds – 4-швидкiсть частинки, Sµν – її тен-
зор спiну,m iD/ds – вiдповiдно маса i коварiантна по-
хiдна, Rλπρσ – тензор Рiмана кривизни простору-часу.
(Використовується система одиниць, у якiй гравiта-
цiйна стала та швидкiсть свiтла у вакуумi чисельно
дорiвнюють 1; у межах статтi прийнято позначення,
згiдно з якими грецькi iндекси пробiгають значення

вiд 1 до 4, а латинськi – 1, 2, 3). Система (1), (2)
має назву рiвнянь Матiсона–Папапетру (МП), при то-
му, що пiсля публiкацiй [1, 2] їх отримували iншi ав-
тори рiзними методами. Зокрема, багато уваги цим
рiвнянням i їх узагальненням, що враховують ква-
друпольний момент частинки, придiлив Дiксон [3], i
тому нерiдко їх ще називають рiвняннями Матiсона–
Папапетру–Дiксона.

Система рiвнянь (1), (2) неповна, й тому фiксацiя
початкових значень координат, швидкостi i спiну не
видiляє її єдиного розв’язку. Це пов’язано з тим, що
рiвняння (1), (2) є саме такими без конкретизацiї то-
чки, вiдносно якої обчислюється кутовий момент ча-
стинки (тiла) i рух якої описує перемiщення тiла в
просторi як цiлого. Звичайно, коли йдеться про куто-
вий момент, що характеризує обертання частинки вiд-
носно власної осi, природно за таку репрезентативну
точку вибрати центр маси частинки. Однак вiдомо,
що в релятивiстськiй механiцi розташування центра
маси тiла, яке обертається вiдносно своєї осi, зале-
жить вiд системи вiдлiку [4]. Тому спiввiдношення

Sλνuν = 0, (3)

нерелятивiстський аналог якого iдентифiкує центр
маси тiла, за умов релятивiзму видiляє не одну точку-
центр, а множину центрiв маси [5]. Як наслiдок,
рiвняння (1)–(3) у просторi Мiнковського поряд iз
розв’язками, що описують прямолiнiйнi рухи, мають
ще й розв’язки у виглядi спiральних (зокрема коло-
вих) лiнiй [6, 7]. Однак такого роду зайвi розв’язки
вiдсутнi, якщо замiсть умови (3) використати спiв-
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вiдношення

SλνPν = 0, (4)

де

P ν = muν + uλ
DSνλ

ds
(5)

є чотириiмпульсом частинки [3, 8]. (Традицiйно спiв-
вiдношення (3) в контекстi рiвнянь МП називають
умовою Пiранi, маючи на увазi публiкацiю [9], хоча
її застосував ще Матiсон [6]).

Якщо швидкiсть частинки зi спiном вiдносно дже-
рела гравiтацiйного поля не дуже близька до швид-
костi свiтла й саме поле не надто сильне, розв’язки
рiвнянь МП за умов (3) i (4) вiдрiзняються мiж со-
бою дуже мало [10, 11]. (Йдеться про тi розв’язки за
умови (3), що не належать до типу спiральних, а опи-
сують рух власного центра маси [4]; власною систе-
мою вiдлiку є та, у якiй вiсь обертання нерухома). За
цих самих умов дуже малим є вiдхилення свiтових
лiнiй частинки зi спiном вiд геодезiйних.

Якщо ж швидкiсть частинки зi спiном достатньо
близька до свiтлової, картина змiнюється. По-перше,
виникають ситуацiї, коли розв’язки рiвнянь (1), (2)
за умов (3) i (4) залишаються близькими мiж собою,
однак дуже вiдрiзняються вiд вiдповiдних розв’язкiв
рiвнянь геодезiйних лiнiй. Такими прикладами є свi-
товi лiнiї i траєкторiї ультрарелятивiстської частин-
ки зi спiном, що починає рух у вузькiй просторовiй
областi поблизу r = 1, 5rg в полi Шварцшильда (rg
– шварцшильдiвський радiус горизонту) [12] або по-
близу r = r

(−)
ph у полi Керра (r(−)

ph – радiус фотонної
геодезiйної орбiти у випадку контр-обертання) [13].
По-друге, за iнших початкових умов траєкторiї уль-
трарелятивiстської частинки при їх описi рiвняннями
(1), (2) за обох спiввiдношень (3) i (4) можуть суттєво
вiдрiзнятись як мiж собою, так i вiд геодезiйних тра-
єкторiй, i тут важливий вплив нелiнiйних за спiном
членiв [14]. Тодi виникає питання про адекватнiсть
тiєї чи iншої з умов (3) i (4) для опису ультрареляти-
вiстських рухiв частинки зi спiном у гравiтацiйному
полi загалом. До речi, щодо аналогiчного питання в
контекстi вивчення свiтових лiнiй частинок зi спiном
i нульовою масою на базi рiвнянь типу МП зроблено
висновок, що тут, iмовiрно, єдиною фiзично змiстов-
ною умовою є (3) [15]. Чи з цього висновку випливає,
що не тiльки безмасова частинка зi спiном, яка руха-
ється зi швидкiстю свiтла, але й частинка з ненульо-
вою масою i швидкiстю дуже близькою до свiтлової,
може бути коректно описана саме за умови (3), а не

(4)? Аргументовану вiдповiдь можна отримати лише
пiсля аналiзу тих розв’язкiв точних рiвнянь (1), (2) за
умови (3), якi характеризують рухи власного центра
маси (тобто не є осциляцiйними в сенсi [6, 7]) i їх по-
рiвняння з вiдповiдними розв’язками цих же рiвнянь
за умови (4).

Дослiдження розв’язкiв рiвнянь (1), (2) за рiзних
додаткових спiввiдношень у конкретних гравiтацiй-
них полях започаткованi в [16] для метрики Швар-
цшильда й продовженi в багатьох публiкацiях для
цiєї та iнших метрик [5, 14, 17–27]. Висвiтленню фi-
зичних ефектiв, зумовлених взаємодiєю спiну з гра-
вiтацiйним полем згiдно з рiвняннями МП, придi-
лено значну увагу у роботах [28, 29]. Зростає iнте-
рес до вивчення фiзичних наслiдкiв рiвнянь МП за
останнi 10–12 рокiв [30–46]. Зокрема, в [31] продовже-
но розпочате в [25] дослiдження можливостей про-
явiв хаосу в динамiчних системах за рахунок спi-
ну; публiкацiї [38–40, 42, 45] присвяченi спiновим
ефектам на колових орбiтах, у тому числi явищу
прецесiї спiну [39, 42], а [33–35] – “ефекту годин-
ника”. При цьому увагу придiлено переважно ана-
лiзовi фiзичних ефектiв, що випливають з цих рiв-
нянь у вiдносно слабких гравiтацiйних полях за не-
великої (порiвняно зi свiтловою) швидкостi руху ча-
стинки зi спiном вiдносно джерела гравiтацiйного по-
ля.

Точнi рiвняння МП (1), (2) з умовою (3) мiстять
третi похiднi вiд координат частинки i є складною
системою звичайних суттєво нелiнiйних диференцi-
альних рiвнянь навiть у вiдносно простому випад-
ку центрально-симетричної метрики Шварцшильда.
Для отримання їх розв’язкiв необхiдне числове ком-
п’ютерне iнтегрування. Цьому передує вибiр зручного
представлення цих рiвнянь шляхом виконання вiдпо-
вiдних аналiтичних перетворень. Можливiсть такого
представлення у випадку метрик Шварцшильда та
Керра забезпечується тим, що для них рiвняння МП
мають iнтеграли руху – енергiї та моменту кiлькостi
руху [17, 20, 47]. Як на певну аналогiю вкажемо на
вiдомий пiдхiд до вивчення розв’язкiв рiвнянь гео-
дезiйних лiнiй у метриках Шварцшильда та Керра,
коли їх iнтеграли енергiї та моменту кiлькостi руху
ефективно використовуються для аналiзу й класифi-
кацiї можливих типiв орбiт безспiнової частинки у
цих метриках [48, 49], оскiльки стає можливим зве-
дення задачi до розгляду рiвнянь з порядком дифе-
ренцiювання на одиницю меншим, нiж вихiднi рiв-
няння геодезiйних лiнiй. У випадку рiвнянь (1)–(3)
подiбну процедуру було використано в [14] для рухiв
частинки зi спiном в екваторiальнiй площинi θ = π/2
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метрики Шварцшильда, коли спiн ортогональний до
неї. За таких рухiв спiнова частина рiвнянь МП (2)
iнтегрується незалежно вiд (1), що неможливо для
загальних рухiв, коли спiн змiнює орiєнтацiю й ор-
бiта перестає бути плоскою. Тобто, для досягнення
стратегiчної мети – аналiзу та класифiкацiї можли-
вих орбiт частинки зi спiном у полях Шварцшиль-
да та Керра недостатньо результатiв, отриманих в
[14]. Тому першочерговим завданням є їх узагальне-
ння на випадки неплоских рухiв з довiльно орiєнто-
ваним спiном як у полi Шварцшильда, так i в полi
Керра.

Виконання цього завдання пов’язане iз складни-
ми аналiтичними обчисленнями, особливо для ме-
трики Керра – вiдомо, наскiльки ускладнюються об-
числення уже для рiвнянь геодезiйних лiнiй у ме-
трицi Керра порiвняно з випадком метрики Швар-
цшильда, а для рiвнянь МП вiдмiннiсть ще суттє-
вiша. Тому подальшi дослiдження доцiльно розбити
на два етапи: спочатку отримати представлення рiв-
нянь МП (1)–(3) без третiх похiдних вiд координат
частинки для довiльних рухiв у полi Шварцшиль-
да, пiсля чого реалiзувати подiбну процедуру для по-
ля Керра. При цьому рiвняння, отриманi на першо-
му етапi, буде використано для перевiрки вiдповiд-
них рiвнянь для поля Керра, оскiльки при покладан-
нi внутрiшнього кутового моменту джерела поля рiв-
ним нулевi керрiвський набiр рiвнянь повинен пере-
ходити у шварцшильдiвський. Монiторинг виконання
такого граничного переходу на всiх стадiях аналiти-
чних обчислень дасть змогу пiдвищити їх достовiр-
нiсть.

Метою цiєї роботи є виконання першого з вказаних
етапiв дослiдження, а саме – узагальнення представ-
лення точних рiвнянь МП (1), (2) з умовою (3) через
iнтеграли енергiї та моменту кiлькостi руху, отрима-
ного в [14] для плоских рухiв частинки зi спiном у
полi Шварцшильда, на довiльнi рухи в цьому ж полi
з iлюстрацiєю окремих розв’язкiв цих рiвнянь, одер-
жаних їх комп’ютерним iнтегруванням. Узагальнен-
ню цих результатiв на випадок гравiтацiйного поля
Керра буде присвячена iнша публiкацiя.

Вiдомо, що рiвняння МП (1), (2) у полi Керра
мають два вектори Кiллiнга ξ, якi в координатах
Бойєра–Лiндквiста записуються як ξt = ∂/∂t, ξϕ =
∂/∂ϕ [31]. Цим векторам вiдповiдає два iнтеграли ру-
ху – енергiї E та z-компоненти моменту кiлькостi ру-
ху Jz [17, 20, 31, 47]:

E = Pt −
1
2
gtµ,νS

µν , Jz = −Pϕ +
1
2
gϕµ,νS

µν .

У випадку поля Шварцшильда цi вирази з урахува-
нням спiввiдношення (5) набувають вигляду

E = mu4 + g44uµ
DS4µ

ds
+

1
2
g44,µS

µ4, (6)

Jz = −mu3 − g33uµ
DS3µ

ds
− 1

2
g33,µS

µ3 (7)

(тут i надалi використовуємо метрику в стандар-
тних шварцшильдiвських координатах x1 = r, x2 =
θ, x3 = ϕ, x4 = t iз сиґнатурою –,–,–,+).

На вiдмiну вiд аксiально-симетричного поля Керра,
центрально-симетричне поле Шварцшильда характе-
ризується ще двома додатковими векторами Кiллiн-
га, якi забезпечують збереження компонент моменту
кiлькостi руху Jx i Jy, явнi вирази яких подано, на-
приклад, у роботi [25].

Як зазначено вище, представлення рiвнянь МП (1)–
(3) через iнтеграли руху в полi Шварцшильда є пер-
шим етапом дослiджень, спрямованих на розв’язан-
ня складнiшої задачi – отримання аналогiчного пред-
ставлення для довiльних рухiв частинки зi спiном у
полi Керра. У зв’язку з цим звернемо увагу на двi об-
ставини: 1) представлення рiвнянь МП у полi Керра
через iнтеграли руху мiститиме лише E, Jz, оскiль-
ки Jx, Jy не є сталими величинами у цьому полi; 2)
внаслiдок обчислювальних труднощiв у випадку по-
ля Керра важливо на всiх етапах обчислень здiйсню-
вати перевiрку виконання граничного переходу до
шварцшильдiвського випадку. Тому для поля Швар-
цшильда важливо отримати таке представлення рiв-
нянь МП (1)–(3), яке мiститиме (як у випадку поля
Керра) лише iнтеграли E, Jz без залучення Jx, Jy.

Пiдкреслимо нетривiальнiсть самого узагальнення
процедури виключення з рiвнянь МП за умови (3)
третiх похiдних вiд координат частинки, застосова-
ної в [14] для плоских рухiв у полi Шварцшильда,
на довiльнi рухи в полi Керра. Виявляється, що для
такого узагальнення необхiдно не тiльки використа-
ти iнтеграли руху, а й врахувати одне диференцiаль-
не спiввiдношення, яке випливає з (1)–(3) (у випадку
плоских рухiв воно стає тривiальною тотожнiстю). Це
спiввiдношення важливе тим, що на вiдмiну вiд самих
рiвнянь МП воно не мiстить жодної третьої похiдної
вiд координат. Тому розпочнемо з отримання цього
спiввiдношення, причому в загальному виглядi для
довiльної метрики. Тобто воно має самостiйне значе-
ння й може використовуватися при аналiзi розв’яз-
кiв рiвнянь (1)–(3) не тiльки в полi Шварцшильда чи
Керра.
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Зацiкавлення дослiдженнями фiзичних наслiдкiв,
якi випливають iз рiвнянь МП, посилюється тим, що
вони у певному сенсi є класичним наближенням за-
гальноковарiантного рiвняння Дiрака [50] i можуть
застосовуватись до вивчення закономiрностей пове-
дiнки високоенергетичних спiнових частинок зi скла-
ду космiчних променiв поблизу компактних астрофi-
зичних об’єктiв (чорних дiрок, квазарiв та iн).

2. Одне спiввiдношення, що випливає з
рiвнянь (1)–(3)

Розглянемо першi три рiвняння пiдсистеми (1) з iн-
дексами λ = 1, 2, 3. Домножимо кожне з них, вiдпо-
вiдно, на S23, S31, S12 i додамо їх, внаслiдок чого
отримуємо

mεiklS
ikDu

l

ds
+
D

ds

(
εiklS

ikuµ
DSlµ

ds

)
−

−εikl
DSik

ds
uµ
DSlµ

ds
= −1

2
εiklS

ikuπSρσRlπρσ (8)

(зазначимо, що за умови (3) величина m в (1) є ста-
лою). Покажемо, що кожна з двох груп доданкiв у (8)
вигляду

εiklS
ikuµ

DSlµ

ds
, (9)

εikl
DSik

ds
uµ
DSlµ

ds
(10)

за умови (3) тотожно дорiвнює нулевi. Справдi, на-
слiдком коварiантного диференцiювання умови (3) є
спiввiдношення

uµ
DSλµ

ds
+ Sλµ

Duµ
ds

= 0. (11)

Враховуючи (11), вираз (9) запишемо так:

εiklS
ikSl4

Du4

ds
(12)

(тут враховано, що множники при Dui/ds, де i =
1, 2, 3, тотожно дорiвнюють нулевi внаслiдок анти-
симетрiї тензора спiну). Для оцiнки виразу у круглих
дужках правої частини (12) врахуємо, що безпосере-
дньо з умови (3) випливають спiввiдношення

Si4 =
1
u4
Sliul (13)

внаслiдок чого маємо

εiklS
ikSl4 = 0, (14)

що також є наслiдком антисиметрiї тензора спiну. От-
же, вираз (9) тотожно дорiвнює нулевi.

Для оцiнки виразу (10) використаємо спiввiдноше-
ння, що безпосередньо випливають iз пiдсистеми рiв-
нянь (2):

εikl
DSkl

ds
= εikluµ

DSkµ

ds
ul − εikluµ

DSlµ

ds
uk. (15)

Пiдставляючи (15) в (10), знаходимо

εikl

(
uν
DSiν

ds
uk − uν

DSkν

ds
ui
)
uµ
DSlµ

ds
=

= εiklu
iuµuν

(
DSkµ

ds

DSlν

ds
− DSlµ

ds

DSkν

ds

)
= 0, (16)

оскiльки тут кожен з доданкiв мiстить згортку симе-
тричного тензора uµuν iз антисиметричними за iнде-
ксами µ i ν виразами у круглих дужках.

Отже, внаслiдок (12), (14), (16) спiввiдношення (8)
набуває вигляду

mεiklS
ikDu

l

ds
= −1

2
εiklS

ikuπSρσRlπρσ. (17)

Замiсть просторових компоненти тензора спiну
зручно використовувати трикомпонентну величину
Si таку, що [14, 40]:

Si =
1
2
√
−gεiklSkl, Skl =

1√
−g

εkliSi (18)

де g – визначник метричного тензора, εklm – символ
Левi–Чiвiти. Зазначимо, що при розглядi рiвнянь МП
поряд з тензором спiну Sλµ у лiтературi широко ви-
користовується 4-вектор спiну sλ. Наявний простий
зв’язок мiж Si та sλ: Si = uis4 − u4si [14]. Звiдси
випливає, що у системi координат, пов’язанiй iз супу-
тнiм до частинки спостерiгачем, коли ui = 0, s4 = 0,
компоненти Si пропорцiйнi до просторових компо-
нент 4-вектора спiну si. У подальшому ми викори-
стовуємо саме величину Si, оскiльки вона забезпечує
компактнiший запис вiдповiдних рiвнянь. Iз врахува-
нням (18) спiввiдношення (17) набуває вигляду

mSi
Dui

ds
= −1

2
uπSρσSjR

j
πρσ. (19)

Пiдкреслимо, що на вiдмiну вiд рiвнянь пiдсистеми
(1), кожне з яких за умови (3) мiстить третi похiднi
вiд координат, спiввiдношення (19) має похiднi не ви-
ще другого порядку.
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3. Точна система рiвнянь МП другого
порядку за координатами для метрики
Шварцшильда

Передусiм конкретизуємо спiввiдношення (19) для
випадку метрики Шварцшильда. У стандартних ко-
ординатах x1 = r, x2 = θ, x3 = ϕ, x4 = t вiдмiн-
ними вiд нуля є такi компоненти метричного тензора
i тензора Рiмана [48]:

g11 = −
(

1− 2M
r

)−1

, g22 = −r2,

g33 = −r2 sin2 θ, g44 = 1− 2M
r
, (20)

R1212 =
M

r − 2M
, R1313 =

M

r − 2M
sin2 θ,

R2323 = −2Mr sin2 θ, R4141 =
2M
r3

,

R4242 =
M(2M − r)

r2
, R4343 =

M(2M − r)
r2

sin2 θ. (21)

Враховуючи (18), (20), (21), спiввiдношення (19) за-
писуємо як

m
√
−gSi

Dui

ds
= 6S1(R1

313S2u
3 −R1

212S3u
2). (22)

Зазначимо, що у частковому випадку рухiв частинки
в екваторiальнiй площинi θ = π/2 поля Шварцшиль-
да, для яких характерна рiвнiсть нулевi компонент
спiну S1 i S3, лiва i права частини спiввiдношення (22)
тотожно дорiвнюють нулевi. Однак для загальних ру-
хiв спiввiдношення (22) нетривiальне i, як покаже-
мо нижче, воно вiдiграє важливу роль в отриманнi
замкнутої системи диференцiальних рiвнянь другого
порядку за координатами частинки, якi мiстять iнте-
грали руху E i Jz як параметри.

Подальшi перетворення спiввiдношення (22) здiй-
снимо з використанням iнтегралiв руху (6), (7).
Зокрема, iз спiввiдношення для E, яке випливає з (6)
пiсля врахування (20), виразимо похiдну Du3/ds че-
рез Du1/ds i Du2/ds:

Du3

ds
= (S2u1 − S1u2)

−1
g33

[
g11 (S2u3 − S3u2)

Du1

ds
+

+g22 (S3u1 − S1u3)
Du2

ds
+mu4u

4√−g−

−Eu4√−g +
g44,1
2g44

(S2u3 − S3u2)
]
. (23)

Аналогiчно з виразу для Jz, що випливає iз (7), ви-
разимо Du4/ds також через Du1/ds i Du2/ds:

Du4

ds
= (S2u1 − S1u2)

−1
u4

(
g11S2

Du1

ds
− g22S1

Du2

ds
−

−mu3√−g − Jg33√−g +
g33,1
2g33

S2 −
g33,2
2g33

S1

)
. (24)

Пiдставляючи вирази (23), (24) в (22), отримуємо

[S1g33(S2u1 − S1u2) + S3g11(S2u3 − S3u2)]
Du1

ds
+

+[S2g33(S2u1 − S1u2) + S3g22(S3u1 − S1u3)]
Du2

ds
+

+S3[mu4u
4√−g − Eu4√−g +

g44,1
2g44

(S2u3 − S3u2)]+

+
6S1g33
m
√
−g

(S2u1−S1u2)(R1
212S3u

2−R1
313S2u

3) = 0. (25)

Згадаємо, що рiвняння МП у загальному випадку
довiльної метрики мають iнтеграл руху

uµu
µ = const (26)

(зазвичай записують uµuµ = 1, вибираючи вiдповiд-
ний вибiр масштабу часу), як, до речi, й рiвняння гео-
дезiйних лiнiй. Наслiдком коварiантного диференцi-
ювання спiввiдношення (26) є

u1
Du1

ds
+ u2

Du2

ds
+ u3

Du3

ds
+ u4

Du4

ds
= 0. (27)

Пiдставляючи вирази (23), (24) для коварiантних по-
хiдних Du3/ds i Du4/ds в (27), отримуємо спiввiдно-
шення, в яке входять лише похiднi Du1/ds i Du2/ds:

g11(S2 − u2Siu
i)
Du1

ds
− g22(S1 − u1Siu

i)
Du2

ds
−

−Eu3u4√−g +
g44,1
2g44

u3 (S2u3 − S3u2) +

u4u
4g33(−J

√
−g +

1
2
g33,1S2 −

1
2
g33,2S1) = 0. (28)
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Безпосередньою пiдстановкою (23), (24) з урахуван-
ням (25), (28) в чотири рiвняння пiдсистеми МП (1)
неважко переконатись, що всi цi рiвняння задоволь-
няються тотожно.

Отже, рiвняння (25), (28) складають систему двох
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно Du1/ds i
Du2/ds i з них неважко знайти (якщо не зважати на
деяку громiздкiсть обчислень) вирази для Du1/ds i
Du2/ds через координати, компоненти швидкостi та
спiну частинки, а тим самим i вирази для звичайних
похiдних du1/ds i du2/ds пiсля врахування явного ви-
гляду символiв Крiстофеля для метрики (20). Вре-
штi, використовуючи цi вирази для du1/ds i du2/ds,
з (23), (24) отримуємо вiдповiднi вирази для du3/ds
i du4/ds. Таким чином, приходимо до системи чоти-
рьох диференцiальних рiвнянь вигляду

duλ

ds
= fλ(xµ, uν , Si), λ = 1, 2, 3, 4, (29)

де fλ – вiдповiднi функцiї. Явний вигляд цих функцiй
тут не подаємо задля стислостi викладу, оскiльки за-
мiсть системи чотирьох рiвнянь другого порядку вiд-
носно координат xλ, якою є (29), зручно (зокрема в
комп’ютерних обчисленнях) розглядати систему во-
сьми рiвнянь першого порядку для восьми невiдомих
функцiй yi, пов’язаних з координатами i швидкiстю
частинки так, щоб вони вiдповiдали безрозмiрним ве-
личинам, а саме за означенням

y1 =
r

M
, y2 = θ, y3 = ϕ, y4 =

t

M
,

y5 = u1, y6 = Mu2, y7 = Mu3, y8 = u4. (30)

Крiм цього, введемо ще безрозмiрнi величини, пов’я-
занi з компонентами Si:

y9 =
S1

mM
, y10 =

S2

mM2
, y11 =

S3

mM2
, (31)

а також з власним часом частинки s, абсолютною ве-
личиною спiну S й iнтегралом енергiї E моменту кiль-
костi руху Jz:

x =
s

M
, ε =

S

Mm
, µ =

ME

S
, ν =

Jz
S
. (32)

Як вiдомо, в загальному випадку довiльної метрики
рiвняння МП мають iнтеграл руху S2 = 1

2SµνS
µν . То-

дi згаданi вiсiм диференцiальних рiвнянь для восьми
функцiй yi вiдповiдно з (29) набувають вигляду

ẏ1 = y5, ẏ2 = y6, ẏ3 = y7, ẏ4 = y8,

ẏ5 = A1, ẏ6 = A2, ẏ7 = A3, ẏ8 = A4, (33)

(крапка над буквою позначає звичайне диференцiю-
вання за x), де вирази для Ai є такими:

A1 = A+
(
y1y

2
6 + y1y

2
7 sin2 y2 −

y2
8

y2
1

)
q +

y2
5

y2
1

q−1,

A2 = B − 2
y1
y5y6 + y2

7 sin y2 cos y2,

A3 =
(
−q−1y5y10 + y2

1y6y9
)−1 × [q−1(−y7y10 sin2 y2+

+y6y11)A+
(
−q−1y5y11 + y2

1y7y9 sin2 y2
)
B−

−y2
8q sin y2 + µy8 sin y2 +

1
y2
1

q−1(y7y10 sin2 y2−

−y6y11)] sin−2 y2 −
2
y1
y5y7 − 2y6y7 cot y2,

A4 = y8
(
−q−1y5y10 + y2

1y6y9
)−1×

×[−q−1y10A+ y2
1y9B − y2

1y7 sin y2+

+
ν

sin y2
+
y10
y1
− y9 cot y2]−

2
y2
1

y5y8q
−1,

A = ε−2q−1
(
q−1y5y10 − y2

1y6y9
)−1×

×
[
[y7(−y5y2

10y
−2
1 + qy9(y6y10 + y7y11))+

+
y11

y2
1 sin2 y2

(qy9 + y5(y5y9 + y6y10))]×

×[y2
1q
−1 µ

y8
sin y2 + q−2 1

y2
8

(y7y10 sin2 y2 − y6y11)]+

+
1
y2
1

[y5y2
10 +

y5y
2
11

sin2 y2
− qy2

1y9(y6y10 + y7y11)]×

×
(

ν

sin y2
+
y10
y1
− y9 cot y2

)]
+
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+
1

ε2 sin y2
[y9 + q−1y5(y5y9 + y6y10 + y7y11)]×

×
[ 6y9
y3
1y

2
8

q−1(−y7y10 sin2 y2 + y6y11)−

−y11(q−1y5y10 − y2
1y6y9)

−1
]
,

B = y−2
1

[
y9 + q−1y5(y5y9 + y6y10 + y7y11)

]−1×

×
[
q−1(y10 + y2

1y6(y5y9 + y6y10 + y7y11))A+

+µy2
1y7y8 sin y2 + q−1y7(y7y10 sin2 y2 − y6y11)−

−qy2
8(ν sin−1 y2 + y10y

−1
1 − y9 cot y2)

]
. (34)

У записi виразiв (34) використано позначення

q = 1− 2
y1
.

Для ще трьох функцiй y9, y10, y11 маємо три рiвня-
ння, що випливають iз спiнової частини рiвнянь МП
й поданi в [12]:

ẏ9 = A5, ẏ10 = A6, ẏ11 = A7, (35)

де

A5 =
2y5y9
y2
1

q−1 +
y6y10 + y7y11

y1
− (y5y9 + y6y10+

+y7y11)×
[(
A1 −

y5A4

y8
− y2

5

y2
1

q−1

)
q−1 − y1y2

6−

−y1y2
7 sin2 y2 +

y2
8

y2
1

]
+
y9A4

y8
,

A6 = −y1y6y9
(

1− 3
y1

)
+
y5y10
y2
1

(
2q−1 + y1

)
+

+y7y11 cot y2 +
y10A4

y8
− (y5y9 + y6y10 + y7y11)×

×
[
y2
1A2 −

y2
1y6
y8

A4 + 2y5y6
(
y1 − q−1

)
−

−y2
1y

2
7 cos y2 sin y2

]
,

A7 =
y5y11
y2
1

(2q−1 + y1)− y1y7y9
(

1− 3
y1

)
sin2 y2+

+y6y11 cot y2 − y7y10 cos y2 sin y2 +
y11A4

y8
−

−(y5y9 + y6y10 + y7y11)×
[
y2
1A3 sin2 y2 −

y2
1y7
y8

A4×

× sin2 y2 + 2y5y7(y1 − q−1) sin2 y2+

+2y2
1y6y7 cos y2 sin y2

]
. (36)

Отже, система рiвнянь (33), (35) складає повну си-
стему точних рiвнянь МП, яка описує найбiльш за-
гальнi рухи частинки зi спiном у гравiтацiйному полi
без обмежень на швидкiсть та орiєнтацiю спiну. При
цьому вирази для A3, A4, A,B мiстять величини µ i ν,
пропорцiйнi вiдповiдно до iнтегралiв E i Jz згiдно з
означенням (32). Це означає, що фiксацiя початкових
значень усiх функцiй yi (i = 1, ..., 11) при розв’язу-
ваннi задачi Кошi для рiвнянь (33), (35) не видiляє
єдиного розв’язку цих рiвнянь, як i повинно бути для
точних рiвнянь МП за умови (3). Перебiр значень па-
раметрiв µ i ν для фiксованих початкових значень yi
дає змогу описати рухи рiзних центрiв маси частин-
ки зi спiном. Серед множини пар значень µ i ν iснує
єдина, яка описує рухи власного центра маси. Як зна-
йти цю пару µ i ν – окреме питання. Один iз пiдходiв
для вiдповiдi на нього сформульовано в [51], де запро-
поновано метод видiлення неосциляцiйних розв’язкiв
точних рiвнянь МП за умови (3).

Аналiз загальних рухiв, що описуються рiвняння-
ми (33), (35), вимагає детальних комп’ютерних об-
числень, чому буде присвячена окрема публiкацiя.
Нижче як приклад розглянемо такi розв’язки цих
рiвнянь, для яких початкове значення радiальної ко-
ординати дорiвнює 3M = 1, 5rg, а початковi значе-
ння компонент швидкостi i вектора спiну близькi до
тих, що властивi вiдомому точному розв’язку рiвнянь
МП за умови (3) у полi Шварцшильда, який описує
ультрарелятивiстську колову орбiту з r = 1, 5rg. То-
чнiше, як i в [12, 13], дослiдимо характер змiни цiєї
орбiти, якщо початково спiн не є ортогональним до
площини θ = π/2 i радiальна компонента спiну дещо
вiдмiнна вiд нуля. Рiзниця в тому, що в [12, 13] бра-
ли до уваги рiвняння МП лише в лiнiйному за спiном
наближеннi, тодi як тут розглядаємо точнi рiвняння
МП (33), (35).
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s M
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

r M

3,0

3,5

4,0

4,5

5,0

Рис. 1. Залежнiсть r вiд s (в одиницях M) згiдно з точними
рiвняннями МП (суцiльна лiнiя) i їх лiнiйним за спiном набли-
женням (штрихова лiнiя)

4. Приклад

Ультрарелятивiстська колова орбiта з r = 3M є спiль-
ним розв’язком точних рiвнянь МП i їх лiнiйного за
спiном наближення [12, 14]. На невеликому часово-
му iнтервалi, вiд моменту сходження частинки з цiєї
орбiти за рахунок певної змiни її швидкостi чи орi-
єнтацiї спiну, значно переважає вплив лiнiйних чле-
нiв порiвняно з нелiнiйними спiновими членами [12,
13]. Для вивчення поведiнки частинки на бiльших ча-
сових iнтервалах не можна обмежуватись лiнiйними
членами, а необхiдно розв’язувати точну систему рiв-
нянь МП (33), (35). При цьому, оскiльки йдеться про
продовження уже вiдомих розв’язкiв на бiльшi часовi
iнтервали, питання вiдбору тих значень параметрiв µ
i ν, якi вiдповiдають розв’язкам для власного центра
маси, вирiшується просто – за самим означенням iн-
тегралiв руху вони зберiгаються незмiнними вiд поча-
тку руху. Тому при комп’ютерному iнтегруваннi рiв-
нянь (33), (35) для параметрiв µ i ν, якi наявнi у вира-
зах для A3, A4, A i B з (34), покладаємо тi значення,
що в початковий момент визначаються лiнiйним за
спiном наближенням.

Зазначимо, що безпосереднiм наслiдком виразу
S2 = 1

2SµνS
µν з урахуванням (3), (18) i позначень

(30)–(32) є спiввiдношення

ε2 = q−2y−2
8 [(y5y9 + y6y10 + y7y11)2+

+qy2
9 + y2

10y
−2
1 + y11y

−2
1 sin−2 y2]. (37)

s M
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

q
+

90,00000

90,00001

90,00002

90,00003

90,00004

90,00005

90,00006

Рис. 2. Залежнiсть кута θ вiд s згiдно з точними рiвняння-
ми МП (суцiльна лiнiя) i їх лiнiйним за спiном наближенням
(штрихова лiнiя)

При цьому внаслiдок умови пробностi частинки [18]
абсолютна величина параметра ε, означеного в (32),
мусить бути значно меншою вiд 1.

Як i в [12], спiввiдношення (37) врахуємо при змiнi
початкового нахилу спiну до екваторiальної площини
θ = π/2 за умови фiксованої абсолютної величини спi-
ну. Крiм цього, оскiльки вираз у правiй частинi (37)
є iнтегралом руху, використаємо його для контролю
точностi комп’ютерних обчислень.

Коловiй орбiтi з r = 3M вiдповiдають такi поча-
тковi значення величин yi [12]:

y1(0) = 3, y2(0) =
π

2
, y3(0) = 0, y4(0) = 0,

y5(0) = 0, y6(0) = 0, y7(0) = u, y8(0) = v,

y9(0) = 0, y10(0) = w, y11(0) = 0, (38)

де

u = − 1
3
√

2

√
−1 +

√
ε2 + 12
ε

,

v =
√

3
√

1 + 9u2, w = εv. (39)

На рис. 1–4 проiлюстровано розв’язки рiвнянь (33)–
(35) з початковими умовами для бiльшостi величин yi
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s M
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K800
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Рис. 3. Залежнiсть ϕ вiд s згiдно з точними рiвняннями МП
(суцiльна лiнiя) i їх лiнiйним за спiном наближенням (штрихо-
ва лiнiя)

такими, як в (38), за винятком y5, y9, y10 – згiдно з по-
значеннями (30) вони вiдповiдають радiальнiй швид-
костi та двом компонентам 3-вектора спiну. Для y5 по-
кладаємо мале початкове значення 3, 9 ·10−7, а y9, y10
є такими, що забезпечують початковий кут нахилу
спiну до екваторiальної площини 1◦. Для параметра
ε покладаємо 10−4. Цi конкретнi значення вибрано як
у певному сенсi типовi й показовi.

Згiдно з рис. 1 залежнiсть r вiд s є практично
однаковою як за точними рiвняннями МП, так i їх
лiнiйним за спiном наближенням на часовому iнтер-
валi вiд 0 до 0, 5M . Невелика рiзниця мiж вiдповiд-
ними кривими зберiгається доти, доки змiщення за
радiальною координатою досягне значення прибли-
зно 5M . Згiдно iз рис. 2, 3 подiбна закономiрнiсть
властива залежностям θ вiд s i ϕ вiд s. Бiльш на-
глядною є рiзниця ходу траєкторiй частинки згiдно з
рис. 4. Точкова лiнiя на цьому рисунку зображає тра-
єкторiю безспiнової частинки, яка рухається з тими
самими початковими значеннями координат i швид-
костi, що й спiнова частинка. При цьому безспiнова
частинка падає на поверхню горизонту у момент часу
s ≈ 0, 228M .

5. Висновки

Отже, використання iнтегралiв руху точних рiвнянь
МП (1), (2) за умови (3) у полi Шварцшильда – енер-

Рис. 4. Геодезiйна траєкторiя (точкова лiнiя) i траєкторiї спi-
нової частинки (суцiльна лiнiя – згiдно з точними рiвняннями
МП, штрихова – згiдно з лiнiйним за спiном наближенням).
Коло радiуса 2 вiдповiдає поверхнi горизонту

гiї E i моменту кiлькостi руху Jz, iз залученням спiв-
вiдношення (22), дало змогу отримати повну систему
рiвнянь (33), (35) для опису найбiльш загальних рухiв
частинки зi спiном у цьому полi. Оскiльки спiввiдно-
шення (22) є частковим випадком загального спiввiд-
ношення (19), такий пiдхiд можна застосувати до iн-
ших гравiтацiйних полiв, зокрема поля Керра, у яко-
му також є вiдповiднi iнтеграли руху.

На рис. 1–4 показано, що як наближенi (лiнiйнi за
спiном), так i точнi рiвняння МП допускають у полi
Шварцшильда ефекти значної протидiї взаємодiї спi-
ну з кривизною простору-часу звичайному притяган-
ню, властивому впливу гравiтацiї на безспiнову ча-
стинку.

Роботу частково пiдтримано Програмою НАН
України “Космомiкрофiзика”.
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ТОЧНЫЕ УРАВНЕНИЯ МАТИССОНА–ПАПАПЕТРУ
ДЛЯ МЕТРИКИ ШВАРЦШИЛЬДА
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ИНТЕГРАЛОВ
ДВИЖЕНИЯ

Р.М. Пляцко, А.Б. Стефанышин

Р е з ю м е

Получено новое представление точных уравнений Матиссона–
Папапетру с условием Матиссона–Пирани в гравитационном
поле Шварцшильда, не содержащее третьих производных ко-
ординат частицы со спином. Для этого использованы интегра-
лы энергии и момента количества движения частицы, а также
одно дифференциальное соотношение, следующее из уравне-
ний Матиссона–Папапетру для произвольной метрики. Запись
уравнений адаптирована для их компьютерного интегрирова-
ния с целью дальнейших исследований влияния взаимодей-

ствия спина частицы с кривизной пространства-времени на ее
поведение в гравитационном поле без ограничений на скорость
и ориентацию спина.

EXACT MATHISSON–PAPAPETROU EQUATIONS
IN THE SCHWARZSCHILD METRIC
WITH INTEGRALS OF MOTION

R.M. Plyatsko, O.B. Stefanyshyn

Ya.S. Pidstryhach Institute for Applied Problems of Mechanics
and Mathematics, Nat. Acad. of Sci. of Ukraine
(3b, Naukova Str., Lviv 79060, Ukraine;
e-mail: plyatsko@lms.lviv.ua)

S u m m a r y

A new representation for exact Mathisson–Papapetrou equations

under the Mathisson–Pirani condition in the Schwarzschild gravi-

tational field, which does not contain third-order derivatives with

respect to spinning-particle coordinates, has been obtained. For

this purpose, the integrals of energy and angular momentum of a

spinning particle, as well as a differential relation following from

the Mathisson–Papapetrou equations for an arbitrary metric, are

used. The form of the equations obtained is adapted for their

computer integration and further researches dealing with the in-

fluence of the spin-curvature interaction on particle’s behavior in

the gravitational field imposing no restrictions on the particle’s

velocity and spin orientation.
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