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Проведено аналiз iнтерпретацiї експериментальних даних по
спектрах випромiнювання екситонiв з подвiйних квантових ям.
Особливостi у просторовому розподiлi випромiнювання та в
його поведiнцi залежно вiд температури та iнтенсивностi на-
качки пояснюються з точки зору iснування конденсовної фази
екситонiв, зумовленої взаємодiєю мiж екситонами, а не їх бозе–
ейнштейнiвською конденсацiєю. Структура просторового роз-
подiлу густини екситонiв у конденсованiй фазi залежить вiд
часу життя екситонiв i є наслiдком процесiв самоорганiзацiї
в нерiвноважних системах. Залежно вiд накачки дослiджено
розподiл екситонiв по делокалiзованих та локалiзованих станах
i його вплив на спектри випромiнювання. Знайдено рiвняння
гiдродинамiки екситонiв, яке враховує взаємодiю мiж ексито-
нами. Показано iснування екситонних солiтоноподiбних станiв
(автосолiтонiв) за межами областi спiнодального розпаду.

1. Вступ

При пошуках бозе–ейнштейнiвської конденсацiї екси-
тонiв у подвiйних квантових ямах була виявлена низ-
ка нетривiальних ефектiв. Характерною особливiстю
екситонiв у подвiйних квантових ямах при електри-
чному полi, спрямованому паралельно нормалi до ям,
є надзвичайно великий час життя [1]. Ефект зумов-
лений роздiленням електронiв i дiрок по рiзних ямах,
що приводить до слабкого перекривання їх хвильо-
вих функцiй i гальмування процесiв взаємної реком-
бiнацiї. Великий час життя дозволяє при невеликих
накачках створити високу концентрацiю екситонiв i
дослiджувати прояв їх взаємодiї. Екситони з локалi-
зованими електронами i дiрками в рiзних ямах у лi-
тературi називають “непрямими”. Наявнiсть диполь-
ного моменту у непрямих екситонах повинна приво-
дити до їх взаємного вiдштовхування i ускладнен-
ня в утвореннi конденсованої фази екситонiв. Всi цi
факти з урахуванням того, що екситони мають цi-
лий спiн i малу ефективну масу сприяють утворенню
бозе–ейнштейнiвської конденсованої фази екситонiв у
подвiйних квантових ямах i стимулюють пошуки цiєї
фази. Дослiдження привели до низки нових результа-
тiв. У спектрах випромiнювання непрямих екситонiв

з подвiйної квантової ями на базi AlGaAs в екситоннiй
областi спектра було виявлено i дослiджено вузьку
смугу, що мала незвичнi властивостi [2–4]. Смуга з’яв-
ляється при певнiй пороговiй накачцi. Температурна
залежнiсть iнтенсивностi випромiнювання при фiксо-
ванiй накачцi описується прямою лiнiєю, що перети-
нає вiсь абсцис при значеннях температури, при якiй
iнтенсивнiсть випромiнювання дорiвнює нулю, тобто
при температурi, яка для накачки, що розглядається,
є пороговою. За фiксованої температури при невисо-
ких накачках залежнiсть випромiнювання вiд нака-
чки є надлiнiйною. Автори [3, 4] побудували фазову
дiаграму порогова накачка–температура. Фазова дiа-
грама має особливостi: залежнiсть порогової накачки
вiд температури не прямує до нуля при T → 0.

Нетривiальними виявились результати стосовно
просторового розподiлу випромiнювання екситонiв з
квантової ями. У роботах [5, 6] спостерiгалась поява
кiльця у спектрах випромiнювання з подвiйної кван-
тової ями за межами лазерної плями, в якiй збуджу-
ються екситони. Радiус кiльця набагато перевищував
довжину дифузiйного змiщення екситонiв. Пояснен-
ня появи кiльця наведено в роботах [7, 8] при при-
пущеннi, що дiрки бiльш ефективно порiвняно з еле-
ктронами захоплюються квантовою ямою, i, крiм то-
го, у кристалi iснують донори, якi створюють деяку
концентрацiю вiльних електронiв. Тому в квантовiй
ямi виникає область в околi лазерної плями збагаче-
на дiрками, за межами цiєї областi квантова яма зба-
гачена вiльними електронами. На межi областi вiдбу-
ваються процеси рекомбiнацiї, якi приводить до утво-
рення екситонiв на кiльцi i просторового розподiлу
випромiнювання у виглядi кiльця.

Iнтригуючим фактом у властивостях непрямих
екситонiв є виявлення рiзноманiтних просторових не-
однорiдних структур у спектрах випромiнювання при
накачках бiльших за порогове значення. Так, в ро-
ботi [5] спостерiгалось розбиття кiльця випромiню-
вання на окремi фрагменти, перiодично розмiщенi
вздовж кiльця. У роботi [9], в якiй збудження кван-
тової ями проводилось через вiкно в металевому еле-

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2011. Т. 56, №10 1131



В.Й. СУГАКОВ

ктродi, в спектрах люмiнесценцiї з квантової ями ав-
тори спостерiгали перiодичну структуру у виглядi
острiвцiв, розмiщених вздовж кiльця пiд периметром
вiкна. Кiлькiсть острiвцiв зростала зi збiльшенням
радiуса вiкна. Непрямi екситони можуть бути ство-
ренi не тiльки в подвiйних квантових ямах, а також в
широкiй квантовiй ямi в сильному електричному по-
лi. Електричне поле розподiляє електрони i дiрки по
рiзних боках квантової ями, створюються екситони з
сильно рознесеними у просторi зарядами, i, як наслi-
док, з великим часом життя [10]. На таких дипольних
екситонах у роботi [11] спостерiгались ефекти анало-
гiчнi ефектам на екситонах у подвiйних квантових
ямах. Нещодавно Тiмофєєв з спiвавторами [12] на-
вели приклади структур у спектрах випромiнювання
для рiзних форм вiкон в електродi: прямокутника,
двох кругiв тощо. У роботi [13] автори, пiдбираючи
форму електродiв, створили додатковий перiодичний
потенцiал для екситонiв. Виявилось що, крiм утво-
рення перiодичної структури, нав’язаної зовнiшнiми
умовами, спостерiгається розбиття випромiнювання
на перiодично розмiщенi фрагменти в напрямку, пер-
пендикулярному до напрямку з перiодичним потен-
цiалом, тобто в напрямку, в якому система є майже
однорiдною.

Явище втрати симетрiї i утворення структур у спе-
ктрах випромiнювання непрямих екситонiв стимулю-
вало теоретичнi дослiдження з метою пояснення яви-
ща [14–19]. Автори роботи [14] розглянули нестiй-
кiсть, яка виникає при кiнетицi заселення рiвнiв ча-
стинками зi статистикою Бозе–Ейнштейна, а саме,
збiльшення заселеностi рiвня з нульовим iмпульсом
буде стимулювати переходи екситонiв на цей рiвень.
Проте необхiднi для пояснення густини екситонiв ви-
явилися вищi, а температури нижчi, за спостережува-
нi на дослiдi. Деякi автори пояснюють перiодичнiсть
Бозе конденсацiєю екситонiв [15, 16]. Пропонується
описувати систему нелiнiйним рiвнянням Шредiнгера
[17]. Також описується можливiсть переходу Мотта в
системi [18]. У роботах зусилля спрямованi на прин-
ципiальну можливiсть утворення перiодичностi без
конкретного застосування для пояснення iнших вла-
стивостей спостережуваних систем (залежностi вiд
накачування, температури та iнших).

Iнший пiдхiд до пояснення експериментiв по дослi-
дженню екситонiв у подвiйних квантових ямах роз-
винуто в роботах [20–24, 28]. Пiдхiд ґрунтується на
таких припущеннях.

1. Iснує конденсована фаза непрямих екситонiв,
зумовлена взаємодiєю мiж екситонами. Як вже за-
значалось, мiж непрямими екситонами дiють сили

диполь-дипольного вiдштовхування. Проте нескладнi
розрахунки показують, що при невеликих вiдстанях
мiж ямами, коли дипольний момент екситонiв не є
занадто великим, притягувальнi обмiнна i ван-дер-
ваальсiвська взаємодiї можуть перевищувати диполь-
дипольне вiдштовхування на певних вiдстанях мiж
екситонами. Iснування притягувальної взаємодiї пiд-
тверджується при розрахунках бiекситонiв [25–27], а
також дослiдженнями багатоекситонної системи [29].

2. Важливу роль у формуваннi розподiлу екситон-
них фаз у просторi вiдiграє скiнченний час життя
екситонiв. Як правило, час життя екситонiв набага-
то перевищує час встановлення локальної рiвноваги.
Тому в багатьох задачах час життя екситонiв вважа-
ється нескiнченним. Проте при дослiдженнi просто-
рового розподiлу фаз у двофазних системах враху-
вання скiнченностi часу життя є необхiдним, оскiль-
ки час життя є меншим за час встановлення рiв-
новаги мiж фазами. Останнiй час визначається по-
вiльними дифузiйними процесами i є великим. Са-
ме скiнченний час життя екситонiв обмежує макси-
мальний розмiр конденсованої фази i приводить до
iснування кореляцiї в положеннi окремих областей
конденсованих фаз. Таким чином, утворюванi про-
сторовi структури нерiвноважнi i є наслiдком про-
цесiв самоорганiзацiї в нерiвноважних системах. Са-
ме при пiдходi з точки зору процесiв самоорганiза-
цiї в роботi [30] було показано появу нестабiльностi
при великiй густинi екситонiв з притягувальною вза-
ємодiєю i утворення перiодичного розподiлу густи-
ни.

Теорiя, розвинена в роботах [20–24, 28], поясни-
ла майже всi особливостi прояву непрямих ексито-
нiв. Так, спостережувану в [4] поведiнку вузької лiнiї
залежно вiд накачки i температури наведено в [21],
поясненню просторової структури розподiлу екситон-
ної густини, виявленої в роботах [5, 9], та її динамiки
при змiнi накачки та температури присвячено роботи
[20–24]. Експериментальну фазову дiаграму “порого-
ва накачка–температура” [3, 5] пояснено в [21]. При
побудовi теорiї було використано два пiдходи в тео-
рiї фазових переходiв: зародження–росту (Лiфшица–
Сльозова) та спiнодального розпаду (Кана–Хiлерта),
узагальнивши їх на частинки зi скiнченним часом
життя, що є важливою обставиною для iнтерпрета-
цiї експериментальних результатiв. При цьому залу-
чення статистики Бозе–Ейнштейна для екситонiв не
є обов’язковим, конденсацiя, що розглядається, не
є конденсацiєю Бозе–Ейнштейна. Теорiя пояснює всi
спостережуванi результати за винятком двох, наведе-
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них нижче, якi в межах запропонованої теорiї ще не
розглядали.

1. У роботi [31] було експериментально показано,
що максимум частотної залежностi випромiнювання
фотонiв з областi мiж острiвцями нижчий, нiж ма-
ксимум частоти випромiнювання з областi, в якiй гу-
стина екситонiв максимальна, тобто з острiвцiв. Рi-
зниця частот є малою, меншою, нiж ширина смуги
випромiнювання. Проте на пiдставi цих даних автори
прийшли до висновку, що мiж екситонами вiдбуває-
ться вiдштовхувальна взаємодiя. Цей результат супе-
речить основному припущенню моделi робiт [20–24,
30] про наявнiсть притягання мiж екситонами i утво-
рення конденсованої фази.

2. У роботах [12,32,33] спостерiгали когерентнiсть у
спектрах випромiнювання вiд рiзних областей острiв-
ка конденсованої фази [33] або навiть вiд окремих
острiвцiв [12, 32]. Когерентнiсть проявлялась у спо-
стереженнi iнтерференцiї випромiнювання вiд рiзних
просторових точок.

Ефект 2 у данiй роботi не розглядається. Проте мо-
жна дати для нього таке якiсне пояснення. На експе-
риментi безпосередньо спостерiгається не iнтерферен-
цiя хвильових функцiй, а iнтерференцiя електрома-
гнiтних хвиль, випромiнених системою. Iнтерферен-
цiя випромiнювання вiд двох острiвцiв може виникну-
ти внаслiдок накладання електромагнiтного поля, ви-
промiненого одним острiвцем i розсiяним значенням
цього ж поля iншим острiвцем, оскiльки електрома-
гнiтна хвиля i розсiяна хвиля є когерентними. У робо-
тах [34–36] показано, що при iснуваннi конденсованої
фази має мiсце сильна кореляцiя екситонної густи-
ни в рiзних точках простору, що приводить до взає-
мозв’язку випромiненої хвилi в деякiй областi з роз-
сiяною хвилею iншою областю. Також iснує рiзкий
максимум фур’є-перетворення кореляцiйної функцiї
як функцiї хвильового вектора. Проте для кiлькiсних
розрахункiв iнтерференцiї в такiй моделi невистачає
даних про мiкроскопiчну модель конденсованої фази
екситонiв, зокрема кiлькiсних даних про її поляризо-
ванiсть.

Пояснення ефекту 1 викладено в наступному пара-
графi.

2. Розподiл екситонiв по локалiзованих та
делокалiзованих станах

Як вже зазначалось, в системi острiвцiв, що спосте-
рiгаються [5] на кiльцi за межами лазерної плями,
згiдно з [31] частота випромiнювання з областi з бiль-
шою концентрацiєю екситонiв (з острiвцiв) вища, нiж

з областi з нижчою концентрацiєю. Це привело авто-
рiв [31] до висновку, що екситони вiдштовхуються i,
отже, утворення конденсованої фази, зумовлене при-
тяганням мiж екситонами, неможливе. Це суперечить
основному припущенню робiт [20–24], в яких поясню-
ються численнi експерименти. Усунемо цю супере-
чнiсть, врахувавши наявнiсть рiвнiв локалiзованих
екситонiв. Причинами утворення локалiзованих ста-
нiв можуть бути наявнiсть залишкових донорiв, акце-
пторiв, дефектiв, якi створюють випадковий флукту-
ацiйний потенцiал для екситонiв. На даний час по-
яснення утворення локалiзованих станiв для конкре-
тних випадкiв однозначно не встановлено, проте їх
iснування пiдтверджується наявнiстю випромiнюван-
ня в областi частот менших частоти випромiнювання
екситонної зони. При низьких температурах i низь-
ких накачках основна доля випромiнювання, що фор-
мує смугу, складається з випромiнювання з домiшко-
вих центрiв. Згiдно з роботами [4,5] ширина смуги ви-
промiнення в околi дна зони непрямих екситонiв в по-
двiйних квантових ямах на базi AlGaAs має порядок
1,5–2 меВ. Вузька смуга шириною порядку 0,2–0,3
меВ, яка пов’язується з конденсованою фазою екси-
тонiв, з’являється при зростаннi накачки на фiолето-
вому крилi спектра [4]. У роботах Бутова та iнших [5]
ця вузька смуга не спостерiгається, спектри випромi-
нювання екситонiв i локалiзованих станiв не роздi-
ляються, тому дослiджується форма спiльної смуги,
в яку дають внесок як конденсована фаза, так i ло-
калiзованi дефекти. Дослiдимо спiввiдношення мiж
внеском у смугу випромiнювання вiльних екситонiв i
екситонiв, локалiзованих на дефектах.

Екситоннi стани (вiльнi i локалiзованi) заселяються
пiсля утворення електронiв i дiрок зовнiшнiм опромi-
ненням та їх подальшої релаксацiї i рекомбiнацiї. За-
звичай, час релаксацiї набагато менший за час життя
екситонiв. Тому можна вважати, що екситони знахо-
дяться у станi квазiтермодинамiчної рiвноваги. Про-
те для глибоких локалiзованих станiв при низьких
температурах така рiвновага може не встановлюва-
тись, оскiльки процеси з переходами з нижнiх рiвнiв
на верхнi є малоiмовiрними. Тому ми будемо припу-
скати, що вiльнi екситони знаходяться в станi квазi-
термодинамiчної рiвноваги, а розподiл екситонiв, ло-
калiзованих на пастках, будемо знаходити з кiнети-
чних рiвнянь. Розглянемо розподiл екситонiв по вiль-
них i локалiзованих станах в умовах стацiонарного
опромiнення. При розрахунках будемо вважати, що:
1) домiшковi центри можуть захоплювати по одно-
му екситону, 2) температура є настiльки низькою,
що область заселення екситонної зони (величина κT )
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Рис. 1. Залежнiсть густини вiльних (суцiльна крива) та локалi-
зованих (пунктирна крива) екситонiв вiд накачки. Параметри
системи: T = 2 K, Nl = 0, 0032 ncE , Wex,lτexncE = 10000;
α = 300 (eB)−1

набагато менша вiд ширини смуги, яка формується
як делокалiзованими екситонами, так i дефектними
станами; тодi екситонну систему можна описати гу-
стиною вiльних екситонiв n-числом екситонiв на оди-
ницю площi квантової ями. Будемо описувати систе-
му густиною локалiзованих екситонiв, вiднесеної до
одиничного iнтервалу енергiї, – nl(E). Енергетичний
розподiл домiшкових рiвнiв описуватимемо функцiєю
ρ(E), яка визначає число рiвнiв в одиницi поверхнi в
одиничному iнтервалi енергiї. Домiшковi рiвнi засе-
ляються внаслiдок переходiв збуджень з екситонних
станiв на домiшковi. Можливi також зворотнi пере-
ходи вiд домiшкових рiвнiв в екситонну зону. При
малих концентрацiях пасток перенесенням збуджень
мiж пастками можна нехтувати. Система кiнетичних
рiвнянь для заселеностей рiвнiв має вигляд

dn

dt
= G− n

τex
−
∫
Wex,l(E)n(ρ(E)− nl(E))dE

+
∫
Wl,ex(E)nl(E)ncEdE, (1)

dnl(E)
dt

= −nl(E)
τl(E)

+Wex,l(E)n(ρ(E)− nl(E))−

−Wl,ex(E)nl(E)ncE , (2)

де τex i τl(E) – часи життя вiльного i локалiзован-
ного на пастцi екситона вiдповiдно, G – число екси-
тонiв, створених за одиницю часу на одиницi площи-
ни квантової ями, Wex,l(E) i Wl,ex(E) – iмовiрностi

прямого i зворотного переходiв екситона за одини-
цю часу з екситонної зони на пастку з енергiєю E
при одному екситонi на одиницю поверхнi. Множник
(ρ(E) − nl(E)) у формулi (1) враховує той факт, що
переходи можливi на вiльнi стани пасток. Останнiй
член у формулi (1) описує переходи з пасток в екси-
тонну зону. Iмовiрнiсть такого переходу пропорцiйна
iмовiрностi переходу для одного екситона, заселеностi
пасток та густинi екситонiв у пастцi ncE . При одному
екситонi на пастцi остання величина обернено про-
порцiйна поверхнi, що займає пастка.

Розглянемо енергетичний розподiл збуджень при
стацiонарному опромiненнi. Для цього величину
nl(E), знайдену з рiвняння (2), пiдставимо в рiвняння
(1). У результатi дiстанемо рiвняння для визначення
екситонної густини

nL + n = Gτex, (3)

де nL – повне число екситонiв, локалiзованих на пас-
тках:

nL = nτex

0∫
−∞

Wex,l ρ(E)dE
Wex,l(n+ ncE exp(E/κT ))τl(E) + 1

. (4)

У формулi ми врахували зв’язок мiж прямими та
зворотними переходами: Wl,ex = Wex,l exp(E/κT ), де
енергiя домiшкового рiвня E вiдраховується вiд дна
екситонної зони (E < 0). Подальшi розрахунки вима-
гають iнформацiю про конкретнi значення коефiцi-
єнтiв у рiвняннi (3). Для отримання якiсної картини
розподiлу збуджень розглянемо таку модель. Зале-
жнiсть густини енергетичного спектра вiд енергiї має
експоненцiйний характер, тобто ρ(E) = αNl exp(αE),
де Nl – густина домiшкових центрiв, матричний еле-
мент переходу з екситонного стану на дефект Wex,l не
залежить вiд E, часи життя в кожному станi є одна-
ковими τex = τl. Результати розрахункiв екситонної
густини i густини заселених пасток для певних пара-
метрiв наведено на рис. 1.

При лiнiйних розмiрах пастки 10−6 cм, параметр
ncE має порядок 1012 см−2. Концентрацiя дефектiв
при параметрах, вибраних для розрахунку, див. рис.
1, дорiвнює 3, 2 · 109 cм−2. Ширина смуги, створе-
на пастками, має порядок 0,003 eB. При малих на-
качках смуга випромiнювання формується випромi-
нюванням збуджень з пасток. При великих накачках
заселення пасток насичується, згiдно з рис. 1 при на-
сиченнi концентрацiя збуджень є величиною порядку
2 · 109 cм−2, при цьому екситони при притягуваль-
нiй взаємодiї утворюють конденсовану фазу. Енергiя
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в конденсованiй фазi на один екситон зменшується у
порiвняннi з енергiєю вiльних екситонiв (жирна лiнiя
на рис. 2).

Тому екситонам енергетично вигiдно утворити кон-
денсовану фазу, проте ця змiна енергiї (величина при-
близно 0,0002 eВ) є меншою за ширину смуги. Проте,
оскiльки в областi острiвцiв густина екситонiв бiльша
за густину збуджених станiв пасток, а їх енергiя ви-
промiнювання вища за енергiю випромiнювання па-
сток, максимум випромiнювання з острiвцiв змiщує-
ться в короткохвильову область. Перейти з областi
конденсованого стану (з острiвцiв) на пастки (тоб-
то в стани з нижчою енергiєю) екситони не можуть,
оскiльки рiвнi пасток заселенi. Таким чином, частота
випромiнювання з областi конденсованого стану бiль-
ша, нiж з областi газового стану навiть при притя-
гувальнiй взаємодiї мiж екситонами.

Вiдзначимо, що в роботi [5] смуга випромiнюван-
ня з конденсованої фази ширша, нiж смуга, що спо-
стерiгалась в роботi [4] при iншому методi створен-
ня екситонiв. Можливо, це пов’язано з фактом, що
в дослiдженнях [5] екситони утворюються в областi
p–n-переходу: з одного боку до областi пiдходять еле-
ктрони, а з iншого – дiрки. Екситони знаходяться у
просторi, мiж областями, збагаченими з одного боку
електронами, а з iншої – дiрками. Щоб з’єднатись в
екситони електрони i дiрки повиннi обов’язково про-
ходити область конденсованої фази, тому ця область
насичена зарядами, якi створюють електричнi поля i
приводять до розширення смуг.

3. Гiдродинамiка екситонiв в конденсованiй
фазi

Гiдродинамiчнi рiвняння для екситонiв отримано та
проаналiзовано в роботi [37]. Ми отримаємо рiвнян-
ня гiдродинамiки для екситонiв у конденсованiй фа-
зi, узагальнюючи рiвняння Навьє–Стокса. Система
характеризується густиною екситонiв n ≡ n(r, t) та
швидкiстю руху екситонної рiдини u ≡ u(r, t). Рiвня-
ння неперервностi для екситонiв переписуємо так:

∂n

∂t
+ div(nu) = G− n

τex
. (5)

Таким чином, в порiвняннi з типовим рiвнянням
неперервностi для рiдини в рiвняння для екситонiв
додано члени, що описують накачування та скiнчений
час життя екситонiв.

ω

Emission from the region 

Emission from the island 

between islands

a b

Рис. 2. Збудження по пастках та по станах екситонної зони.
Жирна лiнiя на рис. 2,a вiдповiдає енергiї на один екситон в
конденсованiй фазi. На рис. 2,b верхня крива описує форму
смуги випромiнювання з острiвця (екситонiв i пасток), нижня
– смугу випромiнювання пасток

Рiвняння руху одиницi об’єму для екситонної рiди-
ни переписуємо у виглядi
∂mnui
∂t

= −∂Πik

∂xk
− mnui

τsc
, (6)

де m – маса екситона, Πik – тензор густини потоку
iмпульсу:

Πik = Pik +mnuiuk − σ′ik, (7)

де Pik – тензор тиску, σ′ik – в’язкий тензор напружень.
У порiвняннi з типовим рiвнянням Навьє–Стокса в

рiвняння (6) введено гальмування екситонної рiдини
на дефектах та фононах за допомогою часу розсiян-
ня τsc. У рiвняннi (6) ми знехтували змiною iмпульсу,
зумовленого народженням та зникненням екситонiв.
Так, змiна iмпульсу системи за одиницю часу в одини-
цi об’єму внаслiдок зникнення екситонiв має порядок
mnu/τex. Оскiльки τex � τsc, ця величина набагато
менша за останнiй член у формулi (6). Також малою
є змiна iмпульсу, зумовлена введенням нових ексито-
нiв у систему.

Вводячи коефiцiєнти в’язкостi та використовуючи
рiвняння (5), рiвняння (6) можна переписати у вигля-
дi

ρ

(
∂ui
∂t

+
(
uk

∂

∂xk

)
ui

)
= −∂Pik

∂xk
+ ηΔui+

+(ς + η/3)
(

∂

∂xi

)
divu− ρui

τsc
. (8)

Розглянемо детальнiше тензор тиску. Щоб пов’я-
зати його з iншими параметрами, потрiбно викори-
стати рiвняння стану. Знайдемо цей зв’язок, викори-
ставши вiльну енергiю рiвноважного стану, вважаю-
чи, що в системi реалiзується локальна рiвновага. По-
дамо функцiонал вiльної енергiї у виглядi

F =
∫
dr
(
K

2
(∇n)2 + f(n)

)
. (9)

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2011. Т. 56, №10 1135



В.Й. СУГАКОВ

Перший член у пiдiнтегральному виразi (9) описує
енергiю неоднорiдностi.

При даному наведеннi вiльної енергiї тензор тиску
визначається за формулою [38]:

Pαβ =
(
p0 −

K

2
(∇n)2 −KnΔn

)
δαβ +K

∂n

∂xα

∂n

∂xβ
,

(10)

де p0 = nf ′(n)− f(n) – рiвняння конденсованого ста-
ну.

Враховуючи (10), остаточно рiвняння (8) перепи-
шемо у виглядi

∂ui
∂t

+ uk
∂ui
∂xk

+
1
m

∂

∂xi

(
−KΔn+

∂f

∂n

)
+ νΔui+

+(ς/m+ ν/3)
(

∂

∂xi

)
divu +

ui
τsc

= 0. (11)

Рiвняння (5) i (11) є рiвняннями гiдродинамiки для
екситонної системи. Рiвняння (11) вiдрiзняється вiд
гiдродинамiчного рiвняння, дослiдженого в [37], при-
сутнiстю третього члена, що описує конденсовану
фазу. Розглянемо випадок, коли конденсована фаза
iснує. З оцiнок, зроблених у роботi [37], випливає, що
членами з коефiцiєнтами в’язкостi можна нехтувати.
Тодi для процесiв, що повiльно змiнюються в часi, а
також у лiнiйному наближеннi стосовно швидкостi з
рiвняння (11) отримаємо значення швидкостi u, пiсля
пiдстановки якого в рiвняння ((5) зведемо останнє до
вигляду

∂n

∂t
+ divj = G− n

τex
, (12)

де

j = nu = −τscn
m

∇
(
−KΔn+

∂f

∂n

)
, (13)

або j = −M∇µ, де µ = δF/δn – хiмiчний потенцiал
системи, M = nD/κT – рухливiсть, D = κTτsc/m –
коефiцiєнт дифузiї екситонiв.

Таким чином, рiвняння для екситонної густини на-
буває вигляду

∂n

∂t
= DΔn+

D

κT
(−KnΔ2n−K∇n ·∇nΔn)+

+
D

κT
∇ ·

(
n
∂2f

∂n2
∇n

)
+G− n

τex
. (14)

Саме у виглядi (14) в моделi спiнодального розпа-
ду дослiджено нами просторовий розподiл екситонної
густини при екситоннiй конденсацiї для рiзних зале-
жностей f вiд n [22, 23, 34, 39, 40]. При певних умовах,
накладених на функцiю f , однорiдний розв’язок є не-
стабiльним i в системi виникає просторова структу-
ра. Для даної системи нестабiльнiсть виникає, якщо
в залежностi f(n) iснує мiнiмум, що вiдповiдає кон-
денсованiй фазi. Приклади таких залежностей були
наведенi в роботах, цитованих вище. В данiй робо-
тi ми проаналiзуємо iншу залежнiсть f(n), яка часто
використовується в теорiї фазових переходiв. А саме,
проаксимуємо густину вiльної енергiї у такому вигля-
дi:

f = κTn(ln(n/no)− 1) + a
n2

2
+ b

n4

4
+ c

n6

6
, (15)

де a, b, c – константи. Для iснування конденсова-
ної фази потрiбно, щоб величина b була вiд’ємною.
Екситон-екситонну взаємодiю описують три останнiх
члени, перший член введений для того, щоб описати
систему при малих концентрацiях екситонiв.

Введемо безрозмiрнi параметри: ñ = n/no, де no =
(a/c)1/4, b̃ = b/(ac)1/2, r̃ = r/ξ, де ξ = (K/a)1/2 – дов-
жина когерентностi, t̃ = t/t0, де t0 = κTK

Dnoa2 ,D1 = κT
ano

,
G̃ = Gt0n0, τ̃ex = τ/t0. Тодi рiвняння (12) приводи-
ться до вигляду (знак ∼ в рiвняннi опускаємо):

∂n

∂t
= D1Δn−nΔ2n−∇(n∇Δn)+nΔn(1+3bn2+5n4)+

+(∇n)2(1 + 9bn2 + 25n4) +G− n

τex
. (16)

При стацiонарнiй однорiднiй накачцi рiвняння (16)
має однорiдний стацiонарний розв’язок n = Gτex.
Традицiйним методом, лiнiанiзуючи рiвняння (16)
стосовно малих вiдхилень вiд однорiдного розв’язку,
отримуємо, що однорiдний розв’язок стiйкий, якщо
густина екситонiв менша вiд певного критичного зна-
чення nc, яке визначається з розв’язку рiвняння

(D1/n
2
c + 1 + 3bn2

c + 5n4
c)nc − 4/τex = 0. (17)

При цьому критичне значення накачки дорiвнює
Gc = ncτex. Хвильове число kc та перiод ґратки λc
визначаються зi спiввiдношення

kc = 2π/λc = 1/(ncτex)1/4, (18)

nc слабо залежить вiд τex. Пропорцiйнiсть перiоду
ґратки до величини (τex)1/4) було показано ще в робо-
тi [30]. При накачках бiльших за порогове значення
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(G > Gc1) в системi утворюється перiодичний роз-
подiл екситонної густини. На рис. 3 наведено стацiо-
нарне значення екситонної густини для одновимiрної
системи n(r, t) ≡ n(z, t)) для трьох значень накачки.
Перiодичний розв’язок iснує в певному iнтервалi зна-
чень накачки Gc1 < G < Gc2.

Розв’язок отриманий з рiвняння (16) при початко-
вих умовах n(z, 0) = 0 i граничних умовах n′(0, t) =
n′(L, t) = n′′(0, t) = n′′(L, t) = 0, де L – розмiри систе-
ми. Задачу розв’язували також при рiзних граничних
умовах. Взагалi при великих розмiрах системи стру-
ктура розв’язку на певнiй вiдстанi вiд границi систе-
ми (перiод надґратки, її амплiтуда) не залежать вiд
граничних умов. Для даних параметрiв перiодичний
розв’язок iснує при 0, 0056 < G < 0, 00924. За межами
цiєї областi розв’язок описує однорiдну систему – га-
зову фазу при накачках менших вiд нижньої границi
i конденсовану фазу при накачках бiльших верхньої
границi.

Для доведення основного рiвняння (14) важливим
є останнiй член в рiвняннi (6), який описує втрату
iмпульсу екситонiв внаслiдок розсiяння на фононах
i дефектах. Саме цей член приводить до затухання
екситонного потоку. З точки зору можливостi появи
явища надплинностi ситуацiя для екситонiв є скла-
днiшою, нiж для рiдкого гелiю i атомiв лужних мета-
лiв при наднизьких температурах. Справа в тому, що
в останнiх системах фонони є внутрiшньою складо-
вою спектра системи, взаємодiя мiж фононами є взає-
модiєю мiж атомами i не приводить до змiни повного
iмпульсу системи i руху її як цiлого. Фонони i де-
фекти для екситонiв є зовнiшнiми пiдсистемами, якi
гальмують рух екситонiв. Тому для утворення над-
плинного стану потрiбно, щоб в конденсованому станi
iстотно зростала величина τsc. Це можливе для екси-
тонних поляритонiв, якi слабо взаємодiють з фоно-
нами i є експериментальнi вказiвки на спостережен-
ня надплинностi [41]. Для непрямих екситонiв деталь-
ної мiкроскопiчної теорiї конденсованого стану та еле-
ментарних збуджень в конденсованому станi немає, i
тому не показана можливiсть усунення дiї зовнiшнiх
факторiв (фононiв, дефектiв) на систему. Отже, пи-
тання про можливiсть iснування явища надплинностi
для непрямих екситонiв залишається вiдкритим. Та-
кож пояснення появи на експериментi пiка в випро-
мiнюваннi непрямих екситонiв пiсля виключення на-
качки, пояснювальне як стимульоване заселення рiв-
нiв, зумовлене бозевським характером спектра екси-
тонiв [42], є неоднозначним: пiк може з’явитись вна-
слiдок збiльшення часу життя екситонiв пiсля виклю-
чення накачки внаслiдок усунення оже-процесiв (див.
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Рис. 3. Просторова залежнiсть екситонної густини для рiзних
значень накачки: суцiльна пряма – G = 0,0056, перiодична кри-
ва – G = 0,007, пунктирна пряма – G = 0,00924, D1 = 0,03,
b = −1,9

розрахунки в роботi [21]). Таким чином, особливостi,
що спостерiгаються при великих густинах непрямих
екситонах можуть бути поясненi фазовими перетво-
реннями для частинок, що притягуються, узагальнен-
ними на частинки зi скiнченним часом життя без за-
лучення бозе–ейнштейнiвської конденсацiї.

4. Екситоннi автосолiтони

Як вже зазначалось, при n < nc1(G < Gc1), однорi-
дний розв’язок рiвняння (16) стiйкий. Проте виявляє-
ться, що в певних межах змiни накачки при G < Gc1

в системi iснує локалiзований у просторi статичний
розв’язок для розподiлу екситонної густини. Так, при
параметрах, використаних для розрахунку розподiлу
екситонiв на рис. 3, порогове значення накачки до-
рiвнює Gc1 = 0,0056789. Проте при стацiонарнiй на-
качцi iснує неоднорiдний розв’язок рiвняння (16) при
G < Gc1 у виглядi усамiтненого пiка. Його можна
отримати, якщо розв’язувати рiвняння (16) при на-
качцi, що складається крiм сталої величини G0 ще з
додаткового iмпульсу dG з максимумом у певнiй то-
чцi простору i в певний моментом часу:

dG = s exp[−w(z − z0)2] exp[−p(t− t0)2], (19)

де s, w, p – параметри. Формула (19) описує iмпульс
накачки, що дiє в певному iнтервалi часу, з максиму-
мом у просторовiй точцi z0.

Розв’язок рiвняння (16), отриманий при накладан-
нi на стацiонарний iмпульс додаткового iмпульсу (19)
при z0 = L/2, має вигляд, зображений на рис. 4.
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Рис. 4. Просторова залежнiсть екситонної густини при накачцi
G = 0,0055 < Gc1, D1 = 0,03, b = −1,9

Розв’язок iснує при t → ∞, тобто при часах, ко-
ли дiя додаткового iмпульсу вже вiдсутня. Форма iм-
пульсу n(z) не залежить вiд параметрiв s, w, p, за
винятком випадкiв, коли принаймнi один iз цих па-
раметрiв прямує до нуля i стає меншим певного зна-
чення. Крiм того, розв’язок у виглядi, наведеному на
рис. 4, виникає при t→∞, коли додатковий iмпульс
вiдсутнiй, але в початковий момент при t = 0 iснує
певний розподiл густини екситонiв:

n(z, 0) = s0 exp(−w(z − z0)2). (20)

Безпосереднiми розрахунками можна перекона-
тись, що розв’язок з локалiзованим розподiлом гу-
стини у виглядi, поданому на рис. 4, є стабiльним.
Називатимемо стани, що описують цi розв’язки, екси-
тонними автосолiтонами, а залежнiсть густини екси-
тонiв вiд координати позначатимемо через nas(z). Ав-
тосолiтони iснують в певнiй областi накачок Gcas <
G < Gc1, менших накачок, необхiдних для утворен-
ня перiодичної структури. Розв’язки iснують поряд з
однорiдними розв’язками.

Екситоннi автосолiтони вiдповiдають усамiтненим
стацiонарним розв’язкам нелiнiйного рiвняння для
екситонiв (16). Назва “автосолiтон” введена згiдно з
[43], щоб пiдкреслити, що усамiтненi хвилi у даному
випадку виникають в дисипативнiй системi, тодi як
солiтони характеризують збудження в консерватив-
нiй системi. Розв’язки у виглядi автосолiтонiв є виро-
дженними: якщо iснує усамiтнений розв’язок nas(z),
то розв’язком у нескiнченному середовищi буде фун-
кцiя nas(z − z0) при довiльному z0. Отриманi автосо-
лiтони є нерухомими збудженнями. Проте, якщо в си-
стемi iснує зовнiшнє поле, що створює просторово за-
лежний додатковий потенцiал для екситонiв, то уса-
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Рис. 5. Просторова залежнiсть екситонної густини при накачцi
G = 0,0095 > Gc2, D1 = 0,03, b = −1,9

мiтненi збудження рухаються. Так, при лiнiйнiй зале-
жностi вiд координат додаткової потенцiальної енер-
гiї екситонiв у формулу для вiльної енергiї(15) треба
додати член δV = −dz. Тодi рiвняння (16) має розв’я-
зок у виглядi автохвиль nas(z − vt), де v – швидкiсть
автохвилi. Такi автохвилi для перiодичних розв’язкiв
при G > Gc1 розглянуто в роботi [40].

Локалiзованi розв’язки iснують також у певнiй
областi граничних значень накачок, бiльших за тi, за
яких iснують перiодичнi структури. Розв’язки вини-
кають при подачi на систему iмпульсу накачки типу
(19), але при s < 0. Приклад такого розв’язку наведе-
но на рис. 5. Проявляються такi структури у виглядi
провалу i можуть бути названi екситонними антиав-
тосолiтонами.

Для пояснення утворення автосолiтонних розв’яз-
кiв нагадаємо, що дослiджуються фазовi перетворе-
ння. Як вiдомо, iснує область мiж спiнодаллю та бi-
нодаллю, в якiй для появи нової фази потрiбне утво-
рення зародка нової фази, розмiри якого перевищу-
ють певне критичне значення. Знайденi нами критерiї
iснування однорiдного розв’язку при n < nc1 з рiв-
няння (17), розглядаючи малi флуктуацiї, фактично
визначають межу спiнодалi. Iснування неоднорiдного
розв’язку у виглядi автосолiтонiв та його виникнен-
ня при iмпульсах накачки, бiльших певної величини,
вiдповiдає факту виникнення зародкiв нової фази за
межами спiнодалi. Проте, оскiльки ми дослiджуємо
нерiвноважнi процеси i фазовi перетворення вiдбува-
ються для нестабiльних частинок, областi спiнодалi
та бiнодалi залежать вiд часу життя частинок. Крiм
того, для стабiльних частинок радiус нової фази зро-
стає з часом, наприклад, згiдно з теорiєю Лiфшица–
Сльозова [44] у тривимiрнiй системi радiус зростає за
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законом t1/3. У той самий час для частинок зi скiн-
ченним часом життя форма розподiлу густини части-
нок для автоекситонiв не залежить вiд часу.

Зауважимо, що в пiдходi до конденсацiї екситонiв
у методi народження – росту з узагальненням на не-
стабiльнi частинки [20–24] iснування острiвцiв за ме-
жами спiнодалi отримується автоматично, оскiльки
при ньому враховуються флуктуацiї, якi не наведено
в рiвняннi (16).

5. Висновки

У роботi розглянуто деякi питання з теорiї конденса-
цiї непрямих екситонiв у квантових ямах та проведе-
но аналiз експериментiв по спектрах непрямих екси-
тонiв у квантових ямах на базi AlGaAs.

Зокрема показано, що результати експерименту
[31], в якому знайдено, що спектр випромiнювання з
областi конденсованої фази змiщений у короткохви-
льову область у порiвняннi з максимумом спектра
випромiнювання з областi газової фази, не супере-
чать моделi про iснування притягувальної взаємодiї
мiж екситонами. Пiд час пояснення враховано, що
в спектр випромiнювання дають внесок як екситони
конденсованої фази, так i дефектнi рiвнi, заселення
яких насичується при зростаннi накачки.

У моделi спiнодального розпаду знайдено розв’яз-
ки у виглядi усамiтнених станiв – екситонних ав-
тосолiтонiв i антиавтосолiтонiв. Розв’язки вiдповiд-
ають зародкам конденсованої фази в газовiй фазi i
зародкам газової фази в конденсованiй фазi в моделi
зародження-росту.

У роботi побудовано рiвняння гiдродинамiки для
екситонiв з врахуванням взаємодiї мiж екситона-
ми. Проаналiзовано труднощi створення надплинного
стану для екситонiв внаслiдок присутностi дефектiв i
фононiв. З аналiзу, проведенного в роботi, випливає,
що нинi не iснує експериментальних даних, одержа-
них при дослiдженнi непрямих екситонiв у квантових
ямах на базi AlGaAs, якi не можна було б пояснити
без залучення бозе–ейнштейнiвської конденсацiї екси-
тонiв.

Розглянутi в роботi моделi конденсованої фази є
феноменологiчними. Як було пiдкреслено нами ранi-
ше [22,23], використаний пiдхiд справедливий також,
якщо конденсована фаза є електронно-дiрковою рiди-
ною. Для цього при спiнодальному пiдходi в рiвнян-
нi для екситонної густини (14) замiсть n треба ма-
ти на увазi густину електронно-дiркових пар. У мо-
делi зародження-росту метод, використаний для до-
слiдження конденсацiї екситонiв в [20–24], подiбний

до методiв, використаних у [45–47] при дослiдженнi
електронно-дiркових крапель в германiї та кремнiї.
Проте на вiдмiну вiд робiт [45–47], нами враховано ко-
реляцiю в положеннi крапель, що дозволяє описувати
рiзноманiтнi структури, взаємне положення крапель,
їхню концентрацiю та iншi властивостi, що спостерi-
гаються у квантових ямах на базi AlGaAs.
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КОНДЕНСАЦИЯ ЭКСИТОНОВ В КВАНТОВЫХ ЯМАХ.
САМООРГАНИЗАЦИЯ ПРОТИВ БОЗЕ-КОНДЕНСАЦИИ

В.И. Сугаков

Р е з ю м е

Проведен анализ интерпретации экспериментальных данных
по спектрам излучения экситонов в двойных квантовых
ямах. Особенности пространственного распределения излуче-
ния, его поведение в зависимости от температуры, интенсив-
ности накачки, и внешнего потенциала объясняются с то-
чки зрения существования экситонной конденсированной фа-
зы, обусловленной взаимодействием между экситонами, а не
бозе–эйнштейновской конденсацией экситонов. Структура про-
странственного распределения экситонной плотности конден-
сированной фазы зависит от времени жизни экситонов и явля-
ется следствием процессов самоорганизации в неравновесных
системах. Исследовано взаимное распределение возбуждений
по ловушкам и состояниям свободных экситонов и его влия-
ние на спектры излучения. Получено уравнение гидродинами-
ки экситонов, учитывающее взаимодействие между экситона-
ми. Показано существование солитоноподобных состояний (ав-
тосолитонов) за границей области спинодального распада.

EXCITON CONDENSATION IN QUANTUM WELLS.
SELF-ORGANIZATION AGAINST BOSE-CONDENSATION

V.I. Sugakov

Institute for Nuclear Research, Nat. Acad. of Sci. of Ukraine
(47, Prosp. Nauky, Kyiv 03680, Ukraine)

S u m m a r y

The analysis of interpretations of the experimental data on the

emission spectra of excitons in double quantum wells is carried

out. Features of both the spatial distribution of the emission and

its behavior depending on the temperature and the pumping in-

tensity are explained by the appearance of the condensed phase of

excitons caused by their interaction. The explanation does not in-

volve the Bose–Einstein condensation of excitons. The spatial dis-

tribution of the exciton density in the condensed phase depends on

the exciton lifetime and is a consequence of self-organization pro-

cesses in the non-equilibrium system. The distribution of excitons

over trapped and free states and its influence on the emission spec-

tra are investigated. The hydrodynamic equations for interacting

excitons are obtained. The existence of soliton-like states (au-

tosolitons) outside of the spinodal decomposition region is shown.
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