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Показано, що кутовий розподiл довжини хвилi конiчної емi-
сiї фемтосекундного бесселiвського пучка у водi визначається
умовою рiвностi осьових фазових швидкостей всiх її спектраль-
них компонент. Пiдсилення в осьовому напрямку внаслiдок чо-
тирихвильового змiшування приводить до появи дискретних
кiлець конiчної емiсiї.

1. Вступ

Майже вiдразу пiсля введення у практику наукових
дослiджень iмпульсних лазерних джерел в Iнститутi
фiзики НАН України пiд керiвництвом М.С. Бродина
були започаткованi та отримали активний розвиток
дослiдження ефектiв самовпливу лазерного випромi-
нювання в твердотiльних керрiвських середовищах.
У напiвпровiдникових матерiалах з рiзною структу-
рою електронних зон було встановлено основнi ме-
ханiзми, якi визначають: ефекти самофокусування
та дефокусування лазерного випромiнювання, конку-
ренцiю процесiв самофокусування та багатофотонно-
го поглинання випромiнювання, величину та швидко-
дiю нелiнiйно-оптичного вiдгуку напiвпровiдникiв та
iншi процеси (див., наприклад, [1, 2]). Такi дослiдже-
ння набули якiсно нового розвитку в останнi роки у
зв’язку з введенням у дiю при Iнститутi фiзики НАН
України “лазерного фемтосекундного комплексу”, у
створеннi якого значну роль вiдiграв М.С. Бродин.

У цiй роботi мова йде про дослiдження природи
нових нелiнiйно-оптичних явищ, якi супроводжують
поширення потужних фемтосекундних лазерних iм-
пульсiв у керрiвських середовищах. Одним iз таких
явищ є так звана конiчна емiсiя (КЕ), яка утворює-
ться, зокрема, при спонтаннiй фiламентацiї гаусciв-

ського пучка у прозорих керрiвських середовищах.
Характерною ознакою такої КЕ є наростання часто-
ти випромiнювання зi збiльшенням кута θ. Зi збiль-
шенням довжини фiламента початково неперервний
частотно-кутовий розподiл КЕ розбивається на низ-
ку дискретних кiлець з фiксованими кутами θ i сво-
єю власною частотою випромiнювання для кожного
з них.

2. Моделi конiчної емiсiї

Оскiльки центральну роль у розумiннi подальшого
вiдiграють конiчнi хвилi, то зупинiмось коротко на
їх основних властивостях. Лiнiйна монохроматична
конiчна хвиля є сукупнiстю плоских хвиль, хвильо-
вi вектори яких k розподiленi по поверхнi конуса пiд
кутом θ до осi. Розподiл iнтенсивностi конiчної хви-
лi, подiбно до фiламента, у поперечному перерiзi має
iнтенсивний осьовий максимум незмiнного дiаметра
уздовж осi, оточений концентричними кiльцями зро-
стаючого дiаметра, i описується квадратом функцiї
Бесселя. Тому конiчнi хвилi називаються також бес-
селiвськими. На практицi конiчна хвиля найчастiше
створюється шляхом фокусування гауcсiвського пу-
чка за допомогою аксикона (рис. 1). Осьова фазова
швидкiсть її поширення в дисперсiйному середовищi
V = c/(n cos θ) перевищує свiтлову швидкiсть c/n для
даної довжини хвилi [3]. Якщо амплiтудний фронт
конiчної хвилi не має нахилу вiдносно фазового фрон-
ту, то її осьова групова швидкiсть v (швидкiсть пе-
ремiщення осьового максимуму свiтлового iмпульсу)
дорiвнює v = vm/ cos θ, де vm – групова швидкiсть
свiтла у середовищi. Однак вiдмiннiсть групової i фа-
зової швидкостей у матерiалi фокусуючого аксикона
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Рис. 1. Схема експерименту i фотографiя КЕ на екранi на вiдстанi 500 см вiд аксiкона при повнiстю вiдкритiй дiафрагмi i енергiї
iмпульсу збудження 260 мкДж. IR (1058 нм, 0◦); Pump (802 нм, 5,7◦); R (637 нм, 8,0◦); G (531 нм, 10,0◦); B (459 нм, 11,5◦);
UV (390 нм, 12,9◦). В нижнiй частинi рисунка схематично показана бесселiвська зона, сформована аксiконом, з вiдповiдним
розподiлом iнтенсивностi

створює нахил α амплiтудного хвильового фронту, i
вираз для групової швидкостi конiчної хвилi збудже-
ння v0 набуває вигляду v0 = vm cosα/ cos(θ0 + α) [4].

В основi бiльшостi сучасних моделей утворення КЕ
(трихвилеве змiшування (ТХЗ) [5], фазова самомоду-
ляцiя [6–8], утворення так званих X-хвиль [9–11]) ле-
жить уявлення про точкове широкосмугове джерело,
яке рухається разом з iмпульсом в областi високого
градiєнта iнтенсивностi поля, де, власне, i вiдбуває-
ться розширення спектра, в першу чергу, внаслiдок
фазової самомодуляцiї. Це випромiнювання при су-
перпозицiї i дає частотно-кутовий розподiл для КЕ, в
якому кут збiльшується зi збiльшенням зсуву в анти-
стоксову область. Iнтерференцiйна модель [8] врахо-
вує iнтерференцiю КЕ вiд декiлькох осьових макси-
мумiв вздовж фiламента, яка приводить до розще-
плення безперервного за кутом спектра КЕ на дис-
кретнi кiльця. Запропонованi також моделi чотири-
хвильового змiшування (ЧХЗ) [12–14], черенковсько-
го випромiнювання (ЧВ) на динамiчнiй межi анти-
хвилевода, створюваного при фiламентацiї [15, 16]. У
роботi [16] знайдено, що для КЕ у повiтрi добуток
n cos θ є однаковим для всiх компонент КЕ. Це озна-
чає рiвнiсть осьової фазової швидкостi для всiх ком-
понент КЕ. Водночас центральну роль у моделюваннi
нелiнiйного утворення X-хвиль вiдiграє припущення
про рiвнiсть осьових групових швидкостей всiх ком-
понент полiхроматичного конiчного хвильового паке-
та, що приводить до високих iнтенсивностей нелiнiй-
них процесiв [17].

Експериментальну перевiрку вiдповiдностi кутово-
го спектра КЕ фiламентiв у повiтрi моделям ЧХЗ [14],

X-хвиль [11] i ЧВ [16] здiйснено в [18]. Показано, що
вираз для кутового спектра КЕ в моделi ЧВ може
розглядатися як окремий випадок бiльш загального
виразу в моделiX-хвиль, якщо групова швидкiсть фi-
ламента дорiвнює фазовiй швидкостi на частотi збу-
дження. Саме в такому випадку досягнуто найкраще
узгодження теоретичних розрахункiв з експеримен-
том.

Проте в зазначених вище експериментах КЕ дослi-
джували у фiламентованому режимi. Внаслiдок ве-
ликої нелiнiйної змiни показника заломлення на осi
фiламента виникає необхiднiсть використання пiдго-
ночних параметрiв при порiвняннi теоретичних i екс-
периментальних результатiв. У данiй роботi нами ви-
користано режим слабонелiнiйного збудження бессе-
лiвською хвилею. Саме режим слабкої нелiнiйностi
до переходу в сильно нелiнiйний режим фiламента-
цiї дозволить, на нашу думку, домогтися кiлькiсно-
го опису кутового спектра КЕ з перших принципiв
без використання пiдгоночних параметрiв, оскiльки
складнiсть такого опису суттєво пов’язана з неодно-
значнiстю просторово-часових параметрiв електро-
магнiтного поля, зокрема осьових групової i фазо-
вої швидкостей, в сильно нелiнiйному режимi фiла-
ментацiї. Ще одна перевага бесселiвського збудже-
ння полягає в можливостi поширити вимiряну ку-
тову залежнiсть КЕ також i на осьовий напрямок
(θ = 0) в iнфрачервону область спектра. З iншо-
го боку, наведенi в [14, 11, 16] аналiтичнi вирази
для кутових спектрiв КЕ не можуть бути прямо за-
стосованi для випадку бесселiвського збудження, то-
му пряма перевiрка висновкiв цих робiт неможли-
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ва. У зв’язку з цим у данiй роботi ми поставили
за мету з’ясувати який принцип синхронiзму, групо-
вий чи фазовий, дiє при генерацiї КЕ, використову-
ючи у ролi керрiвського середовища воду, де групо-
ва i фазова швидкостi суттєво вiдрiзняються. У ро-
ботi однозначно показано, що при використаних на-
ми експериментальних умовах кутова дисперсiя КЕ
описується залежнiстю черенковського типу, яка ви-
тiкає з умови рiвностi осьових фазових швидкостей
всiх компонент полiхроматичного конiчного хвильо-
вого пакета. Дискретнiсть кiлець пояснюється наяв-
нiстю видiленого напрямку вздовж осi пучка нака-
чки, в якому здiйснюється стимулювання процесу
ЧХЗ.

3. Експериментальнi результати i
обговорення

Для збудження КЕ нами використано горизонтально
поляризованi фемтосекунднi лазернi iмпульси на дов-
жинi хвилi 802 нм, тривалiстю по половинному рiвню
τ = 150 фс, з частотою повторення 1 кГц i спектраль-
ною шириною 10 нм (рис. 1). Пучок додатково обме-
жувався регульованою дiафрагмою з максимальним
дiаметром отвору 12 мм i фокусувався аксиконом зi
скла К8 дiаметром 12 мм з кутом бiля основи 11, 2◦

в скляну кювету з водою довжиною 30 мм так, щоб
максимум осьової iнтенсивностi в бесселiвськiй зонi
припадав на середину кювети. Кут сформованої акси-
коном конiчної хвилi вiдносно осi у водi θ0 = 4, 3◦.
Як видно з рис. 1, КЕ характеризується вузькими
дискретними кiльцями червоного (R), зеленого (G)
i синього (B) кольору та слабким ультрафiолетовим
(UV) кiльцем. В осьовому ж напрямку генерується
вузький пучок (ширина по половинному рiвню 2◦)
IЧ-випромiнювання (IR). Крiм того, реєструється ко-
нiчне випромiнювання накачки (Pump). За допомо-
гою гнучкого кварцового свiтловоду дiаметром 1 мм
на вiдстанi 50 см вiд аксикона здiйснено зондування
КЕ в максимумах iнтенсивностi кiлець пiд рiзними
кутами β, а зiбране свiтло проектувалося на вхiдну
щiлину спектрометра.

Поляризацiя КЕ i осьового IЧ-випромiнювання збi-
гається з поляризацiєю випромiнювання накачки. Iн-
тенсивнiсть КЕ має порогову (185 мкДж) i надлiнiйну
залежнiсть вiд енергiї iмпульсу збудження, що вка-
зує на її стимульований характер. При збiльшеннi
енергiї iмпульсу збудження спочатку одночасно ви-
никають червоне кiльце i IЧ-випромiнювання, а по-
тiм послiдовно з’являються кiльця – зелене, синє i
ультрафiолетове. Найбiльш рiзкими i монохромати-

Рис. 2. Кутова залежнiсть спектра КЕ для синхронiзму черен-
ковського типу. Свiтлими кружечками показано експеримен-
тальнi точки. Суцiльна лiнiя 1 – фазовий синхронiзм; штрихо-
ва 2 – груповий

чними вони є при мiнiмальному рiвнi збудження. При
збiльшеннi енергiї iмпульсу збудження структура кi-
лець ускладнюється i в осьовому напрямку з’явля-
ється випромiнювання квазiбiлого суперконтинууму,
очевидно, внаслiдок переходу до сильно нелiнiйного
режиму фiламентацiї в бесселiвському пучку. Тому
надалi ми обмежуємося обговоренням КЕ при мiнi-
мальному рiвнi збудження.

На рис. 2 кружечками показано енергiї квантiв i
кути локалiзацiї кiлець рiзного порядку при енергiї
iмпульсу збудження 260 мкДж. Показано також то-
чки “Pump” та “IR”. Спектральнi ширини смуг КЕ в
межах кiльця близькi до 30 меВ i дещо перевищують
ширину смуги накачки (20 меВ).

Цi експериментальнi данi порiвнюються з розра-
хунковими кутовими спектрами КЕ при виконаннi
умов синхронiзму двох типiв – фазового (суцiльна
лiнiя) i групового (штрихова). У першому випад-
ку вважалося, що фаза всiх компонент полiхромати-
чного конiчного хвильового пакета однакова на осi
пучка, тобто осьовi фазовi швидкостi у водi V =
c/(n cos θ) однаковi для всiх довжин хвиль i дорiв-
нюють фазовiй швидкостi конiчної хвилi збудження
V0 = c/(n0 cos θ0) = 2, 2627 · 1010 см/с. У другому ви-
падку вважалося, що осьовi груповi швидкостi у водi
v = vm/ cos θ однаковi для всiх довжин хвиль i дорiв-
нюють груповiй швидкостi конiчної хвилi збудження
v0 = vm cosα/ cos(θ0+α) = 2, 2391·1010 см/с. За наши-
ми розрахунками для матерiалу аксикона К8 нахил
амплiтудного хвильового фронту вiдносно фазового
α = 0, 15◦ у водi, а для всiх частот КЕ крiм збуджую-
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чої вiн дорiвнював нулю. Кути θ у водi перерахованi
в кути β в повiтрi. На вiдмiну вiд [18] не використову-
вали аналiтичнi вирази для залежностi кута КЕ вiд
довжини хвилi, а задача була розв’язана чисельно з
використанням дисперсiї показника заломлення води
за результатами роботи [19]. Зауважимо, що для заря-
ду, швидкiсть якого Vc перевищує свiтлову, кутова за-
лежнiсть довжини хвилi черенковського випромiню-
вання в дисперсiйному середовищi виникає як наслi-
док аналогiчної умови черенковського синхронiзму:
Vc = c/(n cos θ).

З наведеного графiка видно, що експериментальнi
точки, включаючи i осьове IЧ-випромiнювання, до-
бре описуються черенковською кутовою залежнiстю
1 для фазового синхронiзму. Цей результат пiдтвер-
джує висновок робiт [16, 18] про рiвнiсть осьових фа-
зових швидкостей всiх компонент КЕ фiламента у по-
вiтрi i поширює його, по-перше, на конденсованi се-
редовища (воду), а по-друге – на випадок збудження
бесселiвською хвилею. Для осьового випромiнювання
умова фазового синхронiзму набуває особливо про-
стого вигляду V0 = c/nIR.

Зазначимо, що умова черенковського синхронiзму
не обов’язково передбачає саме черенковський меха-
нiзм випромiнювання, тобто поляризацiю середовища
рухомим зарядом. Хоча у нашому експериментi дiй-
сно можливе поздовжнє роздiлення зарядiв у плазмо-
вому слiдi, яке може служити джерелом КЕ. Зокре-
ма, з позицiй такого механiзму пояснювалася гене-
рацiя терагерцового випромiнювання в фемтосекун-
дних фiламентах [20]. Однак, по-перше, диполь не мо-
же випромiнювати в осьовому напрямку, а по-друге, з
мiркувань симетрiї, поляризацiя генерованої ним КЕ
повинна бути радiальною. Оскiльки спостережуване
випромiнювання є плоскополяризованим, а його IЧ-
компонента спрямована вздовж осi, власне черенков-
ський механiзм КE слiд з розгляду виключити.

Проте умова фазового синхронiзму черенковсько-
го типу описує неперервний кутовий спектр КЕ i не
дає вiдповiдi про природу спостереженої дискретно-
стi кiлець. Звернiмося у цьому зв’язку до явища ЧХЗ,
якому сприяє конфiгурацiя бесселiвських пучкiв вна-
слiдок високої iнтенсивностi осьового максимуму (∼
50 ТВт/см2 при енергiї iмпульсу 300 мкДж) i великої
довжини центрального пiка. Тому можна припусти-
ти, що випромiнювання IR i R можуть генеруватися у
процесi ЧХЗ двома квантами накачки. Дiйсно, на рис.
2 вертикальними лiнiями позначено довжини хвиль,
якi вiдповiдають комбiнацiйним довжинам хвиль за
схемою ЧХЗ: 1/λR = 2/λ0 − 1/λIR; а для бiльш висо-
ких порядкiв згiдно з умовами 1/λG = 2/λR − 1/λ0;

1/λB = 2/λG − 1/λR i 1/λUV = 2/λB − 1/λG. Як мо-
жна бачити, вимiрянi довжини хвиль лiнiй R, G, B
i UV добре узгоджуються з очiкуваними при ЧХЗ.
Крiм цього, специфiка ЧХЗ в конiчному пучку при-
водить i до змiни звичайних умов фазового синхро-
нiзму: 2k0=kIR+kR. Внаслiдок того, що густина iн-
тенсивностi бесселiвського пучка на осьовому макси-
мумi перевищує таку в першому кiльцi в 6,25 раза,
генерацiя нових компонент, яка пропорцiйна квадра-
ту iнтенсивностi накачки, поблизу порога буде вiд-
буватися виключно локально на осi пучка. У тако-
му випадку втрачають сенс звичайнi умови фазово-
го синхронiзму для ЧХЗ, а важливо лише щоб су-
ма осьових фазових швидкостей конiчних хвиль, якi
генеруються, дорiвнювала подвоєнiй фазовiй швид-
костi конiчної хвилi накачки: VIR + VR = 2V0 або
c/(nIR cos θIR)+c/(nR cos θR) = 2c/(n0 cos θ0). Ця умо-
ва еквiвалентна умовi поздовжнього фазового син-
хронiзму [21] i, безумовно, виконується на кривiй 1,
де всi фазовi швидкостi однаковi.

Iз зазначеного стає зрозумiлою i причина дискре-
тностi кiлець КЕ. У вказанiй геометрiї експерименту
iснує єдиний видiлений напрямок – осьовий, у якому
найбiльше стимулюється випромiнювання у процесi
ЧХЗ. Саме тому з континууму можливих кутiв КЕ θ
реалiзується єдиний варiант θ = 0, в якому генерує-
ться iнфрачервоне випромiнювання, що задовольняє
умову V0 = c/nIR. Спектральний склад iнших кiлець
визначається у виглядi комбiнацiйних довжин хвиль
при ЧХЗ: 1/λR=2/λ0 − 1/λIR та iн. Як бачимо, то-
чки перетину кривої 1 з вертикальними лiнiями ком-
бiнацiйних довжин хвиль ЧХЗ, близькi до експери-
ментально спостережуваних. Зауважимо, що у дано-
му розглядi ЧХЗ не визначає умови синхронiзму КЕ,
а є лише вторинним явищем, створюючи селективнi
умови для генерацiї дискретних частот.

Щодо умови групового синхронiзму, необхiдного
для максимальної ефективностi генерацiї КЕ, то її
виконання також можливе за умови належного пiд-
бору коректуючого параметра α, тобто новi генерова-
нi хвилi КЕ матимуть необхiдний нахил амплiтудного
хвилевого фронту. Проте це питання ми резервуємо
для подальших дослiджень.

4. Висновки

Таким чином, у роботi показано, що в умовах даного
експерименту кутовий спектр КЕ визначається умо-
вою рiвностi осьових фазових швидкостей всiх її ком-
понент. Дискретнiсть кiлець КЕ пояснюється наяв-
нiстю видiленого осьового напрямку пучка накачки,
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вздовж якого вiдбувається генерацiя i посилення IЧ-
випромiнювання у процесi ЧХЗ з одночасною гене-
рацiєю червоного випромiнювання та решти частот у
процесах ЧХЗ бiльш високих порядкiв.

Роботу виконано за часткової пiдтримки ДФФД
України (проект Ф40.2/067). Автори висловлюють
щиру вдячнiсть спiвробiтникам ЦКПП “Лазерний
фемтосекундний комплекс” I.М. Дмитруку i П.I. Ко-
ренюку за надану допомогу в дослiдженнях та
проф. В.П. Кандiдову (МДУ) за обговорення та ко-
риснi зауваження до рукопису статтi.
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УСЛОВИЯ СИНХРОНИЗМА ЧЕРЕНКОВСКОГО ТИПА
ДЛЯ КОНИЧЕСКОЙ ЭМИССИИ ФЕМТОСЕКУНДНЫХ
БЕССЕЛЕВСКИХ ПУЧКОВ

И.В. Блонский, В.Н. Кадан

Р е з ю м е

Показано, что угловое распределение длины волны конической
эмиссии фемтосекундного бесселевского пучка в воде опреде-
ляется условием равенства осевых фазовых скоростей всех ее
спектральних компонент. Усиление в осевом направлении, вы-
званное процессом четырехволнового смешивания, приводит к
появлению дискретных колец конической эмиссии.

CHERENKOV-TYPE CONDITIONS OF SYNCHRONISM
FOR CONICAL EMISSION OF FEMTOSECOND
BESSEL BEAMS

I.V. Blonsky, V.M. Kadan

Institute of Physics, Nat. Acad. of Sci. of Ukraine
(46, Nauka Ave., Kyiv 03650, Ukraine;
e-mail: blon@iop.kiev.ua)

S u m m a r y

It has been demonstrated that the angular distribution of wave-

lengths in the conical emission (CE) by a femtosecond Bessel beam

in water is governed by the condition that the axial phase veloci-

ties of all CE spectral components are identical. The enhancement

along the axial direction owing to the four-wave mixing results in

the appearance of discrete rings of conical emission.
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