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Показано, що iснують типи фейнманiвських дiаграм, для роз-
рахунку яких можна застосувати метод Лапласа, що дозволяє
виявити новi механiзми зростання перерiзiв розсiяння, якi не
враховуються реджiонною теорiєю внаслiдок нехтування за-
лежнiстю амплiтуди розсiяння вiд поздовжнiх компонент iм-
пульсiв вторинних частинок у системi центра мас вихiдних ча-
стинок. У межах мультипериферичної моделi отримано зале-
жнiсть повного перерiзу розсiяння вiд енергiї, яка на якiсному
рiвнi збiгається з експериментальною залежнiстю.

1. Вступ

Пiд час розгляду розсiяння адронiв при високих енер-
гiях основну увагу придiлено пружному розсiянню.
Вважається, що задача опису пружного розсiяння
є простiшою, нiж опис непружних процесiв. Тому
можна спробувати спочатку розрахувати амплiтуду
пружного розсiяння, а потiм шляхом розгляду її уяв-
ної частини визначити внески рiзних непружних про-
цесiв [1, 2].

Однак, на нашу думку, розгляд безпосередньо не-
пружних процесiв є бiльш доцiльним. По-перше, тому
що такi процеси несуть бiльшу iнформацiю про вла-
стивостi частинок, що зтикаються, бо те, що при пру-
жних процесах залишається прихованим у характе-
ристиках вiртуальних частинок, при непружних про-
цесах проявляється в характеристиках реальних ча-
стинок, якi безпосередньо спостерiгаються. Крiм то-
го, якщо за рахунок умови унiтарностi амплiтуда пру-
жного процесу мiстить iнформацiю про всi процеси,
що вiдбуваються при розсiяннi, навряд чи “правиль-

на” амплiтуда пружного розсiяння може бути доста-
тньо простою функцiєю вiд своїх аргументiв.

Але цi мiркування матимуть сенс лише у випадку,
коли достатньо ефективний метод опису непружних
процесiв. Саме обговорення такого метода i є метою
цiєї роботи.

Типовий процес непружного розсiяння при реля-
тивiстських енергiях полягає в тому, що ми маємо
зiткнення двох потокiв частинок з чотириiмпульса-
ми, вiдповiдно P1 i P2, i в результатi цього зiткнення,
крiм первинних частинок, якi матимуть вже iншi чо-
тириiмпульси P3 i P4, утворюються ще n вторинних
частинок з чотириiмпульсами p1, p2, . . . , pn. Загальна
дiаграма цього процесу показана на рис. 1, а його пе-
рерiз виражається спiввiдношенням (1):

σn =
(2π)4

4n!I

∫
dP3

2P30 (2π)3
dP4

2P40 (2π)3

n∏
k=1

dpk

2p0k (2π)3
×

× |T (n,p1,p2, . . . ,pn,P1,P2,P3,P4)|2×

×δ

(
P3 + P4 +

n∑
k=1

pk − P1 − P2

)
, (1)

де M1 i M2 – маси первинних частинок, що зi-
штовхуються; P1 i P2 – їх чотириiмпульси; I =√

(P1P2)
2 − (M1M2)

2 – iнварiантний потiк.
Вважається, що частинки з чотириiмпульсами

P3 i P4 тих же сортiв, що i вiдповiдно P1 i
P2, а n вторинних частинок з чотириiмпульса-
ми p1, p2, . . . , pn є тотожними мiж собою. Через
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Рис. 1. Загальна дiаграма непружного розсiяння

T (n,p1,p2, . . . ,pn,P1,P2,P3,P4) позначено амплi-
туду розсiяння, що вiдповiдає непружному процесу,
який наведено на рис. 1, а через δ – чотиривимiрну
δ-функцiю Дiрака, яка виражає закони збереження
енергiї i трьох компонент iмпульсу.

Розрахунок багатовимiрного iнтеграла (1) є скла-
дною задачею. Втiм, вона може бути спрощена у ви-
падку, коли модуль амплiтуди розсiяння має точку
умовного максимуму за умов, якi накладає на аргу-
менти цiєї амплiтуди наявнiсть δ-функцiї пiд iнтегра-
лом (1), а також умов масової поверхнi для всiх ре-
альних частинок. Тодi для розрахунку iнтеграла мо-
жна застосувати вiдомий метод Лапласа [3]. Подаючи
квадрат модуля амплiтуди розсiяння в (1) у виглядi
|T |2 = exp(ln(|T |2)), можна розкласти показник екс-
поненти у ряд Тейлора в околi точки умовного макси-
муму, обмежуючись квадратичними доданками. Пi-
сля цього отримаємо гаусiвський iнтеграл, розраху-
нок якого зводиться до обчислення визначника ма-
трицi других похiдних вiд ln(|T |2).

У цiй роботi розглянуто декiлька типiв фейнманiв-
ських дiаграм, яким вiдповiдають амплiтуди розсiян-
ня, що дозволяють реалiзувати розрахунок методом
Лапласа. Використання цього методу для мультипе-
риферичної моделi дозволило виявити новi механiзми
зростання перерiзiв [4,5] i вiдтворити залежнiсть пов-
ного перерiзу вiд енергiї, яка якiсно збiгається з екс-
периментальною. В той же час використання методу
Лапласа дозволяє вийти за межi суто мультиперифе-
ричної моделi i проаналiзувати деякi типи немульти-
периферичних дiаграм непружного розсiяння, якi бу-
дуть розглянутi нижче.

Маючи на метi отримати спочатку найбiльш про-
сту для аналiзу модель, первиннi i вториннi адрони,
а також вiртуальнi частинки, будемо розглядати як
кванти ефективних скалярних взаємодiючих та само-
дiючих полiв.

Крiм цього, для спрощення задачi будемо розгляда-
ти зiткнення первинних частинок однiєї маси, тобто

Рис. 2. Розклад тривимiрних iмпульсiв вторинних частинок на
поздовжнi i поперечнi компоненти вiдносно осi зiткнення в си-
стемi центра мас вихiдних частинок iз тривимiрними iмпуль-
сами P1 i P2

M1 = M2 = M . При числових розрахунках за M бра-
ли масу протона, а m – маса 0,139 ГеВ, що приблизно
дорiвнює масi пiона. При проведеннi числових i аналi-
тичних розрахункiв всi величини обезрозмiрювалися
на масу вторинної частинки m, тому у всiх подаль-
ших розрахунках цю масу покладають рiвною 1.

Таким чином, метою цiєї роботи є доведення мо-
жливостi застосування методу Лапласа для деяких
типiв фейнманiвських дiаграм, а також демонстра-
цiя можливостей самого методу для розрахунку цих
дiаграм.

2. Видiлення незалежних аргументiв
амплiтуди розсiяння

Враховуючи те, що перерiз розсiяння є лоренц-iнварi-
антною величиною, для його розрахунку можна ви-
користати будь-яку iнерцiйну систему вiдлiку. Най-
бiльш зручною для розрахункiв є система центра мас
вихiдних частинок, в якiй iмпульси цих частинок рiв-
нi за величиною i протилежнi за напрямком, як це
зображено на рис. 2.

У цiй системi вiдлiку маємо вiсь зiткнення (рис. 2),
уздовж якої спрямовано iмпульси вихiдних частинок.
Всi тривимiрнi iмпульси зручно розкласти на складо-
вi: поздовжню до осi pk‖ i перпендикулярну до осi pk⊥
(тобто складову уздовж площини поперечних iмпуль-
сiв на рис. 2). Традицiйно позначимо сумарну енергiю
первинних частинок в їх системi центра мас через

√
s

i виберемо координатнi осi так, як показано на рис. 2.
Рiвняння, що виражають закон збереження енергiї-

iмпульсу, є рiвняннями зв’язку на аргументи амплi-
туди розсiяння. Нашою метою є виразити з цiєї си-
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стеми рiвнянь деякi чотири змiннi через решту 3n+2
незалежних змiнних. Для цього зручно ввести новi
змiннi:

P s
‖ =

P3‖ + P4‖

2
, P a

‖ =
P3‖ − P4‖

2
,

P s
⊥x =

P3⊥x + P4⊥x

2
, P a

⊥x =
P3⊥x − P4⊥x

2
,

P s
⊥y =

P3⊥y + P4⊥y

2
, P a

⊥y =
P3⊥y − P4⊥y

2
. (2)

Крiм того, замiсть поздовжнiх до осi зiткнення
компонент iмпульсу pkz, зручно ввести бистроти yk

за допомогою спiввiдношення

pkz = m⊥ (pk⊥) sh (yk) , (3)

де m⊥ (pk⊥) =
√

1 + (pk⊥x)2 + (pk⊥y)2.
Пiсля того, як 3n + 2 незалежних змiнних зручно

вибрати: n бистрот вторинних частинок y1, y2, . . . , yn,
n компонент поперечних iмпульсiв вторинних части-
нок уздовж осi x (pk⊥x, k = 1, 2, . . . , n), n аналогiчних
компонент уздовж осi y (pk⊥y, k = 1, 2, . . . , n), а також
P a
⊥x i P a

⊥y.
Змiннi P s

‖ , P
s
⊥x i P s

⊥y можуть бути легко вираженi
через вибранi незалежнi змiннi з законiв збереження
компонент iмпульсу. Пiсля цього закон збереження
енергiї можна розглядати як рiвняння вiдносно P a

‖ .
Воно має два розв’язки:

P a
‖ =

f1PP‖ ± EP

2

√
(f1)

2 + f2 (f2 − f3)
f2

,

f1 = PxP
a
⊥x + PyP

a
⊥y, f2 =

(EP )2

4
−
(
PP‖

)2
,

f3 = M2 + (Px)2 + (Py)2 + (P a
⊥x)2 +

(
P a
⊥y

)2
, (4)

де введено такi позначення:

EP =
√
s−

n∑
k=1

m⊥ (pk⊥) ch (yk),

Px = −1
2

n∑
k=1

pk⊥x, Py = −1
2

n∑
k=1

pk⊥y,

PP‖ = −1
2

n∑
k=1

m⊥ (pk⊥) sh (yk). (5)

З симетрiї задачi ясно, якщо модуль амплiтуди роз-
сiяння має максимум, то в системi центра мас вiн має
досягти при нульових значеннях поперечних iмпуль-
сiв всiх частинок. Дiйсно, якщо максимум досягався
б при ненульовому значеннi вектора поперечного iм-
пульсу якоїсь частинки, то цей вектор видiляв би у
площинi поперечних iмпульсiв деякий напрямок. Але
всi напрямки в цiй площинi (рис. 2) є фiзично рiвно-
правними.

З виразiв (4) видно, що при нульових поперечних
iмпульсах знак величини P a

‖ збiгається з тим, що ви-
бирається перед коренем в (4). Враховуючи те, що
на дiаграмi на рис. 1 частинка з iмпульсом P3 утво-
рюється з вихiдної частинки P1 з додатним значе-
нням поздовжнього iмпульсу, а частинка з iмпуль-
сом P4 утворюється з P2, що має вiд’ємне значення
поздовжнього iмпульсу, приходимо до висновку, що
найбiльш iмовiрною є конфiгурацiя iмпульсiв, коли
P3‖ > 0, P4‖ < 0. З (2) видно, що для найбiльш iмо-
вiрної конфiгурацiї iмпульсiв P a

‖ > 0. Тому далi в (4)
наберемо знак “плюс”.

Таким чином, внаслiдок закону збереження енергiї-
iмпульсу маємо такi зв’язки мiж змiнними:

P3‖ = P a
‖ + P s

‖ ,

P s
⊥x = −1

2

n∑
k=1

pk⊥x, P s
⊥y = −1

2

n∑
k=1

pk⊥y, (6)

де P s
‖ = − ((1/2)

n∑
k=1

m⊥ (pk⊥) sh (yk), що випливає з

закону збереження поздовжньої компоненти iмпуль-
су.

3. Метод Лапласа для дiаграм
мультипериферичної моделi

Мультипериферичну модель [6] розглядали у фiзицi
високих енергiй впродовж довгого часу. Але застосу-
вання методу Лапласа для розрахунку перерiзiв роз-
сiяння в цiй моделi дозволяє виявити новi її особливо-
стi, якi можуть виявитися корисними для опису екс-
перименту. Типову дiаграму цiєї моделi наведено на
рис. 3.

Такi дiаграми виникають у моделi, де первиннi i
вториннi частинки розглядають як кванти двох взає-
модiючих дiйсних скалярних полiв: Φ (x) з масою M
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Рис. 3. Типова дiаграма мультипериферичної моделi (цифри
лiворуч – номери вершин дiаграми, цифри праворуч — номери
вiртуальних лiнiй)

(його кванти розглядають як модель первинних ча-
стинок) i ϕ (x) з масою m. Лагранжiан моделi має
вигляд

L̃ =
1
2
(
gabΦ,aΦ,b −M2Φ2

)
+

+
1
2
(
gabϕ,aϕ,b −m2ϕ2

)
+ gΦ2ϕ+ λϕ3, (7)

де gab – компоненти тензора Мiнковського, g i λ –
константи зв’язку.

Парцiальний перерiз (1) може бути подано у вигля-
дi [5]:

σn

(√
s
)

=
(2π)2 g4

16m2

(
λ2

2 (2π)3

)n

σ′n
(√
s
)
, (8)

де функцiя σ′n (
√
s), звiльнена вiд несуттєвих кон-

стант, визначає залежнiсть перерiзу вiд енергiї
√
s.

Амплiтуда розсiяння, що вiдповiдає дiаграмi на
рис. 3, з точнiстю до несуттєвого для задачi на макси-
мум постiйного множника (який вiдрiзняє величину
A вiд розглянутої вище величини T ), має вигляд

A =
n+1∏
l=1

(
1− (kl)

2 − iε
)−1

, (9)

де k1 = P1 − P3, k2 = P1 − P3 − p1, . . . , kn+1 =
P1 −P3 −

∑n
j=1 pj . Тут (kl)

2 означають скалярнi ква-
драти вiдповiдних чотиривекторiв у просторi Мiнков-
ського, а величина ε, яка вiдповiдає за правильний
обхiд полюсiв, повинна бути наближеною до нуля пi-
сля виконання всiх обчислень. Крiм того, вважаємо,

Рис. 4. Горизонтальна вiсь симетрiї мультипериферичної дiа-
грами для парної (а) i непарної (б ) кiлькостi вторинних части-
нок

що вiдповiднi компоненти чотиривектора P3, вираже-
нi через незалежнi змiннi спiввiдношеннями (6). На-
гадаємо, що всi величини обезрозмiренi на масу вто-
ринної частинки m.

Можна довести, що всi величини (kl)
2 (далi буде-

мо називати їх вiртуальностями) у фiзичнiй областi
процесу, що розглядається, є вiд’ємними (детальний
доказ наведено в [4]). Тому амплiтуда (7) не мiстить
полюсiв в областi, по якiй ми збираємося здiйснити
iнтегрування (1). Це дає змогу наблизити величини
ε до нуля ще до початку подальших розрахункiв. Пi-
сля цього, як видно з (9), амплiтуда розсiяння набу-
ватиме лише дiйснi додатнi значення. Тому замiсть
подальшого дослiдження на максимум квадрата мо-
дуля функцiї (9) можна дослiджувати на максимум
саму цю функцiю.

Як видно з (3), (4) i (9), внаслiдок того, що в си-
стемi центра мас P1⊥ = 0 всi поперечнi компоненти
iмпульсiв входять до виразу для амплiтуди розсiян-
ня лише у виглядi квадратичних i бiлiнiйних комбiна-
цiй. Звiдси випливає, що при нульових значеннях всiх
поперечних компонент iмпульсiв ми матимемо при-
наймнi стацiонарну точку амплiтуди розсiяння. Якщо
ж врахувати ще й наведенi в попередньому роздiлi
мiркування симетрiї, то подальший пошук максиму-
му можна вести не для самої амплiтуди (9), а для її
звуження, яке можна отримати, поклавши в (3)–(6)
i (9) всi поперечнi компоненти iмпульсiв рiвними ну-
лю. Це звуження, яке залишається функцiєю лише
вiд кiлькостi вторинних частинок та їх бистрот, по-
значатимемо далi як A‖ (n, y1, y2, . . . , yn).

Врахуємо, що дiаграми мультипериферичної моде-
лi мають горизонтальну вiсь симетрiї (рис. 4).

У роботi [4] показано, що якщо у вираз для зву-
ження A‖ (n, y1, y2, . . . , yn) одночасно пiдставити за-
мiсть y1 – (−yn), замiсть y2 – (−yn−1) i т. д., тобто
бистроту кожної частинки замiнити на бистроту ча-
стинки, що симетрична вiдносно осi симетрiї, iз про-
тилежним знаком, то при такiй замiнi цей вираз пе-
реходить сам у себе. Це є наслiдком симетрiї проце-
су щодо дзеркального вiдображення вiдносно площи-
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ни поперечних iмпульсiв на рис. 2. У [4] доведено,
що наслiдком цiєї симетрiї є те, що в точцi максиму-
му бистроти частинок, що приєднуються до дiаграми
симетрично вiдносно осi на рис. 4, повиннi набувати
взаємно протилежних значень, а у випадку непарної
кiлькостi частинок бистрота частинки, що належить
осi симетрiї (рис. 4,б ) повинна дорiвнювати нулю. По-
клавши в виразi для A‖ (n, y1, y2, . . . , yn) бистроти ни-
жньої частини дiаграми на рис. 4 рiвнi вiдповiдним
бистротам частинок верхньої половини, взятим iз зна-
ком “мiнус”, i бистроту частинки, що належить осi си-
метрiї, рiвною нулю, отримаємо подальше звуження
амплiтуди розсiяння. Це звуження буде функцiєю ли-
ше бистрот частинок, розташованих вище осi симетрiї
(рис. 4). Позначимо його як A0.

У випадку парної кiлькостi частинок [4] маємо

A0 =

n/2∏
j=1

(
1− (Ej)

2 +
(
P‖j
)2)−2

×

×
(
1 +

(
P‖n/2+1

)2)−1

. (10)

Тут енергiя, що переноситься по лiнiї з номером j
(рис. 3), така:

Ej =
n/2∑
k=j

ch (yk), (11)

якщо j = 1, 2, . . . , n/2, i En/2 = 0, а поздовжня ком-
понента iмпульсу

P‖j = P1‖ − P3‖ −
j−1∑
k=1

sh (yk) (12)

для j = 2, 3, . . . , n/2 + 1, i P‖1 = P1‖−P3‖. При цьому
введено позначення

P1‖ =
√

(s/4)−M2, (13)

символом P3‖ позначено вираз

P3‖ =

√(√
s

2
− E1

)2

−M2, (14)

що утворюється з (4) при урахуваннi всiх властиво-
стей симетрiї (зауважимо, що з цих властивостей ви-
пливає, що P s

‖ = 0, i тому P3‖ = P a
‖ ). Звернемо увагу

на рiзницю змiсту позначень P1‖ i P‖1. Перше з них

позначає паралельну осi зiткнення (рис. 2) компонен-
ту iмпульсу первинної частинки 1, а друге – паралель-
ну компоненту iмпульсу, що переноситься уздовж вiр-
туальної лiнiї 1 на рис. 3.

У випадку непарної кiлькостi частинок маємо

A0 =
(n+1)/2∏

j=1

(
1− (Ej)

2 +
(
P‖j
)2)−2

, (15)

де

Ej = (1/2) +
(n−1)/2∑

k=j

ch (yk) (16)

для j = 1, 2, . . . , n − 1; E(n+1)/2 = 1/2; P‖j для
j = 1, 2, . . . , (n+ 1)/2 визначаються тими ж спiв-
вiдношеннями (12), що й у випадку непарної кiлько-
стi частинок. При цьому P1‖ i P3‖ виражаються тими
самими спiввiдношеннями (13) i (14), що й у випад-
ку парної кiлькостi частинок, але з E1, що визнача-
ється спiввiдношенням (16). Враховуючи те, що всi
обчислення аналогiчнi для випадкiв парної i непарної
кiлькостi вторинних частинок, розглянемо докладно
тiльки випадок парних n, а для випадку непарних
лише наведемо вiдповiднi результати.

Оскiльки функцiя (10) є добутком додатних дро-
бiв, зручно шукати точку максимуму не її, а її лога-
рифма, який позначимо як L(n, y1, y2, . . . , y(n/2)). Тодi
система рiвнянь для знаходження стацiонарної точки
функцiї L може бути наведена у виглядi (введемо по-
значення Zj = 1− (Ej)

2 +
(
P‖j
)2):

∂L

∂y1
=

∂L

∂E1
sh (y1)+4ch (y1)

n/2∑
j=2

P‖1 (E1)−
j−1∑
k=1

sh (yk)

Zj
+

+2ch (y1)
P‖1 (E1)−

n/2∑
k=1

sh (yk)

Z(n/2)+1
= 0, (17)

∂L

∂yl
=

∂L

∂E1
sh (yl) + 4sh (yl)

l∑
j=2

n/2∑
k=j

ch (yk)

Zj
+

+4ch (yl)
n/2∑

j=l+1

P‖1 (E1)−
j−1∑
k=1

sh (yk)

Zj
+
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+2ch (yl)
P‖1 (E1)−

n/2∑
k=1

ch(yk)

Z(n/2) + 1
= 0,

l = 2, 3, . . . , (n/2)− 1, (18)

∂L

∂yn/2
=
∂L

∂E
sh
(
yn/2

)
+ 4sh

(
yn/2

) n/2∑
j=2

n/2∑
k=j

ch (yk)

Zj
+

+2ch
(
yn/2

) P‖1 (E1)−
n/2∑
k=1

sh (yk)

Z(n/2)+1
= 0. (19)

Для подальшого спрощення системи рiвнянь (17)–
(19) можна використати такi мiркування. Внаслi-
док вiд’ємностi вiртуальностей (kj)

2 i виразу (9) ви-
дно, що всi фейнманiвськi знаменники Zj є бiльши-
ми за одиницю. Крiм того, всi цi знаменники вхо-
дять до системи (17)–(19) у виглядi 1/Zj . Але фун-
кцiя f (x) = 1/x при x > 1 має малу похiдну, тобто
змiнюється повiльно. Це дозволяє використати для
розв’язку системи рiвнянь (17)–(19) наближення, в
якому всi величини 1/Zj , що входять до цiєї системи
рiвнянь, покладаються рiвними мiж собою. До того
ж, при граничному значеннi

√
s = 2M + n маємо∣∣∣(kj)

2
∣∣∣ = n (j − 1)+(j − 1)2 +Mn. Коли n немалi, ця

величина набуває великих значень, тому для не ду-
же великих енергiй маємо спiввiдношення Zj � 1, що
ще бiльше сприяє використанню наближення рiвних
1/Zj . Числовий розрахунок показує, що це наближе-
ння можна застосовувати i при великих енергiях, бо
вiртуальностi стають малими i осi Zj близькими до 1,
внаслiдок чого, знов 1/Zj приблизно рiвнi.

У роботi [4] показано, що в цьому наближеннi рiв-
них 1/Zj система трансцендентних рiвнянь (17)–(19)
може бути розв’язана аналiтично, i цей розв’язок має
такий вигляд. Якщо позначити значення бистрот, що
утворюють розв’язок y

(0)
1 , y

(0)
2 , · · · , y(0)

n/2, то всi цi би-

строти виражаються через y(0)
n/2 спiввiдношенням

y
(0)
k =

(
2
(n

2
− k
)

+ 1
)
y
(0)
n/2, k = 1, 2, . . . , n. (20)

З аналогiчних мiркувань для непарної кiлькостi ча-
стинок отримуємо [4]:

y
(0)
k =

(
n− 1

2
− k + 1

)
y
(0)
(n−1)/2, k = 1, 2, . . . , n. (21)

Величини y
(0)
n/2 в (20) i y(0)

(n−1)/2 в (21) можуть бути
вираженi через розв’язок Δy трансцендентного рiв-
няння
√
s

2
− sh ((n/2) Δy)

2sh ((1/2) Δy)
= Mch

(
n+ 1

2
Δy
)
. (22)

При цьому y(0)
n/2 = Δy/2, а y(0)

(n−1)/2 = Δy.
Звернемо увагу ще на те, що у спiввiдношеннях (20)

i (21) враховано властивостi симетрiї значень бистрот
у точцi максимуму, тому цi формули виражають зна-
чення бистрот не тiльки для вершин, розташованих
вище осi симетрiї, а для всiх вершин дiаграми на
рис. 3.

Поблизу порога утворення n частинок розв’язок
рiвняння (22) має вигляд

Δy =
2

n+ 1
acosh

(√
s− n
2M

)
. (23)

З (23) видно, що величина Δy має порогову точку
розгалуження при

√
s = 2M + n. Якщо методом Ла-

пласа розрахувати внесок непружного процесу, що
розглядається, в уявну частину амплiтуди пружного
розсiяння, то через Δy ця порогова точка розгалу-
ження увiйде до виразу для цiєї амплiтуди пружного
розсiяння, як того вимагає умова унiтарностi. Заува-
жимо, що якщо внесок мультипериферичних дiаграм
в уявну частину амплiтуди пружного розсiяння роз-
раховувати звичними методами, тобто без використа-
ння методу Лапласа [7, 8], то отримаємо залежнiсть
характерну для реджiонної теорiї, яка не мiстить по-
дiбних точок розгалуження.

Для знаходження величини Δy для енергiй не
близьких до порогової, зауважимо таке. Величина
(sh ((n/2) Δy))/sh ((1/2) Δy), що входить до (22), має
змiст повної енергiї, яка виноситься вторинними ча-
стинками. Величина 2Mch (((n+ 1)/2) Δy) є енер-
гiєю, що виноситься частинками P3 i P4. Як видно з
цих виразiв, при немалих енергiях (i, вiдповiдно, Δy)
основна доля енергiї уноситься саме частинками P3 i
P4. Це означає, що бистрота ((n+ 1)/2) Δy частинки
P3 повинна мало вiдрiзнятися вiд бистроти (позначи-
мо її Y ∗) первинної частинки P1. Тодi, якщо ввести
замiсть Δy нову змiнну

δy = Y ∗ − (n+ 1) (Δy/2) , (24)

то для розв’язку трансцендентного рiвняння (22) мо-
жна використати її малiсть. Це приводить до такого
приблизного результату:

δy ≈

(
M

((√
s

M

)2/(n+1)

− 1

))−1

. (25)

1156 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2011. Т. 56, №11



МЕТОД ЛАПЛАСА ДЛЯ ОПИСУ НЕПРУЖНОГО РОЗСIЯННЯ АДРОНIВ

Рис. 5. Наближений розв’язок (25) (пунктир) i результат чи-
слового розв’язку рiвняння (22) (суцiльна лiнiя) при n = 10

Те, що наближення (25) є задовiльним, видно з рис.
5, де наведено його порiвняння з результатом “точно-
го” числового розв’язку рiвняння (22).

Усi наведенi результати щодо iснування максимуму
амплiтуди розсiяння та його властивостей чисельно
перевiрено в [4]. Крiм того, в [5] на пiдставi результа-
тiв чисельних розрахункiв показано, що максимум є
достатньо “гострим”, щоб можна було застосовувати
метод Лапласа.

За допомогою наведених результатiв можна про-
демонструвати найбiльш важливу властивiсть точки
максимуму мультипериферичної моделi. Ця власти-
вiсть полягає в тому, що розрахованi при значеннях
змiнних, що вiдповiдають точцi максимуму, абсолю-
тнi величини вiртуальностей |(kl)2| спадають зi зро-
станням енергiї

√
s. Як показує числовий розрахунок

[4], абсолютнi величини вiртуальностей зростають вiд
мiнiмального значення (будемо його позначати vmin),
що досягається на 1 та n+ 1 лiнiях дiаграми, наведе-
ної на рис. 3, до максимального значення (vmax), що
досягається на лiнiї, яка перетинається вiссю симетрiї
у випадку парної кiлькостi частинок (рис. 4,а) або на
двох лiнiях, що дотикаються осi на рис. 4,б, у випад-
ку непарної кiлькостi частинок. Розрахунок величин
vmin i vmax з урахуванням (20) або (21), а також (24)
i (25) приводить до таких наближених результатiв:

vmin =

((√
s

M

)2/(n+1)

− 1

)−2

,

vmax =

((√
s

M

)1/(n+1)

−
(√

s

M

)−1/(n+1)
)−2

. (26)

Спадання абсолютних величин вiртуальностей з
енергiєю, яке видно зi спiввiдношень (26), пiдтвер-

Рис. 6. Залежнiсть вiд
√
s абсолютних величин вiртуальностей,

розрахованих у точцi максимуму для n = 20. Показанi лише
вiртуальностi лiнiй, розташованих вище осi симетрiї дiаграми,
оскiльки вiртуальностi симетричних лiнiй однаковi. Де лiнiя 1
вiдповiдає енергiї

√
s = 5 ГеВ, 2 –

√
s = 7 ГеВ, 3 –

√
s = 9 ГеВ,

4 –
√
s = 10 ГеВ, 5 –

√
s = 11 ГеВ, 6 –

√
s = 15 ГеВ, 7 –

√
s = 30

ГеВ, 8 –
√
s = 60 ГеВ, 9 –

√
s = 200 ГеВ, 10 –

√
s = 546 ГеВ,

11 –
√
s = 900 ГеВ

джується результатами чисельного розрахунку, якi
наведенi на рис. 6.

Це зменшення вiдповiдає новому механiзму зроста-
ння перерiзiв розсiяння, який не враховувався при по-
переднiх розрахунках в мультипериферичнiй моделi.
Дiйсно, як видно iз (9), зменшення абсолютних вели-
чин вiртуальностей приведе до зростання значення
амплiтуди розсiяння у точцi максимуму зi зростан-
ням

√
s. Враховуючи наведену вище iдею методу Ла-

пласа, бачимо, що квадрат модуля значення амплiту-
ди в точцi максимуму, який зростає, увiйде як мно-
жник у вираз для парцiального перерiзу розсiяння з
утворенням певної кiлькостi вторинних частинок. То-
дi, складаючи парцiальнi перерiзи, можемо отримати
i повний перерiз, який зростає iз енергiєю як того ви-
магають експериментальнi данi.

Але при перевiрцi цього, ми стикаємося з необхi-
днiстю врахування iнтерференцiйних внескiв [9]. Цi
внески походять вiд того, що амплiтуда розсiяння в
межах мультипериферичної моделi подана не лише
дiаграмою, зображеною на рис. 3, а сумою n! дiаграм
такого типу з усiма можливими порядками приєдна-
ння лiнiй вторинних частинок до дiаграми. Вiдповiд-
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Рис. 7. Залежнiсть σΣ

(√
s
)

вiд енергiї при значеннях пiдгiнної
константи Λ = 5, 475 в iнтервалi енергiй

√
s = 7–25 ГеВ (а) i√

s = 1–100 ГеВ (б ). Значення пiдгiнної константи вибиралося
так, щоб точка мiнiмуму перерiзу приблизно збiгалася з тiєю,
що спостерiгається в експериментi для протон-протонного роз-
сiяння

но при розрахунку квадрата модуля цiєї амплiтуди
отримаємо велику кiлькiсть “перехресних” (iнтерфе-
ренцiйних) доданкiв. Iнтеграли вiд них становлять
додатнi внески в парцiальний перерiз, якi внаслiдок
їх величезної кiлькостi не можуть не враховуватися,
бо, як показано у [5], внесок вiд квадрата модуля однi-
єї лише дiаграми, наведеної на рис. 3, становить ду-
же малу долю сумарного парцiального перерiзу. Як
показує числовий розрахунок, починаючи вiд поро-
га утворення n частинок, iснує достатньо широкий
iнтервал енергiй, за яких власнi значення матрицi
других похiдних вiд логарифма амплiтуди розсiяння
по бистротах можна вважати близькими мiж собою.
Для таких енергiй у [9] запропоновано приблизний
метод врахування iнтерференцiйних внескiв у парцi-
альнi перерiзи.

Якщо розрахувати парцiальнi перерiзи, то можна
розглянути величину

σΣ

(√
s
)

=
nmax∑
n=1

Λnσ′n
(√
s
)
, (27)

де σ′n (
√
s) визначене у спiввiдношеннi (8) i введено

позначення

Λ =
λ2

2 (2π)3
(28)

для безрозмiрної константи зв’язку, яка розглядає-
ться як пiдгiнний параметр. Крiм того, через nmax

позначено максимальну кiлькiсть вторинних части-
нок, утворення яких дозволено законом збереження
енергiї. Величина σΣ (

√
s) є аналогом повного пере-

рiзу розсiяння в моделi, що розглядається. Як видно
з рис. 7, можна задати значення пiдгiнної константи
Λ таким, що залежнiсть цiєї величини вiд енергiї

√
s

буде мати вигляд аналогiчний тому, який спостерiга-
ється в експериментi для повного перерiзу розсiяння
адронiв на адронах (рис. 7). На жаль, поки що можна
казати лише про якiсний збiг з результатами експе-
рименту. Для досягнення кiлькiсного збiгу потрiбно
розглянути, мабуть, бiльш реалiстичну модель, нiж
модель взаємодiї двох дiйсних скалярних полiв.

Тим не менш, можна зробити висновок, що ме-
ханiзм зменшення вiртуальностей, який зберiгатиме-
ться i в бiльш складних моделях, дiйсно може претен-
дувати на роль механiзму, вiдповiдального за зроста-
ння повного перерiзу зi зростанням енергiї, яке спо-
стерiгається в експериментi.

Виникає питання, чи узгоджується це зростання iз
обмеженням Фруассара [10]. Як видно зi спiввiдно-
шень (26) i рис. 6, механiзм зменшення вiртуально-
стей iз зростанням енергiї “вимикається”. Iз спiввiд-
ношень (26) випливає, що це вiдбувається за умови
√
s�M exp ((n+ 1) asinh (1/2)) . (29)

При цьому вираз для парцiально-
го перерiзу мiстить множник [5, 9]:(
√
s
√

s
4 −M2

(
EP

2

)√(
EP

2

)2 −M2

)−1

, де EP ви-

значається спiввiдношенням (4) при нульових
поперечних iмпульсах i бистротах (20) або (21). При
великих енергiях цей множник поводиться як s−2, i
згiдно з (29) в точцi максимуму залежностi σ′n (

√
s)

для рiзних n вiн мiстить у знаменнику величину
≈ exp (4 (n+ 1) asinh (1/2)). Таким чином, якщо
пiдгiнна константа приблизно задовольняє умову

ln (Λ) < 4asinh (1/2) , (30)

значення величин Λnσ′n (
√
s) в точках їх максимумiв

будуть спадати зi зростанням n. Тодi при достатньо
великих енергiях доданки з великими n будуть да-
вати малий внесок у суму (27), а доданки з малими
n будуть спадати за рахунок “вимикання” механiзму
зменшення вiртуальностей. У такому випадку сумар-
ний перерiз (27) повинен мати асимптотику, що змен-
шується з енергiєю.

Як доказ, можемо навести результати, показанi на
рис. 8, з яких можна зробити висновок, що зростання
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Рис. 8. Розрахованi величини (27) в iнтервалi енергiй
√
s = 10–

1800 ГеВ з урахуванням iнтерференцiйних внескiв методом [9]
для рiзних значень пiдгiнної константи Λ = exp

(
3, 9asinh

(
1
2

))
(а), Λ = exp

(
4, 1asinh

(
1
2

))
(б,в) i вiдношення σΣ

(√
s
)
/(ln (s))2,

збiг якого зi зростанням енергiї
√
s (в) пiдтверджує виконання

обмеження Фруассара

сумарного перерiзу за рахунок зменшення вiртуаль-
ностей може бути узгоджено з обмеженням Фруасса-
ра.

Таким чином, розглядаючи мультипериферичну
модель за допомогою методу Лапласа, ми отримали
результати, якi суттєво вiдрiзняються вiд тих, що бу-
ли отриманi в межах тiєї ж моделi iншими методами
[6–8]. Тому природно проаналiзувати причини такої
рiзницi. Основна причина полягає в тому, що тi на-
ближення, якi робилися щоб зробити багатовимiрний
iнтеграл (1) придатним для обчислень, повнiстю ви-
ключали залежнiсть пiдiнтегрального виразу вiд по-
здовжнiх вiдносно осi зiткнення компонент iмпульсiв

Рис. 9. Дiаграма непружного розсiяння з довiльними блоками
утворення вторинних частинок (а), та її окремий блок (б ). За-
штрихований блок позначає довiльну дiаграму з вiдповiдною
кiлькiстю зовнiшнiх лiнiй. Блоки можуть бути однаковими чи
рiзними мiж собою, що позначається рiзною штриховкою

вторинних частинок у системi центра мас. Але, як ми
бачили, ця залежнiсть суттєва, бо вона не зводиться
до константи, а має максимум. Крiм того, зростання
величини цього максимуму з енергiєю

√
s є наслiдком

залежностi амплiтуди розсiяння вiд бистрот, i його,
звичайно, неможливо виявити, якщо знехтувати цi-
єю залежнiстю.

Розглянемо далi деякi iншi типи дiаграм, для яких
можна застосувати метод Лапласа.

4. Деякi типи дiаграм, що допускають
застосування методу Лапласа

Розглянемо дiаграму типу, показаного на рис. 9,а, i
окремий блок такої дiаграми, рис. 9,б.

Далi ми розглянемо приклади таких окремих бло-
кiв (рис. 9,б ), яким вiдповiдають аналiтичнi вира-
зи, що мають таку властивiсть. Максимальне значе-
ння модуля такого виразу досягається не при певних
значеннях чотириiмпульсiв pi1 , pi2 , . . . , pib

, а лише за
умови рiвностi всiх цих чотириiмпульсiв мiж собою.
У той самий час, у вираз для решти дiаграми цi чо-
тириiмпульси входять лише у виглядi

∑b
j=1 pij

, то-
му умова максимуму цього виразу фiксуватиме лише
значення цiєї суми. Таким чином, при одних i тих
самих значеннях чотириiмпульсiв pi1 , pi2 , . . . , pib

мо-
жливо задовольнити умову максимуму i для блоку, i
для решти дiаграми.

Найпростiшими прикладами блокiв, для яких умо-
вою максимуму є рiвнiсть всiх чотириiмпульсiв вто-
ринних частинок, що приєднуються до блоку, є блоки
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Рис. 10. Варiанти блокiв без петель для випадку п’яти части-
нок, що приєднуються до блоку

дiаграм, що не мiстять петель. Наприклад, для блоку
без петель з п’ятьма частинками, що приєднуються
до нього маємо три варiанти таких дiаграм (рис. 10).

Кожнiй внутрiшнiй лiнiї блоку без петель вiдпо-
вiдає множник типу 1/1

(
1− (

∑
pi)

2 − iε
)
, де кiль-

кiсть доданкiв у сумi
∑
pi не менша 2. Тому цi мно-

жники не приводять до полюсiв в областi iнтегру-
вання, i параметр ε може бути наближеним до ну-
ля ще до всiх подальших розрахункiв (при цьому∣∣∣1/(1− (

∑
pi)

2
)∣∣∣ = 1/

(
(
∑
pi)

2 − 1
)
). Звiдси видно,

що кожний такий множник досягає максимального
значення за умови мiнiмальностi величин (

∑
pi)

2
,

яка має сенс квадрата сумарної енергiї тих части-
нок, чиї чотириiмпульси входять до суми в системi
їх центра мас. Але ця енергiя буде мiнiмальною, коли
всi iмпульси частинок у системi центра мас дорiвню-
ють нулю. Таким чином, мiнiмальне значення лоренц-
iнварiанту (

∑
pi)

2 досягається при рiвних значеннях
всiх чотириiмпульсiв, що входять до суми.

Зауважимо, що у скалярнiй теорiї, яку ми роз-
глядаємо, кожному блоку вiдповiдає деяка скаляр-
на функцiя вiд чотириiмпульсiв вторинних частинок,
що приєднуються до блоку. Внаслiдок доведеної вла-
стивостi, при пошуку максимуму модуля амплiтуди
розсiяння, що вiдповiдає всiй дiаграмi, цю функцiю
можна замiнити на звуження, яке можна отримати,
покладаючи всi чотириiмпульси рiвними одному й то-
му ж значенню p. Але скалярна функцiя вiд одного
чотиривектора p може бути лише функцiєю вiд p2 = 1
– тобто константою. Тому пiсля переходу до розгля-
нутого звуження подальша максимiзацiя проводиться
аналогiчно до розглянутого ранiше випадку мульти-
периферичної дiаграми на рис. 3.

Той факт, що дiаграми з безпетлевими блоками, як
i мультипериферичнi дiаграми на рис. 3 мають то-
чку умовного максимуму, а також те, що обидва ти-
пи дiаграм з утворенням однакової кiлькостi вторин-
них частинок мають однаковий порядок по константi
зв’язку, дозволяє порiвняти значення модулiв вiдпо-
вiдних амплiтуд у точцi максимуму (рис. 11). Як ба-

Рис. 11. Залежнiсть вiд
√
s логарифма модуля амплiтуди роз-

сiяння в точцi максимуму
∣∣A(0)

∣∣ для рiзних типiв дiаграм

чимо, iснує достатньо широкий iнтервал енергiй
√
s,

поблизу до порога утворення певної кiлькостi вто-
ринних частинок, де внесок вiд дiаграм з безпетле-
вими блоками буде бiльш суттєвим, нiж внесок про-
стих мультипериферичних дiаграм. Враховуючи те,
що при будь-якiй енергiї знайдуться такi множинно-
стi n вторинних частинок, для яких ми будемо знахо-
дитись достатньо близько до порога, робимо висновок
про необхiднiсть врахування дiаграм з безпетлевими
блоками.

У розглянутих вище дiаграмах всi фейнманiвськi
знаменники є за модулем бiльшi за одиницю. Тому, як
видно з наведених результатiв, значення безрозмiрної
амплiтуди розсiяння в точках максимуму є малими.
Це наводить на думку спробувати розглянути дiагра-
ми з петлями, в яких вирази, що вiдповiдають лiнi-
ям, мають полюси. Такi нескiнченностi, що iнтегрую-
ться, можуть приводити до бiльших значень амплiту-
ди розсiяння. З метою отримання таких дiаграм роз-
глянемо систему трьох взаємодiючих скалярних полiв
з лагранжiаном:

L̃ =
1
2
(
gabΦ,aΦ,b −M2Φ2

)
+

1
2
(
gabϕ,aϕ,b −m2ϕ2

)
+

+
1
2
gabχ,aχ,b + gΦ2χ+ λχ2ϕ+ λ1χ

3 + λ2χ
4, (31)

де λ1 i λ2 – вiдповiднi константи зв’язку, обезрозмi-
ренi на масу m. Тобто тепер поля Φ i ϕ, якi мають
той самий сенс як i ранiше, взаємодiють вже не без-
посередньо, а через безмасове скалярне поле χ, яке
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розглядається як скалярний аналог глюонiв. У теорiї
з лагранжiаном (31) виникають дiаграми типу пока-
заних на рис. 12.

Зауважимо, що коли на якiйсь iз петель (рис. 12)
утворюється одна вторинна частинка, iнтеграл по та-
кiй петлi мiстить розбiжнiсть, яку можна усунути пе-
ренормуванням константи λ в лагранжiанi (31), тодi
скiнчена частина iнтеграла, що вiдповiдає петлi, до-
статньо легко обчислюється. Тому далi будемо роз-
глядати петлi з утворенням бiльше однiєї частинки.
Доведемо, що модуль аналiтичного виразу, який вiд-
повiдає кожнiй петлi на дiаграмi рис. 12 досягає ма-
ксимального значення за умови рiвних чотириiмпуль-
сiв всiх вторинних частинок, що приєднуються до пе-
тлi.

Аналiтичний вираз, що вiдповiдає однiй петлi на
рис. 12, має вигляд

A = (−1)b+1
∫
d4q

(
q2 + iε

)−1×

×
b∏

j=1

(q − j∑
k=1

pk

)2

+ iε

−1

. (32)

Тут кiлькiсть частинок, що приєднуються до петлi,
позначено через b, а їх чотириiмпульси для зручно-
стi нумеруються незалежно вiд iнших чотириiмпуль-
сiв частинок на дiаграмi (тобто p1, p2, . . . , pb).

Пiсля застосування до iнтеграла (32) тотожностi
Фейнмана [11], його можна записати як

A = i (−1)b−1 (b− 2)!π2×

×
1∫

0

dz1

z1∫
0

dz2 . . .

zb−1∫
0

dzb
1

(d+ iε)b−1
, (33)

де введено позначення

d =
b∑

i=1

zi (1− zi) + 2
b−1∑
i=1

b∑
j=i+1

zj (1− zi) (pipj). (34)

З областi iнтегрування в (33) видно, що на цiй обла-
стi всi вирази zj (1− zi) невiд’ємнi. Тому мiнiмум мо-
дуля знаменника d досягається при мiнiмально мо-
жливих значеннях всiх скалярних добуткiв (pipj). Це
реалiзується за умови рiвностi всiх цих чотириiмпуль-
сiв. Таким чином, для подальшого розгляду максимi-
зацiї модуля виразу, що вiдповiдає дiаграмi на рис. 12,

Рис. 12. Дiаграма з петлями. Хвилястi лiнiї вiдповiдають по-
лю χ. Кiлькiсть петель позначено через l, кiлькiсть вторин-
них частинок, що приєднуються до кожної петлi, позначено
b1, b2, . . . , bl вiдповiдно

вираз для кожної петлi можна замiнити його звуже-
нням на множину однакових чотириiмпульсiв. Обчи-
слення iнтеграла (32) при довiльних чотириiмпульсах
вторинних частинок було б дуже складним завдан-
ням. Однак, для вказаного звуження завдання спро-
щується настiльки, що iнтеграл можна розрахувати
аналiтично. Позначаючи значення iнтеграла (32) для
рiвних чотириiмпульсiв p1 = p2 = . . . = pb через A0,
отримуємо

A0 = π3

(
(−1)

(b− 2)! (b− 2)!b
+ (−1)b−1

I1 (b, j) +

+
b−2∑
f=2

(−1)b−f
I2 (b, j, f)

)
,

I1 (b, j) =
1

(b− 1)!b!
+

+
b−1∑
j=2

1
j! (b− j)! (b− j + 1)! (j − 1)!

,

I2 (b, j, f) = f

(
1

(b− f)!b! (f − 1)!
+

+
b−1∑

j=f+1

1
j! (b− j)!

1
(f + b− j)! (j − f)!

)
. (35)
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Рис. 13. Логарифми модулiв значень амплiтуди розсiяння в то-
чках максимуму для дiаграм з однiєю петлею на рис. 12 (су-
цiльна лiнiя) i на рис. 3 (пунктир) для n = 8

У теорiї з лагранжiаном (31) також виникають
мультипериферичнi дiаграми типу, наведеного на
рис. 3, але iз замiною вертикальних лiнiй на хвиля-
стi лiнiї поля χ. Цi дiаграми i дiаграми на рис. 12
мають рiзний порядок по константi зв’язку. Однак,
якщо розглянути дiаграму типу, показаного на рис.
12, з однiєю петлею, то вона буде мiстити лише одну
“зайву” вершину у порiвняннi з дiаграмою на рис. 3 з
тiєю ж кiлькiстю частинок. Ми збираємось порiвняти
логарифми модулiв амплiтуд розсiяння, що вiдповiд-
ають цим дiаграмам. Враховуючи те, що при будь-
якому “розумному” значеннi константи зв’язку лога-
рифм цiєї константи буде величиною порядку декiль-
кох одиниць, ми все ж наводимо на рис. 13 вiдповiдне
порiвняння для випадку дiаграм з утворенням восьми
вторинних частинок.

З наведених на рис. 13 результатiв бачимо, що при
малих енергiях домiнування внеску дiаграм з петлею
настiльки суттєве, що на нього не може вплинути
будь-яке “розумне” значення константи зв’язку.

Таким чином, застосування методу Лапласа, з
одного боку, дозволяє розширити коло дiаграм непру-
жного розсiяння, доступних для розрахункiв, а з iн-
шого – показує, що поряд з мультипериферичними дi-
аграмами розгляд iнших типiв дiаграм є необхiдним.

З метою розгляду простого скалярного аналогу
утворення адронiв iз кваркiв розглянемо модель з ла-
гранжiаном:

L̃ =
1
2
(
gabΦ,aΦ,b −M2Φ2

)
+

1
2
(
gabϕ,aϕ,b −m2ϕ2

)
+

+
1
2
(
gabξ,aξ,b −m2

qξ
2
)

+ gΦ2ϕ+ λξ2ϕ, (36)

де mq – маса 0, 338 ГеВ, обезрозмiрена на масу пiо-
на m. Така маса приблизно дорiвнює середнiй масi

Рис. 14. Дiаграма з чотирикутними вершинами (а) замiсть про-
стих вершин на рис. 3 та її чотирикутний блок (б )

легких кваркiв. У моделi з лагранжiаном (36) вини-
кають дiаграми, показанi на рис. 14,а (лiнiї поля ξ
позначено пунктиром).

Основною проблемою при максимiзацiї модуля ам-
плiтуди розсiяння, яка вiдповiдає дiаграмi на рис.
14,а, є розрахунок iнтеграла, що вiдповiдає чоти-
рикутнiй петлi на рис. 14,б. Як видно з дiагра-
ми, модуль амплiтуди розсiяння має точку макси-
муму, то цей максимум має досягатися при рiв-
них значеннях чотириiмпульсiв pa = pb = p, якi
приєднуються до кожної чотирикутної петлi. То-
му, покладаючи цi iмпульси однаковими, ми да-
лi знов можемо максимiзувати отримане таким чи-
ном звуження амплiтуди розсiяння. Це суттєво спро-
щує розрахунок iнтеграла, який вiдповiдає петлi на
рис. 14,б. Пiсля цього спрощення iнтеграл по чо-
тирикутнiй петлi може бути перетворено до одно-
кратного iнтеграла. Вираз для цього iнтеграла є
дуже громiздким i тому тут не доводиться. Але
вiн виявляється цiлком придатним для подальшої
числової максимiзацiї модулiв амплiтуд розсiяння,
що вiдповiдають дiаграмам типу, зображеного на
рис. 14,а, з невеликою кiлькiстю чотирикутних пе-
тель.

Значення бистрот в точцi максимуму для дiагра-
ми з чотирма чотирикутними вершинами наведено на
рис. 15. З наведеного там порiвняння з максимiзацiєю
аналогiчної дiаграми з простими вершинами видно,
що замiна константи, що вiдповiдає простiй вершинi,
на складний вираз, що вiдповiдає чотирикутнiй вер-
шиннiй дiаграмi на рис. 14,б, мало змiнює результат
максимiзацiї. При цьому зi зростанням енергiї рiзни-
ця мiж цими результатами стає непомiтною.

1162 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2011. Т. 56, №11



МЕТОД ЛАПЛАСА ДЛЯ ОПИСУ НЕПРУЖНОГО РОЗСIЯННЯ АДРОНIВ

Рис. 15. Значення бистрот у точцi умовного максимуму модуля
амплiтуди розсiяння для дiаграми на рис. 12,а з простими i
з чотирикутними вершинами. Для зручностi точки сполученi
лiнiями: пунктирною для простих вершин i суцiльною – для
чотирикутних вершин

На рис. 16 показано результати розрахунку значень
вiртуальностей у точцi максимуму, що вiдповiдають
вертикальним лiнiям дiаграми (нумерацiю лiнiй по-
казано на рис. 14,а) при рiзних значеннях енергiї. Як
видно з рис. 16, для дiаграм з чотирикутними верши-
нами зберiгається основний механiзм зростання пере-
рiзiв, пов’язаний зi зменшенням вiртуальностей.

Однак крiм цього, випливає новий механiзм зроста-
ння, зумовлений зростанням з енергiєю модулiв зна-
чень функцiй в точцi максимуму, що вiдповiдають чо-
тирикутним вершинам (рис. 17).

Таким чином, з результатiв цього роздiлу, може-
мо зробити висновок, що iснує достатньо багато ти-

Рис. 16. Залежнiсть безрозмiрних вiртуальностей у точцi ма-
ксимуму для вертикальних лiнiй дiаграми на рис. 14,а з чо-
тирма чотирикутними вершинами вiд енергiї, де лiнiя а – вiд-
повiдає енергiї

√
s = 5 ГеВ, б –

√
s = 10 ГеВ, в –

√
s = 15

ГеВ

Рис. 17. Зростання модуля функцiї, що вiдповiдає чотирику-
тнiй вершинi рис. 14,б з енергiєю. Де лiнiя а вiдповiдає енергiї√
s = 15 ГеВ, б –

√
s = 10 ГеВ, в –

√
s = 5 ГеВ. Нумерацiя вер-

шин вiдповiдає рис. 14,а: перша вершина – та, в яку входить
перша вертикальна лiнiя на дiаграмi рис. 14,а i т.д.

пiв дiаграм, якi можуть розраховуватися методом
Лапласа. При цьому той факт, що нам не потрiбно
знати значення складних iнтегралiв при всiх значе-
ннях зовнiшнiх iмпульсiв, а лише в малiй областi
навколо точки максимуму, значно спрощує розгляд
цих iнтегралiв i дає можливiсть розглядати новi дi-
аграми, якi ранiше були недоступнi для розрахун-
кiв.
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МЕТОД ЛАПЛАСА ДЛЯ ОПИСАНИЯ НЕУПРУГОГО
РАССЕЯНИЯ АДРОНОВ И НОВЫЕ МЕХАНИЗМЫ
ВОЗРАСТАНИЯ СЕЧЕНИЙ

И.В. Шарф, А.В. Тихонов, Г.О. Сохранный, К.В. Яткин,
М.А. Делиергиев, Н.О. Подолян, В.Д. Русов

Р е з ю м е

Показано существование таких типов фейнмановских диа-
грамм, которые порождают амплитуды рассеяния, чьи модули
имеют условный максимум при условии сохранения энергии-
импульса. Это дает возможность применить метод Лапласа
для расчёта сечений, соответствующих таким амплитудам рас-
сеяния, а также выявить новые механизмы возрастания пар-
циальных и полных сечений с ростом энергии. Эти механизмы
связаны с зависимостью амплитуды рассеяния от продольных
компонент импульсов вторичных частиц в системе центра масс
первичных частиц, которые ранее не учитывались в известных
вариантах расчета мультипериферической модели. Показано,

что для простейшей мультипериферической модели, основан-
ной на скалярной теории с подгоночной константой связи, уда-
ется на качественном уровне добиться согласия рассчитанной
и экспериментальной зависимостей полного сечения от энер-
гии исходных частиц в системе центра масс. Рассмотрены дру-
гие диаграммы, также допускающие применение метода Ла-
пласа. Показано, что вклады от таких диаграмм в сечения не
менее существенны, чем от мультипериферических. Поскольку
для применения метода Лапласа достаточно знать амплитуду
рассеяния только в малой окрестности точки максимума, его
использование даёт возможность рассчитывать такие диаграм-
мы, которые ранее были недоступны для расчетов. Обсуждае-
тся применение метода Лапласа в КХД.

DESCRIPTION OF HADRON INELASTIC SCATTERING
BY THE LAPLACE METHOD AND NEW MECHANISMS
OF CROSS-SECTION GROWTH

I.V. Sharf, A.V. Tykhonov, G.O. Sokhrannyi, K.V. Yatkin,
M.A. Deliyergiyev, N.A. Podolyan, V.D. Rusov

Odesa National Polytechnical University
(1, Shevchenko Prosp., Odesa 650044, Ukraine)

S u m m a r y

It is shown that there exist some types of Feynman diagrams,

which can be calculated within the Laplace method. This allows

one to reveal new mechanism of growth of the scattering cross-

sections, which are not involved by the Regge theory due to the

neglect of the dependence of the scattering amplitude on the lon-

gitudinal components of the momenta of secondary particles in the

center-of-mass system of initial state particles. Within the mul-

tiperipheral model, the energy dependence of the total scattering

cross-section is obtained. The theoretical results coincide qualita-

tively with experimental data.
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