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У роботi описано процедуру оберненої задачi розсiяння для
знаходження розв’язкiв рiвняння Вахненка–Паркеса, якi пов’я-
зуються з неперервною частиною спектральних даних у асоцi-
йованiй спектральнiй задачi. Запропоновано особливий вигляд
сингулярної функцiї, який приводить до перiодичних розв’яз-
кiв. Вивчено взаємодiю N перiодичних хвиль. У загальному
випадку розв’язки – комплекснi функцiї. Для N = 1 та N = 2

видiлено дiйснi розв’язки.

1. Вступ

Пошук точних розв’язкiв нелiнiйних еволюцiйних
рiвнянь важливий для фiзичних та технологiчних за-
дач. Рiзнi ефективнi пiдходи розвиненi для побудо-
ви точних хвильових розв’язкiв повнiстю iнтегровних
рiвнянь. Одним iз фундаментальних прямих методiв,
безумовно, є бiлiнiйний метод Хiроти [1, 2], який має
низку переваг, що робить його практичним у викори-
станнi для знаходження багатосолiтонних розв’язкiв.
Проте, цей метод можна застосовувати для знаходже-
ння тiльки усамiтнених хвиль. У цьому сенсi метод
оберненої задачi розсiювання виявляється бiльш уза-
гальненим, хоч його використання натрапляє на певнi
труднощi [3–5].

У данiй роботi розглянуто нелiнiйне еволюцiйне
рiвняння

WXXT + (1 +WT )WX = 0. (1.1)

Воно виникло з рiвняння Вахненка [2, 6, 7, 10]:

∂

∂x

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
u+ u = 0 (1.2)

за допомогою перетворення [8, 9]

u(x, t) = U(X,T ) = WX(X,T ),

x = x0 + T +W (X,T ), t = X. (1.3)

За допомогою цих рiвнянь (1.1), (1.2) було запропо-
новано моделювати високочастотнi збурення у рела-
ксуючому середовищi [10, 11], а також низькоамплi-
туднi довгi хвилi у мiлких обертних потоках у набли-
женнi низькочастотної дисперсiї [12]. Вiдповiдно до
робiт [13–15] надалi рiвняння (1.1) цитується як рiв-
няння Вахненка–Паркеса (рВП).

Метод оберненої задачi розсiяння виявився най-
бiльш прийнятним для розв’язування задач з по-
чатковими умовами. Ранiше цей метод ми застосу-
вали, щоб здобути точнi N -солiтоннi розв’язки для
рВП [16]. У цiй роботi нами використовується метод
оберненої задачi розсiювання для вивчення перiоди-
чних розв’язкiв рВП, якi пов’язуються з неперервною
частиною спектральних даних.

2. Спектральна задача для рВП

Для того щоб використати метод оберненої задачi
розсiювання, потрiбно сформулювати зв’язану з рiв-
нянням задачу на власнi значення. У роботi [16] по-
казано, що пара рiвнянь

ψXXX + UψX − λψ = 0, (2.1)

3ψXT + (WT + 1)ψ = 0 (2.2)
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пов’язана з рВП (1.1), що тут розглядається. Вiдзна-
чимо, що обернена задача розсiювання утримує спе-
ктральне рiвняння третього порядку (2.1). Для спе-
ктрального рiвняння третього порядку обернену за-
дачу розвинули Каудрей [17] i Кауп [18]. Результа-
ти цих авторiв були запозиченi для даної задачi з
метою використання методу оберненої задачi розсiю-
вання для знаходження розв’язкiв рВП, якi зв’язанi
з неперервною частиною спектральних даних.

Дотримуючись загальної теорiї оберненої задачi
розсiювання для N спектральних рiвнянь, яка запо-
чаткована Каудреєм у роботi [17], спектральне рiвня-
ння (2.1) переписуємо у виглядi [16]:

∂

∂X
ψ = [A(ζ) + B(X, ζ)] ψ, (2.3)

де

ψ =

 ψ
ψX
ψXX

 , A =

 0 1 0
0 0 1
λ 0 0

 ,

B =

 0 0 0
0 0 0
0 −WX 0

 . (2.4)

Матриця A має власнi значення λj(ζ) та лiвi i правi
власнi вектори ṽj(ζ), vj(ζ) вiдповiдно. Для випадку,
що розглядається, маємо

λj(ζ) = ωjζ, λ3
j (ζ) = λ, vj(ζ) =

 1
λj
λ2
j

 ,

ṽj(ζ) =
(
λ2
j λj 1

)
, (2.5)

де ωj = e2πi(j−1)/3 – кубiчнi коренi з 1.
Розв’язок лiнiйного рiвняння (2.1) або еквiвалентно

системи рiвнянь (2.3) здобуто Каудреєм у [17] через
функцiї Йоста φj(X, ζ), якi мають таку асимптотичну
поведiнку:

Φj(X, ζ) := exp{−λj(ζ)X}φj(X, ζ)→ vj(ζ),

коли X → −∞. (2.6)

Змiнна T поки що вважається параметром. Пi-
знiше буде врахована T -еволюцiя спектральних да-
них. Розв’язок прямої задачi задано системою рiв-
нянь (4.5) з [17]. Оскiльки для функцiй Йоста спо-
стерiгається низка симетрiй, таких як (6.14) i (6.15)

з [17], котрi справедливi також i у нашому випадку,
то достатньо розглядати тiльки елемент φ1(X, ζ) (або
Φ1(X, ζ)). У загальному випадку необхiдно врахову-
вати як дискретний спектр, так i неперервний. Вiд-
повiдно до спiввiдношення (6.20) з [17] розв’язок рiв-
няння (2.3) подається у виглядi

Φ1(X, ζ) = 1−

−
K∑
k=1

3∑
j=2

γ
(k)
1j

exp{[λj(ζ(k)
1 )− λ1(ζ

(k)
1 )]X}

λ1(ζ
(k)
1 )− λ1(ζ)

Φ1(X,ωjζ
(k)
1 )+

+
1

2πi

∫ 3∑
j=2

Q1j(ζ ′)
exp{[λj(ζ ′)− λ1(ζ ′)]X}

ζ ′ − ζ
×

×Φ±1 (X,ωjζ ′)dζ ′. (2.7)

Рiвняння (2.7) утримує спектральнi данi, а саме K

полюсiв i величин γ
(k)
1j для дискретного спектра, а

також для неперервного спектра функцiї Q1j(ζ ′) на
всiх межах iнтегрування, де Re(λ1−λj) = 0 при j 6= 1.

Дискретний спектр вiдповiдає солiтонним розв’яз-
кам, тодi у (2.7) вибирається Q1j(ζ) ≡ 0. Як знаходи-
ти точнi N -солiтоннi розв’язки для рВП за допомо-
гою методу оберненої задачi розсiювання, описано в
роботi [16]. У наступному роздiлi вивчаються розв’яз-
ки для рВП, що випливають з неперервної частини
спектральних даних.

3. Розв’язки, якi вiдповiдають неперервнiй
частинi спектра

Тепер розглянемо тiльки неперервний спектр асоцiйо-
ваної задачi на власнi значення. У цьому випадку по-
трiбно записати γ(k)

1j ≡ 0 у рiвняннi (2.7). Для кожно-
го фiксованого j 6= 1 функцiї Q1j(ζ ′) характеризують
сингулярностi Φ1(X, ζ). Сингулярностi можуть з’яв-
лятися тiльки на межах мiж регулярними областями
на комплекснiй площинi ζ. Умова Re(λ1(ζ ′)−λj(ζ ′)) =
0 визначає такi межi [17]. Вiдповiдно до роботи [17]
ми знаходимо, що для Φ1(X, ζ) комплексна площина
ζ розбивається на чотири областi двома лiнiями:

(i) ζ ′ = ω2ξ, тут Q
(1)
12 (ζ ′) 6= 0, Q

(1)
13 (ζ ′) ≡ 0,

(ii) ζ ′ = −ω3ξ, тут Q
(2)
12 (ζ ′) ≡ 0, Q

(2)
13 (ζ ′) 6= 0,

(3.1)
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де ξ – дiйсна. Аналiз показує, що iнтегрування у (2.7)
потрiбно виконувати так, щоб змiнна ξ пробiгала вiд
−∞ до +∞. Розглянемо сингулярнi функцiї Q1j(ζ ′)
на межах, де функцiя Йоста φ1(X, ζ) стає сингуляр-
ною, у особливому виглядi (n = 1, 2, ..., N):

Q
(1)
12 (ζ ′) =

= −2πi
N∑
n=1

q
(2n−1)
12 δ(ζ ′ − ζ ′2n−1)

Q
(1)
13 (ζ ′) =

= −2πi
N∑
n=1

q
(2n−1)
13 δ(ζ ′ − ζ ′2n−1) ≡ 0


на лiнiї ζ ′ = ω2ξ,

Q
(2)
12 (ζ ′) =

= −2πi
N∑
n=1

q
(2n)
12 δ(ζ ′ − ζ ′2n) ≡ 0

Q
(2)
13 (ζ ′) =

= −2πi
N∑
n=1

q
(2n)
13 δ(ζ ′ − ζ ′2n)


на лiнiї ζ ′ = −ω3ξ.

(3.2)

Для сингулярностi (3.2) спiввiдношення (2.7) зво-
димо до вигляду

Φ1(X, ζ) = 1−

−
2N∑
l=1

3∑
j=2

q
(l)
1j

exp{[λj(ζ ′l)− λ1(ζ ′l)]X}
ζ ′l − ζ

Φ1(X,ωjζ ′l). (3.3)

Як випливає iз спiввiдношень (3.3) i (5.8) з [16]:

φ1X(X, ζ) =
i√
3
[φ1X(X,−ω2ζ)φ1(X,−ω3ζ)−

−φ1X(X,−ω3ζ)φ1(X,−ω2ζ)], (3.4)

сингулярностi у виглядi (3.2) повиннi з’являтися по-
парно ζ ′2n−1 = ω2ξn, ζ ′2n = −ω3ξn. Розглядаючи гра-
ничний перехiд ζ → ζ ′l та X → −∞, з (3.4) безпосере-
дньо випливає

q
(2n−1)
12 ω2 = q

(2n)
13 , для n = 1, 2, ..., N. (3.5)

Розвиваючи Φ1(X, ζ) в асимптотичний ряд по
λ−1

1 (ζ), можна здобути (див. (5.11) в [16]):

Φ1(X, ζ) = 1− 1
3λ1(ζ)

[W (X)−W (−∞)] +O(λ−2
1 (ζ)).

(3.6)
З iншого боку, взявши за визначення

Ψl(X) =
3∑
j=2

q
(l)
1j exp{λj(ζ ′l)X}Φ1(X,ωjζ ′l), (3.7)

можна переписати спiввiдношення (3.3) так:

Φ1(X, ζ) = 1−
2N∑
l=1

exp{−λ1(ζ ′l)X}
ζ ′l − ζ

Ψl(X). (3.8)

З (3.6) та (3.8) можна показати, що (див. також (6.38)
в [17]):

W (X)−W (−∞) = −3
2N∑
l=1

exp{−λ1(ζ ′l)X}Ψl(X) =

= 3
∂

∂X
ln(detM(X)). (3.9)

Матриця M(X) визначається так:

Mlm(X) = δlm −
3∑
j=2

q
(l)
1j

exp{[λj(ζ ′l)− λ1(ζ ′m)]X}
ζ ′m − ωjζ ′l

.

(3.10)

Зараз розглянемо T -еволюцiю спектральних
даних. Аналiзуючи розв’язок рiвняння (2.2)
при X → −∞, знаходимо, що φj(X,T, ζ) =
exp[−(3λj(ζ))−1T ]φj(X, 0, ζ). Отже, T -еволюцiю
спектральних даних задано спiввiдношеннями (для
l = 1, 2, ..., 2N):

λj(T ) = λj(0),

q
(l)
ij (T ) = q

(l)
ij (0) exp{[−(3λj(ζ ′l)

−1 + (3λ1(ζ ′l))
−1]T}.

(3.11)

Остаточний результат для розв’язку рВП, який ви-
пливає з неперервної частини спектральних даних i в
якому враховано T -еволюцiю, набуває вигляду

U(X,T ) = WX(X,T ) = 3
∂2

∂X2
ln (detM(X,T )) , (3.12)

де M(X,T ) – 2N×2N матриця з елементами

Mlm=δlm−
3∑
j=2

q
(l)
1j (0)(exp{[−(3λj(ζ ′l)

−1+(3λ1(ζ ′l))
−1]×

×T + [λj(ζ ′l)− λ1(ζ ′m)]X})/(ζ ′m − ωjζ ′l), (3.13)

причому для всiх n = 1, 2, ..., N ,
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λ1(ζ ′2n−1) = ω2ξ2n−1, λ2(ζ ′2n−1) = ω3ξ2n−1, q
(2n−1)
12 = ω2β2n−1, q

(2n−1)
13 = 0,

λ1(ζ ′2n) = −ω3ξ2n−1, λ3(ζ ′2n) = −ω2ξ2n−1, q
(2n)
12 = 0, q

(2n)
13 = ω3β2n−1.

Як буде видно з прикладiв у наступному роздiлi,
розв’язок (3.12), (3.13) утримує N частот iз неперерв-
ного спектра. Власне сингулярнiсть у виглядi (3.2)
вiдповiдальна за цi N частот. Тому розв’язок (3.12),
(3.13) будемо називати як N -модовий розв’язок для
рВП. Зрозумiло, що N -модовий розв’язок описує вза-
ємодiю N перiодичних хвиль. N -модовий розв’язок
утримує по N довiльних сталих ξi i βi. Сталi ξi – дiй-
снi величини, у той час як сталi βi у загальному мо-
жуть набувати комплексного значення.

Розв’язки, знайденi описаним методом з використа-
нням матрицi (3.13), у загальному випадку — ком-

плекснi функцiї. Оскiльки ми цiкавимося дiйсними
розв’язками, необхiдно накласти обмеження на до-
вiльнiсть вибору сталих βi. Для одно- та двомодових
розв’язкiв нам вдалося знайти такi обмеження.

4. Приклади одно- та двомодових розв’язкiв

Для знаходження одномодового розв’язку нам по-
трiбно, по-перше, пiдрахувати значення детермiнанта
матрицi M (3.13) розмiром 2×2 при N = 1. Знаходи-
мо, що для матрицi


1− iω2β1√

3ξ1
exp[−i

√
3ξ1X + (i

√
3ξ1)−1T ] −ω3β1

2ξ1
exp[2ω3ξ1X + (i

√
3ξ1)−1T

ω2β1

2ξ1
exp[−2ω2ξ1X + (i

√
3ξ1)−1T ] 1− iω3β1√

3ξ1
exp[−i

√
3ξ1X + (i

√
3ξ1)−1T ]

 (4.1)

її детермiнант задано таким спiввiдношенням:

detM(X,T ) =
[
1 + c1 exp(−i

√
3ξ1X + (i

√
3ξ1)−1T )

]2
,

c1 =
iβ1

2
√

3ξ1
. (4.2)

Отже, як вiдзначалось ранiше, сингулярнiсть у ви-
глядi (3.2) при N = 1 вiдповiдальна за одну частоту
з неперервного спектра для одномодового розв’язку.

Умова, що W набуває дiйсних значень, вимагає
обмеження на сталу β1 (якщо стала ξ1 довiльна).
Нам вдалося визначити такi обмеження, а саме, ста-
ла c1 = |c1| exp(iχ1), яка в загальному випадку може
бути комплексною величиною, повинна мати |c1| = 1,
в той час як довiльна дiйсна стала χ1 визначає поча-
тковий зсув розв’язку X1 = χ1/(

√
3ξ1) i тодi

detM(X,T ) =
[
1 + exp

(
−i
√

3ξ1(X −X1) +
T

i
√

3ξ1

)]2
.

(4.3)

Остаточний результат для однiєї моди з неперервного
спектра є розв’язок (3.9) з (4.3), а саме:

W (X,T ) =

= −3
√

3 ξ1 tan

(√
3

2
ξ1(X −X1) +

T

2
√

3ξ1

)
+ const

(4.4)

або

U(X,T ) = WX(X,T ) =

= −9
2
ξ21 cos−2

(√
3

2
ξ1(X −X1) +

T

2
√

3ξ1

)
. (4.5)

Такий самий розв’язок уже було отримано ранi-
ше iншими прямими методами, наприклад, (G′/G)-
розширеним методом [15]. Проте тiльки запис
розв’язку у виглядi (3.12), (3.13) дозволяє нам вивчи-
ти взаємодiю двох перiодичних хвиль.

Зараз розглянемо двомодовий розв’язок для рВП.
У такому випадку M(X,T ) є 4×4 матриця. Не запи-
суючи тут явний вигляд матрицi, подаємо значення
детермiнанта:

detM = (1 + q1 + q2 + bq1q2)2, (4.6)

де

qi = ci exp[−i
√

3ξiX + (i
√

3ξi)−1T ],
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ci =
iβi

2
√

3ξi
, b =

(
ξ2 − ξ1
ξ2 + ξ1

)2
ξ21 + ξ22 − ξ1ξ2
ξ21 + ξ22 + ξ1ξ2

. (4.7)

Обмежуючись дiйсними значеннями W при довiль-
них, але дiйсних сталих ξi, потрiбно знайти умови для
сталих ci = |ci| exp(iχi). Дiйснi сталi χi задають по-
чатковi зсуви розв’язкiв Xi = χi/(

√
3ξi). Докладний

аналiз показав, що умови |c1| = |c2| = 1/
√
b є доста-

тнiми, щоб величина W набувала дiйсних значень.
Таким чином, взаємодiя двох хвиль для рВП описує-
ться спiввiдношенням (3.12) з

detM =
(

1 +
1√
b
q1 +

1√
b
q2 + q1q2

)2

,

qi = exp
[
−i
√

3ξi(X −Xi) + (i
√

3ξi)−1T
]
, (4.8)

а b як в (4.7).
Потрiбно зазначити, що розв’язки, побудованi

за допомогою запропонованого методу, сингулярнi
(див. (4.5)). Все ж таки отриманi розв’язки у суку-
пностi з розвинутим методом можуть наблизити нас
до розв’язання дуже важливої проблеми, а саме – до
аналiзу утворення петлеподiбних солiтонних розв’яз-
кiв, якi притаманнi рiвнянню (1.2), а також до фiзи-
чного тлумачення таких неоднозначних розв’язкiв.

5. Висновки

Метод оберненої задачi розсiювання було запропоно-
вано для вивчення перiодичних розв’язкiв рiвняння
Вахненка–Паркеса, якi пов’язанi з неперервною
частиною спектральних даних у асоцiйованiй спе-
ктральнiй задачi. Запропонований особливий вигляд
сингулярної функцiї приводить до перiодичних
розв’язкiв, якi у загальному випадку – комплекснi
функцiї. Для N = 1 та N = 2 видiлено дiйснi
розв’язки.

Автор вдячний доктору Е.Дж. Паркесу за плiдне
обговорення i професору В.А. Даниленку за постiйну
пiдтримку.
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ОСОБЕННЫЙ ВИД СИНГУЛЯРНОЙ ФУНКЦИИ
ДЛЯ НЕПРЕРЫВНОЙ ЧАСТИ СПЕКТРАЛЬНЫХ
ДАННЫХ В МЕТОДЕ ОБРАТНОЙ
ЗАДАЧИ РАССЕИВАНИЯ

В.А. Вахненко

Р е з ю м е

В работе описана процедура обратной задачи рассеивания для
нахождения решений уравнения Вахненко–Паркеса, которые
связываются с непрерывной частью спектральных данных в
ассоциированной спектральной задаче. Предложен особый вид
сингулярной функции, который приводит к периодическим ре-
шениям. Изучено взаимодействие N периодических волн. В об-
щем случае решения – комплексные функции. Для N = 1 и
N = 2 выделены действительные решения.

SPECIAL FORM OF THE SINGULAR FUNCTION
FOR THE CONTINUOUS PART OF SPECTRAL
DATA IN THE INVERSE SCATTERING METHOD

V.O. Vakhnenko

Subbotin Institute of Geophysics, Nat. Acad. of Sci. of Ukraine
(63g, B. Khmelnytsky Str., Kyiv 01054, Ukraine;
e-mail: vakhnenko@ukr.net)

S u m m a r y

We describe a procedure for using the method of inverse scattering

transform to find the solutions of the Vakhnenko–Parkes equation
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that are associated with the continuous part of spectral data for

the spectral problem. The suggested special form of the singular

function gives rise to the periodic solutions. The interaction of N

periodic waves is studied. In the general case, the solutions are

complex functions. For N = 1 and N = 2, the real solutions are

selected.

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2012. Т. 57, №1 103


