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Роботу присвячено теоретичному вивченню критичної пове-
дiнки тривимiрних модельних систем. Виконано розрахунок
статистичної суми та вiльної енергiї однокомпонентної спiно-
вої системи з використанням негаусового розподiлу флуктуа-
цiй параметра порядку. Особливiстю запропонованого методу
розрахунку є врахування залежностi фур’є-образу потенцiалу
взаємодiї вiд хвильового вектора. Це приводить до вiдмiнно-
го вiд нуля критичного показника кореляцiйної функцiї η та
перенормування значень iнших критичних показникiв (коре-
ляцiйної довжини, сприйнятливостi тощо). Розрахунок остан-
нiх здiйснено з використанням методу ренормалiзацiйної гру-
пи на основi отриманих у роботi рекурентних спiввiдношень
мiж коефiцiєнтами розподiлiв флуктуацiй у сумiжних блочних
структурах.

1. Вступ

Основною задачею фiзики фазових переходiв є опис
спiввiдношень мiж макроскопiчними, експеримента-
льно вимiрювальними величинами, виходячи з мiкро-
скопiчних параметрiв системи i сил, що дiють мiж
частинками, з яких вона складається. Основи мiкро-
скопiчного пiдходу теорiї фазових переходiв було за-
кладено в роботах [1, 2], де суттєвим чином викори-
стано iдеї, що випливають з гiпотези подiбностi [3, 4].
Свiй подальший розвиток мiкроскопiчна теорiя фазо-
вих переходiв отримала в методi колективних змiнних
(КЗ), який в [5–7] був узагальнений на випадок спi-
нових систем. Для однокомпонентної спiнової моделi
вдалось отримати не лише значення критичних по-
казникiв теплоємностi, середнього спiнового моменту,
сприйнятливостi та iнших характеристик, а й знайти i

дослiдити поблизу температури фазового переходу Tc
явнi вирази для цих характеристик як функцiї тем-
ператури, магнiтного поля та мiкроскопiчних параме-
трiв гамiльтонiана. З методом КЗ та одержаними на
його основi деякими результатами дослiджень можна
ознайомитись в [8–12].

Теоретичний опис критичної поведiнки реальних
систем на певному етапi розрахунку зводиться до
опису фазового переходу в деякiй моделi. Метод КЗ,
основи якого стосовно тривимiрної моделi Iзинга – ба-
зової моделi фазового переходу – закладенi в 70–80-х
роках минулого столiття, постiйно вдосконалювався.
Варто зауважити, що модель Iзинга, незважаючи на
свою простоту, має, з одного боку, широку область
реалiстичних застосувань, а з iншого боку – може
розглядатися як модель, що служить своєрiдним ета-
лоном при дослiдженнi багатьох iнших моделей, зна-
чно складнiших за своєю побудовою. Розвиток методу
розрахунку основних термодинамiчних та структур-
них характеристик базової моделi фазового переходу
вiдкриває шлях до опису складнiших фiзичних си-
стем. Саме тому максимально повний розв’язок три-
вимiрної iзингоподiбної системи є ключем до опи-
су критичної поведiнки багатьох фiзичних об’єктiв.
Одновiснi магнетики, простi рiдини, бiнарнi сплави,
мiцелярнi системи – це далеко неповний перелiк об’є-
ктiв, яким притаманна iзингоподiбна поведiнка. Кри-
тична поведiнка класу унiверсальностi тривимiрної
моделi Iзинга виявлена в системах з сильними та еле-
ктрослабкими взаємодiями, що спостерiгаються у фi-
зицi високих енергiй.

У методi КЗ фазовий простiр КЗ ρk при розра-
хунку статистичної суми тривимiрної iзингоподiбної
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системи розбивається на шари {ρk}Bn+1,Bn , якi вiд-
повiдають певним значенням хвильового вектора k
(Bn+1 = Bn/s, s > 1 – параметр подiлу). Розраху-
нок статистичної суми ведеться поетапно, починаю-
чи з шарiв фазового простору КЗ, що вiдповiдають
змiнним ρk з великими значеннями хвильового векто-
ра k, i закiнчуючи ρk з k → 0. При цьому в кожному з
шарiв фур’є-образ потенцiалу взаємодiї замiнюється
його середнiм значенням. Останнє приводить до ну-
льового значення критичного показника η, який хара-
ктеризує поведiнку парної кореляцiйної функцiї при
T = Tc.

Обчислення так званого малого критичного пока-
зника η – нетривiальний процес (див., наприклад, до-
слiдження в рамках непертурбативного ренормгрупо-
вого (РГ) пiдходу [13, 14], подiбного до методу КЗ).
У данiй роботi ми розрахували термодинамiчнi хара-
ктеристики поблизу Tc з врахуванням поправки на
усереднення фур’є-образу потенцiалу, яка веде до не-
нульового значення показника η i в попереднiх дослiд-
женнях (зокрема в [15–18]) не бралась до уваги. За-
пропонована у данiй статтi на основi пiдходу КЗ ме-
тодика розрахунку термодинамiки системи завдяки
врахуванню як критичного показника кореляцiйної
функцiї, так i змiн (порiвняно з випадком η = 0) для
координат фiксованої точки, рекурентних спiввiдно-
шень (РС) i самих коефiцiєнтiв термодинамiчних ха-
рактеристик, набуває бiльш загального i повного ха-
рактеру.

2. Постановка задачi

Розглядається система N взаємодiючих частинок,
розмiщених у вузлах простої кубiчної ґратки з перi-
одом c. Стан кожної частинки визначається власним
значенням оператора z-компоненти її спiна, яке може
бути рiвним або +1 (спiн орiєнтований вверх), або −1
(вниз). Гамiльтонiан системи записується у виглядi

H = −1
2

∑
i,j

Φ(rij)sisj − h
∑
i

si, (1)

де si – оператор z-компоненти спiна в i-му вузлi,
Φ(rij) – потенцiал взаємодiї, який представляється
експоненцiйно спадною функцiєю

Φ(rij) = A exp(−rij/b). (2)

Тут A – стала, rij – вiдстань мiж i-м та j-м вузлом
ґратки, b – радiус ефективної взаємодiї. Статистична
сума моделi в представленнi КЗ ρk за вiдсутностi зов-
нiшнього магнiтного поля H (або при h = µBH = 0,

де µB – магнетон Бора) записується у виглядi

Z = 2N2(N ′−1)/2ea
′
0N
′
∫

exp

−1
2

∑
k≤B′

d′(k)ρkρ−k−

− 1
4!

(N ′)−1
∑

k1,...,k4≤B′
a′4ρk1 · · · ρk4δk1+···+k4

 (dρ)N
′
. (3)

Тут використано наближення четвiрної базисної гу-
стини мiри [8, 19], B′ = (b

√
2)−1, N ′ = Ns−3

0 (s0 =
B/B′, B = π/c – границя пiвзони Брiллюена), а для
d′(k) маємо

d′(k) = a′2 − βΦ̃(k). (4)

Величина β = 1/(kT ) – обернена температура. Для
фур’є-образу потенцiалу взаємодiї (2) використовує-
ться параболiчна апроксимацiя

Φ̃(k) =
{

Φ̃(0)(1− 2b2k2), k ≤ B′,
0, B′ < k ≤ B, (5)

яка по сутi не впливає на методику опису подiй побли-
зу точки фазового переходу. Основний внесок у тер-
модинамiчнi i структурнi функцiї походить вiд обла-
стi хвильових векторiв при k → 0. Iнтервал великих
значень k формує лише початковi значення коефiцi-
єнтiв a′0, a′2 i a′4, якi не впливають на значення кри-
тичних показникiв. В наближеннi (5) маємо

a′0 = ln
[

1√
2π

(y′)1/2e(y
′)2/4U(0, y′)

]
,

a′2 = y′U(y′), a′4 = (y′)2ϕ(y′), (6)

де y′ = 21/4
√

3π3/2(b/c)3/2, а функцiї U(y′) i ϕ(y′)
виражаються через функцiї параболiчного цилiндра
(функцiї Вебера) U(a, y′) [19]:

U(y′) = U(1, y′)/U(0, y′),
ϕ(y′) = 3U2(y′) + 2y′U(y′)− 2. (7)

Коефiцiєнти a′2l залежать вiд вiдношення радiуса дiї
потенцiалу b до сталої ґратки c. У випадку b = c отри-
муємо

a′0 = −0, 921747, a′2 = 0, 988929, a′4 = 0, 021120.

Розрахунок виразу для статистичної суми (3) ви-
конується шляхом “пошарового” iнтегрування (див.,
наприклад, [7, 8, 11]). У кожному n-му шарi КЗ ρk,
якому вiдповiдає область хвильових векторiв Bn+1 <
k ≤ Bn, здiйснюється замiна фур’є-образу Φ̃(k) на
середнє значення

Φ̃(Bn+1, Bn) = Φ̃(0)− 2Φ̃(0)b2B2
nq̄. (8)
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Тут Bn = B′s−n, а величина q̄ вiдповiдає середньому
значенню k2 на iнтервалi (1/s, 1]. При геометричному
способi усереднення, який використовується в даних
обчисленнях, маємо q̄ = 3(1 − s−5)/[5(1 − s−3)]. РС,
що виникають в процесi iнтегрування, набувають ви-
гляду [7, 19]

dn+1(Bn+2, Bn+1) = dn(Bn+1, Bn)N(xn)−Δn,

a
(n+1)
4 = a

(n)
4 s−3E(xn), (9)

де dn(Bn+1, Bn) = a
(n)
2 − βΦ̃(Bn+1, Bn), Δn = βΦ̃(0)×

×s−2n(1− s−2)q̄, а для функцiй N(xn), E(xn) маємо

N(xn) =
ynU(yn)
xnU(xn)

, E(xn) = s6
ϕ(yn)
ϕ(xn)

. (10)

Аргументи xn та yn, що входять до складу (10), ви-
значаються виразами

xn =
√

3dn(Bn+1, Bn)
(
a
(n)
4

)−1/2

,

yn = s3/2U(xn) (3/ϕ(xn))
1/2

. (11)

В окремому випадку (при xn � 1) загальнi РС (9)
зводяться до РС К. Вiльсона [20, 21]. Використання
РС (9) дає змогу дослiджувати властивостi тривимiр-
них систем у критичнiй областi.

Тепер при розрахунку статистичної суми системи
будемо брати до уваги величину

ΔΦ̃(k) = q − 2b2βΦ̃(0)k2, (12)

яка вiдповiдає вiдхиленню βΦ̃(k) вiд середнього зна-
чення βΦ̃(B1, B

′), тобто враховуватимемо поправку
на усереднення Φ̃(k). Тут q = q̄βΦ̃(0). Вважаючи в
подальшому величину ΔΦ̃(k) малою поправкою до
вiдповiдного середнього значення, дослiдимо її вплив
на критичнi властивостi системи та розвинемо метод
розрахунку вiльної енергiї системи з врахуванням за-
лежностi фур’є-образу потенцiалу Φ̃(k) вiд хвильово-
го вектора.

3. Розрахунок статистичної суми системи

Результат iнтегрування статистичної суми за КЗ ρk,
iндекси k яких потрапляють в iнтервал B1 < k ≤ B′

(B1 = B′/s), представляється у виглядi [8, 10, 22]

Z = 2N2(N1−1)/2Q0[Q(P )]N1×

×
∫

exp

−1
2

∑
k≤B1

[d′(k)− d′(B1, B
′)] ρkρ−k

×

×(1 + Δ̂g + · · · ) exp

−1
2
R2

∑
k≤B1

ρkρ−k −
1
4!

(N1)−1×

×R4

∑
k1,...,k4≤B1

ρk1 · · · ρk4δk1+···+k4

 (dρ)N1 , (13)

де N1 = N ′s−3, Q0 = [ea
′
0Q(d)]N

′
– парцiальна ста-

тистична сума нульового шару фазового простору
КЗ [19],

Q(d) = (2π)1/2 (3/a′4)
1/4

ex
2/4U(0, x),

Q(P ) = (2π)−1/2s3/4 (a′4/ϕ(x))1/4 ey
2/4U(0, y),

x = xn=0 =
√

3d′(B1, B
′)(a′4)

−1/2,

y = s3/2U(x) (3/ϕ(x))1/2 . (14)

Для R2 i R4 маємо [22]

R2 = d′(B1, B
′)N(x), R4 = a′4s

−3E(x). (15)

Функцiї N(x), E(x) означенi в (10). Оператор Δ̂g за-
дається виразом [11, 22]

Δ̂g =
1

2(2πi)2
∑
l1,l2

(N ′)−1
∑

B1<k≤B′
Δg(k)e−ik(l1−l2)×

×

{(
S4

3!

)2 1
(2πi)6

(N ′)−3
∑

k1,...,k6≤B1

∂6

∂ρk1 · · · ∂ρk6

×

× exp [−i(k1 + k2 + k3)l1 − i(k4 + k5 + k6)l2] +

+2
S4S6

3!5!
1

(2πi)8
(N ′)−4

∑
k1,...,k8≤B1

∂8

∂ρk1 · · · ∂ρk8

×

× exp [−i(k1 + k2 + k3)l1 − i(k4 + · · ·+ k8)l2] +

+
1

(2πi)10
(N ′)−5

∑
k1,...,k10≤B1

∂10

∂ρk1 · · · ∂ρk10

[
2
S4S8

3!7!
×

× exp [−i(k1 + k2 + k3)l1 − i(k4 + · · ·+ k10)l2] +

+
(
S6

5!

)2

exp [−i(k1 + · · ·+ k5)l1−

−i(k6 + · · ·+ k10)l2]
]

+ 2
S6S8

5!7!
1

(2πi)12
(N ′)−6×

×
∑

k1,...,k12≤B1

∂12

∂ρk1 · · · ∂ρk12

exp [−i(k1 + · · ·+ k5)l1−

−i(k6 + · · ·+ k12)l2] +
(
S8

7!

)2 1
(2πi)14

(N ′)−7×

×
∑

k1,...,k14≤B1

∂14

∂ρk1 · · · ∂ρk14

exp [−i(k1 + · · ·+ k7)l1−

−i(k8 + · · ·+ k14)l2] + · · ·

}
. (16)
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Тут

S2 = (2π)2
(

3
a′4

)1/2

U(x), S4 = (2π)4
3
a′4
ϕ(x), (17)

S6 = (2π)6
(

3
a′4

)3/2

ϕ1(x), S8 = (2π)8
(

3
a′4

)2

ϕ2(x),

а функцiї ϕl(x) визначаються спiввiдношеннями

ϕ(x) = 3U2(x) + 2xU(x)− 2,
ϕ1(x) = 30U3(x) + 30xU2(x) + 4(x2 − 6)U(x)− 4x,
ϕ2(x) = 630U4(x) + 840xU3(x) + 84(3x2 − 8)U2(x)+
+8x(x2 − 45)U(x)− 8x2 + 120.

Пiдсумовування за вузлами l1, l2 в (16) здiйснює-
ться для ґратки з перiодом c′ = πb

√
2, значення хви-

льового вектора змiнюються в iнтервалi [0, B′]. Роль
Δg(k) вiдiграє величина

Δg(k) =
ΔΦ̃(k)

1− S2(2π)−2ΔΦ̃(k)
. (18)

Оператор Δ̂g в (13) дiє на функцiю

I(R2, R4) = exp

−1
2
R2

∑
k≤B1

ρkρ−k −
1
4!

(N1)−1×

×R4

∑
k1,...,k4≤B1

ρk1 · · · ρk4δk1+···+k4

 , (19)

для якої в подальшому будемо обмежуватись враху-
ванням першого доданка в експонентi. Ця обставина
зв’язана з малою величиною внеску вiд R4 в порiв-
няннi з внеском вiд R2 (числовi оцiнки вiдношення
R4/(6R2

2) для рiзних значень параметра РГ s наведе-
но в роботi [22] i мають порядок 10−4).

Врахування поправки, що вноситься оператором
Δ̂g, розглядається в лiнiйному наближеннi за ΔΦ̃(k).
При цьому у виразi (16) будемо обмежуватись пер-
шим доданком, пропорцiйним до ∂6

∂ρk1 ···∂ρk6
. У вказа-

ному наближеннi маємо

Δ̂(1)
g =

1
2

∑
k1,...,k6≤B1

(
ϕ(x)
2a′4

)2
∂6

∂ρk1 · · · ∂ρk6

(N ′)−4×

×
∑

B1<k≤B′
Δg(k)

∑
l1,l2

exp [−i(k1 + k2 + k3 + k)l1−

−i(k4 + k5 + k6 − k)l2] . (20)

Коротке зауваження щодо прийняття до уваги в (16)
iнших доданкiв буде наведено нижче.

Дiя оператора (20) на функцiю (19) приводить до
результату

Δ(1)
g = −3

4

(
ϕ(x)
a′4

)2

R3
2

∑
l

I1(x̄)I2(x̄)×

×

N ′I2
1 (x̄)− 3R2I1(x̄)

∑
k≤B1

ρkρ−ke
−ikl +

3
2
R2

2s
−3×

×(N1)−1
∑

k1,...,k4≤B1

ρk1 · · · ρk4e
−i(k1+k3)lδk1+···+k4

 . (21)

Тут l = l1 − l2, x̄ = l/c′. Величини I1(x̄), I2(x̄) обчи-
слюються за допомогою переходу до сферичної зони
Брiллюена та iнтегрування за k ∈ [0, B1]:

I1(x̄) =
1
N ′

∑
k≤B1

e−ikl = δl − Y (x̄),

I2(x̄) =
1
N ′

∑
B1<k≤B′

Δg(k)e−ikl = qt(Y (x̄)−Z(x̄)). (22)

Для функцiй Y (x̄) та Z(x̄), що входять в (22), отри-
муємо

Y (x̄) =
1
N ′

∑
B1<k≤B′

e−ikl =
3

(πx̄)3

[
sin(πx̄)−

−πx̄ cos(πx̄)− sin
(πx̄
s

)
+
πx̄

s
cos
(πx̄
s

)]
,

Z(x̄) =
2βΦ̃(0)b2

q

1
N ′

∑
B1<k≤B′

k2e−ikl =

=
3

π2q̄x̄2

{
3
sin(πx̄)
πx̄

− cos(πx̄) + 6
(

cos(πx̄)
(πx̄)2

−

− sin(πx̄)
(πx̄)3

)
− s−3

[
3
sin(πx̄/s)
πx̄/s

− cos(πx̄/s)+

+6
(

cos(πx̄/s)
(πx̄/s)2

− sin(πx̄/s)
(πx̄/s)3

)]}
. (23)

Величина

t =

〈
1

1−
√

3/a′4U(x)ΔΦ̃(k)

〉
B1,B′

,

де символ 〈· · · 〉B1,B′ означає геометричне усереднен-
ня на iнтервалi (B1, B

′], визначається згiдно з фор-
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мулами

t =

√
ā′4
3

1
U(x)

t0, t0 =
3

1 + s−1 + s−2
+

3a
1− s−3

I0,

ā′4 = a′4(βΦ̃(0))−2, a = q̄ −
√
ā′4
3

1
U(x)

,

I0 =


1

2
√
a

ln
∣∣∣ (1−√a)(s−1+

√
a)

(1+
√
a)(s−1−

√
a)

∣∣∣ , a > 0,

1√
|a|

(
arctg 1√

|a|
− arctg 1√

|a|s

)
, a < 0.

(24)

Зазначимо, що видiлення символу Кронекера δl у
виразi для I1(x̄) (див. (22)) запропоноване в [8] i
є важливим елементом розрахункiв. Така процеду-
ра дає змогу видiлити iз областi хвильових векторiв
k ∈ [0, B′] ту її частину k ∈ (B1, B

′], де саме й вра-
ховується поправка на усереднення потенцiалу. Вiд-
сутнiсть цiєї процедури в [23] привела до першої не-
вдалої спроби розрахунку критичного показника η в
методi КЗ. У випадку s→ 1 маємо Y (x̄)→ 0, B1 → B′

i величина I1(x̄) переходить у символ Кронекера δl.
Повертаючись до (21), знаходимо

Δ(1)
g = −3

4
qtR3

2

(
ϕ(x)
a′4

)2
{
N ′F0 − 6R2A0×

×1
2

∑
k≤B1

ρkρ−k + 3R2B0
1
2

∑
k≤B1

(c′)2k2ρkρ−k + 3s−3×

×R2
2C0

1
2
(N1)−1

∑
k1,...,k4≤B1

ρk1 · · · ρk4δk1+···+k4

}
. (25)

Величини F0, A0, B0 та C0 задаються спiввiдношен-
нями

F0 = −
∑
x̄6=0

Y 3(x̄)(Y (x̄)−Z(x̄))ρ(x̄),

A0 =
∑
x̄ 6=0

Y 2(x̄)(Y (x̄)−Z(x̄))ρ(x̄),

B0 =
∑
x̄6=0

Y 2(x̄)(Y (x̄)−Z(x̄))x̄2ρ1(x̄),

C0 = −
∑
x̄6=0

Y (x̄)(Y (x̄)−Z(x̄))ρ(x̄). (26)

При пiдсумовуваннi в (26) враховується x̄ – вiдстань
до частинок (x̄ = 1,

√
2,
√

3, ...). До складу (26), крiм
Y (x̄) i Z(x̄), входять кiлькiсть частинок ρ(x̄), якi роз-
мiщенi у вузлах простої кубiчної ґратки на вiдстанi
x̄ вiд початку координат, а також кiлькiсть тих са-
мих частинок ρ1(x̄) =

∑
Θ ρΘ(x̄) cos2 Θ з врахуванням

їх кутового розподiлу. Через ρΘ(x̄) позначено кiль-
кiсть частинок, для яких cos2 Θ набуває однакових

значень (Θ – кут мiж вiссю Oz i напрямком на ча-
стинку). Вiдзначимо, що ρ(x̄) =

∑
Θ ρΘ(x̄). Значення

ρ(x̄), ρΘ(x̄) та ρ1(x̄) залежно вiд x̄ подано в [11, 22].
Величини F0, A0, B0, C0 отримуються в результатi
врахування поправки на усереднення i приводять до
виникнення вiдмiнного вiд нуля критичного показни-
ка кореляцiйної функцiї. Їхнi числовi оцiнки наведено
в [11] для промiжних значень параметра РГ s, близь-
ких до значення s = s∗ = 3, 5862, яке при ΔΦ̃(k) = 0
вiдповiдає рiвному нулю у фiксованiй точцi середньо-
му значенню коефiцiєнта при другому степенi змiнної
ефективної густини мiри. Саме такi s є оптимальни-
ми для даної методики розрахунку. Це зв’язано з дво-
ма обставинами. По-перше, при малих значеннях s в
системi необхiдно враховувати наявнiсть одиничного
елемента. Для його видiлення РС слiд представити у
виглядi рядiв теорiї збурень вiдносно гаусового роз-
подiлу [21,24]. По-друге, при великих значеннях s ви-
никають великi iнтервали хвильових векторiв, в яких
проводиться усереднення Φ̃(k). При цьому поправка
βΦ̃(k) − βΦ̃(Bn+1, Bn) є суттєвою i її врахування в
лiнiйному наближеннi некоректне.

Слiд пiдкреслити, що врахування наступних додан-
кiв в (16), пропорцiйних до вищих порядкiв операто-
рiв ∂/∂ρk, не приводить до змiни функцiонального
вигляду виразу для Δ(1)

g (25) (див. [11, 22]). Iншими
стають коефiцiєнти F0, A0, B0 i C0. В подальших роз-
рахунках будемо нехтувати подiбним перенормуван-
ням цих коефiцiєнтiв.

Пiсля послiдовного iнтегрування в нульовому, пер-
шому, ..., n-му шарах фазового простору КЗ приходи-
мо до такого виразу для статистичної суми системи
в лiнiйному наближеннi за ΔΦ̃(k):

Z = 2N2(Nn+1−1)/2Q̃0Q̃1 · · · Q̃n[Q(Pn)]Nn+1×

×
∫

exp

−1
2

∑
k≤Bn+1

d̃n+1(k)ρkρ−k −
1
4!

(Nn+1)−1×

×
∑

k1,...,k4≤Bn+1

ã
(n+1)
4 ρk1 · · · ρk4δk1+···+k4

 (dρ)Nn+1 . (27)

Порiвняно з результатами (див., наприклад, [8,9,11]),
одержаними ранiше без врахування поправки на усе-
реднення потенцiалу, в (27) виникають новi величини.
Зокрема,

f(xn) = −3
√

3
4
s6U(xn)

U3(yn)
yn

qntn√
ã
(n)
4

F0 (28)
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характеризує поправку до парцiальних статистичних
сум, якi тепер набувають вигляду

Q̃0 =
[
Q0e

f(x)
]N ′

, Q̃1 =
[
(3/ϕ(y))1/4 e(x

2
1+y

2)/4×

×U(0, x1)U(0, y)ef(x1)
]N1

, . . . ,

Q̃n =
[
(3/ϕ(yn−1))

1/4
e(x

2
n+y2

n−1)/4U(0, xn)×

×U(0, yn−1)ef(xn)
]Nn

. (29)

Аргументами функцiй тут виступають

xn =
√

3d̃n(Bn+1, Bn)
(
ã
(n)
4

)−1/2

,

yn−1 = s3/2U(xn−1) (3/ϕ(xn−1))
1/2

. (30)

Вираз для f(xn) (28), крiм qn = q 1+α0
s2

1+α1
s2 · · ·

· · · 1+αn−1
s2 , мiстить величину

tn =

√
ã
(n)
4

3
1

U(xn)
s2

1 + α0

s2

1 + α1
· · · s2

1 + αn−1
t
(n)
0 ×

× 1
βΦ̃(0)

, (31)

де

t
(n)
0 =

3
1 + s−1 + s−2

+
3an

1− s−3
I0.

Для I0 справедлива вiдповiдна формула iз (24), в яку
замiсть a слiд пiдставити

an = q̄ −

√
ã
(n)
4

3
1

U(xn)
s2

1 + α0

s2

1 + α1
· · · s2

1 + αn−1
×

× 1
βΦ̃(0)

. (32)

Величина

αn =
9π2

4
s6U4(yn)q̄tnB0 (33)

визначає поправку на усереднення потенцiалу в n-му
шарi фазового простору КЗ. Зазначимо, що в данiй
роботi використовуються позначення x0 ≡ x, y0 ≡ y,
q0 ≡ q, t0 ≡ t, a0 ≡ a.

Коефiцiєнти d̃n+1 та ã(n+1)
4 задовольняють такi РС:

d̃n+1(Bn+2, Bn+1) = d̃n(Bn+1, Bn)Ñ(xn)−

−q 1 + α0

s2
1 + α1

s2
· · · 1 + αn−1

s2

(
1− 1 + αn

s2

)
,

ã
(n+1)
4 = ã

(n)
4 s−3Ẽ(xn). (34)

Поправки вiд врахування внеску на усереднення по-
тенцiалу у виразах

Ñ(xn) = N(xn) (1−G(xn)A0) ,
Ẽ(xn) = E(xn) (1 +K(xn)C0) (35)

задано доданками G(xn)A0 та K(xn)C0. Тут

G(xn) =
9
√

3
2
s6
U3(yn)
yn

U(xn)
qtn√
ũn
,

K(xn) = 27
√

3s3
U5(yn)
ynϕ(yn)

U(xn)
qtn√
ũn
. (36)

В термiнах

r̃n =
s2

1 + α0

s2

1 + α1
· · · s2

1 + αn−1
d̃n(0),

ũn =
s4

(1 + α0)2
s4

(1 + α1)2
· · · s4

(1 + αn−1)2
ã
(n)
4 (37)

РС (34) набувають вигляду

r̃n+1 =
s2

1 + αn

[
(r̃n + q)Ñ(xn)− q

]
,

ũn+1 =
s

(1 + αn)2
ũnẼ(xn), (38)

а для tn (31) маємо

tn =

√
ũn
3

1
U(xn)

t
(n)
0

1
βΦ̃(0)

,

t
(n)
0 =

3
1 + s−1 + s−2

+
3an

1− s−3

1∫
1/s

dk

k2 − an
, (39)

де

an = q̄ −
√
ũn
3

1
U(xn)

1
βΦ̃(0)

. (40)

Одержанi РС (38) мiстять двi суттєвi вiдмiнностi
вiд РС [11, 25], якi мають мiсце без врахування по-
правки на ΔΦ̃(k). Перша з них полягає в специфi-
чнiй замiнi змiнних (37), що включає в себе множни-
ки (1 + α0)(1 + α1) · · · (1 + αn−1) i цим вiдрiзняється
вiд вiдповiдної замiни без врахування поправки. Дру-
га вiдмiннiсть стосується переходу спецiальних фун-
кцiй N(xn) та E(xn) (10) в Ñ(xn) та Ẽ(xn) (35). Ця
вiдмiннiсть, як буде видно далi, приводить до зсуву
координат фiксованої точки i пов’язана з поправками
до критичних показникiв термодинамiчних функцiй.
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4. Дослiдження РС

Як частковий розв’язок РС (38) мають нову фiксо-
вану точку (r̃, ũ), яка при ΔΦ̃(k) 6= 0 вiдрiзняється
вiд фiксованої точки (r(0), u(0)) [11, 25, 26] у випадку
ΔΦ̃(k) = 0. Справдi, припускаючи, що

r̃n+1 = r̃n = r̃, ũn+1 = ũn = ũ, (41)

iз другого рiвняння (38) одержуємо рiвнiсть

Ẽ(x̃) =
(1 + α(0))2

s
, (42)

з якої знаходимо величину

x̃ =
√

3(r̃ + q)(ũ)−1/2. (43)

Точнiсть розрахунку величини x̃ має вiдповiдати на-
ближенню, в якому отриманi РС (38). Тому в лiнiй-
ному наближеннi за ΔΦ̃(k) приходимо до формул

x̃=x(0) − K(x(0))C0 − 2α(0)

ψ(x(0))
, ψ(x(0))=

E′(x(0))
E(x(0))

. (44)

Тут величина x(0) є розв’язком рiвняння E(x(0)) =
s−1 i характеризує аргумент xn в фiксованiй точцi,
отриманiй без врахування залежностi фур’є-обра-
зу потенцiалу вiд хвильового вектора. Для α(0) та
K(x(0)) маємо

α(0) =
9π2

4
s6U4(y(0))q̄t(0)B0,

K(x(0)) = 27
√

3s3
U5(y(0))
y(0)ϕ(y(0))

U(x(0))
qt(0)√
u(0)

, (45)

де t(0) = tn(u(0), x(0)), а y(0) визначається виразом

y(0) = s3/2U(x(0))
(
3/ϕ(x(0))

)1/2

.

Координати фiксованої точки представимо у виглядi

r̃ = −f̃βΦ̃(0), ũ = ϕ̃(βΦ(0))2, (46)

Т а б л и ц я 1. Величина α(0) iз (45), змiщення основ-
ного аргумента xn в фiксованiй точцi Δx = x̃− x(0) та
величини f̃ i ϕ̃, якi характеризують координати фi-
ксованої точки (46) при врахуваннi поправки на усе-
реднення потенцiалу, а також власнi значення Ẽ1, Ẽ2

матрицi перетворення R̃ iз (51)

s α(0) Δx f̃ ϕ̃ Ẽ1 Ẽ2

3 0,0113 0,2551 0,3635 0,4975 6,8596 0,4109
s∗ 0,0235 0,3332 0,4308 0,6353 9,2168 0,3801
4 0,0330 0,3782 0,4709 0,7261 11,0407 0,3649
5 0,0595 0,5047 0,5143 0,8630 16,1822 0,3381

де

f̃ = q̄
Ñ(x̃)− 1

Ñ(x̃)− (1 + α(0))/s2
,

ϕ̃ = 3q̄2
[

s2 − α(0) − 1
s2ñ(x̃)− x̃(1 + α(0))

]2
. (47)

Тут введено позначення

ñ(x̃) = n(x̃)(1−G(x̃)A0),

n(x̃) =
ỹU(ỹ)
U(x̃)

,

G(x̃) =
9
√

3
2
s6
U3(ỹ)
ỹ

U(x̃)
q̄t̃√
ϕ̃
, (48)

а також t̃ = tn(ϕ̃, x̃). Для f̃ i ϕ̃ в лiнiйному наближеннi
за ΔΦ̃(k) отримуємо

f̃ = f0

{
1 +

α(0)x(0)/s2

n(x(0))− x(0)/s2
+

+
[x(0)n′(x(0))−n(x(0))]Δx−n(x(0))G(x(0))A0x

(0)

[n(x(0))− x(0)][n(x(0))− x(0)/s2]
×

×(1− s−2)
}
, (49)

ϕ̃ = ϕ0

{
1− 2α(0)/s2

1− s−2
+

+2
[−n′(x(0))+s−2]Δx+n(x(0))G(x(0))A0+x(0)α(0)/s2

n(x(0))− x(0)/s2

}
.

Величини f0, ϕ0 характеризують координати фiксо-
ваної точки без врахування залежностi Φ̃(k) вiд хви-
льового вектора [11, 19], Δx = x̃− x(0), а для n′(x(0))
та G(x(0)) вiдповiдно маємо

n′(x(0)) = n(x)
[
y′

y
+ y′

U ′(y)
U(y)

− U ′(x)
U(x)

] ∣∣∣∣
x=x(0)

y=y(0)

,

G(x(0)) =
9
√

3
2
s6
U3(y(0))
y(0)

U(x(0))
qt(0)√
u(0)

. (50)

У табл. 1 подано α(0), Δx, f̃ , ϕ̃ для деяких промiжних
значень параметра РГ s.

Здiйснимо лiнеаризацiю РС (38) в околi фiксованої
точки(
r̃n+1 − r̃
ũn+1 − ũ

)
= R̃

(
r̃n − r̃
ũn − ũ

)
(51)

та знайдемо елементи матрицi цього перетворення.
Загальнi вирази для елементiв R̃ij матрицi R̃ набува-

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2012. Т. 57, №1 89



I.Р. ЮХНОВСЬКИЙ, М.П. КОЗЛОВСЬКИЙ, I.В. ПИЛЮК

ють вигляду

R̃11 =
s2

1 + α̃
n(x̃) [T (x̃)−G(x̃)A0(Π(x̃) + T (x̃))] ,

R̃12 =
s2

1 + α̃

n(x̃)(ũ)−1/2

2
√

3
[1− x̃T (x̃) +G(x̃)x̃A0×

×(Π(x̃) + T (x̃))] ,

R̃21 =
sE(x̃)

(1 + α̃)2
(3ũ)1/2 [ψ(x̃) +K(x̃)C0×

×(ψ(x̃) + Π1(x̃))] ,

R̃22 =
sE(x̃)

(1 + α̃)2

{
1− 1

2
x̃ψ(x̃) +

1
2
K(x̃)C0×

×[1− x̃(ψ(x̃) + Π1(x̃))]
}
, (52)

де α̃ = αn(ϕ̃, x̃) i використано такi позначення:

T (x̃) =
ỹ′

ỹ
+ỹ′

U ′(ỹ)
U(ỹ)

−U
′(x̃)

U(x̃)
=

1
n(x̃)

[
∂n(xn)
∂xn

]∣∣∣∣xn=x̃
yn=ỹ

,

Π(x̃) = −ỹ
′

ỹ
+3ỹ′

U ′(ỹ)
U(ỹ)

+
U ′(x̃)
U(x̃)

=
1

G(x̃)

[
∂G(xn)
∂xn

]∣∣∣∣xn=x̃
yn=ỹ

,

ψ(x̃) = ỹ′
ϕ′(ỹ)
ϕ(ỹ)

−ϕ
′(x̃)
ϕ(x̃)

=
1

E(x̃)

[
∂E(xn)
∂xn

]∣∣∣∣xn=x̃
yn=ỹ

,

Π1(x̃) = −ỹ
′

ỹ
+ỹ′

[
5
U ′(ỹ)
U(ỹ)

−ϕ
′(ỹ)
ϕ(ỹ)

]
+
U ′(x̃)
U(x̃)

=

=
1
K(x̃)

[
∂K(xn)
∂xn

]∣∣∣∣xn=x̃
yn=ỹ

,

K(x̃) = 27
√

3s3
U5(ỹ)
ỹϕ(ỹ)

U(x̃)
q̄t̃√
ϕ̃
. (53)

Як i ранiше, всi обчислення виконуватимемо в набли-
женнi лiнiйного внеску вiд поправки ΔΦ̃(k). В цьо-
му наближеннi для матричного елемента R̃11 iз (52)
одержуємо

R̃11 = R11(1− α(0)) +R
(1)
11 Δx+R

(2)
11 A0, (54)

де

R11 = s2n(x(0))T (x(0)),

R
(1)
11 = s2[n(x(0))T ′(x(0)) + n′(x(0))T (x(0))],

R
(2)
11 = −s2n(x(0))G(x(0))[Π(x(0)) + T (x(0))]. (55)

Тут похiдна T ′(x(0)) обчислюється за формулою

T ′(x(0)) =
{
y′′
(

1
y

+
U ′(y)
U(y)

)
+ (y′)2

[
U ′′(y)
U(y)

−

−
(
U ′(y)
U(y)

)2

− 1
y2

]
− U ′′(x)

U(x)
+
(
U ′(x)
U(x)

)2}∣∣∣∣
x=x(0)

y=y(0)

, (56)

в якiй

y′′ = y′
[
U ′(x)
U(x)

− 1
2
ϕ′(x)
ϕ(x)

]
+y

[
U ′′(x)
U(x)

−
(
U ′(x)
U(x)

)2

−

−1
2
ϕ′′(x)
ϕ(x)

+
1
2

(
ϕ′(x)
ϕ(x)

)2
]
. (57)

Запишемо матричнi елементи R̃12, R̃21 у виглядi

R̃12 = R̃
(0)
12 (ũ)−1/2, R̃21 = R̃

(0)
21 (ũ)1/2. (58)

Тодi для R̃(0)
12 знаходимо

R̃
(0)
12 = R

(0)
12 (1− α(0)) +R

(1)
12 Δx+R

(2)
12 A0, (59)

де

R
(0)
12 =

s2

2
√

3
n(x(0))[1− x(0)T (x(0))],

R
(1)
12 =

s2

2
√

3

{
n′(x(0))[1− x(0)T (x(0))]− n(x(0))×

×[T (x(0)) + x(0)T ′(x(0))]
}
,

R
(2)
12 =

s2

2
√

3
n(x(0))G(x(0))x(0)[Π(x(0)) + T (x(0))], (60)

а для R̃(0)
21 будемо мати

R̃
(0)
21 = R

(0)
21 (1− 2α(0)) +R

(1)
21 Δx+R

(2)
21 C0, (61)

де

R
(0)
21 = s

√
3E(x(0))ψ(x(0)),

R
(1)
21 = s

√
3E(x(0))[ψ′(x(0)) + ψ2(x(0))],

R
(2)
21 = s

√
3E(x(0))K(x(0))[ψ(x(0)) + Π1(x(0))]. (62)

Тут

ψ′(x(0)) =
{
y′′
ϕ′(y)
ϕ(y)

+ (y′)2
[
ϕ′′(y)
ϕ(y)

−
(
ϕ′(y)
ϕ(y)

)2]
+

+
(
ϕ′(x)
ϕ(x)

)2

− ϕ′′(x)
ϕ(x)

}∣∣∣∣
x=x(0)

y=y(0)

. (63)

Матричний елемент R̃22 задовольняє спiввiдношення

R̃22 = R22(1− 2α(0)) +R
(1)
22 Δx+R

(2)
22 C0, (64)
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де

R22 = sE(x(0))
[
1− 1

2
x(0)ψ(x(0))

]
,

R
(1)
22 = sE(x(0))

{
ψ(x(0))

[
1− 1

2
x(0)Ψ(x(0))

]
−

−1
2

[
ψ(x(0)) + x(0)ψ′(x(0))

]}
,

R
(2)
22 =

sE(x(0))
2

K(x(0))
{

1−x(0)[ψ(x(0))+Π1(x(0))]
}
. (65)

Зауважимо, що величини R11, R
(0)
12 , R(0)

21 , R22 в (54) –
(65) збiгаються з виразами для матричних елементiв,
отриманих у роботах [11, 19] без врахування поправ-
ки на усереднення потенцiалу. Пропорцiйнi до R(1)

ij Δx
внески в матричнi елементи R̃ij вiдповiдають зсуву
фiксованої точки за рахунок врахування залежностi
фур’є-образу потенцiалу взаємодiї вiд хвильового ве-
ктора. Доданки типу R̃(2)

ij A0 та R̃(2)
ij C0 описують пря-

мий внесок у R̃ij вiд поправки на усереднення. Фiксо-
вана точка продовжує залишатись сiдловою, оскiльки
для власних значень матрицi R̃ виконуються нерiвно-
стi Ẽ1 > 1, Ẽ2 < 1 (див. табл. 1).

Розрахувавши власнi вектори i власнi значення ма-
трицi перетворення R̃ iз (51), знаходимо явнi розв’яз-
ки РС (38):

r̃n = r̃ + c̃1Ẽ
n
1 + c̃2R̃Ẽ

n
2 ,

ũn = ũ+ c̃1R̃1Ẽ
n
1 + c̃2Ẽ

n
2 . (66)

Тут

c̃1 = [r′ − r̃ − (a′4 − ũ)R̃]/D̃, R̃ = R̃12/(Ẽ2 − R̃11),
c̃2 = [a′4 − ũ− (r′ − r̃)R̃1]/D̃, R̃1 = (Ẽ1 − R̃11)/R̃12,

D̃ = (Ẽ1 − Ẽ2)/(R̃11 − Ẽ2), r′ = a′2 − βΦ̃(0), (67)

вихiднi коефiцiєнти a′2 та a′4 заданi в (6), а r̃ i ũ визна-
ченi в (46), (49). Враховуючи позначення (37), прихо-
димо до спiввiдношень

d̃n(Bn+1, Bn) = s−2n

[
n−1∏
m=0

(1 + αm)

]
×

×
[
r̃ + q + c̃1Ẽ

n
1 + c̃2R̃Ẽ

n
2

]
,

ã
(n)
4 = s−4n

[
n−1∏
m=0

(1 + αm)2
] [
ũ+ c̃1R̃1Ẽ

n
1 + c̃2Ẽ

n
2

]
. (68)

Основною вiдмiннiстю розв’язкiв (68) вiд наведе-
них ранiше в роботах [8,9,19] за вiдсутностi поправки
на усереднення потенцiалу є наявнiсть множникiв ти-
пу (1+αm). В загальному випадку вони залежать вiд

температури та номера блочної структури m. Однак
у випадку T = Tc поведiнка коефiцiєнтiв d̃n та ã(n)

4 iз
(68) є особливою. Беручи до уваги те, що при T = Tc

lim
m→∞

αm(Tc) = α(0),

одержуємо таку асимптотику цих величин за n:

d̃n(Bn+1, Bn) = (r̃ + q)s−n(2−η),

ã
(n)
4 = ũs−2n(2−η). (69)

Показник η задається формулою

η =
α(0)

ln s
(70)

i вiдповiдає критичному показнику кореляцiйної фун-
кцiї.

Отже, врахування поправки, пов’язаної з усередне-
нням фур’є-образу потенцiалу Φ̃(k) при iнтегруван-
нi статистичної суми системи, для окремих блочних
структур приводить до змiни асимптотики коефiцi-
єнтiв d̃n та ã

(n)
4 при T = Tc (показники степенiв в

(69) поряд з n, на вiдмiну вiд випадку ΔΦ̃(k) = 0,
мiстять η).

5. Вiльна енергiя системи

Загальна схема розрахунку вiльної енергiї, розвину-
та в [8, 11, 19, 25], застосовна до випадку врахуван-
ня поправки на усереднення потенцiалу. Вiльну енер-
гiю системи обчислюватимемо, роздiляючи внески вiд
коротко- i довгохвильових мод коливань спiнової гу-
стини. Незважаючи на змiни в розв’язках РС (68),
легко показати, що й надалi

c̃1 = c̃10τ, (71)

де τ = (T − Tc)/Tc, а c̃10 – стала вiдмiнна вiд нуля
величина при T = Tc. Це дає змогу визначити mτ

– точку виходу системи iз критичного режиму (КР).
Аналогiчно до результатiв [11, 19, 25] використаємо
умову

d̃mτ+1(0) = 0 (72)

для знаходження точки виходу iз КР флуктуацiй при
T > Tc. Приходимо до формули

mτ = − ln τ
ln Ẽ1

+m0 − 1. (73)

Тут Ẽ1 – бiльше власне значення матрицi перетворе-
ння (51),

m0 =
ln |r̃/c̃10|

ln Ẽ1

. (74)

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2012. Т. 57, №1 91



I.Р. ЮХНОВСЬКИЙ, М.П. КОЗЛОВСЬКИЙ, I.В. ПИЛЮК

Розрахунок вiльної енергiї системи проiлюструємо
випадком температур, вищих вiд Tc. Вираз для вiль-
ної енергiї при T > Tc запишемо у виглядi

F = F0 + FCR + FLGR, (75)

де F0 = −kTN ln 2 вiдповiдає вiльнiй енергiї невзає-
модiючих спiнiв, FCR – внеску у вiльну енергiю вiд ко-
роткохвильових мод коливань густини спiнового мо-
менту (область КР), а FLGR – внеску вiд довгохви-
льових мод коливань (область граничного гаусового
режиму (ГГР)). Для FCR маємо

FCR = −kT
mτ∑
n=0

ln Q̃n. (76)

Величину ln Q̃n можна подати як

ln Q̃n = lnQn +Nnf(xn). (77)

Тут Qn – парцiальна статистична сума n-ї блочної
структури без врахування залежностi фур’є-образу
потенцiалу Φ̃(k) вiд хвильового вектора, а f(xn) опи-
сує додатковий внесок, який виникає при врахуваннi
ΔΦ̃(k). Його зручно записати у виглядi

f(xn) = −3
√

3
4
s6F0qα

′
ntn, (78)

де для величини α′n маємо вираз

α′n =
1√
ũn
U(xn)U3(yn−1)y−1

n−1. (79)

В околi фiксованої точки величина α′n задовольняє
спiввiдношення

α′n =
1√
ũn

U(x(0))
(y(0))4

(
1− 9

2
1

(y(0))2

)
×

×
[
1 +A′′1(xn−1 − x(0)) +A′′2(xn−1 − x(0))2+

+A′′3(xn − x(0)) +A′′4(xn − x(0))2+

+A′′5(xn−1 − x(0))(xn − x(0))
]
. (80)

Тут використано позначення

A′′l = ω0A
′
l,

ω0 = −3
√

3
4
s6F0t

(0)q̄
1
√
ϕ0

U(x(0))
(y(0))4

(
1− 9

2
(y(0))−2

)
,

A′1 = −4r1 + 18r1/[2(y(0))2 − 9],
A′2 = 10r21 − 4r2 + 9(2r2 − 11r21)/[2(y(0))2 − 9],

A′3 = U ′(x(0))/U(x(0)), A′4 =
1
2
U ′′(x(0))/U(x(0)),

A′5 = U ′(x(0))/U(x(0))
{
−4r1+18r1/[2(y(0))2−9]

}
, (81)

а також t(0) = tn(ϕ0, x
(0)). Величини r1 i r2, якi визна-

чаються через функцiї U(x(0)), ϕ(x(0)) та їхнi похiднi,
наведено в [11, 22]. Для внеску у вiльну енергiю си-
стеми вiд дiлянки КР отримуємо

FCR = −kTN ′
[
a′0 + lnQ(d) + γ̃01 + γ̃02τ + γ̃03τ

2−

−γ̃′s−3(mτ+1)
]
. (82)

Коефiцiєнти a′0 i Q(d) означенi в (6) та (14). Для iн-
ших коефiцiєнтiв iз (82) знаходимо

γ̃01 = s−3

[
f

(0)
CR + ω0

1− s−3
+

d2c̃2kẼ2

1− Ẽ2s−3
+

d̃4b̃0Ẽ
2
2

1− Ẽ2
2s
−3

]
,

γ̃02 = s−3

[
d2c̃2k1Ẽ2

1− Ẽ2s−3
+

d̃4b̃1Ẽ
2
2

1− Ẽ2
2s
−3

+
d1c̃1kẼ1

1− Ẽ1s−3
+

+
d̃5c̃1k c̃2kẼ1Ẽ2

1− Ẽ1Ẽ2s−3
+
d̃7b̃0c̃1kẼ1Ẽ

2
2

1− Ẽ1Ẽ2s−3

]
,

γ̃03 = s−3

[
d2c̃2k2Ẽ2

1− Ẽ2s−3
+
d̃5(c̃1k1c̃2k + c̃1k c̃2k1)Ẽ1Ẽ2

1− Ẽ1Ẽ2s−3
+

+
d̃4b̃2Ẽ

2
2

1− Ẽ2
2s
−3

+
d1c̃1k1Ẽ1

1− Ẽ1s−3
+

d̃3c̃
2
1kẼ

2
1

1− Ẽ2
1s
−3

+

+
d̃6c̃2k c̃

2
1kẼ

2
1Ẽ2

1− Ẽ2
1Ẽ2s−3

+
d̃7(b̃0c̃1k1 + b̃1c̃1k)Ẽ1Ẽ

2
2

1− Ẽ1Ẽ2
2s
−3

+

+
d̃8b̃0c̃

2
1kẼ

2
1Ẽ

2
2

1− Ẽ2
1Ẽ

2
2s
−3

]
,

γ̃′ =
f

(0)
CR + ω0

1− s−3
+

d1f̃

1− Ẽ1s−3
+

d̃3f̃
2

1− Ẽ2
1s
−3
. (83)

Формули (83) вiдрiзняються вiд аналогiчних виразiв,
одержаних без врахування залежностi фур’є-образу
потенцiалу вiд хвильового вектора, перенормовани-
ми власними значеннями Ẽ1, Ẽ2 i коефiцiєнтами d̃l
(iз l ≥ 3), якi у випадку врахування згаданої вище
залежностi мають вигляд

d̃3 = d3 +B2
3A
′′
5 Ẽ
−1
1 , d̃4 = d4 +B2

1A
′′
5 Ẽ
−1
2 ,

d̃5 = d5 +B1B3A
′′
5

(
Ẽ−1

1 + Ẽ−1
2

)
,

d̃6 = d6 +B3B4A
′′
5

(
Ẽ−1

1 Ẽ−1
2 + Ẽ−1

1

)
+

+B1B6A
′′
5

(
Ẽ−1

2 + Ẽ−2
1

)
,

d̃7 = d7 +B1B4A
′′
5

(
Ẽ−1

1 Ẽ−1
2 + Ẽ−1

2

)
+

+B2B3A
′′
5

(
Ẽ−2

2 + Ẽ−1
1

)
,
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d̃8 = d8 +B2B6A
′′
5

(
Ẽ−2

1 + Ẽ−2
2

)
+

+B3B5A
′′
5

(
Ẽ−1

1 + Ẽ−1
1 Ẽ−2

2

)
+B2

4A
′′
5 Ẽ
−1
1 Ẽ−1

2 +

+B1B7A
′′
5

(
Ẽ−1

2 + Ẽ−2
1 Ẽ−1

2

)
. (84)

Зазначимо, що вирази для f
(0)
CR, dl та Bl аналогiчнi

наведеним в [11,19]. В них замiсть Al слiд пiдставити
Ãl = Al +A′′l , замiсть величин f0 i ϕ0, якi характери-
зують координати фiксованої точки, – новi величини
f̃ i ϕ̃, а замiсть El таRij – перенормованi власнi значе-
ння Ẽl та матричнi елементи R̃ij . Це саме стосується
i величин c̃lkm та b̃l, значення яких вiдрiзнятиметься
вiд аналогiчних clkm та bl.

Видiляючи в (82) температурну залежнiсть, прихо-
димо до формули

FCR = −kTN ′
[
γ̃′01 + γ̃1τ + γ̃2τ

2 − γ̃10τ
3ν
]
, (85)

де

γ̃′01 = ā0 + γ̃01, γ̃1 = ā1 + γ̃02,

γ̃2 = ā2 + γ̃03, γ̃10 = γ̃′s−3m0 . (86)

Вирази для āl тi ж, що i в [11, 19], в яких, однак [22]

x0c =
√

3[q̄ − f̃ + c̃2kR̃
(0)ϕ̃−1/2]/

√
ϕ̃+ c̃2k,

R̃(0) = R̃
(0)
12 /(Ẽ2 − R̃11).

Пiдкреслимо, що неаналiтична частина вiльної енер-
гiї КР в (85) визначається останнiм доданком з пе-
ренормованим критичним показником кореляцiйної
довжини

ν =
ln s

ln Ẽ1

. (87)

Перенормування цього показника впливає на крити-
чну поведiнку теплоємностi та iнших характеристик
системи поблизу температури Tc.

При розрахунку статистичної суми системи з вра-
хуванням поправки на усереднення потенцiалу змi-
нюється функцiональний вигляд величини d̃n+1(k).
Для вихiдного коефiцiєнта d′(k) маємо вираз

a′2 − βΦ̃(k) = a′2 − βΦ̃(0) + 2b2βΦ̃(0)k2.

Пiсля усереднення k2 на iнтервалi (B1, B
′] та iнтегру-

вання в нульовому шарi фазового простору КЗ кое-
фiцiєнт d′(k) переходить у величину

d̃1(k) = ã
(1)
2 − βΦ̃(0) + 2b2βΦ̃(0)(1 + α0)k2.

Середнє значення d̃1(k) на iнтервалi хвильових векто-
рiв (B2, B1] можна подати у виглядi

d̃1(B2, B1) = d̃1(0) + q̄βΦ̃(0)s−2(1−η0/2),

де введено позначення

η0 =
α0

ln s
.

У термiнах середнiх значень за рахунок врахування
поправки ΔΦ̃(k) виникає перенормування потенцiалу
взаємодiї:

(1 + α0)〈k2〉B2,B1 = 〈k2−η0〉B2,B1 . (88)

Для n-ї блочної структури подiбним чином отримує-
мо

d̃n(Bn+1, Bn) = d̃n(0) + 2βΦ̃(0)b2×

×〈k2〉Bn+1,Bn

n−1∏
m=0

(1 + αm), (89)

що вiдповiдає рiвностi

d̃n(Bn+1, Bn) = d̃n(0) + q̄βΦ̃(0)
n−1∏
m=0

s−2(1−ηm/2). (90)

Тут

ηm =
αm
ln s

,

а αm визначене в (33). В областi КР (m ≤ mτ ) вико-
нуються рiвностi

α0 = α1 = · · · = αm = α(0). (91)

Тому величина d̃n(Bn+1, Bn) на дiлянцi КР може бути
представлена у виглядi

d̃n(Bn+1, Bn) = d̃n(0) + q̄βΦ̃(0)s−2n(1−η/2), (92)

де η наведено в (70). При цьому будемо мати

(1 + α(0))n〈k2〉Bn+1,Bn = 〈k2−η〉Bn+1,Bn . (93)

Якщо температура дорiвнює критичнiй, то

lim
n→∞

d̃n(0) = 0 (94)

i для d̃n(k) можна записати граничне спiввiдношення

lim
n→∞

d̃n(k) = lim
k→0

2βΦ̃(0)b2k2−η. (95)
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Розглянемо внесок у вiльну енергiю системи вiд
довгохвильових флуктуацiй. Довжина хвилi, яка вiд-
повiдає цим флуктуацiям, перевищує кореляцiйну
довжину. Для T > Tc у системi, крiм критичного,
iснує ГГР. Вiн вiдповiдає дiлянцi хвильових векторiв

0 ≤ k < Bmτ , (96)

де Bmτ = B′s−mτ . В областi ГГР (або довгохвильових
флуктуацiй) величина xn (вiдповiдно i yn) збiльшує-
ться з ростом n. Це веде до рiзкого зменшення зна-
чень коефiцiєнтiв αn i функцiй f(xn), G(xn), K(xn).
При розрахунку внеску у вiльну енергiю FLGR вiд дi-
лянки ГГР, як i в [11, 19], зручно видiлити двi обла-
стi значень хвильового вектора. Перша – перехiдна
область (ПО), яка вiдповiдає значенням k, близьким
до Bmτ , тобто шарам фазового простору КЗ безпо-
середньо пiсля точки виходу iз КР. Друга – гаусова
область – вiдноситься до малих значень хвильового
вектора (k → 0), де розподiл фаз флуктуацiй густи-
ни спiнового моменту набуває гаусового характеру.

Частина вiльної енергiї системи, що вiдповiдає ПО,
має вигляд

FTR = −kTN ′f̃TRτ
3ν . (97)

Тут

f̃TR = s−3m0

m′′∑
m=0

s−3mfmτ+m+1,

fmτ+m+1 =
1
2

ln ymτ+m +
9
4
(ymτ+m)−2+

+
x2
mτ+m+1

4
+ lnU(0, xmτ+m+1), (98)

а значення xmτ+m+1 i ymτ+m визначаються згiдно з
формулами

xmτ+m+1 =
√

3
q̄ + f̃(Ẽm1 − 1)

(ϕ̃+ f̃ ϕ̃1/2R̃
(0)
1 Ẽm1 )1/2

,

ymτ+m = s3/2U(xmτ+m)(3/ϕ(xmτ+m))1/2. (99)

Величину m′′, яка характеризує розмiр ПО [mτ +
1,mτ +m′′+1], шукаємо вiдповiдно до методики, опи-
саної в [11, 19]. Ця величина m′′ не залежить вiд тем-
ператури i для промiжних значень параметра РГ s
становить 2-3 шари фазового простору КЗ.

Режиму гаусових флуктуацiй (гаусова область) вiд-
повiдає вираз

Z ′ = 2−1/2
(
πP

(m′τ−1)
2

)−Nm′τ2 ×

×
∫

exp
[
−1

2

∑
k≤Bm′τ

d̃m′τ (k)ρkρ−k

]
(dρ)Nm′τ , (100)

де m′τ = mτ +m′′ + 2,

d̃m′τ (k) =
(
P

(m′τ−1)
2

)−1

+β
[
Φ̃(Bm′τ , Bm′τ−1)−Φ̃(k)

]
,

P
(m′τ−1)
2 =

(
3/ã(m′τ−1)

4

)1/2

U(xm′τ−1). (101)

Беручи до уваги умову c̃1Ẽ
mτ+1
1 = βΦ̃(0)f̃ , для

ã
(m′τ−1)
4 знаходимо

ã
(m′τ−1)
4 = s−2(2−η)(− ln τ/ ln Ẽ1+m0)s−4m′′ ũm′τ−1

або

ã
(m′τ−1)
4 = τ2(2−η)νs−2(2−η)m0−4m′′ ũm′τ−1. (102)

Тут

ũm′τ−1 = ũ+ βΦ̃(0)f̃ R̃1Ẽ
m′′

1 . (103)

Тодi згiдно з (101) величина d̃m′τ (k) задовольнятиме
спiввiдношення

d̃m′τ (k) = τ2(2−η)νs−2(m0+m
′′)+m0ηG̃+

+2βΦ̃(0)b2(1 + α(0))mτ+1k2, (104)

в якому

G̃ = βΦ̃(0)g̃,

g̃ =
(
ũm′τ−1

3

)1/2 1
βΦ̃(0)U(xm′τ−1)

− q̄. (105)

Iнтегруючи в (100) за всiма змiнними ρk з k 6= 0 та
вводячи в розгляд нескiнченно мале зовнiшнє магнi-
тне поле, для складової статистичної суми Z ′ одер-
жуємо

Z ′ =
(
P

(m′τ−1)
2

)−Nm′τ2
(2π)−1/2

Bm′τ∏
k 6=0

(
d̃m′τ (k)

)−1/2

×

×
∫

exp
[
−1

2
d̃m′τ (0)ρ2

0 + β
√
Nhρ0

]
dρ0. (106)

Частина вiльної енергiї системи, що вiдповiдає Z ′, має
вигляд

F ′ =
1
2
kT

[
Nm′τ lnP (m′τ−1)

2 +

Bm′τ∑
k=0

ln d̃m′τ (k)
]
−

−N s2(m0+m
′′)s−m0η

2Φ̃(0)g̃
h2τ−(2−η)ν . (107)

У результатi врахування (101), (104) та пiдсумовува-
ння в (107) за хвильовими векторами приходимо до
формули

F ′ = −kTN ′f̃ ′′τ3ν − βNγ̃+
4 h

2τ−(2−η)ν , (108)
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де

f̃ ′′ = f̃ ′c̃3νs
−3(m′′+1),

γ̃+
4 = c̃−(2−η)

ν γ̄+
4 /(βΦ̃(0)), γ̄+

4 = s2m
′′
/(2g̃),

f̃ ′ = −1
4

ln 3 +
1
3

+
1
4

ln
(
ϕ̃+ f̃ ϕ̃1/2Ẽm

′′

1 R̃
(0)
1

)
−

−1
2

ln(s−2 + g̃)− g̃′
(

1−
√
g̃′ arctg

1√
g̃′

)
−

−1
2

lnU(xm′τ−1), (109)

c̃ν = (c̃1k/f̃)ν , R̃
(0)
1 = (Ẽ1 − R̃11)/R̃

(0)
12 , g̃′ = g̃s2.

Вiдзначимо, що s−m0 = c̃ν .
Розрахованi внески у вiльну енергiю системи FCR

(див. (85)) та FLGR = FTR+F ′ (див. (97), (108)) дають
змогу вiдповiдно до (75) записати повний вираз для
неї. Будемо мати

F = −kTN ′
[
γ̃0 + γ̃1τ + γ̃2τ

2 + γ̃3τ
3ν
]
−

−βNγ̃+
4 h

2τ−(2−η)ν . (110)

Тут

γ̃0 = γ̃′01 + s30 ln 2,
γ̃3 = −γ̃10 + f̃TR + f̃ ′′, (111)

коефiцiєнти γ̃1, γ̃2 означено в (86), а γ̃+
4 – в (109). Ен-

тропiя та теплоємнiсть системи можуть бути знайде-
нi iз виразу для вiльної енергiї (110) шляхом прямого
диференцiювання за температурою при h = 0.

Сприйнятливiсть системи на одну частинку отри-
маємо, обчисливши другу похiдну вiльної енергiї за
зовнiшнiм полем H:

χ = Γ̃+τ−γ
µ2

B

Φ̃(0)
. (112)

Критичний показник сприйнятливостi задається ви-
разом

γ = (2− η)ν. (113)

Величина

Γ̃+ = 2c̃−(2−η)
ν γ̄+

4 (114)

є критичною амплiтудою.

Т а б л и ц я 2. Значення критичних показникiв з вра-
хуванням поправки на усереднення фур’є-образу по-
тенцiалу (ΔΦ̃(k) 6= 0) i без неї (ΔΦ̃(k) = 0)

Умова η ν γ α

ΔΦ̃(k) = 0 0 0,612 1,225 0,163
ΔΦ̃(k) 6= 0 0,024 0,577 1,141 0,268

Критичнi показники кореляцiйної функцiї η, коре-
ляцiйної довжини ν, сприйнятливостi γ та теплоєм-
ностi α = 2 − 3ν, обчисленi в наближеннi четвiрної
густини мiри для параметра РГ s = 4 при ΔΦ̃(k) = 0
i в лiнiйному наближеннi за ΔΦ̃(k), наведено в табл. 2.

Зазначимо, що знайденi критичнi показники,
зокрема критичний показник кореляцiйної функцiї
η = 0, 024, узгоджуються з даними iнших авторiв.
Так, наприклад, оцiнки η = 0, 0335(25), η = 0, 0362(8)
i η = 0, 033 були одержанi вiдповiдно в рамках
теоретико-польового пiдходу (7-ми петлевi розрахун-
ки) [27], Монте-Карло симуляцiй [28] i непертурбатив-
ного РГ пiдходу (порядок ∂4 розкладу за похiдними)
[14].

6. Висновки

Вiдомi теоретичнi пiдходи, присвяченi вирiшен-
ню проблеми фазових переходiв та критичних явищ
(див., наприклад, [20, 29–35]), ґрунтуються перева-
жно на використаннi гаусової густини мiри як бази-
сної. За такого пiдходу розрахунок вiльної енергiї та
iнших термодинамiчних функцiй системи здiйснює-
ться з врахуванням залежностi фур’є-образу потен-
цiалу Φ̃(k) вiд хвильового вектора. Проте, викори-
стання гаусової густини мiри як базисної передбачає
застосування теорiї збурень. Застосування в крити-
чнiй областi методiв традицiйної теорiї збурень з га-
усовим розподiлом приводить до виникнення безме-
жної множини розбiжних при T → Tc дiаграм для
вiльної енергiї. Внаслiдок цього, при розрахунку ста-
тистичної суми виникає альтернатива: або користува-
тися теорiєю збурень i враховувати залежнiсть фур’є-
образу потенцiалу взаємодiї вiд хвильового вектора
k, або, усереднюючи (на певних iнтервалах k) фур’є-
образ потенцiалу взаємодiї, використовувати негаусо-
вий розподiл флуктуацiй (загалом довiльної складно-
стi) як базисний. Останнє дає змогу уникнути пробле-
ми виникнення нефiзичних розбiжностей при розра-
хунку вiльної енергiї поблизу Tc i отримати не лише
правильнi якiснi, а й кiлькiснi результати. Однак у
низцi робiт (див., наприклад, [15–18]) в рамках тако-
го пiдходу використовувалося наближення, що при-
водило до нульового значення критичного показника
кореляцiйної функцiї (η = 0). Викладена в данiй ро-
ботi методика дослiджень дозволяє не лише отримати
вiдмiнний вiд нуля критичний показник η, а й знайти
бiльш загальнi температурнi залежностi термодина-
мiчних характеристик тривимiрної системи поблизу
точки фазового переходу.
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У статтi розвинуто метод розрахунку вiльної енер-
гiї тривимiрної iзингоподiбної системи у випадку ви-
користання четвiрної густини мiри як базисної (мо-
делi ρ4), коли береться до уваги залежнiсть фур’є-
образу потенцiалу взаємодiї вiд хвильового вектора.
Поправка на усереднення потенцiалу Φ̃(k) врахову-
ється в лiнiйному наближеннi. При цьому записано
i дослiджено РС мiж коефiцiєнтами ефективних гу-
стин мiр. Показано, що врахування поправки на усе-
реднення потенцiалу приводить до змiни асимптоти-
ки розв’язкiв РС при T = Tc. Розроблено аналiтичний
спосiб розрахунку малого критичного показника ко-
реляцiйної функцiї, який виникає через поправку, та
знайдено його значення.

Врахування поправки на усереднення потенцiалу
веде до перенормування критичних показникiв коре-
ляцiйної довжини, сприйнятливостi, теплоємностi си-
стеми. Змiнюються також критичнi амплiтуди. Пере-
нормування критичного показника кореляцiйної дов-
жини ν (порiвняно з випадком η = 0) пов’язане зi
змiною бiльшого власного значення матрицi лiнiйно-
го перетворення РГ. На вiдмiну вiд ν, критичний по-
казник сприйнятливостi γ явно залежить вiд η i ви-
значається вiдповiдно до (113). Теплоємнiсть системи
характеризується показником α, вираз для якого мi-
стить перенормований критичний показник кореля-
цiйної довжини ν.

Як бачимо iз даних табл. 2, врахування ненульово-
го показника η в методi КЗ приводить до зменшення
значення критичного показника кореляцiйної довжи-
ни ν (як це має мiсце в непертурбативному РГ пiдходi
[14]). Для одержання кращих кiлькiсних оцiнок цьо-
го та iнших критичних показникiв необхiдно врахову-
вати складнiшi вiд четвiрного розподiли флуктуацiй
(наприклад, шестирний), в рамках яких показник ν
без врахування поправки на усереднення потенцiалу
(η = 0) набуває бiльших значень, нiж у випадку мо-
делi ρ4 [11].

Розвинуту методику дослiджень та отриманi ре-
зультати можна використати пiд час вивчення вла-
стивостей рiзноманiтних систем, зокрема феромагне-
тикiв, антиферомагнетикiв, сегнетоелектрикiв, систе-
ми рiдина–газ, бiнарних сумiшей, ґраткової моделi рi-
дини.
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МЕТОД РАСЧЕТА
СВОБОДНОЙ ЭНЕРГИИ ТРЕХМЕРНОЙ
ИЗИНГОПОДОБНОЙ СИСТЕМЫ С УЧЕТОМ ПОПРАВКИ
НА УСРЕДНЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛА ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

И.Р. Юхновский, М.П. Козловский, И.В. Пылюк

Р е з ю м е

Работа посвящена теоретическому изучению критического по-
ведения трехмерных модельных систем. Выполнен расчет ста-
тистической суммы и свободной энергии однокомпонентной
спиновой системы с использованием негауссова распределения
флуктуаций параметра порядка. Особенностью предложенно-
го метода расчета является учет зависимости фурье-образа по-
тенциала взаимодействия от волнового вектора. Это приводит
к отличному от нуля критическому показателю корреляцион-

ной функции η и перенормированию значений других критиче-
ских показателей (корреляционной длины, восприимчивости и
т.п.). Расчет последних осуществлен с использованием метода
ренормализационной группы на основе полученных в работе
рекуррентных соотношений между коэффициентами распре-
делений флуктуаций в смежных блочных структурах.

METHOD FOR THE CALCULATION OF FREE
ENERGY IN A THREE-DIMENSIONAL ISING-LIKE
SYSTEM TAKING INTO ACCOUNT A CORRECTION
FOR THE INTERACTION POTENTIAL AVERAGING

I.R. Yukhnovskii, M.P. Kozlovskii, I.V. Pylyuk

Institute for Condensed Matter Physics,
Nat. Acad. of Sci. of Ukraine
(1, Svientsitskii Str., Lviv 79011, Ukraine;
e-mail: piv@icmp.lviv.ua)

S u m m a r y

The critical behavior of three-dimensional model systems has been

studied theoretically. The partition function and the free energy

for a one-component spin system have been calculated for a non-

Gaussian distribution of order-parameter fluctuations. A specific

feature of the proposed method of calculation consists in making

allowance for the dependence of the Fourier transform of the in-

teraction potential on the wave vector. Such an approach leads to

a nonzero critical exponent η in the correlation function and the

renormalization of the values of other critical exponents (for the

correlation length, susceptibility, etc.). The calculation of those

exponents was carried out with the use of the renormalization-

group method and on the basis of obtained recurrence relations

for the coefficients of fluctuation distributions in adjacent block

structures.
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