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Розвинуто теорiю розсiяння свiтла елiпсоїдальними металеви-
ми наночастинками, розмiри яких меншi за довжину вiльного
пробiгу електрона у частинцi, а також значно меншi за дов-
жину електромагнiтної хвилi. Враховано вплив форми нано-
частинки як на частоти плазмових резонансiв, так i на їх пiв-
ширини. У задачi розсiяння свiтла вперше враховано тензор-
ний характер оптичної провiдностi, що наявний у випадку та-
ких розмiрiв елiпсоподiбних металевих наночастинок. За допо-
могою отриманого виразу для поперечника розсiяння проiлю-
стровано iстотний вплив форми частинки на частотнi i поля-
ризацiйнi залежностi розсiяного свiтла.

1. Вступ

Починаючи з класичних результатiв Релея (1871 р.)
явищу розсiяння свiтла малими частинками, розмiр
яких значно менший за довжину розсiючої хвилi,
присвячено велику кiлькiсть теоретичних i експери-
ментальних робiт. Огляд основних результатiв, отри-
маних у цьому напрямку, можна знайти у недавно
опублiкованих монографiях [1, 2] i цитованiй там лi-
тературi. Згiдно з теорiєю Релея перерiз розсiяння
свiтла сферичною частинкою на далекiй вiдстанi вiд
неї пропорцiйний ω4|α(ω)|2. Тут ω – частота свiтла,
α(ω) – поляризованiсть частинки. У металевих нано-
частинках частотна залежнiсть поляризованостi ви-
значається в основному плазмовими резонансами. Як
вiдомо, у частинки сферичної форми такий резонанс
один, у сфероїдальної форми (елiпсоїд обертання) та-
ких резонансiв два, а в елiпсоїдальної частинки (з
трьома рiзними радiусами кривизни) плазмових ре-
зонансiв три. При вiдхиленнi форми наночастинки
вiд сферичної її поляризованiсть iз скалярної вели-
чини стає тензорною величиною. Загальний вигляд
тензора поляризованостi елiпсоїдальної металевої на-
ночастинки, iндукованого дiєю електромагнiтної хви-
лi, довжина якої значно перевищує розмiри частинки,
наведено у роботi [1].

За допомогою цього тензора можна виразити пере-
рiз поглинання i розсiяння свiтла металевими нано-
частинками.

В iснуючих теоретичних роботах, де розглядається
явище розсiяння свiтла металевими наночастинками,
самi частинки характеризуються такими параметра-
ми, як розмiр, їх форма i дiелектрична проникнiсть
ε(ω). При цьому вигляд ε(ω) беремо, як правило, з
моделi Друде–Зоммерфельда [1]:

ε(ω) = ε′(ω) + iε′′(ω) = 1−
ω2
p

ω2 + ν2
+ i

ν

ω

ω2
p

ω2 + ν2
, (1)

де ω – частота свiтла, ν−1 – час релаксацiї електрон-
ної пiдсистеми, ωp – плазмова (об’ємна) частота;

ωp =
(

4π e2

m
n

)1/2

, (2)

де e i m – вiдповiдно заряд i маса електрона, n – кон-
центрацiя електронiв.

При застосуваннi до металевих кластерiв формула
(1) часто уточнюється. По-перше, замiсть одиницi у
правiй частинi (1) пишуть ε0 – число, яке повинне
наближено врахувати внесок iонної пiдсистеми в ε(ω).
Це число рiзне для рiзних металiв [3].

По-друге, коли розмiр металевої частинки стає мен-
шим за довжину вiльного пробiгу електрона, то в (1)
у випадку сферичної форми частинки вiдбувається
формальна замiна:

ν → 3
4
υF

R
, (3)

де υF – швидкiсть Фермi, R – радiус частинки, а в
бiльш загальному виглядi [4]:

ν → ν +A
υF

R
,

де A – число (ефективний параметр).
Замiна (3) для сферичних наночастинок може бути

строго обґрунтована у граничних випадках високих i
низьких частот (у порiвняннi з частотою зiткнень)
[5, 6]. Проте залишається питання: а як чинити у
випадках, коли частинка асиметрична i в одному iз
напрямкiв або в усiх напрямках її розмiри меншi за
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довжину вiльного пробiгу електрона. Це стає зрозумi-
лим, якщо згадати, що уявна частина дiелектричної
проникностi ε′′(ω) у (1) вiдповiдає за процеси дисипа-
цiї. Зокрема, для розмiрiв частинки бiльших довжини
вiльного пробiгу електрона має мiсце рiвнiсть [7]:

ε′′(ω) =
4π
ω
σ(ω) , (4)

де σ(ω) – оптична (високочастотна) провiднiсть.
Коли форма металевої частинки асиметрична i її

розмiр хоча б в одному напрямку менший за довжину
вiльного пробiгу електрона, то оптична провiднiсть
у цьому випадку, як показано у роботi [5], iз скаля-
ра стає тензорною величиною. Дiагональнi елементи
цього тензора визначають пiвширини плазмових ре-
зонансiв.

Завдання даної роботи полягає у тому, щоб ураху-
вати вплив форми розсiючої свiтло частинки на про-
цеси розсiяння не тiльки через вплив форми на ча-
стоти плазмових резонансiв, але i на їх пiвширини.
Оскiльки пiвширини визначають висоту плазмових
пiкiв, то вплив форми частинки на цi пiвширини мо-
же iстотно визначати частотну залежнiсть перерiзу
розсiяння свiтла асиметричними металевими наноча-
стинками.

2. Постановка задачi

Ми починаємо розгляд задачi iз загального випадку,
коли металева частинка має форму елiпсоїда з трьома
радiусами кривизни (Rx, Ry, Rz). Далi, починаючи з
певного моменту (вказаного нижче), щоб довести ви-
кладки в аналiтичному виглядi до кiнця, ми виберемо
Rx = Ry ≡ R⊥, Rz = R‖, тобто обмежимось сфе-
роїдом. Вибiр такої форми частинки вигiдний тим,
що отриманi тут аналiтичнi результати шляхом фор-
мальної деформацiї радiусiв кривизни можна перене-
сти на широкий спектр форм наночастинок (вiд ди-
скоподiбних до стержнеподiбних). Отже, нехай елi-
псоїдальна металева наночастинка знаходиться у по-
лi електромагнiтної хвилi:

E(r, t) = E0 e
−i(ω t−k r) , (5)

де E0 – амплiтуда електричного поля хвилi, ω – її
частота, k – хвильовий вектор, r – вектор координати,
t – час.

Поле (5) iндукує всерединi металевої частинки вну-
трiшнє електричне поле, яке в дипольному наближен-
нi, тобто при k R� 1 (де R = max(Rx, Ry, Rz)), зали-

шається просторово однорiдним i дорiвнює [7]:

Ejin e
−iω t =

Ej0 e
−iω t

1 + Lj(ε− 1)
, (6)

де Lj – фактор деполяризацiї.
Внутрiшнє поле Ein зумовлює всерединi частинки

високочастотний струм, з яким i пов’язана дисипа-
цiя. Щоб встановити вигляд високочастотного стру-
му i тим самим визначити оптичну провiднiсть мета-
левої наночастинки, потрiбно знайти функцiю розпо-
дiлу електронiв за швидкостями. Точнiше, потрiбно
знайти доданок до фермiївської функцiї розподiлу,
зумовлений дiєю локального поля (6).

Якщо записати в лiнiйному наближеннi функцiю
розподiлу у виглядi

f(r, υ, t) = f0(ε) + f1(r, υ) e−iω t, (7)

де f0(ε) – фермiївська функцiя розподiлу електронiв
по енергiї ε, то для визначення вигляду f1(r, υ) отри-
муємо кiнетичне рiвняння

(ν − iω) f1(r,υ) + υ
∂f1(r,υ)

∂r
+ eEin υ

∂f0
∂ε

= 0 . (8)

Для повного визначення f1(r, υ) ця функцiя, крiм
рiвняння (8), повинна ще задовольняти граничнi умо-
ви, якi визначають характер розсiяння електронiв на
поверхнi металевої частинки. У ролi граничних умов,
як i в бiльшостi робiт, приймаємо такi умови, що вiд-
повiдають дифузному характеру розсiяння, тобто

f1(r, υ)|s = 0, при υn < 0, (9)

де υn – нормальна до поверхнi складова швидкостi.
Варто зауважити, що у (8) не враховано дiї вихро-

вого електричного поля, зумовленого дiєю магнiтної
складової зовнiшньої електромагнiтної хвилi. Це по-
ле вiдповiдає за так зване магнiтне поглинання [5].
У областi частот плазмового резонансу цей механiзм
поглинання (чи то розсiяння) дає вiдносно малий вне-
сок [5, 8]. Граничнi умови (9) для випадку елiпсо-
їдальної форми наночастинки залежать вiд кутiв, i
це створює додатковi труднощi при спробi розв’язати
рiвняння (8). Цих труднощiв можна уникнути, якщо у
(8) i (9) перейти до деформованої системи координат,
в яких елiпсоїдальна форма переходить у сферичну.
I так само деформуємо простiр швидкостей. Зв’язок
деформованих (штрихованих) координат з недефор-
мованими має вигляд

x′i = γi xi, υ′i = γi υi; γi =
R

Ri
,
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R = (RxRy Rz)1/3. (10)

(Для скорочення запису замiсть x, y, z пишемо xi, де
i = 1, 2, 3, аналогiчно i для швидкостi υi).

Зауважимо, що при деформацiї (10) об’єм частинки
залишається незмiнним. Це дозволить далi вiдокре-
мити ефекти впливу форми вiд впливу об’єму нано-
частинки.

У деформованiй системi координат рiвняння (8) i
гранична умова (9) набувають вигляду

(ν−iω) f1(r′,υ′)+υ′
∂f1(r′,υ′)

∂r′
+eEin υ

∂f0
∂ε

= 0 , (11)

f1(r′,υ′) |r′=R = 0 при r′ υ′ < 0 . (12)

Рiвняння (11) з граничними умовами (12) легко
розв’язується методом характеристик [5, 9]. Як легко
переконатись, цей розв’язок виглядає так:

f1(r′,υ) = −eEin υ
∂f0(ε)
∂ε

1− e−(ν−iω) t0(r
′,υ′)

ν − iω
, (13)

де характеристика t0(r′,υ′) має вигляд

t0(r′,υ′) =
1
υ′2

{
r′ υ′ +

√
(R2 − r′2)υ′2 + (r′ υ′)2

}
.

(14)

Використовуючи функцiю (13), можна визначити гу-
стину високочастотного струму у металевiй наноча-
стинцi:

I(r, ω) = 2e
( m

2π ~

)3
∫∫∫

υ f1(r,υ) d3υ . (15)

Якщо ввести тензор комплексної провiдностi
σcαβ(r, ω) згiдно зi спiввiдношенням

Iα(r, ω) =
3∑

β=1

σcαβ(r, ω)Eβin , (16)

то для компонент цього тензора з (13) i (15) отриму-
ємо

σcαβ(r, ω) = 2e
( m

2π ~

)3

×

×
∫∫∫

υα

{
−eυβ

∂f0
∂ε

1− e−(ν−iω) t0 (r′,υ′)

ν − iω

}
d3υ . (17)

Тут варто наголосити, що хоча поле Ein всерединi
елiпсоїдальної частинки в дипольному наближеннi не

залежить вiд координат, функцiя розподiлу f1(r,υ)
стає залежною вiд координат завдяки граничнiй умо-
вi (12), а тому i густина струму I(r, ω), i комплексна
провiднiсть σcαβ(r, ω) стають залежними вiд коорди-
нат. Проте фiзичний змiст мають, як правило, усе-
редненi по об’єму наночастинки величини. Зокрема
енергiя, яка за одиницю часу поглинається металевою
наночастинкою у результатi дiї на неї монохромати-
чної хвилi (5), має вигляд

w =
1
2

Re
∫
dr { I(r′, ω)E∗in } =

=
V

2

3∑
α,β=1

Re〈σcαβ(ω)〉Eαin
(
Eβin

)∗
, (18)

де

〈σcαβ(ω)〉 =
1
V

∫
dr′ σcαβ (r′, ω) (19)

– всередненi по об’єму наночастинки (V ) компоненти
тензора комплексної провiдностi.

Мiж компонентами тензора дiелектричної прони-
кностi iснує вiдомий зв’язок [10]:

εαβ(r, ω) = δαβ + i
4π
ω
σcαβ (r, ω) . (20)

Вплив поверхнi на явище провiдностi описується в
(17) характеристикою t0(r′,υ′). Як видно iз (14), по
порядку величини t0 ∼ R/υF. Це означає, що по по-
рядку величини t−1

0 ∼ υF/R вiдповiдає прольотнiй
частотi (електрона вiд стiнки до стiнки). Тому нерiв-
нiсть ν t0 � 1 означала б, що об’ємна частота зiткнень
ν значно бiльша за частоту зiткнень електрона з по-
верхнею. У цьому випадку, приймаючи формально
ν →∞ i, крiм того, ∂f0/∂ε ∼ −δ(ε− εF) iз (17), отри-
муємо

σαβ(ω) =
1
4π

ω2
p

ν − iω
δαβ . (21)

Як видно iз (21), провiднiсть у данному випадку за-
лишається скалярною величиною i не залежить вiд
координат. Якщо пiдставити (21) у (20), то отрима-
ємо вираз для дiелектричної проникностi у виглядi
(1).

У загальному випадку елiпсоїдальної форми ме-
талевої наночастинки, меншої за розмiром довжи-
ни вiльного пробiгу електрона (коли iстотне розсiян-
ня електронiв на поверхнi), оптична провiднiсть (17)
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має тензорний характер. Завдяки цьому i комплексна
дiелектрична проникнiсть наночастинки також стає
тензором. У цьому випадку вимагає уточнення i зв’я-
зок внутрiшнього поля Ein з електричним полем зов-
нiшньої електромагнiтної хвилi E0. Замiсть (6) у го-
ловних осях елiпсоїда цей зв’язок буде мати вигляд

Ejin e
−iω t =

Eβ0 e
−iω t

1 + Lβ (εββ(ω)− 1)
, (22)

де εββ(ω) – дiагональна компонента тензора дiеле-
ктричної проникностi (у напрямку осi β; εββ(ω) ≡
〈εββ(ω)〉).

3. Тензор поляризованостi

Iндукований полем електромагнiтної хвилi електри-
чний дипольний момент у металевiй наночастинцi,
пов’язаний з високочастотним струмом I(r, t) спiввiд-
ношенням

∂

∂t
d (t) =

∫
V

dr I(r′, t) . (23)

Якщо у (23) зробити перетворення Фур’є i використа-
ти (16), то отримаємо

d
α

(ω) =
iV

ω

3∑
β=1

〈σcαβ(ω)〉Eβin. (24)

Далi введемо тензор поляризованостi спiввiдношен-
ням

d
β

(ω) =
3∑

β′=1

αββ′(ω) Eβ
′

0 . (25)

Порiвнюючи мiж собою вирази (24), (25) i використо-
вуючи (22), маємо

αββ(ω) =
iV

ω

〈σcββ (ω)〉
1 + Lβ(εββ(ω)− 1)

. (26)

Якщо тепер застосувати спiввiдношення (20) (провiв-
ши попередньо усереднення його по об’єму частинки),
то iз (26) випливає

αββ(ω) =
V

4π
εββ (ω)− 1

1 + Lβ(εββ(ω)− 1)
. (27)

Тепер бачимо, що знайшовши iз (17) компоненти тен-
зора комплексної провiдностi, за допомогою (20) i

(27) легко отримаємо тензор поляризованостi мета-
левої наночастинки. Згiдно iз (17) усереднене значе-
ння компонент тензора комплексної провiдностi має
вигляд

〈σcαβ 〉 =
( m

2π~

)3 2e2

ν − iω

∫
d3r′

V
×

×
∫
d3υ υαυβ δ(ε− εF)

{
1− e−(ν−iω) t0(r

′,υ′)
}
. (28)

Якщо тепер використати значення iнтеграла (деталi
див. [6, 9])∫
d3r′

V

{
1− e−(ν−iω) t0 (r′,υ′)

}
=

=
3
4

{
4
3
− 2
q

+
4
q3
− 4
q2

(
1 +

1
q

)
e−q
}
≡ 3

4
Ψ(q) ,

де q = 2
υ′ (ν − iω), то для компонент тензора провiд-

ностi (28) отримаємо вираз

〈σcαβ(ω) 〉 =
3
2

( m

2π ~

)3 e2

ν − iω
×

×
∫
d3r′

V

∫
d3υδ(ε− εF) υαυβ Ψ(q) . (29)

Усередненi значення компонент тензора комплексної
провiдностi (29), як i всi попереднi викладки, отри-
манi для загального випадку елiпсоїдальної форми
наночастинки з трьома рiзними радiусами кривизни
(Rx, Ry, Rz). Подальшi обчислення кутових iнтегра-
лiв у формулi (29) ускладнюються тим, що модуль де-
формованого вектора швидкостi υ′ у виразi q = q(υ′)
залежить вiд кутiв вiдповiдно до (10). Значно простi-
ше ця залежнiсть виглядає у випадку елiпсоїда обер-
тання (коли Rx = Ry = R⊥; Rz ≡ R| |). Вiдповiдно до
(10) у цiй ситуацiї

υ′ = R

{
sin2 θ

R2
⊥

+
cos2 θ
R2
‖

}1/2

υ , (30)

де θ – кут мiж вектором υ i вiссю обертання елiпсоїда.
Подальшi обчислення 〈σcαβ(ω) 〉 згiдно iз (29) не ви-

кликають труднощiв (див. [5]).
Для сфероїдальної форми металевої наночастинки,

як можна бачити iз формул (29), (27) i (20), вiдмiн-
ними вiд нуля будуть компоненти тензора поляризо-
ваностi:

αxx = αyy ≡ α⊥; αzz = α⊥ . (31)
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При цьому вiдповiдно до (21) маємо

α⊥,‖(ω) =
V

4π
ε⊥,‖(ω)− 1

1 + L⊥,‖(ε⊥,‖(ω)− 1)
, (32)

де для ε⊥,‖(ω) iз (29) i (20) отримуємо

ε⊥,‖(ω) = 1−
ω2
p

ω2
+ i

4π
ω
σ⊥,‖(ω) . (33)

У (33) прийнято позначення:

σ⊥(ω) = Re 〈σcxx(ω)〉 = Re 〈σcyy(ω)〉;

σ‖(ω) = Re 〈σczz(ω)〉. (34)

Нас цiкавить розсiяння свiтла малими частинками у
видимому дiапазонi частот. Тому при отриманнi (33)
iз (20) i (29) ми нехтували малими поправками, про-
порцiйними вiдношенню частоти зiткнень до частоти
свiтла. У цьому ж наближеннi iз (29) для наночасти-
нок, менших за розмiром довжини вiльного пробiгу
електрона, маємо [5]:

σ⊥(ω) =
9
16

n e2υF

mω2

{
3π

8R⊥
, при R⊥ � R‖

1
2R‖

, при R⊥ � R‖

}
, (35)

σ‖(ω) =
9
16

n e2υF

mω2

{
π

4R⊥
, при R⊥ � R‖

1
R‖
, при R⊥ � R‖

}
. (36)

Крiм того, при R⊥ = R‖ = R:

σ⊥(ω) = σ‖(ω) =
3
4

n e2 υF

mω2R
. (37)

Отже, формули (32), (33) та (35)–(37) повнiстю визна-
чають залежностi вiд форми компонент тензора по-
ляризованостi. Ще раз нагадуємо, що хоча частинка
має форму сфероїда, спiввiдношення мiж радiусами
кривизни R⊥ i R‖ може бути довiльним (при фiксо-
ваному об’ємi частинки див. (10)). Точний вираз для
σ⊥, ‖(ω) при довiльних R⊥ i R‖ наведено у [5, 11].

4. Перерiз розсiяння свiтла металевими
наночастинками

Iндукований електричною складовою електромагнi-
тної хвилi (5) дипольний момент у металевiй наноча-
стинцi, у свою чергу, генерує розсiяну хвилю. Крiм
електричного дипольного моменту може генерува-
тись (магнiтною складовою хвилi) також магнiтний

дипольний момент. Вище вже було пояснено, чому
ми його не розглядаємо. Будемо розглядати розсiя-
ну хвилю на далекiй вiдстанi вiд частинки (порiвня-
но з довжиною хвилi), де вже розсiяну хвилю можна
вважати поперечною. Електричну складову розсiяної
хвилi будемо позначати через E′, а магнiтну – через
H′ (при цьому E′ = H ′). Середня (за перiод) iнтен-
сивнiсть випромiнювання на вiдстанi R0 в тiлесний
кут dΩ, генерованого електричним диполем, буде [7]:

dIs =
c

8π
| [E′ ×H′] |R2

0 dΩ =
c

8π
|H′ |2 R2

0 dΩ , (38)

де c – швидкiсть свiтла.
Оскiльки при випромiнюваннi електричного дипо-

ля маємо [7]:

H′ =
ω2

c2R0
n0 × d(ω), (39)

де n0 – орт, який визначає напрямок спостереження,
то для перерiзу розсiяння отримуємо вираз

dΣ = dIs

/ c

8π
|H′|2. (40)

Кутова залежнiсть iнтенсивностi розсiяного сферої-
дальною частинкою свiтла визначається, крiм введе-
ного вище орту n0, ще двома ортами: p0 – орт, який
задає поляризацiю вихiдного свiтлового потоку i q0 –
орт, який дає орiєнтацiю осi симетрiї сфероїда (див.
рисунок).

У головних осях сфероїда, який видно iз (31) i (25),
маємо

d(ω) = α⊥(ω)E⊥0 + α‖(ω)E‖0, (41)

де

E‖ = (q0E0)q0; E⊥0 = E0 − (q0 E0)q0. (42)

Як бачимо, дипольний момент сфероїдальної частин-
ки складається iз суми двох взаємно перпендикуляр-
них моментiв.

Використовуючи (39) i (41), отримуємо

|H′|2 =
ω4

c4R2
0

{
|α⊥(ω)|2

(
n0 ×E⊥0

)2
+

+
∣∣α‖(ω)

∣∣2 (n0 ×E‖0
)2

+
(
α⊥(ω)α∗‖(ω) + α∗⊥(ω)α‖(ω)

)
×

×
(
n0 ×E⊥0

) (
n0 ×E‖0

)}
. (43)
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0
q

0
p

0
n

Схема розсiяння (зображена тiльки та частина розсiяного по-
току, яка спрямована у напрямку приймача

Пiдставимо (43) у (38) i, використовуючи (40) i (42),
отримуємо для перерiзу розсiяння вираз

dΣ =
ω4

c4

{
|α⊥(ω)|2 [n0 × (p0 − (q0p0)q0)]

2 +

+
∣∣α‖(ω)

∣∣2 (n0 × q0)2 (q0 p0)2 + 2Reα⊥(ω)×

×α∗‖(ω) [n0 × (p0 − (q0 p0)q0)] (n0 × q0)(q0 p0)
}
dΩ.

(44)

У випадку сферичної форми (α⊥ = α‖ = α) всi члени
в (44), якi мiстять орт q0, як не складно побачити,
взаємно скорочуються, i ми отримуємо вiдомий для
сферичної частинки вираз

dΣ=
ω4

c4
|α(ω)|2 (n0×p0)2d0=

ω4

c4
|α(ω)|2 sin2 ν′ d0, (45)

де ν′ – кут мiж n0 i електричним полем E0.
Оскiльки в лiтературi (щоб акцентувати увагу на

ролi об’єму частинки у процесi розсiяння) часто ви-
користовують питому поляризованiсть, то нагадаємо,
що у цiй роботi згiдно iз (32) мова йде про поляризо-
ванiсть всiєї частинки.

Отже, вище ми у найпростiшому випадку отрима-
ли вираз (44) для перерiзу розсiяння свiтла сферо-
їдальною металевою частинкою. Щоб уникнути не-
порозумiнь, ще раз нагадаємо, що загальнi вирази
для перерiзiв поглинання i розсiяння свiтла через дi-
агональнi елементи тензора поляризованостi елiпсо-
їдальної металевої частинки наведено, наприклад, у
монографiї [1]. Там же показано i усередненi значення
цих величин при хаотичнiй орiєнтацiї однакових елi-
псоїдальних частинок. Проте там i в iнших роботах,
(див. також [12]) для дiелектричної проникностi ви-
користовують вираз, який вiдповiдає моделi Друде–
Зоммерфельда, тобто вираз (1). Як вже наголошу-
валось вище, модель Друде–Зоммерфельда потребує
певної модифiкацiї, коли розмiри наночастинки ста-
ють меншими за довжину вiльного пробiгу електрона
[11] . Суть цiєї модифiкацiї стає зрозумiлою з огляду
на вирази (32) i (33). Зокрема iз (32) i (33) отримує-
мо

∣∣α⊥,‖(ω)
∣∣2 =

(
V

4π

)2 ω4
p + (4πσ⊥,‖(ω)ω)2

(ω2 − ω2
⊥,‖)

2 + (4πL⊥,‖σ⊥,‖(ω)ω)2
,

(46)

де

ω⊥,‖ ≡
√
L⊥,‖ ωp . (47)

Частоти ω⊥,‖ вiдповiдають плазмовим резонансам у
сфероїдальних металевих частинках. Другим членом
у чисельнику можна нехтувати у видимому дiапазо-
нi частот (у порiвняннi з ω4

p). Як видно iз (46), дiа-
гональнi компоненти тензора поляризованостi мають
рiзкi пiки на частотах плазмових резонансiв. Пiвши-
рини цих пiкiв визначаються дiагональними елемен-
тами тензора оптичної провiдностi σ⊥,||(ω). Зокрема,
вiдношення висот цих пiкiв, як видно iз (46), буде та-
ким:

|α⊥(ω)|2ω=ω⊥

/∣∣α‖(ω)
∣∣2
ω=ω‖

≈
{
L‖σ‖(ω‖)ω‖
L⊥σ⊥(ω⊥)ω⊥

}2

. (48)

Залежнiсть виразiв (46) i (48) вiд форми частинки
закладена як у коефiцiєнтах деполяризацiї

(
L⊥, L‖

)
,

так i у компонентах тензора оптичної провiдностi(
σ⊥(ω), σ‖(ω)

)
.
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Щодо розмiрної залежностi компонент тензора
оптичної провiдностi сфероїдальної металевої частин-
ки, то для рiзних граничних випадкiв вони задаються
формулами (35)–(37). Загальний же вигляд цих ком-
понент наведено у наших роботах [5, 6, 11].

Коефiцiєнти деполяризацiї у випадку елiпсоїда
обертання мають простий вигляд [7]:

Lx = Ly ≡ L⊥ =
1
2
(1− L‖) , (49)

Lz≡ L‖ =


1−e2p
2e3p

(
ln 1+ep

1−ep
− 2ep

)
, R⊥ < R‖

1+e2p
e3p

(ep − arctan ep) , R⊥ > R‖

 , (50)

де

e2p ≡ |1−R2
⊥/R

2
‖ | .

Легко бачити, що вираз (37) для високочастотної
провiдностi у сферичному випадку (R⊥ = R‖ =
R) можна отримати з (1), якщо врахувати (4)
i пiдстановку (3). Нагадаємо, що така пiдстанов-
ка широко використовується у лiтературi для роз-
мiрiв наночастинок, менших за довжину вiльно-
го пробiгу електрона. Проте, в асиметричному ви-
падку (R⊥ 6= R‖) спроба використати пiдстанов-
ку (3) з якимось промiжним значенням R (мiж мi-
нiмальним i максимальним розмiрами наночастин-
ки) не дає бажаного результату. Як видно iз (48)
i (35)–(37), пiд час використання такої апроксима-
цiї i при використаннi справжнiх компонент тензо-
ра провiдностi (35), (36) вiдмiннiсть по висотi пла-
змових пiкiв буде у декiлька разiв. Наприклад, у
випадку сплюснутого сфероїда (R⊥ � R‖) отри-
манi результати будуть вiдрiзнятись у чотири ра-
зи.

Отже, обчислення впливу форми наночастинки на
пiвширини плазмових резонансiв у задачах розсiян-
ня свiтла є принципово важливим i не зводиться до
малих поправок вiдомих результатiв для сферичної
частинки.

Вище ми на прикладi виразу
∣∣α⊥,‖(ω)

∣∣ 2, який вхо-
дить у формулу для перерiзу розсiяння (44), коро-
тко проаналiзували вплив форми наночастинки на
процеси розсiяння свiтла. Крiм

∣∣α⊥,‖(ω)
∣∣ 2 в (44) за-

лежним вiд форми частинки входить також вираз
Re(α⊥(ω)α∗‖(ω)). Цей вираз трохи менше чутливий до
форми розсiючої частинки, i ми на ньому зупинятися
не будемо.

5. Висновки

У роботi отримано аналiтичний вираз для перерiзу
розсiяння свiтла металевою частинкою сфероїдаль-
ної форми, в якому враховано не тiльки вплив фор-
ми частинки на частоти плазмових резонансiв (що
враховувалось i ранiше), але i вплив цiєї форми на
пiвширини плазмових резонансiв. У випадку розмiрiв
наночастинки, менших за довжину вiльного пробiгу
електрона, провiднiсть асиметричної частинки стає
тензорною величиною, i дiагональнi елементи цього
тензора визначають (разом з коефiцiєнтами деполя-
ризацiї) пiвширини плазмових резонансiв. А вже пла-
змовi резонанси i їх пiвширини визначають iнтенсив-
нiсть розсiяння свiтла у дiапазонi частот близьких
до резонансiв. Показано, що результати для перерi-
зу розсiяння свiтла анiзотропною металевою наноча-
стинкою, отриманi з урахуванням i без урахування
впливу форми наночастинки на пiвширини плазмо-
вих резонансiв, можуть вiдрiзнятися у декiлька разiв.
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ЗАВИСИМОСТЬ СЕЧЕНИЯ РАССЕЯНИЯ СВЕТА
МЕТАЛЛИЧЕСКИМИ НАНОЧАСТИЦАМИ
ОТ ИХ ФОРМЫ

П.М. Томчук

Р е з ю м е

Построена теория рассеяния света эллипсоидальными

частицами, размеры которых меньше длины свободного

пробега электрона, а также значительно меньше длины эле-

ктромагнитной волны. Учтено влияние формы наночастицы

как на частоты плазменных резонансов, так и на их полуши-

рины. В задаче рассеяния света впервые учтено тензорный

характер оптической проводимости, что свойственно для

эллипсоподобных металлических наночастиц таких размеров.

Полученное выражение для сечения рассеяния иллюстрирует

существенное влияние формы частицы на частотные и

поляризационные зависимости рассеянного света.

DEPENDENCE OF LIGHT SCATTERING CROSS-SECTION
BY METAL NANOPARTICLES ON THEIR SHAPE

P.M. Tomchuk

Institute of Physics, Nat. Acad. of Sci. of Ukraine
(46, Nauky Ave., Kyiv 03680, Ukraine;
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S u m m a r y

A theory of light scattering by ellipsoidal metal nanoparticles, the

size of which is smaller than the free electron path length in those

nanoparticles and much smaller than the light wavelength, has

been developed. Effects of nanoparticle shape on both the frequen-

cies and the band half-widths of plasmon resonances have been

taken into account. The tensor character of the optical conduc-

tivity, which is typical of ellipsoidal metal nanoparticles with such

dimensions, has been considered for the first time in the frame-

work of the light scattering problem. The obtained formula for

the scattering cross-section demonstrates a substantial influence

of the nanoparticle shape on the frequency and polarization de-

pendences of scattered light.
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