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У межах квазiкласичного пiдходу вивчено солiтоннi стани, якi
локалiзованi бiля плоского дефектного шару, що має нелiнiй-
нi властивостi, при рiзних знаках нелiнiйностi середовища та
рiзному характерi взаємодiї елементарних збуджень системи
з дефектним шаром. Надано квантову iнтерпретацiю цих не-
лiнiйних локалiзованих мод на мовi зв’язаних станiв великої
кiлькостi елементарних збуджень. Визначено областi iснування
та дослiджено властивостi таких станiв залежно вiд характеру
взаємодiї елементарних збуджень мiж собою та з дефектом.

1. Вступ

Проведене у данiй роботi дослiдження має безпосере-
днє вiдношення до досить нового i актуального на-
прямку сучасної теоретичної фiзики – теорiї нелiнiй-
них хвиль i солiтонiв у фiзицi твердого тiла. Остан-
нi дослiдження в цiй областi спрямованi на вивче-
ння солiтонiв в реальних фiзичних системах з ура-
хуванням їх дискретностi, дефектностi, внутрiшньої
мiкроструктури та iнших особливостей. З точки зо-
ру технологiчних застосувань найбiльший iнтерес ви-
кликають багатошаровi структури рiзного типу. На-
приклад, магнiтнi багатошаровi системи, використа-
ння яких викликає iнтерес через магнiтооптичнi вла-
стивостi такого багатошарового матерiалу, а також
явища гiгантського магнiтоопору в них. Сюди та-
кож можна вiднести багатошаровi кристали з бага-
тоатомним елементарним осередком, ВТНП-сполуки
та iн. У нелiнiйнiй оптицi шаруватi та модульованi се-
редовища використовуються у волоконних системах,

оптичних лiнiях затримки i т. д. (див., наприклад,
[1, 2]).

У нелiнiйнiй оптицi, зазвичай, розглядається не-
лiнiйне середовище (наприклад, магнетик, пружний
кристал або оптично прозорий дiелектрик), що мi-
стить вузькi шари, якi вiдрiзняються вiд самого се-
редовища своїми властивостями. Для хвиль стацiо-
нарного профiлю проблема еквiвалентна дослiджен-
ню нелiнiйних збуджень в одновимiрнiй системi з
точковими дефектами (нелiнiйних локальних коли-
вань). Для одного iзольованого дефекту таку за-
дачу було детально дослiджено у роботах [3, 4]
для рiзних знакiв нелiнiйностi середовища i рiзно-
го характеру взаємодiї елементарних збуджень з де-
фектом. При цьому проводилося вивчення систе-
ми з дефектом, який мав лiнiйнi властивостi. Си-
стеми з нелiнiйними дефектами в лiнiйному оточу-
ючому середовищi вивчали, наприклад, у роботах
[5, 6].

У данiй роботi у межах нелiнiйного рiвняння Шре-
дiнгера з довiльним знаком нелiнiйностi середови-
ща дослiджено збудження, якi локалiзованi побли-
зу плоского, але нелiнiйного дефектного шару, як
у випадку взаємного притягання мiж елементарни-
ми збудженнями i дефектним шаром, так i при
їх взаємному вiдштовхуваннi. Для кращого розумi-
ння фiзичної природи розглянутих нелiнiйних ло-
калiзованих станiв проведено квазiкласичне кван-
тування i отримано зв’язок повної енергiї систе-
ми з числом зв’язаних в нiй елементарних збу-
джень.



ЛОКАЛIЗОВАНI СТАНИ У НЕЛIНIЙНОМУ СЕРЕДОВИЩI

2. Солiтоннi стани, якi локалiзованi поблизу
дефектного шару

Пiд час дослiдження солiтонних збуджень, ефектив-
ний розмiр яких залежно вiд частоти солiтону може
змiнюватися у широких межах, локальним дефектом
будемо вважати збурення характеристик нелiнiйного
середовища, яке зосереджено на вiдстанях, набагато
менших вiд ширини солiтону. За наявностi такого де-
фекту з нелiнiйними властивостями нелiнiйне рiвня-
ння Шредiнгера (НРШ) для польової змiнної u(z, t)
має вигляд

i
∂u

∂t
+
∂2u

∂z2
+ 2σ |u|2 u = −λδ(z) |u|2 u, (1)

де σ = ±1 характеризує взаємодiю елементарних збу-
джень (σ = +1 вiдповiдає їх взаємному притяганню,
σ = −1 – вiдштовхуванню), i λ – характеристика ве-
личини дефекту (його “потужнiсть”). При λ > 0 еле-
ментарнi збудження ефективно притягуються до де-
фекту, а при λ < 0 – вiдштовхуються вiд нього.

У середовищi без дефектiв (λ = 0) у лiнiйнiй ме-
жi (σ = 0) закон дисперсiї лiнiйних хвиль u(z, t) ∼
exp {i (kz − ωt)} має вигляд ω = k2, а спектр лiнiй-
них збурень займає пiввiсь ω ≥ 0.

Вiдзначимо, що у лiнiйному середовищi за наявно-
стi дефекту також iснують локалiзованi на дефектi
коливання. Для лiнiйного дефекта з “потужнiстю” λ
(коли права частина рiвняння (1) дорiвнює −λδ(z)u)
такi локалiзованi стани можливi тiльки у випадку
притягуючого дефекту (λ > 0) [4]. Їх частота дорiв-
нює ω = −λ2/4 i лежить пiд нижньою межею суцiль-
ного спектра. При λ < 0 такi локалiзованi коливання
вiдсутнi.

Для нелiнiйного дефекту, що розглядається у данiй
роботi, у випадку лiнiйного середовища рiвняння, що
вiдповiдає рiвнянню (1), буде мати такий розв’язок
для стацiонарного локалiзованого стану:

u = u0 exp {−ε |z| − iωt} , (2)

де ε =
√
−ω i u0 =

√
2
λ

√
ε.

Таким чином, ми маємо таку саму залежнiсть ча-
стоти локалiзованого стану ω вiд амплiтуди поля у
мiсцi розташування дефекту, що i для частоти ангар-
монiчного осцилятора вiд амплiтуди його коливань:

ω = −λ
2

4
u4

0. (3)

Якщо ввести повне число елементарних збуджень у
системi

N =

+∞∫
−∞

|u|2 dz (4)

та повну енергiю системи

W =

+∞∫
−∞

{∣∣∣∣∂u∂z
∣∣∣∣2 − λ

2
δ(z) |u |4

}
dz, (5)

то виявляється, що для такої моделi зазначенi хара-
ктеристики системи не залежать вiд частоти:

N =
2
λ
, W = 0. (6)

Однак така властивiсть не є унiверсальною. При вра-
хуваннi нелiнiйностi середовища поблизу дефекту, ко-
ли в лiвiй частинi (1) присутнiй доданок 2σ |u|2 u, та
при врахуваннi тiльки лiнiйних властивостей дефе-
кту отримуємо залежностi [4]:

N = 2σ
(
ε− λ

2

)
, W = −σ

3

(
2ε3 − λ3

4

)
. (7)

Рiвняння руху (1) є ейлеровим рiвнянням для лагран-
жiана з такою густиною:

L =
i

2

(
u∗
∂u

∂t
− u∂u

∗

∂t

)
−
∣∣∣∣∂u∂z

∣∣∣∣2+σ |u|4+λ

2
δ(z) |u|4 . (8)

Будемо шукати стацiонарнi розв’язки НРШ (1) у ви-
глядi

u (z, t) = u (z) exp(−iωt), (9)

де u(z) → 0 при z → ±∞. Тодi рiвняння (1) для
функцiї u(z) отримає такий вигляд:

∂2u

∂z2
+ ωu+ 2σu3 = −λδ(z)u3. (10)

Розв’язок рiвняння (10) зводиться до розв’язання
однорiдного рiвняння

∂2u

∂z2
+ ωu+ 2σu3 = 0 (11)

в областях z > 0 та z < 0 з граничними умовами в
точцi z = 0:

u |+ 0 = u |− 0 , (12)
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Рис. 1. Розподiл поля у нелiнiйному локалiзованому станi у
випадках: a) σ = +1, λ > 0; b) σ = +1, λ < 0; c) σ = −1, λ > 0

∂u

∂z

∣∣∣∣
+ 0

− ∂u

∂z

∣∣∣∣
− 0

= −λ u3
∣∣
0
. (13)

У випадку σ = +1 розв’язок, який задовольняє гра-
ничнi умови, має вигляд

u (z) =
ε

ch [ε (|z| − z0)]
, (14)

де параметр ε ≡
√
−ω характеризує амплiтуду

розв’язку, область його локалiзацiї та частоту збу-
дження, а параметри ε i z0 зв’язанi спiввiдношенням,
яке випливає з другої граничної умови (13):

sh (2εz0) = −λε. (15)

Зi спiввiдношення (15) видно, що sgn z0 = −sgnλ; при
будь-якому знаку λ iнтервал припустимих частот не-
обмежений знизу, а максимально можлива частота
розв’язку дорiвнює нулю i збiгається з нижньою ме-
жею спектра лiнiйних хвиль.

У випадку σ = −1 розв’язок, який задовольняє гра-
ничнi умови, буде мати вигляд

u (z) =
ε

sh [ε (|z| − z0)]
. (16)

Величина z0 може мати тепер тiльки вiд’ємнi значен-
ня, оскiльки локалiзований стан σ = −1 реалiзується
тiльки у випадку притягуючого характеру дефекту
(λ > 0). Зв’язок мiж параметрами ε i z0 визначає
тим самим спiввiдношенням (15), що i для випадку
σ = +1. Зi спiввiдношення (15) випливає, що при до-
датних λ має бути z0 < 0.

Як i в попередньому випадку (σ = +1), iнтервал
допустимих частот необмежений знизу, а максималь-
ному (нульовому) значенню вiдповiдає межа спектра
лiнiйних хвиль.

Таким чином, нелiнiйнi локалiзованi стани iснують
при таких спiввiдношеннях параметрiв σ i λ: a – σ =
+1, λ > 0; b – σ = +1, λ < 0; i c – σ = −1, λ > 0. Такi
ж локалiзованi стани iснували i у системi в роботi [4].
Розглянемо структуру рiшень в цих трьох випадках
(рис. 1) детальнiше.

a) При σ = +1, λ > 0 максимум амплiтуди ко-
ливання знаходиться у точцi розташування домiшки

(оскiльки z0 < 0), i розв’язок має вигляд, зображений
на рис. 1,a. У даному випадку елементарнi збудження
притягуються як мiж собою, так i до дефекту.

Поблизу межi спектра лiнiйних хвиль, коли ω → 0
(ε → 0), iз спiввiдношення (15) випливає, що z0 ≈
−λ/2, а амплiтуда локалiзованого стану залежить вiд
частоти так:

u(z = 0)| ω→ 0 ≈
√
−ω. (17)

При ω = 0 нелiнiйна локалiзована мода перетворює-
ться на звичайнi коливання лiнiйної теорiї.

b) При σ = +1, λ < 0 елементарнi збудження при-
тягуються мiж собою, але вiдштовхуються вiд дефе-
кту, i максимум амплiтуди коливання не збiгається з
мiсцем розташування дефекту. Локалiзований стан –
це зв’язаний стан двох солiтонiв, якi симетрично роз-
ташованi по обидва боки дефекту з центрами в точках
±z0 (рис. 1,b).

У межi максимально можливої частоти розв’язку
(ω → 0) вiдстань мiж зв’язаними солiтонами прагне
до сталої величини: 2z0 ≈ −λ = |λ|, а амплiтуда ко-
ливань дефекту прямує до нуля вiдповiдно до (17).
Амплiтуда солiтонiв також прямує до нуля:

A|ω= 0 = u(z = ±z0) |ω= 0 = ε|ω= 0 = 0, (18)

i ця межа є малоамплiтудною.
c) У випадку σ = −1, λ > 0 (збудження вiдштов-

хуються одне вiд одного, але притягуються до дефе-
кту) профiль локалiзованого збудження має прибли-
зно такий самий вигляд, що i при σ = +1, λ > 0
(випадок a) – максимум амплiтуди коливання зна-
ходиться в точцi розташування дефекту (рис. 1,c), i
такий самий частотний iнтервал iснування локальної
моди: −∞ < ω < 0.

У лiнiйнiй межi (ω → 0), як i у випадку a, параметр
z0 ≈ −λ/2, але амплiтуда коливання домiшки прямує
тепер до кiнцевої величини (порiв. з (17)):

u(z = 0)| ω→ 0 ≈
2
λ
, (19)

а сам розв’язок для локалiзованого стану (16) транс-
формується у функцiю зi степеневими асимптотика-
ми на нескiнченностi, тобто в алгебраїчний солiтон
вигляду

u (z) =
1

|z|+ λ/2
. (20)

Ранiше (у роботi [4]) було зазначено, що, зазвичай,
можливiсть iснування степеневих солiтонiв на межi
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суцiльного спектра лiнiйних хвиль пов’язана з ура-
хуванням конкуруючих нелiнiйностей в еволюцiйних
рiвняннях або за наявностi багато-частинкових взає-
модiй рiзного типу [7]. Наприклад, до виникнення ал-
гебраїчних солiтонiв на межi спектра лiнiйних хвиль
приводить урахування парного вiдштовхування ква-
зiчастинок та їх тричастинкового притягання, тоб-
то врахування доданкiв типу u |u |4 у рiвняннi (1) з
σ = −1. Ранiше було показано, що такi солiтони є
нестiйкими [8].

У випадку з дефектом, що розглядається нами, си-
туацiя багато в чому схожа: є два типи взаємодiй –
парна мiжчастинкова взаємодiя, що описується до-
данком 2σ |u |2 u, та одночастинкова взаємодiя еле-
ментарних збуджень з неоднорiднiстю, ефективна iн-
тенсивнiсть якої, однак, залежить вiд величини поля:
λeff = λ |u|2 (у роботi [4] iнтенсивнiсть одночастин-
кової взаємодiї визначалася константою λ). Степене-
вi солiтони у нашому випадку iснують при парному
вiдштовхуваннi квазiчастинок (σ = −1) та їх притя-
гуваннi до дефекту (λ > 0).

Як видно з розгляду 3-х можливих локалiзованих
станiв, на вiдмiну вiд системи [4] всi локалiзованi ста-
ни нашої системи iснують в одному частотному iнтер-
валi: −∞ < ω < 0.

Для кращого розумiння фiзичної природи розгля-
нутих локалiзованих станiв проведемо їх квазiкласи-
чне квантування.

Рiвняння (1) описує динамiку консервативної си-
стеми i тому має очевидний iнтеграл руху – повну
енергiю системи:

W =

+∞∫
−∞

dz

{∣∣∣∣∂u∂z
∣∣∣∣2 − σ |u|4 − λ

2
δ(z) |u|4

}
, (21)

а також воно має додатковий iнтеграл руху (4) – пов-
не число елементарних збуджень (квантiв поля), ло-
калiзованих у системi [3].

До цього часу ми характеризували локалiзований
розв’язок його частотою ω (параметром ε). Для розу-
мiння квантово-механiчної природи солiтонного ста-
ну зручно перейти вiд частоти як його динамiчної ха-
рактеристики до числа зв’язаних у цьому локалiзова-
ному станi збуджень N .

Розглянемо спочатку випадок σ = +1. Виразимо
iнтеграли руху N i W через частоту ω (або зв’яза-
ний iз нею параметр ε). Пiдставляючи явний вигляд
розв’язку (14) у вираз (4) та враховуючи при цьому
залежнiсть z0(ε) (див. (15)), отримуємо спiввiдноше-

ння, яке визначає повне число збуджень N :

N = 2ε (1 + th(εz0)) = 2ε+
2
λ

(
1−

√
1 + (λε)2

)
. (22)

З отриманого спiввiдношення легко визначити, що
при позитивних значеннях λ (притягуючому характе-
рi дефекту) повне число збуджень у системi має обме-
ження зверху:

0 ≤ N < 2/λ, λ > 0. (23)

При цьому N → 2/λ при ε→ +∞; N → 0 при ε→ 0.
Вiдзначимо, що критичне значення N∗ = 2/λ вiд-

повiдає повному числу збуджень у системi з нелiнiй-
ним дефектом у лiнiйному середовищi (див. (6)).

При λ < 0 величина N може набувати будь-яких
додатних значень:

N ≥ 0, λ < 0. (24)

Зi спiввiдношення (22) легко отримати обернену за-
лежнiсть ε = ε(N):

ε =
N

4
4− λN
2− λN

(25)

i, вiдповiдно, залежнiсть ω = ω(N):

ω = −
(
N

4

)2(4− λN
2− λN

)2

= −
(
N

4

)2(
1 +

2
2− λN

)2

.

(26)

Аналогiчно, використовуючи явний вигляд розв’язку
(14) у виразi (21) та враховуючи спiввiдношення (15),
можна отримати в явному виглядi залежнiсть повної
енергiї системи W вiд параметра ε: W = W (ε). Далi,
виключаючи з виразу для W = W (ε) та залежностi
N = N(ε) (22) параметр ε за допомогою формули
(25), легко отримати зв’язок повної енергiї локалiзо-
ваного стану з повним числом зв’язаних у ньому еле-
ментарних збуджень:

W (N) =
N3

6
− λN4

32
− N3

32
(4− λN)2

2− λN
. (27)

Ще раз вiдзначимо, що повне число збуджень N не
може перевищувати максимального значення N∗ =
2/λ (23).

Звернемось тепер до випадку σ = −1. Пiдставляю-
чи розв’язок (16) у формулу (4) для N та використо-
вуючи залежнiсть z0(ε) зi спiввiдношення (15), отри-
муємо залежнiсть N = N(ε) (вiдмiнну вiд виразу (22)
для випадку σ = +1):

N = −2ε (1 + cth(εz0)) = −2ε+
2
λ

(
1 +

√
1 + (λε)2

)
.
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Рис. 2. Залежностi ω = ω(N) для трьох можливих типiв нелi-
нiйних локалiзованих станiв: a) σ = +1, λ = +1 (крива 1 ); b)
σ = +1, λ = −1 (крива 2 ); c) σ = −1, λ = +1 (крива 3 )

(28)

З отриманого спiввiдношення легко визначити, що
повне число збуджень у системi N лежить у дiапа-
зонi (параметр λ додатний у випадку σ = −1):

2/λ < N ≤ 4/λ. (29)

При цьому N → 2/λ при ε → +∞, та N → 4/λ при
ε→ 0.

З виразу (28) легко визначити обернену залежнiсть
ε = ε(N) (порiв. з (25)):

ε = −N
4

4− λN
2− λN

. (30)

При цьому залежнiсть ω = ω(N) у випадку σ = −1
має такий самий аналiтичний вигляд (26), що i для
випадку σ = +1.

Такою самою, як i для випадку σ = +1, виявляє-
ться i залежнiсть (27) повної енергiї локалiзованого
стану вiд кiлькостi зв’язаних у ньому елементарних
збуджень W = W (N).

При σ = +1 з позитивностi iнтеграла руху N в (22)
та спiввiдношень (23) та (24) випливає, що при будь-
яких значеннях λ можливi будь-якi додатнi значення
ε. При цьому гранична умова (15) не накладає нiяких
додаткових обмежень на область iснування розв’язку,
яка визначається, таким чином, простим спiввiдноше-
нням

ε ≥ 0. (31)

При σ = −1 (коли розв’язок iснує тiльки при λ > 0)
з позитивностi величини N в (28) та спiввiдношення

Рис. 3. Залежностi W = W (N) для трьох можливих типiв не-
лiнiйних локалiзованих станiв: a) σ = +1, λ = +1 (крива 1 ); b)
σ = +1, λ = −1 (крива 2 ); c) σ = −1, λ = +1 (крива 3 )

(29), а також з граничної умови (15) випливає, що i
в цьому випадку область iснування розв’язку також
визначається спiввiдношенням (31).

Значення ε = 0 (ω = 0) вiдповiдає нижнiй межi
спектра лiнiйних хвиль.

На рис. 2 наведено залежностi ω = ω(N) для всiх
трьох можливих локалiзованих станiв для значень
λ = ±1 (N∗ = 2) (врахованi областi припустимих зна-
чень N (23), (24) i (29)).

На рис. 3 наведено залежностi W = W (N) для всiх
можливих локалiзованих станiв (λ = ±1, N∗ = 2).

Якщо продиференцiювати залежнiсть (27) по N та
скористатися спiввiдношеннями (22) i (28) для N(ε),
то легко переконатися у виконаннi звичайного для
одночастотних солiтонiв спiввiдношення

∂W

∂N
= ω, (32)

що наявне в консервативних нелiнiйних системах, якi
мають iнтеграл руху N . Таким чином, частота нелi-
нiйного локального коливання вiдiграє роль хiмiчно-
го потенцiалу для зв’язаних у ньому елементарних
збуджень.

3. Висновки

У данiй роботi у рамках нелiнiйного рiвняння Шре-
дiнгера з довiльним знаком нелiнiйностi дослiдже-
но всi можливi стацiонарнi стани, якi локалiзованi на
нелiнiйному дефектi (поблизу плоского дефектного
шару), при рiзних властивостях цього дефекту. По-
казано, що результат можна трактувати мовою еле-
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ментарних збуджень, якi взаємодiють мiж собою та з
дефектом.

Встановлено, що у нелiнiйному середовищi з дефе-
ктним шаром, що має нелiнiйнi властивостi, локалi-
зованi на такому дефектi стани можливi при будь-
якому знаку ангармонiзмiв (будь-якому знаку σ) у
випадку притягання елементарних збуджень до де-
фектного шару (λ > 0). При взаємному притяганнi
мiж збудженнями (σ = +1) локалiзацiя нелiнiйно-
го збудження поблизу дефектного шару можлива на-
вiть при вiдштовхуваннi елементарних збуджень вiд
дефекту (λ < 0). У випадку σ = −1 (вiдштовху-
вання мiж збудженнями) нелiнiйнi локалiзованi збу-
дження можливi тiльки при λ > 0. Проведено квазi-
класичне квантування знайдених локалiзованих мод,
i отримано залежнiсть повної енергiї системи вiд
повної кiлькостi елементарних збуджень (квазiчасти-
нок).

Отриманi результати можуть бути кориснi для ви-
вчення локалiзованих станiв у системi з двома нелi-
нiйними дефектами i, на основi останньої, в перiоди-
чнiй системi нелiнiйних дефектiв (плоских дефектних
шарiв) у нелiнiйному середовищi.
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ЛОКАЛИЗОВАННЫЕ СОСТОЯНИЯ В НЕЛИНЕЙНОЙ
СРЕДЕ С ПЛОСКИМ ДЕФЕКТНЫМ СЛОЕМ,
ОБЛАДАЮЩИМ НЕЛИНЕЙНЫМИ СВОЙСТВАМИ

И.В. Герасимчук, П.К. Горбач, П.П. Довгополый

Р е з ю м е

В рамках квазиклассического подхода изучены солитонные со-
стояния, локализованные вблизи плоского дефектного слоя,
обладающего нелинейными свойствами, при разных знаках не-
линейности среды и разном характере взаимодействия элемен-
тарных возбуждений системы с дефектным слоем. Дана кван-
товая интерпретация этих нелинейных локализованных мод на
языке связанных состояний большого числа элементарных во-
збуждений. Определены области существования и исследова-
ны свойства таких состояний в зависимости от характера взаи-
модействия элементарных возбуждений между собой и с дефе-
ктом.
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S u m m a r y

In the framework of quasiclassical approach, soliton states local-

ized near a plane defect layer with nonlinear properties have been

studied at different signs of nonlinearity and different characters

of interaction between elementary excitations in the system and

the defect layer. The quantum-mechanical interpretation of corre-

sponding nonlinear localized modes is proposed in terms of bound

states of a large number of elementary excitation. The existence

domains of such states are determined. The properties of those

states and their dependence on the character of interaction of el-

ementary excitations with one another and with the defect are

studied.
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