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В роботi дослiджено вплив неоднорiдного екранованого еле-
ктричного поля на процес заряджання пилових частинок в
термiчнiй запиленiй плазмi. Електричне поле заряджених ча-
стинок враховано в межах комiркового пiдходу, за допомогою
якого задачу зведено до одночастинкової. В межах моделi ква-
зiхiмiчної рiвноваги, яку узагальнено на випадок неоднорiдно-
го екранованого електричного поля, отримано середнiй заряд
пилових частинок, функцiю розподiлу частинок за зарядами
та дисперсiю цього розподiлу. Також отримано критерiй нео-
днорiдностi g(z) електричного поля та показано, що впливом
ефектiв екранування можна знехтувати у випадку розрiдже-
ної пiдсистеми пилових частинок (при rc/rp � 1) та у випадку
частинок малих радiусiв (rp ∼ 10−5 см).

1. Вступ

Термiчна запилена плазма, яка характеризується рiв-
нiстю температур усiх компонент, в основному зустрi-
чається в земних умовах у продуктах згоряння рiзних
палив [1]. Однiєю з важливих проблем теорiї запи-
леної плазми є проблема визначення заряду пилових
частинок [2, 3]. Для вирiшення цiєї проблеми вико-
ристовуються рiзнi методи, якi вiдображають специ-
фiку задачi з тим або iншим ступенем адекватностi.
Розглянемо найбiльш характернi роботи.

В роботi [4] для визначення заряду пилових ча-
стинок використано iснування аналогiї мiж процесом
термойонiзацiї пилових частинок та процесом йонiза-
цiї атомiв. Заряд атомiв при йонiзацiї змiнюється не
бiльш нiж на декiлька одиниць заряду електрона, то-
му впливом екранування можна знехтувати й вважа-
ти, що електрони вiддаляються на достатньо велику
вiдстань (нескiнченнiсть) вiд йонiв, що їх емiтували.
Такий самий пiдхiд застосовано в роботi [4] при ви-

значеннi заряду однакових пилових частинок радiуса
rp. В рамках цього методу аналогом енергiї йонiзацiї I
в рiвняннi Саха є робота виходу електронiв з поверх-
нi частинок, що мають заряд z: I ⇒ W0 + ze2/rp, де
W0 – робота виходу з поверхнi нейтральних частинок,
а член ze2/rp (z – заряд, що виражено в одиницях
заряду електрона e) має змiст роботи з перемiщення
електрона з поверхнi частинки на нескiнченнiсть. По-
казано, що при зроблених припущеннях середнє зна-
чення Z заряду пилових частинок при Z � 1 визна-
чається виразом

Z =
kTrp
e2

ln
nes

ne
+

1
2
, (1)

де nes = 2(2πmekT/h
2)3/2 exp(−W0/kT ) – рiвноважна

густина електронiв поблизу поверхнi емiтуючої ча-
стинки, ne – середня густина електронiв в плазмi.

У роботах [5–7] в рамках пiдходу [4], який далi бу-
демо називати квазiхiмiчним було враховано можли-
вiсть утворення негативного заряду та побудовано
функцiю розподiлу за зарядами частинок. Було пока-
зано, що коефiцiєнт kTrp/e2 є дисперсiєю розподiлу.
Зазначимо, що невелика кiлькiсть пилових частинок
може бути заряджена й вiд’ємно, проте в середньому
пиловi частинки в плазмi продуктiв згоряння мають
додатний заряд.

В роботi [8] заряд пилових частинок однакового
розмiру rp визначається з умови балансу потокiв:
струм термоемiсiї врiвноважується струмом електро-
нiв, якi рекомбiнують iз зарядженими пиловими ча-
стинками. Струм термоемiсiї визначається, як i в ро-
ботi [4], рiвнянням Ричардсона–Дешмана. Припуска-
ється, що рекомбiнують всi електрони, якi зiштовху-
ються з пиловою частинкою. Швидкiсть рекомбiнацiї
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оцiнюється в наближеннi бiнарних зiткнень (−αnenp,
де α = σv, σ — поперечний перерiз пилової частинки
(σ ≈ πr2p), а v — середнє значення теплової швидко-
стi вiдносного руху, np — середнє значення густини
пилових частинок у плазмi). Рiвняння балансу по-
токiв дозволяє встановити зв’язок мiж середнiм за-
рядом Z та середньою густиною електронiв ne: Z =
kTrp/e

2 lnnes/ne. Цей результат фактично збiгається
з (1). У цiй самiй роботi величина ne позичається з
експериментальних даних (в принципi, вона припу-
скає й теоретичне визначення), що дозволяє отрима-
ти оцiнку величини заряду. Так, при ne = 3, 47 · 1010

см−3, np = 2 · 107 см−3 та T = 3285 К для частинок
радiуса rp = 10−4 см отримано заряд Z = 1700.

Принципової вiдмiни мiж розглянутими пiдходами
немає, що можна побачити з [9, 10], де кiнетичним
шляхом отримано вираз для констант рiвноваги, що
використано в [4–7].

У роботах [11–15] здiйснено спроби врахувати не-
однорiдний розподiл електронiв навколо пилової ча-
стинки та вплив вiдповiдного електричного поля на
процес рекомбiнацiї. В [11] ефекти екранування вра-
ховано в лiнiйному наближеннi. В роботi [15] розгля-
нуто вiдокремлену пилову частинку, а розподiл еле-
ктричного поля в її околi визначено як розв’язок рiв-
няння Пуассона в наближеннi Дебая–Хюккеля.

Перелiченим вище пiдходам властива суперечли-
вiсть: уведення поняття “середньої густини” є неко-
ректним, оскiльки вважається, що електрони термо-
емiсiї вiддаляються на нескiнченнiсть.

Тому природним чином виникли пiдходи, в яких
вважається, що електрони термоемiсiї залишаються
в обмеженiй областi, яка охоплює пилову частинку
[16–20]. Ця область, яку ми називатимемо далi ко-
мiркою (the cell), є електронейтральною. Електрони
можуть переходити з однiєї комiрки до iншої, однак
середнє число електронiв у кожнiй комiрцi за даних
умов залишається фiксованим. Такий пiдхiд дозволяє
перейти до розгляду лише однiєї пилової частинки в
комiрцi, тобто зробити задачу одночастинковою. За-
уважимо, що в рамках комiркових пiдходiв уведення
середньої густини емiтованих електронiв є цiлком ко-
ректним.

В [16] розглядається система, що складається з
однакових пилових частинок сферичної форми, емi-
тованих ними електронiв та буферного газу. Кожна
пилова частинка знаходиться всерединi електроней-
тральної сферично-симетричної комiрки радiуса rc.
Розмiр комiрки визначається з геометричних мiрку-
вань як половина середньої вiдстанi мiж пиловими

частинками:

rc =
1
2

(
3

4πnp

)1/3

. (2)

Пиловi частинки мають однаковий заряд Ze. Еле-
ктричне поле всерединi комiрки визначається шля-
хом розв’язання рiвняння Пуассона чисельними ме-
тодами з вiдповiдними крайовими умовами. В [16]
приймається, що на межi комiрки перетворюються на
нуль потенцiал та напруженiсть електричного поля.
Розглянуто випадки слабкого та сильного екранува-
ння частинки електронною хмарою, для яких отри-
мано апроксимацiйнi вирази для потенцiалу електри-
чного поля. В роботi [17] показано, що розв’язок еле-
ктростатичної задачi для випадку слабкого екранува-
ння (rD � rp) при розрядженнi пiдсистеми пилових
частинок переходить у (1).

Для визначення електричного поля всерединi ко-
мiрки в [18, 19] розв’язується лiнеаризоване рiвнян-
ня Пуассона, яке доповнене двома крайовими умова-
ми, що встановлюють: (i) рiвнiсть нулю напруженостi
електричного поля на межi комiрки та (ii) зв’язок на-
пруженостi електричного поля на поверхнi частинки
з її зарядом.

Вiдзначимо, що крайова умова (i) є тривiальною
(виходить з теореми Остроградського–Гаусса) та не
повинна приводити до нових результатiв. Не врахова-
но також належним чином вплив електричного поля
на процес заряджання пилових частинок.

В роботi [20], яка також ґрунтується на комiрко-
вому пiдходi до опису властивостей запиленої пла-
зми, використано поняття “потенцiалу плазми” (“bulk
plasma potential”), що уведено ранiше тими сами-
ми авторами [21, 22]. Пропонується потенцiал еле-
ктричного поля φ вiдлiчувати вiд цього “потенцiалу
плазми”. Автори пояснюють такий вiдлiк потенциа-
лу тим, що тiльки в цьому випадку можна покла-
сти φ(r)|r→∞ → 0. В попереднiх роботах “потенцi-
ал плазми” означається так, щоб узгодити розподiл
Больцмана з умовою електронейтральностi плазми.
Подiбне твердження є некоректним, оскiльки процес
термоелектроної емiсiї з iзольованої частинки є не-
стацiонарним, та використання розподiлу Больцмана
є неможливим.

Питання про процеси заряджання та вплив на них
ефектiв екранування стало особливо актуальним пi-
сля виявлення в термiчнiй запиленiй плазмi впоряд-
кованих структур [23]. Цьому питанню присвяченi,
зокрема, й роботи [24–26], в яких вивчається вплив
ефектiв екранування на зарядку вiдокремленої ча-
стинки. В [24] чисельними методами вивчається пове-
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дiнка екранованого поля пилової частинки, яке опи-
сано лiнеаризованим рiвнянням Пуассона. Показано,
що суттєвi вiдхилення вiд лiнiйної теорiї екранува-
ння повиннi очiкуватися для частинок, радiус яких
має порядок радiуса Дебая. В [25], також чисельними
методами, дослiджується динамiка процесiв зарядки
пилової частинки за наявнiстю зовнiшнiх джерел йо-
нiзацiї та з урахуванням фотоемiсiї з її поверхнi. За-
ряд визначається з умови рiвностi потокiв. Отримано
густини електронiв та йонiв в околi пилової частинки
та заряд частинки як функцiю часу. В [26] вивчається
вплив меж на екранування точкової пилової частин-
ки.

Крiм того, останнiм часом знов почали звертати-
ся до рiвняння Саха як до засоба опису властивостей
запиленої плазми [27, 28] (див. також [21, 22]). Це по-
яснюється простотою та фiзичною прозорiстю цього
пiдходу. Тому уявляється очевидною необхiднiсть де-
тально дослiдити питання щодо можливостi застосу-
вання квазiхiмiчного пiдходу.

В данiй роботi дослiджується величина та диспер-
сiя середнього заряду пилових частинок у термiчнiй
плазмi. Для цього використовуються: (i) комiркове
наближення та (ii) пiдхiд, який ґрунтується на квазi-
хiмiчнiй моделi заряджання пилових частинок. Бу-
ферний газ не враховується.

2. Означення комiрки та енергiя
електростатичного поля

У цьому параграфi сформулюємо основнi положення
комiркової моделi та визначимо енергiю електроста-
тичного поля, що утворено зарядженою пиловою ча-
стинкою. Також розглянемо граничний випадок слаб-
ко зарядженої частинки.

2.1. Комiркова модель запиленої плазми

Розглянемо однаковi пиловi частинки радiуса rp, що
знаходяться в рiвновазi з електронами, якi з них емi-
тували, та мають середнiй заряд Ze. Будемо вва-
жати, що навколо кожної частинки можна видiлити
електронейтральну комiрку, радiус rc якої визначає-
ться виразом (2). Умова електронейтральностi комiр-
ки має вигляд

Ze+ 4π

rc∫
rp

ρ(r)r2dr = 0, (3)

де вiдстань r вiдраховується вiд центра частинки.

Припускається, що розподiли об’ємного заряду ρ(r)
та потенцiалу φ(r) електростатичного поля всереди-
нi комiрки мають сферичну симетрiю: ρ(r) ⇒ ρ(r),
φ(r) ⇒ φ(r). Розподiл потенцiалу описується в на-
ближеннi самоузгодженого поля: потенцiал φ(r) задо-
вольняє рiвняння Пуасcона, в якому густина заряду
ρ(r) визначається розподiлом Больцмана.

Треба зауважити, що густина заряду в околi за-
рядженої частинки не завжди описується розподiлом
Больцмана. Так, воно є некоректним у нестацiонар-
них задачах, якi вiдповiдають змiнi заряду пилової
частинки з часом. В цьому випадку доцiльно викори-
стовувати методи нерiвноважної термодинамiки, якi
запропоновано у [29, 30].

Для розв’зку поставленої у Вступi задачi звернемо-
ся до лiнеаризованого рiвняння Пуасcона. Це виправ-
довується такими мiркуваннями. Поведiнка потенцi-
алiв, якi є розв’зками лiнеаризованого та нелiнiйного
рiвнянь Пуассона, є близькою при rp < r < rp + rD та
rp + rD < r < rc (rD – дебаївський радiус пилових ча-
стинок). У другiй областi лiнеаризоване рiвняння Пу-
ассона взагалi є цiлком адекватним. Помiтна рiзни-
ця мiж потенцiалами є суттєвою тiльки при r ∼ rD.
Ця обставина є важливою в задачах, в яких деталь-
на поведiнка потенцiалу є визначальною. Для оцiнки
середнього заряду Z, згiдно з використаним нами ме-
тодом, потрiбно розрахувати енергiю електростати-
чного поля, яка є функцiоналом вiд потенцiалу. Тому
“тонкi” деталi поведiнки потенцiалу не вiдiграють ви-
значальної ролi.

У безрозмiрному виглядi лiнеаризоване рiвняння
Пуассона є

Δr̃ψ(r̃)− 1
λ2
ψ(r̃) = 0, (4)

де Δr̃ – безрозмiрна радiальна частина оператора Ла-
пласа. Безрозмiрнi параметри дорiвнюють:

r̃ =
r

rp
, ς =

rc
rp
, ψ(r̃) = 1 +

eφ(r̃)
kT

, (5)

де ς, ψ(r̃) – вiдповiдно безрозмiрнi радiус комiрки та
потенцiал електростатичного поля всерединi комiрки,
e – елементарний заряд, k – стала Больцмана. Вели-
чина λ – безрозмiрний дебаївський радiус, який до-
рiвнює

λ =
√

1
ñe0

, ñe0 =
ne0

n∗
, n∗ =

kT

4πe2r2p
, (6)

де ne0 – середня густина електронiв при φ(r) = 0,
тобто на межi комiрки. Тут вважається, що екрану-
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Рис. 1. Безрозмiрний радiус Дебая λ(Z) при рiзних радiусах
комiрки ς

вання частинки вiдбувається тiльки електронами, якi
емiтували з її поверхнi.

Рiвняння (4) доповнюється крайовими умовами на
межi комiрки та на поверхнi пилової частинки:

ψ(ς) = 1,

∂ψ(r̃)
∂r̃

∣∣∣∣
r̃=1

= − Z

Z0
,

(7)

де Z0 = kTrp/e
2 (для частинок радiуса 10−4 см

при температурi T = 3000 К за порядком величин
Z0 ∼ 102). Розв’язок рiвняння (4), який задовольняє
крайовi умови (7), має вигляд

ψ(r̃) =
1
r̃

(Z/Z0)λ sh ς−r̃
λ + ς

(
λ sh r̃−1

λ + ch r̃−1
λ

)
λ sh ς−1

λ + ch ς−1
λ

. (8)

Можна показати, що напруженiсть електричного
поля

Ẽ(r̃) =
1
r̃

(Z/Z0) ch ς−r̃
λ − ς

(
1
λ sh r̃−1

λ + ch r̃−1
λ

)
λ sh ς−1

λ + ch ς−1
λ

+

+
1
r̃2

(Z/Z0)λ sh ς−r̃
λ + ς

(
λ sh r̃−1

λ + ch r̃−1
λ

)
λ sh ς−1

λ + ch ς−1
λ

(9)

(тут Ẽ(r̃) = eE(r)rp/kT ) на межi електронейтральної
комiрки перетворюється на нуль. Це є природним на-
слiдком теореми Остроградського–Гаусса. Отже, ви-
браних крайових умов (7) цiлком достатньо для пов-
ного ров’язання електростатичної задачi, та розгля-
дати крайову умову E(rc) = 0 замiсть φ(rc) = 0 немає
необхiдностi. Вiдзначимо, що Ẽ(ς) = 0 з урахуванням
залежностi дебаївського радiуса λ вiд заряду частин-
ки Z (див. наступний пiдроздiл).

Енергiя електростатичного поля Wel може бути об-
числена стандартним чином:

Wel =
1
8π

∫
V

E2dV. (10)

Проводячи всi необхiднi обчислення, отримує-
мо, що безрозмiрна енергiя електростатичного поля
W̃el(Z) = Wel(Z)/kT має вигляд

W̃el(Z) = αZ2/Z0 − βZ + γZ0, (11)

де коефiцiєнти α, β, γ, вiдповiдно, дорiвнюють

α =
λ sh 2 ς−1

λ + 2λ2 ch 2 ς−1
λ + 2(ς − λ2 − 1)

8D
,

β =
ς
[
(ς − λ2 − 1) sh ς−1

λ + λ(ς − 1) ch ς−1
λ

]
2λD

,

γ =
ς

8λ2D

[
λ
[
(ς − 4)λ2 + ς

]
sh 2 ς−1

λ +

+2λ2(ς − 1− λ2) ch 2
ς − 1
λ

+ 2
[
(ς2 + λ2)(λ2 − 1) + ς

] ]
,

D =
(
λ sh

ς − 1
λ

+ ch
ς − 1
λ

)2

. (12)

Коефiцiєнти α, β, γ неявним чином залежать вiд за-
ряду пилової частинки Z. Щоб врахувати це, визна-
чимо далi залежнiсть λ(Z)

2.2. Залежнiсть дебаївського радiуса вiд
заряду пилової частинки

Неважко переконатися, що рiвняння електроней-
тральностi (3) переписується у виглядi

Z

Z0
− 1
λ2

ς∫
1

ψ(r̃)r̃2dr̃ = 0. (13)

Пiсля пiдстановки розв’язку (8) у (13), знаходимо

Z

Z0
=

1
λ

[
(ς − λ2) sh ς−1

λ + λ(ς − 1) ch ς−1
λ

]
. (14)

Отримане рiвняння встановлює залежнiсть мiж
безрозмiрним дебаївським радiусом λ та середнiм за-
рядом Z частинки. Вiдповiдну залежнiсть при рiзних
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розмiрах комiрки ς наведено на рис. 1, з якого видно,
що з ростом розмiру комiрки (тобто при збiльшеннi
середньої вiдстанi мiж пиловими частинками) безроз-
мiрний дебаївський радiус λ стає набагато бiльшим
одиницi.

Оскiльки ñe0 = λ−2, то рiвняння (14) встановлює
також залежнiсть густини ne0 термоемiсiйних еле-
ктронiв на межi комiрки вiд середнього заряду ча-
стинки Z. Знання величини ne0 дозволяє визначити
середнє значення густини ne електронiв термоемiсiї в
комiрцi:

ne =
4π
Vc

rc∫
rp

ne(r)r2dr, (15)

де Vc = 4π(r3c − r3p)/3 – об’єм комiрки, вiльний вiд пи-

лової частинки. Враховуючи ne(r) ' ne0

(
1 + eφ(r)

kT

)
,

отримуємо

ne(Z) =
3

ς3 − 1
Z

Z0
n∗ =

3
4π

Z

r3c − r3p
. (16)

Зрозумiло, що обчислене середнє значення електрон-
ної густини ne в комiрцi в граничному випадку ς →∞
повинно збiгатися з ne0 (див. рис. 2), яке в цьому ви-
падку буде мати змiст середньої густини електронiв
у системi.

Рiвняння (14) значно спрощується у граничному
випадку малих зарядiв пилової частинки (Z → 0),
що вiдповiдає умовi λ→∞. В цьому випадку з’явля-
ється малий параметр

√
ñe0, за яким можна розкла-

сти праву частину рiвняння (14) в ряд. З точнiстю до
(Z/Z0)3/2 отримаємо

ñe0(Z) '
(

Z

a2Z0

)(
1− a4

a2
2

Z

Z0

)
, (17)

де a2 = (ς3 − 1)/3, a4 = (ς5 − 5ς3 + 5ς2 − 1)/30 —
коефiцiєнти при вiдповiдних степенях

√
ñe0. Область

застосовностi асимптотичної формули (17) визначає-
ться нерiвнiстю ñe0 � a2/a4.

Таким чином, при λ→∞ отримаємо залежнiсть

λ(Z) '
(
a2
Z0

Z

)1/2(
1 +

a4

2a2
2

Z

Z0

)
, (18)

застосовну при λ�
√
a2/a4.

2.3. Поведiнка потенцiалу та енергiї
електростатичного поля при великому
дебаївському радiусi (λ � 1)

У цьому граничному випадку отриманi вирази для
потенцiалу (8) та енергiї (11) електростатичного по-

nes

ne

ne0

rcrp

Рис. 2. Схематичний розподiл густини термоемiсiйних електро-
нiв в електронейтральнiй комiрцi. Тут nes – рiвноважна гу-
стина електронiв поблизу поверхнi частинки (r = rp), ne0 –
густина електронiв при φ = 0 (r = rc), ne – середня густина
електронiв у комiрцi

ля помiтно спрощуються. Покажемо, що при λ → ∞
приходимо до випадку, розглянутому у Додатку.

Дiйсно, умова λ → ∞ еквiвалентна Z → 0. Тому,
враховуючи (18) та розкладаючи (8) в ряд за Z, отри-
муємо (A3). Таку поведiнку комiркового потенцiалу
було вiдзначено ще у роботi [17].

Вирази для α, β та γ, обмежуючись першим членом
у розкладi, набувають вигляду

α ' ς − 1
2ς

+ . . . , β ' ς3 − 3ς + 2
2ς(ς3 − 1)

Z

Z0
+ . . . ,

γ ' ς6 − 5ς3 + 9ς − 5
10ς(ς3 − 1)2

(
Z

Z0

)2

+ . . . . (19)

Отже, електростатична енергiя (11) в наближеннi
λ → ∞ (Z → 0) дорiвнює (A5). В граничному ви-
падку ς → ∞ енергiя Wel переходить в енергiю неза-
екранованої частинки: Wel ⇒ (Ze)2/2rp.

3. Модель квазiхiмiчної рiвноваги

У цьому параграфi ми нагадаємо основнi результати
робiт [4–7] та проведемо узагальнення пiдходу, який
було в них розвинуто. Для цього використаємо ре-
зультати попереднього параграфа. Також побудуємо
функцiю розподiлу частинок за зарядами, як це було
зроблено у [7], але з урахуванням зроблених попра-
вок, та визначимо дисперсiю ZD цього розподiлу.

3.1. Узагальнення на випадок екранованого
поля

Вiдомо [31], що йонiзацiйна рiвновага з термодинамi-
чної точки зору є окремим випадком хiмiчної рiвно-
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Рис. 3. Поведiнка функцiї g(z) при рiзних значеннях безроз-
мiрного радiуса комiрки ς

ваги, який вiдповiдає одночасно протiкаючим «реа-
кцiям йонiзацiї», якi можна подати у виглядi

A0 = A1 + e−, A1 = A2 + e−, . . . , (20)

де символ A0 позначає нейтральний атом, A1,
A2, . . . — одно-, двох- i т. д. кратно йонiзованi ато-
ми, e− — електрон.

За припущенням, що така модель заряджання є
справедливою й для пилових частинок, в роботах [5–
7] отримано константи рiвноваги

Kz = nes exp
(
− z e2

rpkT

)
. (21)

Множник ze2/rp у виразi (21), як вже вiдзначало-
ся вище (див. Вступ), являє собою додаткову робо-
ту, що здiйснює електрон при перемiщеннi з поверхнi
частинки, яка має заряд z, на нескiнченнiсть.

Врахування впливу електричного поля становиться
суттєвим у рядi випадкiв. Так, для частинок радiу-
са rp = 10−5 см при Z = 100 вiдношення множни-
ка Ze2/rp до роботи виходу W0 = 2, 75 еВ виявля-
ється рiвним 0,52. Таке саме значення отримаємо й
для частинок радiуса rp = 10−4 см при Z = 1000.
Таким чином, вплив електричного поля стає суттє-
вим (для частинок радiуса rp = 10−5 − 10−4 см) при
Z ∼ 100−1000. Такi заряди є типовими для запиленої
плазми.

Рiвняння Саха n(z)
p ne/n

(z−1)
p = Kz дозволило пода-

ти середню густину пилових частинок з зарядом z у
виглядi n(z)

p =
∏z−1
i=0 Kz/ne, а середнi густини пилових

частинок np та електронiв термоемiсiї ne у виглядi

np =
∞∑

z=−∞
n(z)

p , ne =
∞∑

z=−∞
zn(z)

p . (22)

В указаних роботах з умови електронейтральностi
ne = Znp було отримано вираз для середньої величи-
ни заряду Z пилових частинок:

Z =

∞∑
z=−∞

z exp
(
− z(z−1)e2

2rpkT
+ z ln nes

ne

)
∞∑

z=−∞
exp

(
− z(z−1)e2

2rpkT
+ z ln nes

ne

) . (23)

Рiвняння (23) не є замкненим для визначення Z,
оскiльки величина ne залишається невизначеною. В
роботах [5–7] величина ne була запозичена з експе-
рименту. Крiм того, ймовiрнiсть набування частин-
кою вiд’ємного заряду, очевидно, визначається тiль-
ки енергiєю електростатичної взаємодiї. Тому при
z 6 0 треба покласти nes = ne, та в (23) отримаємо
lnnes/ne = 0.

Узагальнемо результат (23) шляхом врахування: (i)
iснування кiнцевої областi (електронейтральної ко-
мiрки); (ii) впливу ефектiв екранування. Тодi кон-
станти рiвноваги (21) будуть мати вигляд

Kz = nes exp
(
−Wel(z)−Wel(z − 1)

kT

)
, (24)

де рiзниця Wel(z) −Wel(z − 1) являє собою додатко-
ву роботу, що здiйснює електрон при перемiщеннi з
поверхнi частинки в електронну хмарку, яка оточує
частинку.

На рис. 3 наведено залежнiсть

Wel(z)−Wel(z − 1)
ze2/rp

≡ g(z) (25)

при рiзних розмiрах комiрки ς. З рисунка видно, що
при ς � 1, тобто при вiдстанi мiж пиловими частин-
ками набагато бiльшiй за їх радiус, функцiя g(z)→ 1
та можна вважати, що електрони термоемiсiї вiдда-
ляються вiд частинок на нескiнченнiсть. Тому в разi
rc � rp екрануванням можна знехтувати та викори-
стовувати константи рiвноваги (21).

Константи рiвноваги (24) приводять до результату:

Z =

∞∑
z=−∞

z exp [f(z, Z)]

∞∑
z=−∞

exp [f(z, Z)]
, (26)

де

f(z, Z) =

{
−W̃el(z), z 6 0;
−W̃el(z) + z ln nes

ne
, z > 0.

(27)
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Рис. 4. Залежнiсть середнього заряду Z пилових частинок
CeO2 радiуса rp = 5 · 10−5 см вiд безрозмiрного радiуса ко-
мiрки ς при T = 2500 К

Тут середня густина електронiв термоемiсiї ne в ко-
мiрцi є функцiєю середнього заряду пилових части-
нок Z (див. рiвняння (16)).

Значення середнiх зарядiв пилових частинок CeO2

(W0 = 2, 75 еВ) при рiзних температурах та роз-
мiрах комiрки (або, що те саме, при рiзних сере-
днiх вiдстанях мiж пиловими частинками) наведено
в табл. 1–3.

Спочатку виконувався розрахунок заряду Z при
заданих ς, T та rp за формулою (26) (колонка Zcell).
При цьому самоузгоджено встановлювалося значення
середньої густини електронiв ne в комiрцi за форму-
лою (16). Далi розраховувалось значення заряду за
«старою» формулою (23) (колонка Z∞), де була ви-
користана розрахована величина ne. Розрахунки ви-
конувались за допомогою розробленого алгоритму на
мовi Java з використанням класу BigDecimal з пакета
Math.

На рис. 4 показано залежнiсть середнього заряду
Z пилових частинок CeO2 радiуса rp = 5 · 10−5 см
вiд безрозмiрного радiуса комiрки ς при T = 2500 К.
Видно, що при малих комiрках роль неоднорiдностi
є суттєвою, а зi збiльшенням комiрки формула (26)
переходить у (23). Крiм того, при ς 6 5 величина Z
зменшується, а при ς > 5 починає зростати. Такий
результат пояснюється тим, що квазiхiмiчний пiдхiд,
який розглядаємо в данiй роботi, є незастосовним для
дуже щiльних систем (ς ∼ 1).

3.2. Розподiл частинок за зарядами

Безсумнiвною перевагою розглянутого пiдходу є мо-
жливiсть побудови функцiї розподiлу пилових части-
нок за зарядами так, як це було зроблено в роботi [7],
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Рис. 5. Функцiї розподiлу ρ1(z) та ρ2(z) при T = 2500 К, rp =

5 · 10−5 см та ς = 15

де було використано константи рiвноваги (21). Так,
в припущеннi, що заряд частинок змiнюється непе-
рервно, було отримано

n
(z)
p

np
=

1√
2πZ0

exp
(
−z(z − 1)

2Z0
+ z ln

nes

ne

)
≡ ρ1(z).

(28)

Дисперсiя цього розподiлу дорiвнює Z0 = kTrp/e
2.

У комiрковому наближеннi закон розподiлу заряду
z пилових частинок визначається виразом

n
(z)
p

np
=

exp [f(z, Z)]
∞∑

z=−∞
exp [f(z, Z)]

≡ ρ2(z). (29)

На рис. 5 наведено функцiї розподiлу ρ1(z) та ρ2(z)
при T = 2500 К, rp = 5 · 10−5 см та ς = 15. Видно,
що в область вiд’ємно заряджених частинок попадає
нехтовна мала їх частина.

Дисперсiя ZD розподiлу (29) може бути визначена
стандартно:

ZD = µ2 − µ2
1, (30)

де µi – i-й момент розподiлу, що дорiвнює

µi =
∞∑

z=−∞
ziρ2(z). (31)

Для тих самих параметрiв, як i на рис. 4, наведено
залежнiсть ZD(ς). Видно, що при малих радiусах ко-
мiрки дисперсiя ZD дещо вiдрiзняється вiд значення
Z0, а при ς →∞ дисперсiя ZD(ς)→ Z0.
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Т а б л и ц я 1. Середнє значення заряду пилових частинок, розраховане за узагальненою формулою (26) та за
формулою (23) при рiзних радiусах комiрки ς для рiзних радiусiв частинок rp та при температурi T = 2000 К

T = 2000 К
ς rp = 10−4 см rp = 5 · 10−5 см rp = 10−5 см

Zcell ne0, см−3 Z∞ Zcell ne0, см−3 Z∞ Zcell ne0, см−3 Z∞

5 757 1, 46 · 1012 427 261 4, 02 · 1012 153 13 2, 55 · 1013 9
10 863 2, 06 · 1011 662 338 6, 46 · 1011 263 30 7, 10 · 1012 24
15 942 6, 67 · 1010 797 385 2, 18 · 1011 328 40 2, 84 · 1012 35
25 1061 1, 62 · 1010 966 449 5, 49 · 1010 410 54 8, 24 · 1011 50
35 1149 6, 40 · 109 1078 495 2, 20 · 1010 465 63 3, 53 · 1011 60
50 1248 2, 38 · 109 1196 545 8, 33 · 109 523 74 1, 41 · 1011 71
150 1582 1, 12 · 108 1562 713 4, 04 · 108 705 107 7, 57 · 109 106

Т а б л и ц я 2. Середнє значення заряду пилових частинок, розраховане за узагальненою формулою (26) та за
формулою (23) при рiзних радiусах комiрки ς для рiзних радiусiв частинок rp та при температурi T = 2250 К

T = 2250 К
ς rp = 10−4 см rp = 5 · 10−5 см rp = 10−5 см

Zcell ne0, см−3 Z∞ Zcell ne0, см−3 Z∞ Zcell ne0, см−3 Z∞

5 1250 2, 41 · 1012 676 472 7, 27 · 1012 264 36 7, 01 · 1013 23
10 1265 3, 02 · 1011 955 520 9, 95 · 1011 398 56 1, 35 · 1012 45
15 1326 9, 38 · 1010 1113 562 3, 18 · 1011 474 68 4, 81 · 1012 59
25 1441 2, 20 · 1010 1308 627 7, 66 · 1010 570 83 1, 27 · 1011 77
35 1533 8, 54 · 109 1436 675 3, 01 · 1010 633 94 5, 28 · 1011 89
50 1641 3, 14 · 109 1571 731 1, 12 · 1010 700 105 2, 01 · 1011 102
150 2013 1, 42 · 108 1988 918 5, 20 · 108 907 143 1, 01 · 1010 142

Т а б л и ц я 3. Середнє значення заряду пилових частинок, розраховане за узагальненою формулою (26) та за
формулою (23) при рiзних радiусах комiрки ς для рiзних радiусiв частинок rp та при температурi T = 2500 К

T = 2500 К
ς rp = 10−4 см rp = 5 · 10−5 см rp = 10−5 см

Zcell ne0, см−3 Z∞ Zcell ne0, см−3 Z∞ Zcell ne0, см−3 Z∞

5 1782 3, 43 · 1012 933 705 1, 09 · 1013 381 76 9, 27 · 1013 44
10 1681 4, 02 · 1011 1255 710 1, 36 · 1012 536 97 1, 21 · 1013 75
15 1719 1, 22 · 1011 1434 744 4, 21 · 1011 624 109 3, 71 · 1012 93
25 1827 2, 79 · 1010 1654 807 9, 87 · 1010 733 125 8, 48 · 1011 115
35 1922 1, 07 · 1010 1797 858 3, 82 · 1010 804 137 3, 21 · 1011 129
50 2038 3, 89 · 109 1949 918 1, 40 · 1010 879 151 1, 14 · 1011 145
150 2447 1, 73 · 108 2415 1125 6, 36 · 108 1110 180 1, 27 · 1010 178

4. Обговорення результатiв

У роботi наведено результати теоретичного дослiдже-
ння впливу екранованого електричного поля на про-
цес заряджання пилових частинок в термiчнiй пла-
змi. Було використано такi наближення: (i) комiркова
модель пилевої плазми для опису розподiлу електро-
статичного поля; (ii) квазiхiмiчний пiдхiд для визна-
чення середнього заряду пилових частинок, розподi-
лу частинок за зарядами та дисперсiї цього розподiлу.

Введення електронейтральної комiрки, яка охо-
плює частинку, дозволяє: (i) врахувати ту обставину,

що емiтованi електрони залишаються в околi пилової
частинки, а не вiддаляються на нескiнченнiсть; (ii)
задовiльно описати розподiл потенцiалу електроста-
тичного поля зарядженої частинки. Завдяки уведен-
ню комiрки отримано замкнуту систему рiвнянь для
визначення середнього значення заряду Z: (14), (16)
та (26).

Вплив неоднорiдностi в розподiлi електростатично-
го поля iстотний при g(z) < 1. На рис. 6 пока-
зано лiнiю, вiдповiдну g(z) = 0, 9 при температурi
T = 3000 К та радiусi частинок rp = 10−4 см. Ви-
ще цiєї лiнiї (область I) знаходиться область густин
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np та зарядiв z, у якiй слiд використовувати уточне-
нi вирази для визначення середнього значення заря-
ду пилових частинок. Нижче цiєї лiнiї (область II) —
впливом екранування можна знехтувати.

В роботi показано, що екранування приводить до
збiльшення середнього заряду пилових частинок в
порiвняннi з передбаченнями теорiї, яка не врахо-
вує ефекти екранування. При збiльшеннi розмiру ко-
мiрки, тобто при збiльшеннi середньої вiдстанi мiж
пиловими частинками, узагальнений результат (26)
переходить у вiдомий результат Айнбiндера–Смiта–
Аршинова–Мусiна (23).

Для частинок радiуса rp = 10−5 см вiдмiнностi в
передбаченнях двох теорiй практично несуттєвi. Це
пояснюється тим, що частинки таких розмiрiв набу-
вають дуже малих зарядiв (∼ 1), та екранування не
вiдiграє iстотної ролi.

В експериментах [32] з частинками CeO2 (W0 =
2, 75 еВ) середня густина частинок np варiювалася в
межах (0, 2−5, 0)·107 см−3, температура T — в межах
1700 − 2200 К. Вимiряна середня густина електронiв
ne змiнювалася в межах (2, 5 − 7, 2) · 1010 см−3. Се-
реднiй радiус частинок був rp = 4 · 10−5 см. Нижня
межа отриманого в експериментах середнього заряду
Z ≈ 500.

Для частинок вказаного радiуса та густиною np =
2 ·106 см−3 безрозмiрний радiус комiрки дорiвнює ς ≈
62. При температурi T = 2000 К для середнiх заряду
та густини термоемiсiйних електронiв згiдно з (26) та
(14) отримаємо вiдповiдно Z ≈ 442 та ne ≈ 6, 91 ×
109 см−3; дисперсiя розподiлу заряду згiдно з (30) є
ZD ≈ 49. При температурi T = 2200 К знаходимо:
Z ≈ 560, ne ≈ 8, 76 · 109 см−3 та ZD ≈ 55.

Розрахований середнiй заряд попадає в межi,
що узгоджуються з експериментальним результатом
(Z ≈ 500). Однак, розрахованi густини електронiв
на порядок меншi за експериментальнi. Це, очевидно,
пояснюється тим, що при розрахунку не враховується
вплив йонiзованого буферного газу. Тому порiвняння
результатiв з експериментом не цiлком є коректним.

Вивченню впливу екранування буферного газу бу-
де присвячено окрему роботу.

Додамо також, що суттєве перевищення значення
середнього заряду Z над Z0 супроводжується пору-
шенням умови використання лiнеаризованого рiвня-
ння Пуассона. Похибка отриманого значення сере-
днього заряду Z зростає iз зростанням величини Z,
оскiльки в цьому випадку внесок областi, де важли-
вими є ефекти нелiнiйностi, теж зростає. Це буде де-
тально дослiджено у подальшому.
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Рис. 6. Лiнiя, що вiдповiдає значенням np та z (при T = 2500 К
та rp = 5 · 10−5 см), при яких виконується умова g(z) = 0, 9.
Область I вiдповiдає g(z) < 0, 9, а область II — g(z) > 0, 9

Автор висловлює подяку професору М.П. Малому-
жу, а також В.I. Засенко за корисне обговорення ре-
зультатiв роботи. Роботу було виконано при частко-
вiй пiдтримцi Мiнiстерства Освiти i Науки, Молодi та
Спорту України (грант № 0112U001739909).

ДОДАТОК
Електричне поле слабко зарядженої сферичної
частинки в комiрцi

Малим зарядам Z пилової частинки вiдповiдає умова rD �
rc − rp. В цьому випадку об’ємна густина ρ електронiв термо-
емiсiї в комiрцi має стале значення ρ = −ene, де ne – сере-
дня густина електронiв у комiрцi, яка визначається очевидним
спiввiдношенням

ne =
3

4π

Z

r3c − r3p
. (A1)

Потенцiал φ задовольняє рiвняння Пуассона

Δrφ = 4πene. (A2)

В безрозмiрних змiнних (5) рiвняння (A2), доповнене крайови-
ми умовами (7), має такий розв’язок:

ψ(r̃) = 1 +
Z/Z0

ς3 − 1

[
ς3

r̃
−

3

2
ς2 +

1

2
r̃2

]
. (A3)

Цей вираз з точнiстю до позначень збiгається з виразом, який
було отримано в [16] для випадку слабкого екранування.

Для напруженостi та енергiї електростатичного поля слабко
зарядженої частинки в комiрцi маємо вiдповiдно:

Ẽ(r̃) =
Z/Z0

ς3 − 1

(
ς3

r̃2
− r̃

)
, (A4)

W̃el =
1

2

Z2/Z0

(ς3 − 1)2

[
ς6 −

9

5
ς5 + ς3 −

1

5

]
. (A5)

Помiтимо, що в розглянутому граничному випадку малих за-
рядiв (коли вiдсутнє екранування) отримаємо строго Ẽ(ς) = 0.
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ВЛИЯНИЕ ЭФФЕКТОВ
ЭКРАНИРОВКИ НА ЗАРЯД ПЫЛИНКИ
В ТЕРМИЧЕСКОЙ ПЫЛЕВОЙ ПЛАЗМЕ

Д.Ю. Мишагли

Р е з ю м е

В работе исследовано влияние неоднородного экранированно-
го электрического поля на процесс зарядки пылевых частиц
в термической запыленной плазме. Электрическое поле заря-
женных частиц определено в рамках ячеечного подхода, с по-
мощью которого задача приведена к одночастичной. В рам-
ках модели квазихимического равновесия, которая обобщена
на случай неоднородного экранированного электрического по-
ля, получены средний заряд пылевых частиц, функция распре-
деления частиц по зарядам и дисперсия этого распределения.
Также получен критерий неоднородности g(z) электрического
поля и показано, что влиянием эффектов экранирования мо-
жна пренебречь в случае разреженной подсистемы пылевых
частиц (при rc/rp � 1) и в случае частиц малых радиусов
(rp ∼ 10−5 см).

THE INFLUENCE OF SCREENING EFFECTS
ON THE GRAIN CHARGE IN A THERMAL
DUSTY PLASMA

D.Yu. Mishagli

I.I. Mechnikov Odesa National University,
Department of Theoretical Physics
(2, Dvoryans’ka Str., Odesa 65026, Ukraine;
e-mail: mishagli@onu.edu.ua)

S u m m a r y

The influence of an inhomogeneous screened electric field on the

charging of dust grains in a thermal dusty plasma is studied. The

electric field of charged grains is considered within the cell ap-

proach, where the problem is reduced to a one-particle one. Within

the model of quasichemical equilibrium, which is generalized to

the case of an inhomogeneous screened electric field, we obtain the
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value of mean charge of dust grains, the distribution function of

grains over charges, and the variance of this distribution. We also

give the criterion of an inhomogeneity g(z) of the electric field and

show that the influence of screening effects can be neglected in the

case of the rarefied subsystem of dust grains (for rc/rp � 1) and

in the case of small-radius grains (rp ∼ 10−5 cm).
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