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Теорiя гравiтацiйного лiнзування вивчає загально-релятивiст-
ськi ефекти при поширеннi електромагнiтного випромiнюва-
ння. У данiй роботi розглянуто ефекти, залежнi вiд довжини
хвилi, при (мiкро)лiнзуваннi протяжного гаусiвського джерела
на точковiй масi за стандартних припущень щодо некогерен-
тностi рiзних елементiв джерела. Отримано аналiтичнi вира-
зи для спектра потужностi мiкролiнзованого випромiнювання,
що є ефективними за великого джерела. Коли центр джере-
ла, маса та спостерiгач розташованi на однiй прямiй, знайдено
спектр потужностi в замкненiй формi через гiпергеометричну
функцiю. У випадку загального розташування цю величину
знайдено у формi ряду. Отримано асимптотичнi вирази для
спектра потужностi за великого розмiру джерела та за висо-
ких частот.

1. Вступ

Ефекти поширення електромагнiтного випромiнюва-
ння у викривленому просторi-часi, що описує загаль-
на теорiя вiдносностi, називають гравiтацiйним лiн-
зуванням. Гравiтацiйне лiнзування вiдiграє важливу
роль для вивчення розподiлiв маси у Всесвiтi, для
дослiдження об’єктiв зоряних та планетарних мас у
Галактицi [1, 13, 23, 27, 29, 30]. Одне з найбiльш яскра-
вих застосувань гравiтацiйного лiнзування є пiдтвер-
дження iснування темної матерiї у скупченнi “Куля”
[7]. Термiн “мiкролiнзування” використовують, коли
випромiнювання вiд далекого джерела вiдхиляється
гравiтацiйними полями зоряних або/чи планетарних
мас [13, 23, 29].

Усi ефекти, що досi спостерiгалися у гравiтацiйно-
лiнзових системах (ГЛС), описуються у наближеннi
геометричної оптики; жоден не має справи з хвильо-
вою оптикою. Спостереження ефектiв, залежних вiд
довжини хвилi, в ГЛС могло б вiдкрити шлях до
цiлком нових перевiрок електродинамiки у викрив-
леному просторi-часi. З iншого боку, ефекти хвильо-
вої оптики могли б дати незалежну iнформацiю про
об’єкти, що беруть участь у процесi лiнзування. Цим
ефектам придiлено значну увагу з теоретичної точки
зору: першi роботи [8, 16, 24]; пiзнiший розвиток див.
[12, 18–21, 31, 32]; повну бiблiографiю можна знайти в
монографiях [3, 22, 23]. Усi цi роботи присвячено рi-
зним теоретичним аспектам хвильової оптики у слаб-
ких гравiтацiйних полях; експериментальних резуль-
татiв немає. Це зумовлено тим, що зазначенi ефекти в
ГЛС дуже малi або малоймовiрнi. Однак нещодавно
Хейл [10, 11] звернув увагу на те, що при мiкролiн-
зуваннi планетарними масами або астероїдами гра-
вiтацiйнi ефекти хвильової оптики можуть бути за-
реєстрованими у недалекому майбутньому. Низка ав-
торiв (див., наприклад, [21, 26] та бiблiографiю в цих
роботах) вивчають ефекти дифракцiї в ГЛС у зв’язку
з перспективами детектування гравiтацiйних хвиль.

Аналогiчно до звичайної оптики, величина хвильо-
вих ефектiв при мiкролiнзуваннi вiд реальних дже-
рел залежить вiд розмiрiв джерела. Дифракцiйне мi-
кролiнзування джерела скiнченних розмiрiв вивчали
в подiях перетину каустики [12, 31], у випадку лiн-
зування точковою масою [21]; взаємну когерентнiсть
рiзних зображень протяжного джерела поблизу кау-
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стик було оцiнено у роботах Манджоса [18–20]. Вiд-
значимо, що в ГЛС ефекти дифракцiї важко вiддiли-
ти вiд iнтерференцiї мiж рiзними зображеннями ко-
жної точки джерела. Наявнiсть рiзних зображень ве-
де до появи додаткових максимумiв в автокореляцiй-
нiй функцiї мiкролiнзованого випромiнювання (див.,
наприклад, [4–6,33]). Як дифракцiя, так i iнтерферен-
цiя в ГЛС можуть розглядатися на рiвнiй основi за
допомогою спектра потужностi мiкролiнзованого ви-
промiнювання. Але бiльшiсть дослiджень по цiй про-
блемi включають числовi розрахунки, тодi як бажа-
но мати аналiтичнi результати, принаймнi для деяких
простих задач. У запропонованiй статтi такий резуль-
тат знайдено для гаусiвського джерела; цей результат
ранiше не був вiдомим, незважаючи на довгу iсторiю
теоретичних дослiджень у даному питаннi.

У данiй роботi подано спектр потужностi випромi-
нювання вiд гаусiвського джерела, що мiкролiнзує-
ться точковою масою за стандартних припущень що-
до некогерентностi рiзних точок джерела. У роздiлi 2,
що мiстить допомiжнi вiдомостi, поле випромiнюван-
ня обчислено стандартно – через iнтеграл Кiрхгофа.
У роздiлi 3 та Додатку A отримано спiввiдношення
у замкнутiй формi через гiпергеометричну функцiю
для спектра потужностi за умови, коли лiнзуюча ма-
са проектується на центр джерела. У роздiлi 4 ви-
користано це спiввiдношення для отримання спектра
потужностi у випадку загального розташування дже-
рела та для отримання наближень спектра потужно-
стi у випадку досить малої маси i великого джерела.
На вiдмiну вiд бiльш раннього результату щодо цiєї
задачi [21], наш аналiтичний пiдхiд є бiльш зручним
у випадку великого джерела (у порiвняннi з радiусом
Ейнштейна, спроектованого на площину джерела). У
статтi подано першi порядки розкладу за степенями
1/ω за високих частот.

2. Базовi спiввiдношення

У цьому роздiлi подано основнi спiввiдношення, що
використовуються далi. Згiдно з [8, 21] та iншими ав-
торами, використано стандартнi обчислення з теорiї
дифракцiї та гравiтацiйного лiнзування (див., напри-
клад, [3,23]), нехтуючи поляризацiєю. Розрахунок по-
ля проведено на фонi плоского просторово-часового
фону; це має сенс, наприклад, у випадку ГЛС нашої
Галактики. Однак цi результати легко поширити на
випадок позагалактичних ГЛС пiсля деякого перео-
значення вiдстаней у викривленому просторi-часi.

Нехтуючи ефектами поляризацiї, описуємо поле
випромiнювання однiєю скалярною функцiєю ϕ(t, r).

Працюємо далi у декартових координатах; спростерi-
гач, лiнза i джерело розташованi в околi осi Z у пло-
щинах z = 0, z = Dd та z = Ds вiдповiдно. “Струм”
джерела описуємо за допомогою скалярної функцiї
j(t,y) припускаючи, що джерело повнiстю лежить в
площинi r = (y, Ds), y ∈ R2. Вважаємо j(t,y) стацiо-
нарним процесом з кореляцiйними властивостями

〈j(t, r)j(t′, r′)〉 = δ(y − y′)I(t− t′,y); (1)

це враховує незалежнiсть випромiнювання рiзних то-
чок джерела; 〈. . .〉 позначає середнє за ансамблем.

Для перетворення Фур’є j̃(k,y) = 1√
2π

∫∞
−∞ j(t,y)×

×eiωtdt маємо

〈̃j(ω,y)̃j∗(ω′,y′)〉 = δ(y − y′)δ(ω − ω′) Ĩ(ω,y), (2)

де Ĩ(ω,y) =
∫
dt I(t,y)eiωt – iнтенсивнiсть елемента у

точцi y для частоти ω.
Запишемо рiвняння Гельмгольця для ϕ̃(ω, r):

Δϕ̃+ ω2ϕ̃ = −4πj̃ (c = 1).

Розглянемо розв’язок ϕ̃(ω, r) цього рiвняння, який
описує поле випромiнювання до того, як воно попадає
на площину лiнзи. Нехай Dds = Ds−Dd – вiдстань вiд
площини джерела до площини лiнзи; джерело знахо-
диться бiля осi Z: |y| � Dds. Перед площиною лiнзи
r′ = (y′, Dd + 0) бiля осi Z (|y′| � Dds) розв’язок
отримуємо так само, як у теорiї дифракцiї у плоско-
му просторi [14, 15]:

ϕ̃b(ω,y′) =

=
eiωDds

Dds

∫
d2y j̃(ω,y) exp

[
iω

2Dds
(y′ − y)2

]
. (3)

Для обчислення поля пiсля площини лiнзи викори-
стовуємо вiдомий метод фазового екрану (див., на-
приклад, [3, 22, 23]) приймаючи, що випромiнювання
отримує додатковий фазовий зсув ωtgrav у площинi
лiнзи, де tgrav(y′) – загальнорелятивiстська часова за-
тримка для сигналiв, що перетинають площину лiнзи
в точцi y′. Ця затримка однакова для усiх частот. По-
ле пiсля проходження площини лiнзи таке:

ϕ̃a(ω,y′) = e−iωtgrav(y′)ϕ̃b(ω,y′).

Випромiнювання приходить до спостерiгача у поча-
тку координат r= 0. Поле ϕ̃(ω,0) розраховуємо мето-
дом Кiрхгофа–Зоммерфельда [15]:

ϕ̃(ω,0) =
ωeiωDd

2πiDd

∫
d2y′ϕ̃a(ω,y′) exp

[
iω

2Dd
y′2
]

=
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=
eiωDs

2iDdDds

∫
d2y j̃(ω,y)φ(ω,y), (4)

де

φ(ω,y) =

=
ω

π

∫
exp

{
iω

[
(x− y)2

2Dds
+

x2

2Dd
− tgrav(x)

]}
d2x . (5)

Використовуючи (2, 4), маємо

〈ϕ̃(ω,0)ϕ̃∗(ω′,0)〉 = δ(ω − ω′)P (ω),

де спектр потужностi

P (ω) =
(

1
2DdDds

)2 ∫
d2y Ĩ(ω,y) |φ(ω,y)|2 . (6)

3. Центральне гаусiвське джерело, точкова
лiнзуюча маса

Спiввiдношення (6) записано для довiльних джерел
та гравiтацiйних затримок. Далi розглядаємо випа-
док точкової мiкролiнзи у r = (0, Dd) з часом затрим-
ки (наприклад, [3, 22, 23]):

tgrav(y) = 2rg ln(|y|/L), rg = 2Gm, (7)

де m – маса мiкролiнзи, L – розмiрний параметр, що
зникає в остаточних обчисленнях; далi вiн опущений.

Розглянемо гаусiвський розподiл яскравостi по ди-
ску джерела для iнтенсивностi Ĩ з рiвняння (2):

I(ω,y, r0) =
f(ω)
πR2

exp
(
− (y − r0)2

R2

)
, (8)

де r0 – центр джерела у площинi джерела; функцiю
f(ω) вважаємо однаковою для усiх точок джерела,
вона визначає часову когерентнiсть кожного елемен-
та джерела.

Iнтеграл (5) обчислюється точно [3, 8, 21] через ви-
роджену гiпергеометричну функцiю Φ(a, c;x) [2]:

φ(ω,y) =

=
ω

π

∫
exp

{
iω

[
(x− y)2

2Dds
+

x2

2Dd
− 2rg ln |x|)

]}
d2x =

= ωiσe
iωy2

2Ds Γ(1− iσ)
(

2DdsDdi

Ds

)1−iσ

×

×Φ
(
iσ, 1; iσy2/R2

E,s

)
, (9)

де використано перетворення Куммера [2]; σ =
ωrg, RE,s = [2rgD∗]1/2 – радiус Ейнштейна, спроекто-
ваний на площину джерела, D∗ = DdsDs/Dd; y = |y|.

У випадку гаусiвського джерела спектр (6) має ви-
гляд

P (ω, r0) =
(

1
2DdDds

)2
f(ω)
πR2

×

×
∫
d 2y exp

[
− (y − r0)2

R2

]
|φ(ω,y)|2 . (10)

Ефект мiкролiнзування можна описати часткою

ϒ = P (ω, r0)/P0(ω), (11)

де P0 – спектр потужностi за вiдсутностi мiкролiнзу-
вання (σ = 0).

Якщо центр джерела знаходиться у початку коор-
динат (r0 = 0), то iнтеграл (10) можна обчислити
через гiпергеометричнi функцiї [28]; це дає (додаток
A) ϒ = ϒ0(α, σ), де

ϒ0(α, σ) ≡ exp[2σ arctan(β)] |Γ(1− iσ)|2×

×F
(
iσ,−iσ; 1 ; (1 + β2)−1

)
; (12)

β = α/σ, α = R2
E,s/R

2, R > 0; F (a, b; c;x) –
гiпергеометрична функцiя. Вiдзначимо, що

√
β =

R−1
√
λD∗/π вiдiграє роль вiдношення розмiру зони

Френеля до розмiру джерела.
Для великих α � 1 i σ ∼ O(1) аргумент гiпергео-

метричної функцiї малий, i тому ϒ0(α, σ) ≈ 2πσ.
Для α � 1, тобто RE,s � R, та обмеженого σ ∼

O(1) зручно використати розкладання гiпергеометри-
чної функцiї F (a, b; c;x) бiля точки x = 1 для цiлого
c. Тодi (12) має вигляд

ϒ0(α, σ) = exp[2σ arctan(β)]×

×

{
1− σ2s

∞∑
n=0

∣∣∣∣Γ(n+ 1 + iσ)
Γ(1 + iσ)

∣∣∣∣2 sn[kn(σ)− ln s]
(n+ 1)(n!)2

}
,

(13)

де

kn(σ) = 2ψ(n+ 1)− ψ(n+ 1 + iσ)−

−ψ(n+ 1− iσ) +
1

n+ 1
,
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s = α2/(α2 + σ2), ψ(x) ≡ d ln Γ(x)/dx.

Запишемо розкладання по α до членiв ∼ α2 та
α2 lnα, що зберiгає залежнiсть вiд частоти. У цьому
наближеннi рiвняння (13) може бути записано як

ϒ0(α, σ) = 1 + 2α+ 2α2 − α2[k0 − 2 ln(α/σ)] . (14)

Розклад (13) можна переписати у формi, що є зру-
чною для асимптотичного розкладання за великих
частот:

ϒ0(α, σ) = exp[2σ arctan(α/σ)]×

×

{
1−

∞∑
n=0

Cn(σ)
s̃n+1[k̃n(σ)− ln s̃]

(n+ 1)(n!)2

}
, (15)

де s̃ = σ2s = α2/(1 + β2),

k̃n(σ) = kn(σ) + 2ln(σ),

Cn(σ) =
∣∣∣∣Γ(n+ 1 + iσ)

Γ(1 + iσ)σn

∣∣∣∣2 =
n∏

m=0

(
1 +

m2

σ2

)
, (16)

З використанням асимптотик функцiї ψ (див. [2]) для
великих значень аргументу, коефiцiєнти k̃n(σ) можна
розкласти за степенями σ−2. Тодi

ϒ0(α, σ) =
m∑
n=0

σ−2nϒ(n)
0 (α) +O(σ−2(m+1)). (17)

До членiв ∼ σ−2 маємо

k̃n(σ) = k̃n(∞)− 1
σ2

[
n(n+ 1) +

1
6

]
+O(σ−4), (18)

k̃n(∞) = 2ψ(n+ 1) + (n+ 1)−1; з (16) випливає

Cn(σ) = 1 +
n(n+ 1)(2n+ 1)

6σ2
+ . . . .

Звiдси маємо межi геометричної оптики (σ ≡ ωrg →
∞):

ϒ0(α,∞) = ϒ(0)
0 (α) =

= exp(2α)

{
1− α2

∞∑
n=0

α2n[k̃n(∞)− 2 lnα]
(n+ 1)(n!)2

}
=

= 2αe2αK1(2α) , (19)

де використано представлення для модифiкованої
функцiї Бесселя K1 ([9]; формула 8.446). Пряме об-
числення, виходячи з геометричної оптики (Додаток
B), узгоджується з цим виразом.

Для наступного члена розкладу маємо

ϒ(1)
0 (α) = −α2e2α

{
2
3
α+

∞∑
n=0

C
(1)
n (α)α2n

(n+ 1)(n!)2

}
,

C(1)
n (α) = α2 − n(n+ 1)− 1

6
+

+
(
k̃n(∞)− 2 lnα

) [n
6

(n+ 1)(2n+ 1)− α2(n+ 1)
]
.

4. Нецентральне джерело

Перейдемо до обчислення ϒ у загальному випадку
нецентрального джерела за допомогою рiвнянь (12)–
(14). Iнтегрування по кутовiй змiннiй дає

P (ω, r0) =
(

1
2DdDds

)2 2f(ω)
R2

exp
(
− r2

0

R2

)
×

×
∞∫
0

dy y exp
(
− y

2

R2

)
I0

(
2yr0
R2

)
|φ(ω,y)|2 , (20)

де r0 = |r0|. Використовуючи розклад модифiкованої
функцiї Бесселя 1-го роду I0 в ряд Тейлора та пiдста-
новку y2 = tR2

E,s, отримуємо

ϒ(α, σ, r0) = α exp
(
− r

2
0

R2
+ πσ

)
|Γ(1− iσ)|2×

×
∞∑
n=0

αn

(n!)2
(r0
R

)2n
∞∫
0

dt e−αttn |Φ ( iσ, 1; iσt)|2 . (21)

За допомогою диференцiювання по параметру α та
враховуючи рiвняння (9), (12), це можна подати як

ϒ(α, σ, r0) = exp
(
− r

2
0

R2

)
×

×
∞∑
n=0

(−1)n
αn+1

(n!)2
(r0
R

)2n
∂n

∂αn

[
ϒ0(α, σ)

α

]
. (22)
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Очевидно, це представлення працює, коли r0/R не є
великим; це будемо припускати далi. Це виключає,
наприклад, випадок точкового джерела.

Як показує нескладний аналiз, для того, щоб отри-
мати внески до порядку α2 та α2 lnα в (22), можна
використати обрiзаний вираз (14). Отримуємо тодi

ϒ(α, σ, r0) = 1 + 2αe−r
2
0/R

2
+ α2e−r

2
0/R

2
{

2g
(
r20
R2

)
−

−2
r20
R2

+
(

1− r20
R2

)
[2− k0(σ)− 2 ln(σ/α)]

}
, (23)

де

g(x) =
∞∑
n=2

xn

n(n− 1)n!
=

= (x− 1)[Ei(x)− C − lnx]− ex + 1 + 2x,

Ei(x) – iнтегральна експонента, C – стала Ейлера.
Перейдемо до асимптотичного розкладу для

ϒ(α, σ, r0) за великих частот. Пiдстановка (17) у (22)
приводить до асимптотичного ряду за степенями σ−2:

ϒ(α, σ, r0) =
M∑
m

σ−2mϒ(m)(α, r0) +O(σ−2(M+1)) (24)

з коефiцiєнтами

ϒ(m)(α, r0) = exp
(
− r

2
0

R2

)
×

×
∞∑
n=0

(−1)n
αn+1

(n!)2
(r0
R

)2n
∂n

∂αn

[
ϒ(m)

0 (α)
α

]
. (25)

Деяка увага потрiбна, коли диференцiюємо почлен-
но асимптотичний розклад (17); однак це легко об-
ґрунтувати з огляду на явну структуру функцiй, що
використовуються. У границi геометричної оптики

ϒ(α,∞, r0) = ϒ(0)(α, r0), (26)

де ϒ(0)(α, r0) подаємо формулою (25) за m = 0. Пря-
ме обчислення пiдсилення у межах звичайної теорiї
гравiтацiйного лiнзування дає такий самий результат
(див. Додаток B).

Коефiцiєнт ϒ(1)(α), що описує першу поправку до
(26) з точнiстю до ∼ α2, можна отримати або з (25),
або з (23):

ϒ(1)(α) =
1
6
α2 exp

(
− r

2
0

R2

)(
1− r20

R2

)
. (27)

5. Обговорення

У данiй роботi отримано аналiтичнi вирази для спе-
ктра потужностi випромiнювання протяжного гаусiв-
ського джерела, яке є мiкролiнзованим точковою ма-
сою, за стандартних припущень щодо некогерентно-
стi рiзних елементiв джерела. Наш результат дозво-
ляє аналiзувати на однаковiй основi як випадок широ-
кополосного, так i вузькополосного прийому при вiд-
повiдному виборi функцiї f(ω) у рiвняннi (8). Якщо
центр джерела, лiнзуюча маса та спостерiгач знахо-
дяться на однiй прямiй, то спектр потужностi подано
точною формулою (12) через гiпергеометричну фун-
кцiю. У випадку загального розташування результат
подається у формi функцiонального ряду (22). Таке
представлення спектра потужностi робить можливим
отримувати наближення з будь-яким ступенем точно-
стi у випадку досить малого α = (RE,s/R)2. Пред-
ставлення ефективне, якщо вiдстань r0 мiж проекцi-
єю лiнзи на площину джерела та центром джерела
має порядок або менше за розмiр джерела. Протиле-
жний випадок (r0 � R) можна аналiзувати методом з
роботи [21], де використано розклад коефiцiєнта пiд-
силення в околi положення джерела. Представлення
(12), (22) використанi для отримання перших поряд-
кiв асимптотичних розкладiв (23), (27) у випадку ма-
лої лiнзи та високих частот. Пряме обчислення ви-
сокочастотної границi точно збiгається з виразами з
геометричної оптики. Як видно з (14), (27), перший
нетривiальний внесок ефектiв хвильової оптики, що
мiстить залежнiсть вiд частоти, виникає у членах по-
рядку ∼ α2 (хоча перший внесок лiнзового ефекту
геометричної оптики має порядок ∼ α); цей внесок
зникає для великих джерел. За високих частот цей
внесок веде себе як ∼ ω−2.

Наприкiнцi запропонуємо деякi оцiнки для радiодi-
апазону; разом iз тим значно меншi довжини хвиль
також можуть мати iнтерес (див., наприклад, [25]).
Щоб ефекти хвильової оптики були значущими, по-
трiбно мати σ = rgω ∼ 1 та α ∼ 1. Для довжин хвиль
∼ 1–10 см перша умова виконана, якщо маси мiкро-
лiнз мають порядок 10−5M�. Такi планетарнi маси
мають часто зустрiчатися у Галактицi, i є низка спо-
стережних пiдтверджень позасонячних планет, в то-
му числi з використанням мiкролiнзування (див., на-
приклад, [29]). Хейл [10] зазначає, що прояви гравi-
тацiйного мiкролiнзування можна буде виявити впро-
довж покрить вiддалених зiрок об’єктами поясу Кой-
пера та хмари Оорта. Однак у цьому випадку обго-
ворення слiд модифiкувати шляхом введення непро-
зорого екрану, що описує лiнзуючий об’єкт [3].
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Для того щоб α не було малим, розмiр джерела R
має бути близько RE,s або менше. Це властиво широ-
кому iнтервалу величин D∗ у випадку мiкролiнзува-
ння об’єктами Галактики; хоча у цьому випадку ймо-
вiрнiсть мiкролiнзування слушним радiоджерелом є
малою (див., однак, [11]). Для вiддаленого позагала-
ктичного джерела при Ds ≈ Dds ∼ 10 3 Мпк, мiкро-
лiнзованого планетною масою на вiдстанi Dd = 10
кпк, маємо RE,s ∼ 10−2[M/(10−5M�)]1/2 пк. Типо-
вий розмiр радiоджерел бiльший, але вiн може ма-
ти неоднорiднi структури з характерними масштаба-
ми порядку RE,s. У цьому випадку хвильовi ефекти
гравiтацiйно-лiнзової оптики будуть суттєвими.

Роботу частково пiдтримано програмою “Космомi-
крофiзика” НАН України та грантом Швейцарської
нацiональної фундацiї SCOPES №128040.

ДОДАТОК A.
Виведення рiвняння (12) у випадку
центрального джерела

З рiвняння (10) маємо

|φ(ω,y)|2 = |Γ(1− iσ)|2
(

2DdsDd

Ds

)2

×

×eσπ
∣∣∣Φ( iσ, 1; iσy2/R2

E,s

)∣∣∣2 . (28)

При r0 = 0 спектр потужностi (10) дорiвнює

P (ω, 0) =

(
1

2DdDds

)2 2f(ω)

R2

∞∫
0

dy y exp

(
−
y2

R2

)
|φ(ω, y)|2 ,

(29)

де виконано iнтегрування за кутовою змiнною. З урахуванням
(28), (29) та використовуючи пiдстановку t = y2, отримуємо
(11) вiдповiдно до r0 = 0 :

ϒ0(α, σ) =

= eσπ |Γ(1− iσ)|2
∫
dt e−t |Φ(iσ, 1; iσt/α)|2 , (30)

де α = R2
E,i/R

2. Iнтеграл у формулi (30) є частковим випад-
ком виразу, що можна отримати з формули 6.15.22 книги [2].
Тут для оцiнки (30) проведемо обчислення безпосередньо для
iнтеграла:

I(a, λ, a ′, λ′) =

∞∫
0

dt e−tΦ(a, 1; λt)Φ
(
a ′, 1; λ′t

)
, (31)

де 0 < Re(a) < 1, 0 < Re(a ′) < 1, |λ′| + |λ| < 1. Для цьо-
го знадобиться представлення виродженної гiпергеометричної
функцiї

Φ(a, 1; x) =
1

B(a, 1− a)

1∫
0

du
exuua−1

(1− u)a
, (32)

а також представлення гiпергеометричної функцiї

F (a, b; 1; x) =
1

Γ(b)Γ(1− b)

1∫
0

du
tb−1

(1− zt)a(1− t)b
=

=
1

B(b, 1− b)

∞∫
0

dτ
τb−1(1 + τ)a−1

[1 + (1− z) τ ]a
, (33)

де B(a, b) – бета-функцiя, t = τ/(1 + τ).
Використаємо (32) для Φ(a, 1; λt) та Φ(a′, 1; λ′t) в (31) та

виконаємо iнтегрування по t пiсля змiни порядку iнтегрування:

I(a, λ, a ′, λ′) =
1

B(a, 1− a)B(a ′, 1− a ′)
×

×
1∫

0

du ua−1(1− u)−a
1∫

0

dv
va

′−1(1− v)−a′

1− λu− λ′v
.

Iнтегрування dv пiсля пiдстановки v → ξ: v = τ/(1 + τ) та
τ = ξ(1−λu)/(1−λ−λu) легко виконати з огляду на iнтегральне
представлення для бета-функцiї.

Тодi пiдстановка u = η/(1− λ+ η) дає

I(a, λ, a ′, λ′) =

=
(1− λ)−a(1− λ′)−a ′

B(a, 1− a)

∞∫
0

dη
ηa−1(1 + η)a

′−1

[1 + (1− z)η]a ′ ,

де z = λλ′(1−λ)−1(1−λ′)−1. Таким чином, враховуючи пред-
ставлення (33), отримуємо кiнцеве спiввiдношення

I(a, λ, a ′, λ′) =
F (a ′, a; 1; z)

(1− λ)a(1− λ′)a′ . (34)

Обчислення проведено в областi параметрiв a, λ, a′, λ′, де усi
iнтеграли є збiжними. Однак спiввiдношення (34) аналiтично
продовжується на бiльш широку область, яка включає значе-
ння a = iσ, a′ = −iσ, λ = iσ/α, λ′ = −iσ/α. Це дає рiвняння
(12) основного тексту.

ДОДАТОК B.
Пiдсилення гаусiвського джерела
в геометричнiй оптицi

Пiдсилення точкового джерела точковою масою в геометри-
чнiй оптицi у змiнних площини джерела добре вiдоме [3, 23]:

µ(y) =
y2 + 2R2

E,s

y
√
y2 + 4R2

E,s

. (35)

У нашому випадку цей вираз треба згорнути з гаусiвським роз-
подiлом яскравостi (8), що дає сумарне пiдсилення

A =
1

πR2

∫
d 2yµ(y)e−(y−r0)2/R2

=

=
2

R2
e
−

r2
0

R2

∞∫
0

dy y µ(y)e
− y2

R2 I0

(
2yr0

R2
.

)
З урахуванням (35), використовуючи тейлорiвське розкладан-
ня для I0 та пiдстановку y2 = tR2

E,s, маємо

A = A(α, r0) =
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= e
−

r2
0

R2

∞∑
n=0

αn+1

(n!)2

( r0
R

)2n
∞∫
0

dy e−αttn
t+ 2
√
t2 + 4t

=

= e
−

r2
0

R2

∞∑
n=0

(−1)nαn+1

(n!)2

( r0
R

)2n ∂n

∂αn

∞∫
0

dy e−αt
t+ 2
√
t2 + 4t

. (36)

Останнiй iнтеграл можна обчислити [9] через модифiковану
функцiю Бесселя другого роду K1, що дає

A(α, 0) = α

∞∫
0

dt e−αt
t+ 2
√
t2 + 4t

= 2αe2αK1(2α). (37)

Це збiгається з ϒ0(α,∞) з формули (19).
Для довiльного положення джерела з (36) маємо

A(α, r0) = e
−

r2
0

R2

∞∑
n=0

(−1)nαn+1

(n!)2

( r0
R

)2n ∂n

∂αn

[
A(α, 0)

α

]
, (38)

що збiгається з ϒ(α,∞, r0) of (26).
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СПЕКТР МОЩНОСТИ ИЗЛУЧЕНИЯ ГАУССОВСКОГО
ИСТОЧНИКА, МИКРОЛИНЗИРОВАННОГО ТОЧЕЧНОЙ
МАССОЙ: АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В.И. Жданов, Д.В. Горпинченко

Р е з ю м е

Рассмотрены эффекты волновой оптики при микролинзирова-
нии протяженного гауссовского источника на точечной мас-
се при стандартных предположениях о некогерентности ра-
зных элементов источника. Получены аналитические выраже-
ния для спектра мощности излучения микролинзированного
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источника, эффективные в случае большого источника. В слу-
чае, когда центр источника, масса и наблюдатель находятся
на одной прямой, найден спектр мощности, выраженный в за-
мкнутой форме, через гипергеометрическую функцию. У слу-
чае общего расположения эта величина найдена в форме ряда.
Представлены асимптотические выражения для спектра мо-
щности в случае большого источника и высоких частот.
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S u m m a r y

Gravitational lensing deals with general-relativistic effects in

the propagation of electromagnetic radiation. We consider

wavelength-dependent contributions in case of a (micro)lensing of

an extended Gaussian source by a point mass under standard as-

sumptions about the incoherent emission of different source ele-

ments. Analytical expressions for the power spectrum of a mi-

crolensed radiation, which are effective in case of a large source,

are obtained. If the source center, the mass, and an observer are

on a straight line, the power spectrum is found in a closed form

in terms of a hypergeometric function. In the case of general lo-

cations of the lens and the source, the result is presented in the

form of a series. Approximate analytic expressions for the power

spectrum in the case of a large source and high frequencies are

obtained.
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