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У моделi ефективних мас для електрона та дiелектричного
континууму для фононiв розвинуто теорiю електрон-фононної
взаємодiї у складнiй цилiндричнiй напiвпровiдниковiй нанотруб-
цi. Одержано аналiтичнi вирази для гамiльтонiанiв взаємодiї
електрона з обмеженими та iнтерфейсними фононами у зобра-
женнi вторинного квантування за електронними i фононними
змiнними. Дослiджено залежностi фононних енергiй та потен-
цiалу поля поляризацiї iнтерфейсних фононiв вiд аксiального
квазiiмпульсу та геометричних параметрiв складної нанотруб-
ки на основi напiвпровiдникiв GaAs та Al0,4Ga0,6As.

1. Вступ

Напiвпровiдниковi квантовi дроти вивчаються як
теоретично, так i експериментально вже протя-
гом 20 рокiв. Удосконалення методiв їх вирощува-
ння (молекулярно-променева, газофазова та метал-
органiчна епiтаксiя) дало змогу формувати не лише
окремi дротини, а й просторово точно упорядкованi
ансамблi квантових нанодротiв з радiальною гетеро-
структурою [1, 2].

Така, перпендикулярна до осi квантового дроту ге-
тероструктура, з одного боку, може локалiзувати но-
сiї заряду у внутрiшнiй дротинi, зменшуючи поверх-
неве розсiювання [3], а з iншого, залежно вiд її геоме-
тричних параметрiв, дозволяє цiлеспрямовано змiню-
вати спектральнi параметри основних квазiчастинок
(електронiв, екситонiв, фононiв) у наносистемi.

Унiкальнi властивостi квазiчастинок у таких си-
стемах дозволяють використовувати їх у ролi базо-
вих елементiв тунельних нанодiодiв, нанотранзисто-
рiв з високою рухливiстю електронiв, високоефектив-
них свiтловипромiнюючих приладiв, фотоперетворю-

вачiв, наносенсорiв для дiагностики рiзних бiологi-
чних i хiмiчних з’єднань [4].

Одним iз рiзновидiв квантових дротiв з радiаль-
ною гетероструктурою є напiвпровiдниковi нанотруб-
ки, якi також iнтенсивно дослiджуються. Так, зале-
жно вiд напiвпровiдникових матерiалiв, що входять
до складу гетероструктури, експериментаторами вже
створено простi (з однiєю квантовою ямою для еле-
ктрона) [5, 6] та складнi (багатоямнi) кiлькашаровi [7,
8] нанотрубки.

Щодо простих квантових дротiв та нанотрубок, то
вони детально дослiджувалися теоретично у роботах
[9–11]. Авторами було побудовано теорiю енергети-
чного спектра електронiв, дiрок, фононiв та взаємодiї
цих квазiчастинок мiж собою, яка досягла не тiльки
якiсного, а й кiлькiсного узгодження з експеримен-
тальними даними.

Теоретичнi дослiдження складних кiлькашарових
напiвпровiдникових нанотрубок лише починаються.
Зокрема, у роботi [12] авторами було побудовано те-
орiю електронного i екситонного енергетичних спе-
ктрiв та дослiджено їх залежнiсть вiд геометричних
параметрiв складної нанотрубки.

Наскiльки нам вiдомо, послiдовна теорiя фононно-
го спектра у таких системах поки що вiдсутня. То
ж вiдсутня i теорiя взаємодiї електрона з фононами,
як однiєю iз дисипативних пiдсистем, яка, очевидно,
впливатиме на випромiнювальну чи поглинальну зда-
тнiсть нанотрубки.

Тому метою даної роботи є побудова теорiї фо-
нонних спектрiв та електрон-фононної взаємодiї у
складнiй цилiндричнiй напiвпровiдниковiй нанотруб-
цi (рис.1). Як приклад будуть дослiдженi особливостi
основних характеристик фононного поля залежно вiд
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геометричних параметрiв наносистеми на основi на-
пiвпровiдникiв GaAs та Al0,4Ga0,6As.

2. Енергетичний спектр i хвильовi функцiї
електрона у складнiй цилiндричнiй
напiвпровiдниковiй нанотрубцi без
врахування взаємодiї з фононами

У роботi дослiджується наносистема, що є складною
цилiндричною напiвпровiдниковою нанотрубкою. Во-
на складається iз квантового дроту (середовище “0”),
тонкого напiвпровiдникового шару – бар’єра (“1”) та
нанотрубки (“2”) у зовнiшньому середовищi (“3”) (рис.
1).

Оскiльки сталi ґраток (a0, a1) та дiелектричнi про-
никностi складових наносистеми слабо вiдрiзняються
мiж собою, а самi розмiри наносистеми такi, що
ρ0,Δ, h > a0(a1), то для розрахунку енергетичного
спектра електрона можна використати наближення
ефективних мас (µ) [13, 14] та прямокутних потенцi-
алiв (U). Отже, дiелектричнi проникностi, ефективнi
маси та потенцiальнi енергiї електрона вважаються
вiдомими у всiх областях складної нанотрубки, i в
цилiндричнiй системi координат з вiссю OZ уздовж
аксiальної осi наносистеми, визначаються так

ε(ρ, ω) =

{
ε0(ω)
ε1(ω) , µ(ρ) =

{
µ0

µ1
,

U(ρ) =
{

0, 0 ≤ ρ ≤ ρ0, ρ1 ≤ ρ ≤ ρ2

U0, ρ0 ≤ ρ ≤ ρ1, ρ > ρ2
. (1)

Гамiльтонiан електрона без врахування взаємодiї з
фононами має вигляд

Ĥe(ρ, ϕ, z) = − ~2

2µ(ρ)
∂2

∂z2
+ U(ρ)−

−~2

2ρ

[
∂

∂ρ

(
ρ

µ(ρ)

)
∂

∂ρ
+

1
ρ

∂2

∂ϕ2

]
. (2)

Стaцiонарне рiвняння Шредiнгера:

Ĥe(ρ, ϕ, z)ψ(ρ, ϕ, z) = E ψ(ρ, ϕ, z) (3)

розв’язується точно i хвильовi функцiї отримуються
у виглядi

Ψmk(r) =
1√
2π L

R
(p)
mk(ρ) e

ikzeimϕ, p = 0, 1, 2, 3 (4)
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Рис. 1. Геометрична та енергетична схеми складної цилiндри-
чної нанотрубки

з радiальними функцiями

R
(p)
mk (ρ) =

=


A

(0)
m Jm (χ0ρ) , 0 ≤ ρ ≤ ρ0,

A
(1)
m Im (χ1ρ) +B

(1)
m Km (χ1ρ) , ρ0 ≤ ρ ≤ ρ1,

A
(2)
m Jm (χ0ρ) +B

(2)
m Nm (χ0ρ) , ρ1 ≤ ρ ≤ ρ2,

B
(3)
m Km (χ1ρ) , ρ ≥ ρ2.

(5)

Тут

χ0 =
√

2µ0E
/
~2 − k2, χ1 =

√
2µ1(U0 − E)

/
~2 + k2,

(6)

k – аксiальний квазiiмпульс; m = 0,±1,±2, ... – ма-
гнiтне квантове число; L – величина ефективної обла-
стi руху електрона вздовж аксiальної осi нанотрубки;
Jm, Nm – функцiї Бесселя та Неймана цiлого порядку
вiдповiдно; Im,Km – модифiкованi функцiї Бесселя
[15].

Умови неперервностi хвильових функцiй та вiдпо-
вiдних потокiв густин ймовiрностей на всiх трьох ме-
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жах наносистеми (ρ = ρ0, ρ1, ρ2):
R

(p)
mk(ρp) = R

(p+1)
mk (ρp), (p = 0, 1, 2)

1
µp

∂R
(p)
mk(ρ)
∂ρ

∣∣∣∣∣
ρ=ρp

=
1

µp+1

∂R
(p+1)
mk (ρ)
∂ρ

∣∣∣∣∣
ρ=ρp

,
(7)

разом з умовою нормування

∞∫
0

|Rmk(ρ)|2 ρdρ = 1 (8)

визначають усi невiдомi коефiцiєнти A
(p)
m , B(p)

m (p =
0, 1, 2, 3), що входять у (5), а отже, i аналiтичнi ви-
рази для хвильових функцiй ψnρmk(r) та дисперсiйне
рiвняння, розв’язки якого нумеруються радiальними
квантовими числами nρ = 1, 2, ... i визначають спектр
енергiй (Enρm(k) ) електрона.

3. Взаємодiя електрона з обмеженими та
iнтерфейсними фононами у складнiй
цилiндричнiй нанотрубцi

У моделi дiелектричного континууму поле поляриза-
цiї складної нанотрубки визначається системою рiв-
нянь Максвела для середовищ: D = ε (ρ, ω)E = E + 4πP,

E = −∇Φ,
∇D = 0,

(9)

де ~D – вектор iндукцiї електричного поля, Φ – потен-
цiал поля поляризацiї, ~P – вектор поляризацiї.

Iз системи (9) одержується рiвняння

∇ (ε (ρ, ω) ∇Φ (r)) = 0, (10)

яке має два можливих розв’язки, що зумовлюють
iснування двох типiв фононного поля [16, 17]:

а) поляризацiйне поле обмежених фононiв, яке ви-
значається умовами

εp (ρ, ω) = 0, ΔΦLp (r) 6= 0, p = 0, 1, 2, 3; (11)

б) поляризацiйне поле iнтерфейсних фононiв, яке
визначається умовами

εp (ρ, ω) 6= 0, ΔΦIp (r) = 0, p = 0, 1, 2, 3. (12)

Спектр енергiй усiх гiлок фононiв i вiдповiднi їм
потенцiали у нанотрубцi знаходяться так.

3.1. Обмеженi фонони

Дiелектрична проникнiсть кожного iз напiвпровiдни-
кових шарiв складної нанотрубки вважається вiдо-
мою функцiєю частоти

εp (ω) = εp∞
ω2 − ω2

Lp

ω2 − ω2
Tp

, p = 0, 1, (13)

де εp∝, ωLp, ωTp – високочастотнi дiелектричнi про-
никностi та частоти поздовжних i поперечних фоно-
нiв у вiдповiдних масивних кристалах. Iз (11) та (13)
видно, що спектр власних енергiй обмежених фоно-
нiв цилiндричної нанотрубки збiгається з частотами
поздовжних оптичних фононiв вiдповiдних масивних
кристалiв, з яких утворена нанотрубка:

ΩLp = ~ωLp . (14)

Далi знаходиться потенцiал поля поляризацiї ΦL(r)
i вiдповiдна складова вектора змiщення uL, що зу-
мовленi обмеженими оптичними фононами. Для цьо-
го, враховуючи цилiндричну симетрiю системи, скла-
довi потенцiалу ΦL(r) шукаються у виглядi розкладу
за повною системою цилiндрично-симетричних фун-
кцiй у кожнiй iз областей наносистеми:

ΦL0 (r) |ρ≤ρ0=
∑
mk0q

Φmq (k0)Bk0Jm(k0ρ)eiqzeimϕ,

ΦLp (r) |ρp−1≤ρ≤ρp=

=
∑
mkpq

Φmq (kp)
(
BkpJm (kpρ) +AkpNm (kpρ)

)
eiqzeimϕ,

(p = 1, 2),

ΦL3 (r) |ρ≥ρ2=
∑
mk3q

Φmq (k3)Ak3Nm(k3ρ)eiqzeimϕ. (15)

Тут Jm(kpρ), Nm(kpρ) – функцiї Бесселя та Нейма-
на цiлого порядку вiдповiдно, q – аксiальний квазiiм-
пульс. Усi невiдомi коефiцiєнти Akp , Bkp , Φmq(kp) та
самi квазiхвильовi числа kp знаходяться з умов зни-
кнення потенцiалiв поляризацiї на межах мiж сере-
довищами наносистеми та з умов ортонормованостi
повної системи функцiй, на яких здiйснюється кван-
тування цього фононного поля.

У результатi одержується гамiльтонiан взаємодiї
електрона з полем поляризацiї Φ̂L(~r) у зображеннi
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вторинного квантування за фононними, та в коорди-
натному за електронними змiнними:

Ĥe−L (ρ, ϕ, z) = −e Φ̂L(r) =

= −

√
2e2ΩL0

L

(
1
ε∞0

− 1
ε00

)∑
mq

1
ρ0

√
k2
0 + q2

×

×Jm(k0ρ)eiqzeimϕ

|Jm+1(k0 ρ0)|
(b̂mqk0 + b̂+−m,−q k0)

∣∣∣
ρ≤ρ0

−

−
2∑
p=1

√
2e2ΩLp
L

(
1
ε∞p

− 1
ε0p

)
π

2

∑
mq

kp√
k2
p + q2

×

×
[

1
N2
m(kp ρp)

− 1
N2
m(kp ρp−1)

]−1/2

×

×
[
Jm (kp ρ)−

Jm(kp ρp−1)
Nm(kp ρp−1)

Nm(kp ρ)
]
×

×eiqzeimϕ(b̂mq kp + b̂+−m,−q kp)
∣∣∣
ρp−1≤ρ≤ρp

−

−

√
2e2ΩL1

L

(
1
ε∞1

− 1
ε01

) ∑
mq

1
ρ2

√
k2
3 + q2

×

×Nm(k3ρ)eiqzeimϕ

|Nm+1(k3 ρ2)|

(
b̂mqk3 + b̂+−m,−q k3

) ∣∣∣
ρ≥ ρ2

. (16)

Тут оператори вторинного квантування b̂mqkp та
b̂+mqkp задовольняють бозоннi комутацiйнi спiввiдно-
шення

[ b̂mqkp , b̂
+
m′q′k′p

] = δmm′δkpk′pδqq′ . (17)

3.2. Iнтерфейснi фонони

Поляризацiйне поле iнтерфейсних фононiв визначає-
ться рiвняннями (12).

Функцiю, яка задовольняє рiвняння Лапласа (12),
з урахуванням цилiндричної симетрiї нанотрубки, до-
цiльно шукати у виглядi

Φ(p)
I (r) = f (p)

m (ρ) eimϕeiqz (p = 0, 1, 2, 3). (18)

Пiдстановка (18) у (12) приводить до рiвняння Бес-
селя для функцiї f (p)

m :(
∂2

∂ρ2
+

1
ρ

∂

∂ρ
−
(
m2

ρ2
+ q2

))
f (p)
m (ρ) = 0, (19)

розв’язками якого у рiзних областях змiни ρ є моди-
фiкованi функцiї Бесселя:

f (p)
mq (ρ) =


A0Im (qρ) , ρ ≤ ρ0,
A1Im (qρ) +B1Km (qρ) , ρ0 ≤ ρ ≤ ρ1,
A2Im (qρ) +B2Km (qρ) , ρ1 ≤ ρ ≤ ρ2,
B3Km (qρ) , ρ ≥ ρ2.

(20)

Потенцiал поля поляризацiї iнтерфейсних фононiв
ΦI , згiдно iз законами електродинамiки, повинен бу-
ти таким, щоб створенi ним тангенцiальна складова
напруженостi i нормальна складова iндукцiї були не-
перервними на кожнiй iз меж складної цилiндричної
нанотрубки:

Eτp (ρp) = Eτp+1 (ρp) , Dnp (ρp) = Dnp+1ρp,

p = 0, 1, 2. (21)

Крайовi умови (21) приводять до системи лiнiйних
однорiдних рiвнянь вiдносно невiдомих коефiцiєнтiв
Ap, Bp. З цiєї системи отримується дисперсiйне рiв-
няння, розв’язки якого (ωms(q)) нумеруються кван-
товим числом s i визначають енергетичний спектр
iнтерфейсних фононiв системи:

Ωms(q) = ~ωms(q) (22)

та самi коефiцiєнти Ap, Bp. Через громiздкiсть дис-
персiйного рiвняння та виразiв для Ap, Bp , їхнiй яв-
ний вигляд не приводиться.

Отже, гамiльтонiан взаємодiї електрона з полем по-
ляризацiї Φ̂I(r) у зображеннi вторинного квантуван-
ня за фононними, та в координатному за електрон-
ними змiнними одержується у виглядi

Ĥe−I (ρ, ϕ, z) = −e Φ̂I(r) =

= −
∑
mqs

Φmqs(ρ)eiqseimϕ(b̂mqs + b̂+−m,−qs) =

= −
∑
mqs

√
~ e2

Lyqsωms(q)
eiqzeimϕ×

×[A0 Im (qρ)|ρ≤ρ0 +B3Km (qρ)|ρ≥ ρ2+

+
2∑
p=1

[ApIm (qρ) +BpKm (qρ)]|ρp−1≤ρ≤ρp ]×

× (b̂mqs + b̂+−m,−qs)], (23)
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де

yqs =
1
2

 (ε00 − ε∞0)ω2
T0

(ω2
ms(q)− ω2

T0)2
ρ0f

(0)
m (ρ0)

∂f
(0)
m (ρ)
∂ρ

∣∣∣∣∣
ρ0

+

+
(ε01 − ε∞1)ω2

T1

(ω2
ms(q)− ω2

T1)2
ρ2f

(3)
m (ρ2)

∂f
(3)
m (ρ)
∂ρ

∣∣∣∣∣
ρ2

+

+
2∑
p=1

(ε0p − ε∞p)ω2
Tp

(ω2
ms(q)− ω2

Tp)2
ρf (p)
m (ρ)

∂f
(p)
m (ρ)
∂ρ

∣∣∣ρp
ρp−1

)
. (24)

Перехiд до зображення чисел заповнення за еле-
ктронними змiнними у гамiльтонiанах (16) та (23)
здiйснюється згiдно з загальною теорiєю на кванто-
ваних хвильових функцiях:

Ψ̂nρmk(r) =
∑
nρmk

Ψ̂nρmk(r)ânρmk,

Ψ̂+
nρmk(r) =

∑
nρmk

Ψ̂∗nρmk(r)â
+
nρmk, (25)

де ânρmk, â
+
nρmk

– фермiївськi оператори знищення
та народження електронних станiв, що описуються
хвильовими функцiями Ψnρmk(r) (4).

У результатi гамiльтонiан електронiв i електрон-
фононної взаємодiї у зображеннi вторинного кванту-
вання за всiма змiнними матиме вигляд

Ĥ =
∫

Ψ+
nρmk

(r) (Ĥe(r) + Ĥe−L(r)+

+Ĥe−I(r))Ψ
′

n′ρm
′k

(r)d3r =

= Ĥe + Ĥe−L + Ĥe−I . (26)

Тут

Ĥe =
∑
nρmk

Enρm (k) â+
nρmk

ânρmk (27)

– електронний гамiльтонiан у зображеннi своїх чисел
заповнення,

Ĥe−L =
3∑
p=0

∑
kqkp

∑
mm1

∑
nρ1nρ2

F
nρ2m1+m
nρ1m1 k

(m, q, kp)×

×â+
nρ1m1 k+q

ânρ2m1+mk

(
b̂+mqkp + b̂−m−qkp

)
(28)

– гамiльтонiан взаємодiї електрона з обмеженими L-
фононами, що мiстить функцiї зв’язку

F
nρ2m1+m
nρ1m1 k

(m, q, k0) =

=

√
2 e2 ΩL 0

L

(
1

ε∞ 0
− 1
ε0 0

)
1

ρ0

√
k2
0 + q2

1
|Jm+1(k0ρ0)|

×

×
ρ0∫
0

R∗nρ1m1 k+q(ρ)Rnρ2m1+mk(ρ) Jm(k0ρ) ρ dρ, (29)

F
nρ2m1+m
nρ1m1 k

(m, q, k3) =

=

√
2 e2 ΩL 1

L

(
1

ε∞ 1
− 1
ε0 1

)
1

ρ2

√
k2
3 + q2

1
|Nm+1(k3ρ0)|

×

×
∞∫
ρ2

R∗nρ1m1 k+q(ρ)Rnρ2m1+mk(ρ)Nm(k3ρ) ρ dρ, (30)

F
nρ2m1+m
nρ1m1 k

(m, q, kp=1,2) =

=

√
2 e2 ΩLp

L

(
1

ε∞ p
− 1
ε0 p

)
π

2
kp√
k2
p + q2

×

×
[

1
N2
m(kpρp)

− 1
N2
m(kpρp−1)

]−1/2

×

×
ρp∫

ρp−1

R ∗nρ1m1 k+q(ρ)Rnρ2m1+mk(ρ)×

×
[
Jm(kpρ)−

Jm(kpρp−1)
Nm(kpρp−1)

Nm(kpρ)
]
ρ dρ. (31)

Гамiльтонiан взаємодiї електрона з iнтерфейсними
I-фононами

Ĥe−I =
∑
kqs

∑
mm1

∑
nρ1nρ2

F
nρ2m1+m
nρ1m1 k

(m, q, s)×

â+
nρ1m1 k+q

ânρ2m1+mk

(
b̂+mqs + b̂−m−qs

)
(32)

мiстить функцiї зв’язку

F
nρ2m1+m
nρ1m1 k

(m, q, s) =

=

√
e2 Ωms(q)
Lyq s

∞∫
0

R∗nρ1m1 k+q(ρ)Rnρ2m1+mk(ρ) ρ dρ×

×[Im(qρ)ρ≤ ρ0 +B3 Km(qρ)|ρ≥ ρ2 +
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Рис. 2. Залежностi енергiй обмежених та iнтерфейсних фононiв вiд аксiального квазiiмпульсу q при фiксованих товщинах нано-
трубки h = 7a i шару-бар’єру Δ = 4a та рiзних значеннях радiуса внутрiшньої дротини ρ0

+
2∑
p=1

[ApIm(qρ) +BpKm(qρ)]|ρp−1≤ρ≤ ρp

]
. (33)

Отриманий гамiльтонiан (26) є базовим при дослi-
дженнях перенормування електронного енергетично-
го спектра взаємодiєю з обмеженими та iнтерфейсни-
ми фононами. Його перевага в тому, що в отриманiй
формi для нього цiлком застосовнi методи квантової
теорiї поля, зокрема, метод функцiй Грiна та дiаграм-
на технiка Фейнмана. Це дозволяє вивчати випадки
зi всiма можливими силами зв’язку квазiчастинок з
фононами складної цилiндричної нанотрубки.

4. Аналiз та обговорення результатiв

Залежнiсть електронного та екситонного спектрiв вiд
геометричних параметрiв складної цилiндричної на-
пiвпровiдникової нанотрубки детально вивчалася на-
ми у роботi [12]. Тому в цiй роботi обмежимось ана-
лiзом фононних спектрiв та потенцiалiв поля поля-
ризацiї у цилiндричнiй нанотрубцi на основi напiв-
провiдникiв GaAs (середовище “0”) та Al0,4Ga0,6As
(середовище “1”), матерiальнi параметри яких такi.
Енергiї поздовжних та поперечних оптичних фоно-
нiв середовищ “0” та “1”: ΩL0 = 35 меВ, ΩT0 = 32, 2
меВ, ΩL1 = 39, 4 меВ, ΩT1 = 35, 95 меВ; сталi ґра-
тки a = a0 ≈ a1 = 5, 65 Å; дiелектричнi проникностi:
ε∞0 = 10, 85, ε∞1 = 9, 8.

Результати розрахунку фононного спектра у нано-
системi, що дослiджується, при фiксованих (типових
для експериментально створених наносистем [8]) тов-
щинах нанотрубки h = 7a i шару-бар’єру 4 = 4a та
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q=0
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,m
V
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Рис. 3. Залежнiсть енергiї (Ωms) iнтерфейсних фононiв вiд m

при q = 0 (a) та q = 0, 2π/a (b) при ρ0 = 5a, Δ = 4a, h = 7a

рiзних значеннях радiуса (ρ0) внутрiшньої дротини
наведено на рис. 2. З нього добре видно властивостi
цього спектра i його еволюцiя зi змiною геометричних
параметрiв наносистеми.

З рис. 2,а видно, що за вiдсутностi внутрiшньо-
го середовища (ρ0 = 0) фононний спектр мiстить
бездисперсiйнi енергiї обмежених фононiв (ΩL0,ΩL1)
i чотири групи з безмежною кiлькiстю гiлок (m =
0, 1, . . . ,∞) енергiй iнтерфейсних фононiв (Ωms(q)) зi
слабкою дисперсiєю по q. На рис. 2 наведено лише
Ωm=0,1s(q), а значення Ωms при iнших величинах m
наведенi на рис. 3,а,b при ρ0 = 5a, q = 0 та q = 0, 2π/a
вiдповiдно.

З рис. 2,а видно, що при m = 0 та m = 1 двi гiл-
ки I-фононiв мають додатну, а двi – вiд’ємну диспер-
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Рис. 4. Залежнiсть потенцiалу Φmqs(ρ) вiд змiнної ρ при q = 0, 2π/a, ρ0 = 5a, h = 7a, Δ = 4a

сiю. Енергiї кожної з груп I-фононiв знаходяться у
межах мiж ΩL1 та ΩT1 – верхнi i мiж ΩL0 та ΩT0 –
нижнi.

Якщо ж цилiндрична нанотрубка має внутрiшнiй
радiус ρ0 6= 0 (рис. 2,b,c,d), то у спектрi iнтерфейсних
фононiв з’являються ще двi групи гiлок: у низько-
енергетичнiй областi Ωm2(q) – група з додатною дис-
персiєю, а в областi вищих енергiй – Ωm5(q) – група
з вiд’ємною дисперсiєю.

Фiзичною причиною наявностi чотирьох при ρ0 =
0, та шести при ρ0 6= 0 груп гiлок iнтерфейсних фоно-
нiв є iснування у наносистемi двох (ρ0 = 0) чи трьох

(ρ0 6= 0) поверхонь роздiлу напiвпровiдникових сере-
довищ GaAs/Al0,4Ga0,6As (рис. 1).

З рис. 2,b,c,d видно, що при фiксованiй ширинi
трубки дисперсiя iнтерфейсних фононiв лише при
малих величинах q чутлива до змiни ρ0. У областi
q ≥ 0, 1π/a при всiх значеннях ρ0 енергiї iнтерфей-
сних фононiв практично не змiнюються.

З рис. 3,а,b видно, що дисперсiя по m усiх груп
iнтерфейсних фононiв також незначна i подiбна до
дисперсiї по q. Це цiлком зрозумiло, оскiльки при
ρ0 → ∞ саме квантове число m переходить у ква-
зiiмпульс, перпендикулярний до напрямку q, адже в
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такому випадку цилiндрична нанотрубка переходить
у складну плоску наногетеросистему з геометрични-
ми параметрами 4 та h .

На рис. 4,a–f зображено залежнiсть потенцiалу
(Φmqs(ρ)) в одиницях ΩL0 вiд змiнної ρ при q =
0, 2π/a, ρ0 = 5a, h = 7a, Δ = 4a та рiзних значеннях
магнiтного квантового числа m = 0, 1, 2 для шести
гiлок iнтерфейсних коливань, пронумерованих iнде-
ксом s на рис. 2,с.

Зi всiх рисункiв видно, що незалежно вiд номера (s)
гiлки, потенцiальна енергiя iнтерфейсних фононiв не-
монотонно залежить вiд ρ, досягаючи екстремальних
значень на межах подiлу напiвпровiдникових середо-
вищ, що утворюють складну нанотрубку. З рис. 4,a–f
видно, що серед цих шести графiкiв можна попарно
видiлити тi, на яких залежнiсть потенцiалу Φmqs(ρ)
якiсно однакова у всьому iнтервалi змiни ρ. Зокрема,
рис. 4,a вiдповiдає iнтерфейсному фонону з енергiєю
Ωm1 i додатною дисперсiєю за q, а рис. 4,b – iнтерфей-
сному фонону з енергiєю Ωm6 i вiд’ємною дисперсiєю
за q. Максимальне значення потенцiалу для цих ко-
ливань досягається на межi ρ = ρ0.

Аналогiчнi пари можна видiлити для потенцiалiв з
максимальним значенням на межi ρ = ρ2 з вiдповiд-
ними енергiями Ωm2 (додатна дисперсiя) i Ωm5 (вiд’-
ємна дисперсiя) (рис. 4,c,d) та потенцiалiв з макси-
мальним значенням на межi ρ = ρ1 з енергiями Ωm3

(вiд’ємна дисперсiя) i Ωm4 (додатна дисперсiя) (рис.
4,e,f). Абсолютне значення потенцiалу в кожнiй парi
при довiльних ρ бiльше там, де бiльша енергiя вiдпо-
вiдного iнтерфейсного фонона Ωms.

Для кожної iз гiлок (s = 1−6 ) потенцiал iнтерфей-
сних фононiв при m = 0 вiдмiнний вiд нуля навiть
при ρ = 0. Однак для всiх iнших m потенцiал такий,
що Φm 6=0qs(0) = 0.

Нарештi зауважимо, що оскiльки потенцiал поля
iнтерфейсних фононiв максимальний на гетерогра-
ницях i швидко спадає по мiрi вiддалення вiд межi
подiлу мiж напiвпровiдниковими середовищами, то
перенормування електронного спектра цими фонона-
ми буде суттєвим лише у надтонких нанотрубках, у
яких максимум квадрата модуля електронної хвильо-
вої функцiї також локалiзований поблизу iнтерфей-
су.

5. Висновки

У моделi ефективних мас для електрона та дiеле-
ктричного континууму для фононiв розвинуто теорiю
електрон-фононної взаємодiї у складнiй цилiндричнiй
напiвпровiдниковiй нанотрубцi. Одержано аналiтичнi

вирази для гамiльтонiанiв взаємодiї електрона з обме-
женими та iнтерфейсними фононами у зображеннi
вторинного квантування за електронними i фононни-
ми змiнними.

Встановлено, що у складнiй нанотрубцi є двi без-
дисперсiйнi гiлки обмежених та шiсть гiлок iнтер-
фейсних фононiв зi слабкою дисперсiєю за магнi-
тним квантовим числом (m) та аксiальним квазiiм-
пульсом (q). При фiксованiй ширинi трубки диспер-
сiя iнтерфейсних фононiв лише при малих величи-
нах q чутлива до змiни радiуса внутрiшньої дротини
(ρ0).

Показано, що незалежно вiд номера (s) гiлки,
потенцiал iнтерфейсних фононiв немонотонно зале-
жить вiд змiнної ρ, досягаючи екстремальних значень
на межах подiлу напiвпровiдникових середовищ, що
утворюють складну нанотрубку.

Автори щиро вдячнi доктору фiзико-математичних
наук, професору М.В. Ткачу за кориснi поради при
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татiв.
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ФОНОННЫЕ СПЕКТРЫ И ЭЛЕКТРОН-ФОНОННОЕ
ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ В СЛОЖНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ
ПОЛУПРОВОДНИКОВОЙ НАНОТРУБКЕ

А.М. Маханец, Н.Р. Цюпак, В.И. Гуцул

Р е з ю м е

В модели эффективных масс для электрона и диэлектри-
ческого континуума для фононов развита теория электрон-
фононного взаимодействия в сложной цилиндрической
полупроводниковой нанотрубке. Получены аналитические
выражения для гамильтонианов взаимодействия электрона
с ограниченными и интерфейсными фононами в представле-
нии вторичного квантования по электронным и фононным

переменным. Исследованы зависимости фононных энергий
и потенциала поля поляризации интерфейсных фононов от
аксиального квазиимпульса и геометрических параметров
сложной нанотрубки на основе полупроводников GaAs и
Al0,4Ga0,6As.
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S u m m a r y

A theory of electron-phonon interaction in a combined cylindrical

semiconductor nanotube has been developed in the framework of

effective mass model for electrons and dielectric continuum one for

phonons. Analytical expressions for Hamiltonians of electron in-

teraction with confined and interface phonons have been derived in

the secondary quantization representation for electron and phonon

variables. Dependences of phonon energies and interface phonon

polarization field potential on the axial quasi-momentum and the

geometrical parameters of combined nanotube fabricated on the

basis of GaAs and Al0.4Ga0.6As semiconductors have been stud-

ied.
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