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Оцiнено стабiльностi трiонних збуджень у вуглецевих нано-
трубках типу зигзаг. Показано, що трiон є нестабiльним вiдно-
сно основного екситонного стану та стабiльним вiдносно збу-
дженого. Отже, трiони в нанотрубках цього типу можуть бути
утворенi за рахунок захоплення дiрки або електрона ексито-
ном, що знаходиться у збудженому станi. Тобто, трiон у нано-
трубцi є ексимерною сполукою, що приводить до появи три-
рiвневої енергетичної системи (незбуджений екситон – трiон –
збуджений екситон).

1. Вступ

Одностiннi вуглецевi нанотрубки (ОВНТ) завдяки
своїм унiкальним механiчним, оптичним та електри-
чним властивостям привертають велику увагу в ба-
гатьох областях дослiдження протягом останнiх двох
десятирiч [1]. Однiєю з найбiльш цiкавих характери-
стик вуглецевих нанотрубок є сильна кореляцiя мiж
носiями заряду, що проявляється через наявний кван-
товий конфайнмент (quantum confinement), що спо-
стерiгається в одновимiрних (1D) структурах розмi-
рами близько 1 нм у дiаметрi.

Електрон-електронне вiдштовхування i електрон-
дiркове притягування, що вiдiграє важливу роль у
формуваннi електронних i оптичних властивостей на-
нотрубок [2], приводить до утворення екситонiв з ве-
личезними енергiями зв’язку у напiвпровiдникових
вуглецевих нанотрубках [3] i, навiть, у металiчних ву-
глецевих нанотрубках [4].

2. Екситоннi стани

Найпростiше збудження напiвпровiдникової системи
полягає у тому, що електрон, поглинаючи енергiю,
переходить з валентної зони в зону провiдностi. При
цьому в валентнiй зонi утворюється дiрка, яка ве-

де себе як позитивно заряджена частинка. Так, еле-
ктрон i дiрка, взаємодiючи виключно за допомогою
кулонiвської взаємодiї, можуть утворювати зв’язанi
стани. Такi стани називаються екситонами. У цiлому
розрiзняють два типи екситонiв: екситони Френкеля
i екситони Ван’є–Мотта.

Вуглецевi нанотрубки належать до класу прямо-
зонних напiвпровiдникiв. Тому в них може вiдбува-
тися анiгiляцiя електрон-дiркових пар з випусканням
фотона [5]. Екситони, локалiзованi у вуглецевих на-
нотрубках, мають додаткову зв’язнiсть – дiаметр на-
нотрубки є фiксованим, тому такi екситони можна
розглядати як суто одновимiрнi об’єкти.

Як вiдомо, у квазiодновимiрних системах значно
посилюється кулонiвська взаємодiя. Це приводить до
зростання стабiльностi екситоноподiбних збуджень,
що значно посилює iснуючу кулонiвську блокаду. Ра-
зом iз сильними поляризацiйними ефектами це при-
водить до того, що новi екситони майже не утво-
рюються. Тобто, декiлька екситонiв, що утворили-
ся у нанотрубцi, мають блокувати утворення нових,
тому їх концентрацiя має бути мiзерною. Питання
щодо впливу екранування екситонами на утворення
нових багаточастинкових збуджень описано в робо-
тi [6].

Утворення екситонiв у вуглецевих нанотрубках мо-
жливе, якщо енергiя, що породжує електрон-дiркову
пару, дорiвнює або менша за ширину забороненої зо-
ни. У випадку, коли енергiї достатньо, щоб електрон
потрапив у зону провiдностi, а дiрка, вiдповiдно, у
валентну зону, то тодi утворюється пара електрон i
дiрка, якi не взаємодiють мiж собою i є самостiйними
частинками.

У одновимiрних нанотрубках реалiзовуються екси-
тони з радiусом набагато бiльшим сталої ґратки, що є
аналогiчними екситонам Ван’є–Мотта у тривимiрних
кристалах. Масою екситона буде зведена маси еле-
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ктрона i дiрки:

µ =
memh

me +mh
, (1)

де me i me – ефективнi маси електрона та дiрки.
Значення ефективних мас залежать вiд кристалiчної
структури нанотрубки. Послiдовно їх можна розра-
хувати, використовуючи вирази з роботи [11]. Взає-
модiю мiж електроном i дiркою будемо вважати суто
кулонiвською.

Виникає, однак, питання, що вважати дiелектри-
чною проникнiстю. Для вуглецевих нанотрубок екра-
нуючий вплив її зарядiв проявляється лише на вiдста-
нях порядку дiаметра трубки. Тому в першому на-
ближеннi можна вважати, що для нанотрубок ε = 1.
Зазначимо, що якщо нанотрубка знаходиться у се-
редовищi (наприклад, у мiцелах), то за значення дi-
електричної проникностi має бути прийняте значен-
ня, вiдповiдне цьому середовищу, що змiнить енергiї
екситонних збуджень.

Для оцiнки значень енергiй екситоноподiбних збу-
джень в данiй роботi використовували добре вiдомий
метод Рiтца [7]. Нагадаємо, що за допомогою цього
методу можна отримати оцiнку зверху на власнi зна-
чення енергiї. Зазначимо, що нас цiкавлять питання
стабiльностi екситонних збуджень вiдносно одноеле-
ктронних станiв та стабiльностi трiонних станiв вiд-
носно розпаду на екситон та дiрку (електрон). Тому
при розрахунках у межах однiєї моделi навiть такий
грубий метод дасть якiсно вiрнi результати.

Для оцiнки власних значень енергiї використаємо
рiвняння Шредiнгера вигляду[
− ~2

2µ
∂2

∂x2
− e2√

x2 + d2

]
Ψ = EΨ. (2)

Тут µ – зведена маса екситона, e – елементарний за-
ряд, x – вiдстань мiж електроном i дiркою вздовж
нанотрубки, d – параметр, який залежить вiд дiаме-
тра нанотрубки, що в першому наближеннi дорiвнює
самому дiаметру. Звернемо увагу на те, що потенцiал
у цьому рiвняннi є парною функцiєю. Тому екситоннi
стани у трубках розпадаються на двi серiї: парну, якiй
вiдповiдають парнi хвильовi функцiї, i непарну, для
якої власнi функцiї непарнi. Спектр екситонiв непар-
ної серiї подiбний до спектрiв iнших водневоподiбних
систем. При цьому дозволенi оптичнi переходи будуть
мiж станами, вiдповiдними парнiй та непарнiй серiям.
Враховуючи те, що для станiв непарної серiї хвильовi
функцiї обертаються на нуль при x = 0, власнi значе-
ння енергiї для цих станiв можуть бути знайденi як

власнi значення крайової задачi для рiвняння (2) на
пiвосi (0,+∞) з крайовою умовою

Ψ(0) = 0. (3)

Аналогiчно, спектр парної серiї визначається кра-
йовою умовою

Ψ′(0) = 0. (4)

Гамiльтонiан, що входить у (2), можна застосову-
вати у випадку, коли дiелектрична проникнiсть се-
редовища, в якому знаходиться трубка, близька до
одиницi. Використання в моделi обрiзаного кулонiв-
ського потенцiалу зумовлене одновимiрнiстю задачi
задля прибирання сингулярностi у нулi (якої не по-
винно бути з фiзичних мiркувань). Якщо ж переходи-
ти до послiдовного розгляду трубки як цилiндра, то
на основi цього потенцiалу будується бiльш точний
потенцiал у виглядi елiптичного iнтеграла, що було
зроблено, наприклад, у роботi [8].

У використаному методi єдиним критерiєм вибору
пробних функцiй є лише їх вiдповiднiсть крайовим
умовам. Ми також будемо вимагати вiд них iнтегро-
ваностi та гладкостi, що не є строгою вимогою, а лише
має спростити розрахунки. Поведiнка вибраних хви-
льових функцiй екситонiв цiлком збiгається з поведiн-
кою точних функцiй заданих графiчно, що описанi в
оглядi М. Дресельхаус [9].

Ми використовували пробнi функцiї такого вигля-
ду:

Ψeven(x) = C1 exp [−αx2] (5)

для парної серiї та

Ψodd(x) = C2x exp [−αx2] (6)

для непарної.
Треба позбавитися вiд розмiрних коефiцiєнтiв, то-

му перейдемо до атомних одиниць. Приймаємо, що
µ = 1, ~ = 1 та e = 1. Одиницею довжини буде борiв-
ський радiус екситона. Зрозумiло, що вiн залежатиме
вiд ефективної маси екситона i дiаметра трубки. Та-
ким чином, в остаточному рiвняннi дiаметр трубки
потрiбно переписати у введених атомних одиницях.

У такому випадку основний стан парної серiї на-
ближено збiгається з мiнiмумом функцiї

I1(α) =
~2
√

2πα
8µ

− 1
2
e2eαd

2
K0[αd2], (7)

а для непарної серiї – з мiнiмумом функцiї

I2(α) =
~2
√

2πα
14αµ

+
1
8
e2
√
π

α
U
[1
2
, 0, 2αd2

]
. (8)
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Рис. 1. Залежнiсть енергiй зв’язку трiонiв та екситонiв обох серiй вiд дiаметра нанотрубки локалiзацiї та порiвняння з апрокси-
мацiйним виразом

Тут Kn[x] – модифiкована функцiя Бесселя другого
роду, а U [a, b, z] – вироджена гiпергеометрична фун-
кцiя.

Зазначимо, що при використаннi варiацiйного ме-
тоду Рiтца отримуємо чисельний ряд (у нашому ви-
падку отримали його у виглядi функцiй (7), (8)),
кожен член якого бiльший або дорiвнює точному
розв’язку. Таким чином, найменший з членiв ряду (в
нашому випадку екстремум вiдповiдної функцiї) буде
найближчим до точного розв’язку i наближатиметься
саме зверху.

Вибiр функцiй є досить грубим, але така грубiсть у
виборi пробних функцiй може лише пiдвищити енер-
гiї основних станiв i якщо енергiя зв’язку екситона,
яка була отримана у межах варiацiйного методу, ви-
явиться бiльшою за ширину забороненої зони в нано-
трубцi, то вона буде бiльшою за ширину забороненої
зони i для точного розв’язку.

Мiнiмуми функцiй лежать у негативнiй областi,
причому перший мiнiмум нижче другого. Той факт,
що енергiї основних станiв лежать у негативнiй обла-
стi означає, що стан є зв’язаним (тобто, в данному
випадку, вiн iснує).

На рис. 1 наведено залежнiсть енергiй екситонiв
обох серiй вiд дiаметра нанотрубки локалiзацiї. Мо-
жна зауважити, що iстотне розходження в енер-
гiї зв’язку екситонiв для нанотрубок малих дiаме-
трiв при збiльшеннi такого дедалi бiльше нiвелює-
ться, тобто для трубок великого дiаметра вiдмiнно-
стi екситонних спектрiв менш iстотнi, нiж для тон-
ких.

3. Трiоннi стани

Трiон являє собою зв’язаний стан, що складається з
двох електронiв та дiрки або з двох дiрок i електро-
на. Фактично це iонiзований стан екситонної молеку-
ли (бiекситона). Також, часто можна зустрiти назву
“заряджений екситон” (charged exciton). Вперше екс-
периментальне спостереження трiонного стану у ву-
глецевих нанотрубках було описано в роботi [10], до
результатiв якої ми звернемося далi.

Для знаходження власних значень енергiй зв’язку
трiонiв, як i у випадку з екситонами, будемо розв’я-
зувати вiдповiдне рiвняння Шредiнгера. Для спро-
щення моделi допустимо не враховувати вiдмiннiсть
ефективних мас електронiв i дiрок (насправдi їх маси
вiдрiзняються менше нiж на 3 вiдсотки [11]). Таким
чином, маса трiона дорiвнюватиме просто ефектив-
нiй масi дiрки. Також, вважаючи, що взаємодiя мiж
кожною парою частинок, що складають трiон, є су-
то кулонiвською, можна записати гамiльтонiан для
одновимiрного трiона в нанотрубцi як:

Ĥ = − ~2

2mh

[
∂2

∂x2
+

∂2

∂ξ21
+

∂2

∂ξ22

]
− e2√

(x− ξ1)2 + d2
−

− e2√
(x− ξ2)2 + d2

+
e2√

(ξ1 − ξ2)2 + d2
, (9)

де x, ξ1, ξ2 – координати електрона i двох дiрок вiдпо-
вiдно; e – заряд електрона; d – параметр, що залежить
вiд дiаметра нанотрубки, який, як i у випадку екси-
тонiв, може дорiвнювати самому значенню дiаметра;
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mh – маса трiона, що в даному випадку збiгається з
масою дiрки;

Трiон, фактично, являє собою три зв’язаних дво-
часткових стани – двох екситонних i одного дiрково-
дiркового. Таким чином, цiлком природним буде по-
будова хвильової функцiї трiона у виглядi добутку
хвильових функцiй, що вiдповiдають цим станам.
Тобто хвильову функцiю вибирали як комбiнацiю
трьох гауссових експонент, якi вiдповiдають трьом
складовим двочастковим станам, та плоскої хвилi,
яка описує рух центра мас системи як цiлого, тобто

ΨX± = C3(ξ1 − ξ2) exp [−α{(x− ξ1)2 + (x− ξ2)2}]×

× exp [−β(ξ1 − ξ2)2] exp [−ip(x+ ξ1 + ξ2)], (10)

де α i β – малi параметри.
Наявнiсть рiзницi координат дiрок, що входить як

множник у хвильову функцiю, вказує на те, що при
зближеннi дiрок, що входять до складу трiона, iмо-
вiрнiсть реалiзацiї такого стану буде зменшуватися i
прямувати до нуля при нескiнченно близькому розта-
шуваннi дiрок.

Мiнiмiзуючу функцiю не приводимо тут через її
складний вираз, що не несе фiзичної iнформацiї. Мi-
нiмуми функцiй знаходили чисельно.

Нанотрубки модифiкацiї зигзаг з дiаметром менше
нанометра не розглядалися, оскiльки: такi тонкi на-
нотрубки не спостерiгаються як самостiйнi об’єкти, а
тiльки лише як один iз шарiв багатошарової трубки.

Як було зазначено ранiше, вперше експеримент, в
якому спостерiгалися лiнiї, що могли би iдентифiку-
ватися як трiоннi, було зроблено лише на початку
2011 року та описано в [10]. У серiї експериментiв по
спостереженню трiонних лiнiй було встановлено на-
ближену залежнiсть енергiї трiонного збудження за-
лежно вiд дiаметра трубки як EX± ≈ 40

d для середо-
вища з дiелектричною проникнiстю εenv = 3, 5. Для
порiвняння з нашими результатами можливо викори-
стати вираз, що приводить до “вакуумних” енергiй:

EX± ≈
40
d
ε2env. (11)

Цю залежнicть наведено на рис. 1. Як i пророкує
теорiя, оцiночнi значення, отриманi варiацiйним ме-
тодом, наближаються до тих, що випливають з екс-
перименту саме зверху.

Цiкавий той факт, що значення енергiї зв’язку трiо-
нiв для всiх розглянутих зразкiв виявлялося бiльш
високоенергетичним по вiдношенню до значень вiдпо-
вiдних енергiй екситонiв парної серiї, але при цьому

менше енергiй зв’язку екситонних збуджень непарної
серiї (таблиця). Нагадаємо, що екситони непарної се-
рiї є першим збудженим станом, а парної – основним.
Таким чином, трiон може “народитися” в результатi
захоплення екситонами, що знаходяться у збуджено-
му станi вiльного електрона iз зони провiдностi або
дiрки з валентної зони, що знизить сумарну енергiю
системи. Такий трiон буде так званою ексимерною
сполукою, оскiльки в його утвореннi бере участь збу-
джений екситон.

Ексимернi сполуки, енергiї зв’язку яких перевищу-
ють енергiю основного стану, не можуть iснувати не-
скiнченно довго. Вони мають розпадатися протягом
досить невеликого часу, за допомогою оптичного або
безвипромiнювального переходу.

Наголосимо, що оскiльки трiон може “народитися”
тiльки при захопленнi дiрки або електрона збудже-
ним екситоном (з пониженням енергiї), а той, у свою
чергу, може утворитися з незбудженого екситону при
поглинаннi останнiм енергiї, то ми маємо люмiнесцен-

Т а б л и ц я. Енергiї частинок екситонної родини для
рiзних нанотрубок типу зигзаг порiвняно з шириною
забороненої зони. Значення заборонених зон взято з
[11]. Тут (n, m) – iндекси хiральностi нанотрубки, d –
дiаметр нанотрубки, E(Xeven) – енергiя екситонiв пар-
ної серiї, E(X±) – енергiї трiонiв, E(Xodd) – енергiя
екситонiв непарної серiї , Egap – ширина забороненої
зони
(n, m) d, нм E(Xodd), еВ E(X±), еВ E(Xeven), еВ Egap, еВ
(4,0) 0,3214 –1,2434 – –0,2154 2,0749
(5,0) 0,3980 –1,4602 – –0,5511 2,3423
(7,0) 0,5526 –0,7691 – –0,1530 1,3416
(8,0) 0,6304 –0,8392 – –0,2612 1,4153
(10,0) 0,7861 –0,5561 – –0,1172 0,9774
(11,0) 0,8641 –0,5911 –0,3293 –0,1720 1,0115
(13,0) 1,0202 –0,4363 –0,2288 –0,0948 0,7667
(14,0) 1,0983 –0,4563 –0,2188 –0,1280 0,7865
(16,0) 1,2546 –0,3583 –0,1652 –0,0796 0,6302
(17,0) 1,3328 –0,3721 –0,1581 –0,1020 0,6431
(19,0) 1,4892 –0,3042 –0,1328 –0,0679 0,5348
(20,0) 1,5674 –0,3132 –0,1268 –0,0842 0,5439
(22,0) 1,7238 –0,2644 –0,1019 –0,0601 0,4643
(23,0) 1,8020 –0,2712 –0,0968 –0,0720 0,4711
(25,0) 1,9585 –0,2333 –0,0769 –0,0535 0,4103
(26,0) 2,0367 –0,2391 –0,0739 –0,0628 0,4156
(28,0) 2,1932 –0,2090 –0,0700 –0,0484 0,3675
(29,0) 2,2715 –0,2130 –0,0676 –0,0557 0,3717
(31,0) 2,4280 –0,1890 –0,0633 –0,0441 0,3328
(32,0) 2,5062 –0,1930 –0,0624 –0,0501 0,3362
(34,0) 2,6628 –0,1740 –0,0576 –0,0404 0,3040
(35,0) 2,7410 –0,1760 –0,0567 –0,0454 0,3069
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Рис. 2. Для того щоб породити трiон треба перевести екситон
у збуджений стан. Це приводить до появи лiнiй поглинання та
випромiнювання, подiбних до тих, що спостерiгаються при лю-
мiнесценцiї. Тут E0(X) – енергiя основного екситонного стану,
E0(X±) – енергiя основного трiонного стану, E1(X′) – енергiя
першого збудженого екситонного стану

тну трирiвневу систему (рис. 2). Цей факт може бути
використано як для iдентифiкацiї нанотрубок, так i в
технологiчних пристроях (система з накачкою).

4. Висновки

Показано, що трiоннi збудження в ОВНТ модифiка-
цiй зигзаг є ексимерами, якi утворюються при захо-
пленнi вiльного електрона або дiрки збудженим екси-
тоном. Збуджений екситонний стан в ОВНТ є нестiй-
ким вiдносно трiонного, що вкупi з нестiйкiстю трiона
вiдносно основного екситонного стану приводить до
появи трирiвневої енергетичної системи. Це, з ура-
хуванням малих концентрацiй, вказує на принципо-
ву можливiсть створення ексимерного iнфрачервоно-
го випромiнювача, що працює в однофотонному ре-
жимi.
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ОЦЕНКА СТАБИЛЬНОСТИ ТРИОННЫХ СОСТОЯНИЙ
В УГЛЕРОДНЫХ НАНОТРУБКАХ ТИПА ЗИГЗАГ

С. Марченко

Р е з ю м е

Оценены стабильности трионных возбуждений в углеродных
нанотрубках типа зигзаг. Показано, что трион является не-
стабильным относительно основного экситонного состояния и
стабильным относительно возбужденного. Итак, трионы в на-
нотрубках этого типа могут быть образованы за счет захвата
дырки или электрона экситоном, находящемся в возбужден-
ном состоянии. Иными словами, трион в нанотрубке является
эксимерным соединением, что приводит к появлению треху-
ровневой энергетической системы (невозбужденный экситон–
трион–возбужденный экситон).
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S u m m a r y

The stability of trionic excitations in zigzag carbon nanotubes has

been estimated. A trion is shown to be unstable with respect to the

ground excitonic state and stable with respect to the excited one.

So, trions in nanotubes of this type can be formed by capturing

an electron or a hole by an excited exciton. In other words, the

trion in a nanotube is an excimer complex, which results in the

formation of a system with three energy levels (unexcited exciton–

trion–excited exciton).
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