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Розглянуто просторовий та часовий iнтервали, що слугують
для рiдин масштабами в гiдродинамiцi. Цi iнтервали отото-
жнюються iз розмiром областi, де встановлюється локальний
максвеллiвський розподiл, i часом, за який цей розподiл вста-
новлюється. Показано, що максвеллiвський розподiл виникає
у рiдинах завдяки взаємодiї мiж локалiзованими тепловими
коливаннями частинок рiдини. Для просторового та часового
масштабiв гiдродинамiки отримано оцiнки – вiдповiдно, 100 нм
та 10−10 с.

1. Вступ

Як вiдомо [1], в гiдродинамiцi рiдина розглядається
як суцiльне середовище. Вiдповiдно стан рiдини ви-
значається полями фiзичних величин; одним з цих
полiв є температурне поле T (r, t), де r = x, y, z –
радiус-вектор точки простору, зайнятого рiдиною, t –
час. Поведiнку рiдини описують, використовуючи по-
хiднi згаданих фiзичних величин по просторових ко-
ординатах та часовi. Вiдповiдно в розгляд вводяться
нескiнченно малi величини: просторовi dx, dy, dz та
часовий dt нескiнченно малi iнтервали. Вводиться та-
кож поняття про математичний нескiнченно малий
об’єм – область, що є околом точки r i має об’єм
dr = dxdydz.

Зрозумiло, що поняття про нескiнченно малу вели-
чину є математичною абстракцiєю i в дiйсностi не-
скiнченно малим iнтервалам вiдповiдають скiнченнi
iнтервали: просторовий Δr i часовий Δt. Останнi вi-
дiграють ролi просторового та часового масштабiв у
гiдродинамiцi.

Не iснує також математичного нескiнченно малого
об’єму – в дiйсностi йому вiдповiдає область iз скiн-
ченним об’ємом Δr3, яку називають фiзичним нескiн-
ченно малим об’ємом (ФНМО) [1].

Таким чином, температура T (r, t), яка приписує-
ться областi dr фактично є температурою ФМНО,
який оточує точку r. Про температуру ж областi,
як вiдомо [2], можна говорити, якщо в цiй областi
встановлюється максвеллiвський розподiл по швид-

костях теплового руху частинок. Його називають ло-
кальним.

Очевидно, що скiнченний розмiр ФНМО накладає
обмеження на верхню межу швидкостей теплового
руху частинок, якi мiстяться в данiй областi. Тому
в даному випадку можна говорити лише про непов-
ний – наближений максвеллiвський розподiл. Отже,
Δr – це лiнiйний розмiр областi, в якiй встановлює-
ться згаданий розподiл. З тiєї ж причини Δt – це час,
за який вказаний розподiл встановлюється.

Мета даної роботи – запропонувати механiзм вста-
новлення локального максвеллiвського розподiлу в
рiдинах i на основi запропонованого механiзму визна-
чити порядок величин Δr i Δt. Як вiдомо авторам, це
питання ранiше в лiтературi не обговорювалось.

2. Розрахункова модель

У данiй статтi розглядатимемо систему N однакових
безструктурних частинок. Власним об’ємом частинки
вважатимемо об’єм v0, що припадає на частинку, у
випадку, коли система знаходиться в кристалiчному
станi. Розмiр частники a визначатимемо за виразом

a = v
1/3
0 . (1)

У випадку, коли система не знаходиться у криста-
лiчному станi, об’єм, що припадає на одну частинку,
позначатимемо через v1. Введемо в розгляд характер-
ний лiнiйний розмiр u, який визначатимемо форму-
лою

v
1/3
1 − a = u. (2)

Вiдповiдатимуть обом згаданим розмiрам хара-
ктернi часовi iнтервали τ0 та τ1, якi розраховувати-
мемо за формулами

τ0 = a/c, (3)

τ1 = u/c, (4)

де c – деяка характерна швидкiсть.
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3. Малий параметр у фiзицi рiдин

Порiвняно з iншими фiзичними системами, мабуть,
з найбiльшою повнотою теорiю встановлення локаль-
ного максвеллiвського розподiлу розроблено для роз-
рiдженого газу [2]. Саме ця обставина спонукає нас
звернутися до цiєї теорiї i нагадати деякi її результа-
ти, сподiваючись використати їх у випадку рiдин.

Для розрiдженого газу справедливою є така iєрар-
хiя просторових масштабiв:

a� u� l, (5)

де l – середня довжина вiльного пробiгу частинки, що
розраховується за формулою

l ∼ u(u/a)2. (6)

Просторовiй iєрархiї (5) вiдповiдає часова iєрархiя

τ0 � τ1 � τ, (7)

де τ – середнiй час вiльного пробiгу частинки, що
розраховується за формулою

τ ∼ l/c, (8)

де c – середня теплова швидкiсть частинок.
Локальний максвеллiвський розподiл, як вiдомо [2],

встановлюється на довжинi вiльного пробiгу, а час
його встановлення дорiвнює часовi вiльного пробiгу.
Таким чином, у випадку розрiдженого газу для роз-
мiру Δr ФМНО та часу Δt встановлення у ФМНО
максвеллiвського розподiлу маємо

a� u� Δr, (9)

τ0 � τ1 � Δt, (10)

Δr ∼ u(u/a)2, (11)

Δt ∼ τ1(u/a)2. (12)

Як видно iз формул (9)–(12), для розрiдженого газу
iснує малий параметр

β = a/u, (13)

який, власне, i визначає iснування обох згаданих iє-
рархiй. Дiйсно, пiдставивши рiвнiсть (13) у формули
(9)–(12), замiсть спiввiдношень (9), (10), отримаємо

β3 � β2 � 1. (14)

При цьому рiвностi (9)–(12) набувають вигляду

Δr ∼ uβ−2, (15)

Δt ∼ τ1β−2. (16)

Чи iснує для рiдин малий параметр, за допомогою
якого можна було б вибудувати просторову та часову
iєрархiї за аналогiєю iз розрiдженим газом? У лiте-
ратурi [3] iснування такого параметра заперечується.
На нашу ж думку, такий параметр iснує.

Дiйсно, на вiдмiну вiд розрiдженого газу для рiди-
ни просторова та часова iєрархiї мають вигляд

u� a� Δr, (17)

τ1 � τ0 � Δt. (18)

У виразах (17),(18) ми зустрiчаємось iз малим па-
раметром

φ = u/a. (19)

Отже, для рiдини все-таки можливо ввести малий
параметр. Але чи виконуються при цьому спiввiдно-
шення, аналогiчнi спiввiдношенням, якi властивi роз-
рiдженому газу, а саме:

Δr ∼ aφ−2, (20)

Δt ∼ τ0φ−2. (21)

Наступнi мiркування, на нашу думку, дають ствердну
вiдповiдь на це запитання.

4. Механiзм встановлення локального
максвеллiвського розподiлу в рiдинi

Як вiдомо [4], в рiдинах реалiзується два типи тепло-
вого руху частинок: коливання та випадковi блукан-
ня. Останнiй тип являє собою послiдовнiсть елемен-
тарних перемiщень, що в середньому вiдбуваються
через промiжок часу, названий часом осiдлого життя:

τ ′ = τ ′0 exp
(

ΔF
kBT

)
, (22)

де kB – стала Больцмана, ΔF – бар’єр вiльної енергiї,
який долається частинкою при кожному елементар-
ному перемiщеннi; величину τ ′0 ототожнено iз перiо-
дом теплових коливань частинки.
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Для наших мiркувань принципове значення має
той факт, що в формулу (22) входить температура.
З цього факту випливає очевидний висновок: для то-
го, щоб вiдбулось елементарне перемiщення даної ча-
стинки, в її околi мусить встановитись максвеллiв-
ський розподiл. Таке твердження вимагає виконання
нерiвностi

Δt� τ ′. (23)

Iснування цiєї нерiвностi означає, що випадковi
блукання нiякої участi у встановленнi максвеллiв-
ського розподiлу не беруть i, отже, згаданий розпо-
дiл встановлюється виключно за рахунок взаємодiї
мiж тепловими коливаннями. Вiдповiдно величина c є
швидкiстю поширення коливального збудження, яку
можна ототожнити iз швидкiстю поширення звука.

Завдяки нерiвностi (23) можна вважати, що про-
тягом часового вiдрiзка τ ′ рiвноважнi положення ча-
стинок не змiнюються, тобто, рiдину, протягом цього
часу τ ′ можна розглядати як квазiкристал, викори-
стовуючи методи фiзики твердого тiла [5].

Позначимо через R = {R1, R2, . . . , R3N} – 3N -
вимiрний вектор, компоненти Rj якого є координа-
тами частинок. Вочевидь, вектор R визначає конфi-
гурацiю системи — розташування в просторi части-
нок, що входять до її складу. Нехай у випадку, коли
система знаходиться у кристалiчному станi, конфiгу-
рацiя рiвноважних положень частинок визначається
вектором R0. Введемо позначення E(R) для потенцi-
альної енергiї та S = R−R0 для змiщення частинок.
Розкладемо E(R) в ряд по степенях змiщень:

E(R) = E(R0) + QS + BSS + GSSS + . . . , (24)

де прийнято позначення

Q = {qj} =
∂E

∂S

∣∣∣∣
R=R0

,

B = {bjk} =
1
2
∂2E

∂S2

∣∣∣∣
R=R0

,

G = {gjkl} =
1
3!
∂3E

∂S3

∣∣∣∣
R=R0

. (25)

Запишемо змiщення S у виглядi суми:

S = U + W, (26)

де U = {uj} – рiзниця мiж координатами, що ви-
значають рiвноважнi положення частинок у криста-
лiчному та аморфному станах (“статичне” змiщен-
ня), W = {wj} – змiщення, пов’язане iз тепловими

коливаннями частинок (коливальне змiщення). При-
кметник “статичне” взято в лапки, щоб пiдкреслити
умовнiсть цього термiну, бо йдеться фактично не про
абсолютну незмiннiсть рiвноважних положень части-
нок, а лише протягом часу τ ′.

Пiдставляючи вираз (26) у формулу (24) i обмежу-
ючись доданками другої степенi по W, отримуємо

H = H0 +H ′, (27)

де позначено

H = E(R)− (E(R0) + E1 + E2), (28)

E1 = Q �W + B : UU + GUUU + ..., (29)

E2 = Q �W + B : UW + G : UUW+
+ G: UWU + G : WUU + ...,

(30)

H0 = B : WW, (31)

H ′ = G : UWW + G : WUW + G : WWU. (32)

Згiдно з рiвностями (28), (29) для рiдини вiдлiк
енергiї теплових коливань провадиться вiд значення
E(R0) + E1.

Як це видно iз виразу (31), величина H0 – це енер-
гiя теплових коливань кристала в гармонiчному на-
ближеннi.

Згiдно з формулами (30) та (32) величини E2 та H ′
є, вiдповiдно, енергiєю взаємодiї теплових коливань
iз “статичними” змiщеннями в першому та другому
порядках наближення по W.

Оскiльки кожен доданок суми (30) є лiнiйним вiд-
носно W, то очевидно, що величина E2 не описує вза-
ємодiї мiж тепловими коливаннями. В даному набли-
женнi така можливiсть залишається тiльки за вели-
чиною H ′.

Маючи на увазi вiдому оцiнку [4]:

g ∼ b/a, (33)

приходимо до висновку про iснування малого пара-
метра в фiзицi рiдин:

φ =
H ′

H0
∼ u/a. (34)

Як це видно iз виразiв (27), (32), за їх допомогою
задача про коливний рух частинок рiдини зведена до
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класичної схеми теорiї збурень: ми маємо незбурений
гамiльтонiан H0 та малу поправку до нього — збуре-
ння H ′. Згiдно з цiєю теорiєю [3], завдяки збуренню
виникає релаксацiйний процес, що характеризується
часом релаксацiї:

θ = θ0φ
−2, (35)

де θ0 – часовий масштаб для даного процесу.
Вибiр часового масштабу для того чи iншого рела-

ксацiйного процесу ґрунтується на часовiй iєрархiї.
Так, нехай ми маємо, наприклад, на увазi процес, що
характеризується часом релаксацiї θ = Δt iз вира-
зу (21). Нерiвнiсть τ0 � Δt спонукує нас розглядати
нульове наближення по малому параметру τ0/Δt. За
такого наближення вважається, що протягом часо-
вого iнтервалу τ0 фiзичнi параметри не зазнають нi-
яких змiн. Але якраз ця особливiсть властива часово-
му iнтервалу, що його приймають за масштаб. Отже,
в даному випадку справедливою виявляється рiвнiсть
θ0 = τ0, так що формула (35) збiгається iз формулою
(21).

Iз такого збiгу випливає, що у випадку, коли ма-
ксвеллiвський розподiл встановлюється завдяки вза-
ємодiї мiж тепловими коливаннями, справедлива i
формула (20). Це означає, що згаданий максвеллiв-
ський розподiл встановлюється в областi iз розмiром
Δr, який визначається за цiєю формулою.

Таким чином, нашi попереднi припущення щодо
можливостi застосування формул (20), (21) для опи-
су поведiнки рiдин, на нашу думку, можна вважати
пiдтвердженими.

5. Числовi оцiнки

Увiвши позначення Δv = v1 − v0, iз формул (1)–(3),
(19) 19) маємо

φ =
1
3

Δv
v0
, (36)

де вiдношення
Δv
v0

вiдповiдає вiдноснiй змiнi об’єму

при плавленнi системи, коли та знаходиться в криста-
лiчному станi. Розрахуємо значення величин Δr i Δt
для рiдкого аргону. Згiдно з довiдниковими даними

маємо v0 = 43 · 10−30 м3,
Δv
v0

= 0, 15 c∼ 103 м/с.

Використовуючи формули (1)–(4), (20), (31), (36)
та наведенi числовi данi, отримуємо Δr ∼ 10−7 м,
Δt ∼ 10−10 c.

6. Локалiзацiя високочастотних коливань у
рiдинi

Той факт, що максвеллiвський розподiл встановлю-
ється в деякiй областi з очевиднiстю означає, що й
коливання, взаємодiя мiж якими приводить до вста-
новлення локального максвеллiвського розподiлу, ло-
калiзованi у цiй же областi.

Зрозумiло також, що хвильовий вектор k коливань,
якi беруть участь у цьому процесi, мусить задоволь-
няти умову

kΔr � π. (37)

Називатимемо коливання, що вiдповiдають цiй
умовi, високочастотними. Коливання, що задоволь-
няють нерiвнiсть

kΔr � π, (38)

називатимемо низькочастотними.
Отже, в прийнятих термiнах ми можемо говорити,

що на вiдмiну вiд низькочастотних – делокалiзова-
них, високочастотнi тепловi коливання в рiдинi лока-
лiзованi в областях iз розмiром Δr.

Запишемо коливальне змiщення у виглядi суми
нормальних коливань кристала:

wj =
∑

k

wjk exp(−iωkt) exp(ikr). (39)

де ωk – власнi частоти кристала, а компоненти kj хви-
льового вектора набувають значення kj = πp/L, де L
– розмiр системи, p – цiлi числа.

Розкладемо “статичне” змiщення у тригонометри-
чний ряд:

uj =
∑

k

ujk exp(ikr), (40)

умовно назвавши члени цього ряду “статичними” ко-
ливаннями.

Пiдставивши вирази (39) та (40) у формулу (32),
отримаємо суму доданкiв, кожен з яких вiдповiдає
взаємодiї двох нормальних коливань та одного “ста-
тичного” коливання. Позначимо їх хвильовi вектори
через k′, k′′, k′′′, а частоти перших двох коливань
— через ω′, ω′′. У формулi (32) передбачається пiд-
сумовування по r. Крiм того, звичайно мають спра-
ву з енергiєю, усередненою за часом. Отже, кожен iз
згаданих доданкiв при розрахунку енергiї необхiдно
проiнтегрувати по t та пiдсумувати по r.

З класичної теорiї твердого тiла [5] вiдомо, що пiсля
виконання таких операцiй кожен iз згаданих доданкiв
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буде суттєво вiдрiзнятись вiд нуля лише тодi, коли
будуть виконанi двi умови:

k′ + k′′′ − k′′ = 0, (41)

ω′ + ω′′ = 0. (42)

Зрозумiло, що за таких умов нi про який обмiн
енергiєю мiж тепловими коливаннями не може йти
мови, а отже, запропонований механiзм нiби не може
забезпечити встановлення максвеллiвського розподi-
лу.

Однак класична теорiя розглядає коливання, що
поширюються в iдеальнiй ґратцi. Це – делокалiзованi
коливання. В нашому ж випадку йдеться про коли-
вання, якi локалiзованi в областi iз розмiром Δr. То-
му хвильове число може бути визначене лише з по-
хибкою ∼ π/Δr, i вiдповiдно частота – iз похибкою
∼ πc/Δr. При цьому рiвностi (41), (42) замiнюються
нерiвностями

|k′ + k′′′ − k′′| < π/Δr, (43)

|ω′ + ω′′| < πc/Δr. (44)

Згiдно iз виразом (44) два нормальних теплових ко-
ливання взаємодiють, якщо рiзниця їх частот менша
за πc/Δr. Тепер, якщо згадати, що хвильове число
змiнюється порцiями π/L, i вiдповiдно частота – пор-
цiями πc/L, то виявиться, що на частотному промiж-
ку πc/Δr розташовується значна кiлькiсть частот.
Саме взаємодiя теплових коливань, що мають такi
частоти, i забезпечує встановлення максвеллiвського
розподiлу.

“Статичнi” коливання, хоча безпосередньо i не бе-
руть участi в обмiнi енергiєю, як це видно iз виразу
(44), все ж вiдiграють важливу роль у встановленнi
локального максвеллiвського розподiлу. Саме завдя-
ки “статичним” коливанням досягається локалiзацiя
теплових коливань: останнi локалiзуються внаслiдок
розсiяння на перших. Певний внесок у розсiяння те-
плових коливань вносять також процеси, що визна-
чаються доданками першого порядку по W iз суми
(30).

Вiдповiдно величина Δr фактично є довжиною l1
затухання теплових коливань, викликаного згаданим
розсiянням. В цьому можна переконатись хоча б iз
таких наближених оцiнок.

Грубо кажучи, “статичнi” змiщення частинок вiд
положень рiвноваги можна розглядати як появу

в структурi кристала дефектiв. Цi дефекти явля-
ють собою перешкоди для теплових хвиль. Пере-
рiз розсiяння σ такої перешкоди можна грубо оцi-
нити спiввiдношенням σ ∼ u2. Концентрацiя пере-
шкод n має порядок n ∼ 1/a3. Визначаючи довжи-
ну затухання виразом l1 ∼ 1/nσ i пiдставляючи в
цей вираз значення n та σ, приходимо до форму-
ли (20).

Пiсля локалiзацiї високочастотних коливань їх уже
не вiдрiзнити одне вiд одного, якщо рiзниця їх частот
Δω менша за πc/Δr – ця рiзниця стає для вказаних
коливань масштабом частоти. Вiдповiдно масштабом
хвильового числа для них стає величина π/Δr.

Всього областей розмiром Δr в системi нараховує-
ться (L/Δr)3. Коливання, локалiзованi в однiй обла-
стi, не взаємодiють iз коливаннями, локалiзованими
в iнших областях. Отже, високочастотнi коливання
є виродженими, а їх ступiнь виродження становить
(L/Δr)3.

Задля визначеностi конкретизуємо нерiвнiсть (37),
переписавши її, наприклад, у виглядi виразу

kΔr > 10 (45)

i тим самим, увiвши нижню межу km = 10π/Δr для
хвильового числа локалiзованих коливань. Частота
такого коливання дорiвнює ωm = 10π/Δt. Якщо вра-
хувати отриману ранiше числову оцiнку для Δt, то
виражена в см−1 згадана частота становить величи-
ну порядка десяти см−1. Виявлення смуг поглинання
в цiй областi КР-спектрiв рiдини служитиме свiдче-
нням реальностi локалiзованих коливань i, водночас,
дасть можливiсть визначати характеристики ФМНО
для рiдин iз експерименту.

7. Висновки

1. У рiдинi високочастотнi тепловi коливання локалi-
зуються внаслiдок розсiяння на флуктуацiях рiвно-
важних положень частинок. Розмiр областей локалi-
зацiї приблизно дорiвнює довжинi затухання згада-
них коливань i має порядок ста нанометрiв. Локалi-
зованi коливання можуть спричинити появу в спектрi
комбiнацiйного розсiяння смуг поглинання, що вiдпо-
вiдають частотам порядку десяти обернених сантиме-
трiв.
2. Локальний максвеллiвський розподiл в рiдинi вста-
новлюється завдяки взаємодiї мiж локалiзованими
коливаннями. Вiдповiдно областю, де iснує цей розпо-
дiл є область локалiзацiї цих коливань, а часом вста-
новлення розподiлу – час, за який встановлюється те-
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плова рiвновага в системi згаданих коливань. За по-
рядком величини цей час дорiвнює 10−10 c.
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ЛОКАЛЬНОЕ МАКСВЕЛЛОВСКОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ
В ЖИДКОСТЯХ

Л.А. Булавин, Ю.Ф. Забашта

Р е з ю м е

Рассмотрены пространственный и временной интервалы, ко-
торые служат для жидкостей масштабами в гидродинамике.
Эти интервалы отождествляются с размером области, в кото-

рой устанавливается локальное максвелловское распределение,
и временем, за которое это распределение устанавливается. По-
казано, что максвелловское распределение возникает в жидко-
стях благодаря взаимодействию между локализованными те-
пловыми колебаниями частиц жидкости. Для пространствен-
ного и временного масштабов гидродинамики получены оценки
– соответственно, 100 нм и 10−10 с.

LOCAL MAXWELLIAN DISTRIBUTION IN FLUIDS

L.A. Bulavin, Yu.F. Zabashta

Taras Shevchenko National University of Kyiv, Faculty of Physics
(64, Volodymyrs’ka Str., Kyiv 01601, Ukraine;
e-mail: zabashta@mail.univ.kiev.ua)

S u m m a r y

The spatial and temporal intervals playing the role of hydrody-

namic scales for fluids have been analyzed. Those intervals are

identified with the dimensions of a region, in which the local

Maxwellian distribution is established, and a time interval, for

which this distribution is established. The Maxwellian distribu-

tion is shown to arise in fluids owing to the interaction between

the localized thermal vibrations of fluid particles. For the spatial

and temporal hydrodynamic scales, the estimates of 100 nm and

10−10 s, respectively, are obtained.
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