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СТАТИСТИЧНЕ ОПИСАННЯ
НЕРIВНОВАЖНИХ БАГАТОЧАСТИНКОВИХ СИСТЕМУДК 536-12

Системи частинок, що взаємодiють, в багатьох випадках є нерiвноважними. В дано-
му оглядi представлено новий пiдхiд, заснований на застосуваннi нерiвноважного ста-
тистичного оператора, який дає змогу врахувати неоднорiдний розподiл частинок i
температури. Такий метод використовує процедуру сiдлової точки для знаходження
основних внескiв у статистичну суму i надає можливостi отримати всi термоди-
намiчнi параметри систем. Передбачено можливi особливостi поведiнки взаємодiйних
систем, таких як ґравiтiвнi системи, системи з кулонiвським вiдштовхуванням то-
що для рiзних термодинамiчних умов. Запропоновано новий пiдхiд для описування не-
рiвноважних систем в енергетичному просторi, що є розширенням пiдходу Гiбса для
макроскопiчних систем за нерiвноважних умов. Цей пiдхiд уможливлює описати ста-
цiонарнi стани нерiвноважних систем та їхню динамiку.
К люч о в i с л о в а: нерiвноважний статистичний оператор, багаточастинковi системи,
стацiонарнi стани.

1. Вступ

Системи частинок, що взаємодiють, iнодi не мо-
жуть бути описанi в термiнах звичайного термо-
динамiчного ансамблю (наприклад, самоґравiтiвнi
системи) [1, 2], а тому їх не можна розглядати на
основi стандартних методiв рiвноважної статисти-
чної механiки. Зокрема, коли енергiя не є адитив-
ною, канонiчний ансамбль непридатний до вивче-
ння систем з далекосяжними взаємодiями. В таких
системах рiвноважнi стани вiдповiдають лише ло-
кальним максимумам ентропiї [3,4]. Для того, щоб
визначити рiвноважнi стани системи частинок, що
взаємодiють, та описати ймовiрнi фазовi переходи,
розроблено два типи пiдходiв – статистичнi та тер-
модинамiчнi. Загалом вважається, що для таких
систем теорiя середнього поля є повнiстю прийня-
тною, хоча в цiй теорiї будь-яка термодинамiчна
функцiя залежить вiд термодинамiчних параме-
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трiв лише в термiнах безрозмiрних комбiнацiй, i
система може бути термодинамiчно нестабiльною,
хоча термодинамiчна межа iснує [4].

Системи частинок з далекосяжними взаємодiя-
ми, наприклад, самоґравiтiвнi системи або систе-
ми з кулонiвським вiдштовхуванням, не досягають
термодинамiчної рiвноваги Больцмана–Гiбса. Во-
ни потрапляють в квазiстацiонарнi стани, час жи-
ття яких може бути як завгодно великий, коли
кiлькiсть частинок бiльшає. Кiлькiсний опис по-
рога нестабiльностi спонтанного порушення симе-
трiї для 𝑑-вимiрних систем наведено в роботi [5].
Однорiдний розподiл частинок у системi частинок
iз взаємодiями за рахунок далекосяжної сили є не-
стiйким. Розподiл частинок у такiй системi просто-
рово неоднорiдний вiд самого початку. Поведiнка
систем для рiзних рiвноважних ансамблiв потре-
бує рiзних способiв описання, головним чином то-
му, що будь-який стан системи частинок з далек-
осяжною взаємодiєю далекий вiд рiвноваги, а час
релаксацiї його рiвноважного стану дуже великий.
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Нерiвноважнi стацiонарнi стани були описанi в
роботi [6]. Тривимiрнi системи можуть потрапля-
ти в пастку нерiвноважних квазiстацiонарних ста-
нiв i не еволюцiювати до термодинамiчної рiвно-
ваги. Таким чином, виникає дилема: або викори-
стати постулати рiвноважної статистичної механi-
ки i отримати лише критерiї нестабiльностi, або
врахувати можливi просторово неоднорiднi розпо-
дiли частинок, використовуючи iншi пiдходи. Не-
однорiдний розподiл частинок, температури i хi-
мiчного потенцiалу можна розглядати в термi-
нах нерiвноважного статистичного оператора [3],
що враховує ймовiрнiсть локальних змiн термо-
динамiчних параметрiв. Цей пiдхiд, базується на
тому, що рiвняння стану має випливати з явно-
го виду функцiї розподiлу просторово неоднорi-
дної системи, яку можливо визначити у термо-
динамiчнiй границi [7, 8]. Система є нерiвнова-
жною апрiорi, а неоднорiднiсть розподiлу части-
нок допускає неоднорiднi розподiли температури,
хiмiчного потенцiалу та iнших термодинамiчних
параметрiв.

Формування просторово неоднорiдного розподi-
лу частинок iз взаємодiєю є типовою проблемою
фiзики конденсованої речовини. При цьому стати-
стичний опис має використовувати процедуру для
обчислення основних внескiв до функцiї розподi-
лу та не призводити до розбiжностей ентропiї для
нескiнченного об’єму системи. Нетрадицiйний ме-
тод для розв’язання цiєї проблеми запропонова-
но в роботах [9, 12]. Вiн використовує представ-
лення Хаббарда–Стратоновича функцiї розподiлу
[13] i застосовується до опису системи частинок з
далекосяжними взаємодiями, щоб знайти розв’я-
зок для розподiлу частинок, не використовуючи
обмежень на об’єм та кiлькiсть частинок. Важли-
во, щоб цей розв’язок не мав розбiжностей в тер-
модинамiчнiй границi. Для цього можна скориста-
тися наближенням сiдлової точки, що дає змогу
врахувати збереження числа частинок в обмеже-
ному об’ємi. Функцiї розподiлу для обох випадкiв
однорiдних i неоднорiдних розподiлiв частинок бу-
ли отриманi в [10, 11, 15]. Такий пiдхiд, однак, ви-
значає лише умову формування ймовiрних неодно-
рiдних розподiлiв у системi частинок з далекося-
жними взаємодiями.

Важливою фундаментальною проблемою є по-
шук адекватного пiдходу до статистичного опи-
су самоґравiтувальних систем. Загальна проблема

поведiнки таких систем вивчалася довгий час [16]
i виявилася набагато складнiшою, нiж вивчення
iнших систем багатьох тiл. У цьому контекстi са-
моґравiтiвнi системи є об’єктами, що дають змогу
перевiрити i розвинути iдеї статистичної механiки
i термодинамiки [17]. Статистичний опис самоґра-
вiтiвної системи привертає постiйну увагу з огляду
на астрофiзичнi проблеми [18, 28] i формулювання
загальних методiв, якi можуть бути використанi в
iнших фiзичних ситуацiях.

У випадку самоґравiтiвної системи термодина-
мiчнi ансамблi є нееквiвалентними. В канонiчному
описаннi не iснує негативного значення теплоємно-
стi [1], що його можна спостерiгати для мiкрока-
нонiчних ансамблiв [19]. У мiкроканонiчному ан-
самблi саморуйнування вiдповiдає “ґравiтермiчнiй
катастрофi”, тодi як в канонiчному ансамблi во-
но пов’язане з “iзотермiчним колапсом” [19]. Само-
ґравiтiвна система може збiльшувати ентропiю, не
обмежуючись зростанням густини, оскiльки рiв-
новажнi стани пов’язанi тiльки з максимумом ло-
кальної ентропiї. Однак, якщо ввести вiдштовху-
вальний потенцiал на короткiй вiдстанi, що запо-
бiгає повному колапсовi, то глобальний максимум
ентропiї тепер може бути досягнутий для всiх до-
ступних значень енергiї. Ефективне вiдштовхува-
ння може бути введено рiзними способами, оскiль-
ки фiзичнi результати досить нечутливi до точної
форми регуляризацiї. Як альтернативу ми можемо
розглядати класичний газ твердих сфер з ураху-
ванням введення виключених об’ємiв навколо ко-
жної частинки [20]. Для газу з чисто ґравiтацiй-
ною взаємодiєю мiж частинками функцiя розподi-
лу розбiгається. Переважно через те, що стани са-
моґравiтiвних систем у бiльшостi випадкiв далекi
вiд рiвноваги, то час релаксацiї до рiвноваги дуже
великий. Однорiдний розподiл однорiдних части-
нок у такiй системi є нестiйким, а вiдтак розпо-
дiл частинок є просторово неоднорiдним вiд само-
го початку. Система розбивається на комплекс не-
однорiдних кластерiв, що еволюцiонують до бiльш
конденсованого стану.

Поведiнку самоґравiтiвної системи для рiзних
рiвноважних ансамблiв описують рiзними метода-
ми. Зроблено неодноразовi спроби врахувати нео-
днорiднiсть розподiлiв частинок, але задача i до-
сi не розв’язана. Причина полягає в тому, що при
врахуваннi неоднорiдности хiмiчний потенцiал за-
лежить вiд просторових змiнних, а рiвняння ста-
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ну має спiввiдносити температуру i густину, а от-
же, температура, як термодинамiчний параметр,
також має залежати вiд просторових координат.
Стандартний пiдхiд використовує полiтропне рiв-
няння, яке визначає концентрацiйну залежнiсть
температури, а вiдтак i залежнiсть тиску вiд кон-
центрацiї. Це генерує, зокрема, стабiльнi розв’яз-
ки при ґравiтацiйному утвореннi зiрок. Цей пiд-
хiд є дещо неузгодженим, оскiльки рiвняння ста-
ну має випливати з визначення функцiї розподiлу,
яка, однак, невiдома для просторово неоднорiдних
систем, [7, 8].

У цьому оглядi ми представляємо новий пiдхiд,
що ґрунтується на використаннi нерiвноважного
статистичного оператора [3], який бiльше присто-
сований для опису систем частинок з далекося-
жним характером взаємодiї. Рiвняння стану i всi
необхiднi термодинамiчнi характеристики регулю-
ються рiвняннями, якi визначають стани, що да-
ють найбiльший внесок в статистичну суму. То-
му немає необхiдностi вводити додаткову гiпотезу
про залежнiсть густини вiд температури. Остання
залежнiсть випливає з розв’язку вiдповiдних тер-
модинамiчних спiввiдношень, якi визначають не-
рiвноважну функцiю розподiлу. Для простих ви-
падкiв отримано ймовiрнi просторово неоднорiднi
розподiли частинок i температури. Для випадку
рiвноваги вiдтворюється добре вiдомий результат
[21, 22] для функцiї розподiлiв. Показано, що цей
пiдхiд описує неоднорiдний розподiл частинок i ви-
значає необхiднi параметри системи.

Основна iдея роботи полягає в тому, щоб надати
детальний опис системи з далекосяжною взаємо-
дiєю, заснованої на принципах нерiвноважної ста-
тистичної механiки, i отримати ймовiрнi розподiли
частинок для випадку фiксованого числа частинок
i енергiї системи.

Дотепер статистичний опис неоднорiдности пе-
редбачав просторово неоднорiднi розподiли части-
нок, температури i хiмiчного потенцiалу при фi-
ксованому числi частинок i енергiї системи. У ба-
гатьох випадках, однак, неоднорiднiсть викликана
зовнiшнiми енергетичними змiнами, пов’язаними
з впливом навколишнього середовища. Таким чи-
ном, нам необхiдно розробити метод, який має за-
безпечити можливiсть врахування впливу навко-
лишнього середовища на поведiнку окремої макро-
скопiчної системи i знайти вiдповiднi стани остан-
нiх. Флуктуацiї параметрiв як системи, так i се-

редовища також мають бути врахованi. Пiдказку
для такого пiдходу свого часу надав Гiбс [53].

У всiх випадках макросистема, що взаємодiє iз
середовищем, пiсля релаксацiї переходить в рiвно-
важний стан. Властивостi такої системи визначаю-
ться в залежностi вiд характеристик середовища.
Рiвноважного стану окремої макросистеми можна
досягти в iдеальних умовах [21,52,54]. В результа-
тi впливу навколишнього середовища термодина-
мiчнi параметри окремої макросистеми збiгаються
з характеристиками термостата.

Як вiдомо, будь-який стан системи можна опи-
сати в термiнах функцiй розподiлу, якi визначають
всi термодинамiчнi властивостi макроскопiчної си-
стеми [21, 52]. На практицi статистичний опис ма-
кроскопiчної системи вимагає знання лише кiль-
кох макроскопiчних параметрiв, таких як, напри-
клад, енергiя. Отже, фундаментальним завданням
є розроблення методу дослiдження властивостей
стацiонарних станiв вiдкритих систем i виявлен-
ня умов iснування таких станiв. Один з можливих
шляхiв розв’язання цiєї загальної проблеми може
бути опис, заснований на пiдходi Гiбса [53]. Основ-
на мета нашого огляду якраз i полягає в тому, щоб
запропонувати простий спосiб описання нерiвнова-
жних систем в енергетичному просторi [24] та за-
стосувати його для формулювання нової концепцiї
розв’язання космологiчної проблеми.

2. Статистичний опис нерiвноважних
систем взаємодiйних частинок

Статистична термодинамiка нерiвноважних си-
стем базується на законах збереження для дина-
мiчних змiнних. Для визначення термодинамiчних
функцiй нерiвноважної системи використовують
представлення вiдповiдних статистичних ансам-
блiв, якi враховують нерiвноважнi стани цих си-
стем. Можна припустити, що концепцiя ансамблiв
Гiбса застосована для описування нерiвноважних
стацiонарних станiв системи. У цьому випадку мо-
жна визначити нерiвноважний ансамбль як суку-
пнiсть системи, що вiдповiдає однiй i тiй самiй
стацiонарнiй зовнiшнiй дiї. Цi системи в один i
той самий спосiб взаємодiють з термостатом i мо-
жуть мати всi можливi значення макроскопiчних
параметрiв, сумiсних з наявними умовами. У си-
стемах, що перебувають в однакових стацiонарних
зовнiшнiх умовах, формуються локальнi стацiо-
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нарнi розподiли. Якщо зовнiшнi умови залежать
вiд часу, то локальний рiвноважний розподiл не
буде стацiонарним. Для нелокально рiвноважного
ансамблю необхiдно визначити функцiю розподiлу
або статистичний оператор системи [3].

Нарештi можна нагадати, що стацiонарнi ста-
ни є лише метастабiльними, оскiльки вiдповiда-
ють локальному максимальному значенню ентро-
пiї. Якщо припустити, що нерiвноважнi стани си-
стеми можна визначати за допомогою неоднорi-
дного розподiлу енергiї 𝐻(r) i кiлькостi частинок
𝑛(r), то функцiю розподiлу для класичної системи
можна записати у виглядi [3]:

𝑓𝑙 = 𝑄−1
𝑙 exp

{︂
−
∫︁

(𝛽(r)𝐻(r)− 𝜂(r)𝑛(r)) 𝑑r

}︂
, (1)

де
𝑄𝑙 =

∫︁
𝐷Γ exp

{︂
−
∫︁

(𝛽(r)𝐻(r)− 𝜂(r)𝑛(r)) 𝑑r

}︂
. (2)

Iнтеґрування у формулi має здiйснюватися по
всьому фазовому простору системи. Треба зазна-
чити, що у випадку локального рiвноважного роз-
подiлу множники Лаґранжа 𝛽(r) та 𝜂(r) є фун-
кцiями просторової координати. Мiкроскопiчна гу-
стина частинок може бути представлена в стандар-
тнiй формi

𝑛(r) =
∑︁
𝑖

𝛿(r− r𝑖). (3)

Введення локального рiвноважного розподiлу мо-
жливе, якщо час релаксацiї у всiй системi бiльший
за час релаксацiї в локальнiй макроскопiчнiй дi-
лянцi. Визначивши нерiвноважний статистичний
оператор, можна описати всi термодинамiчнi па-
раметри нерiвноважної системи. Для цього уза-
гальнимо термодинамiчне спiввiдношення для нео-
днорiдних систем. Для визначення невiдомих мно-
жникiв Лаґранжа запишемо необхiдне термодина-
мiчне спiввiдношення у виглядi [3]:

−𝛿 ln𝑄𝑙
𝛿𝛽(r)

= ⟨𝐻(r)⟩𝑙,
𝛿 ln𝑄𝑙
𝛿𝜂(r)

= ⟨𝑛(r)⟩𝑙. (4)

Цi спiввiдношення є природним узагальненням до-
бре вiдомих спiввiдношень для рiвноважної систе-
ми, на випадок неоднорiдної системи. Збережен-
ня частинок i енергiї в системi можна записати у
виглядi∫︁
𝑛(r)𝑑r = 𝑁,

∫︁
𝐻(r)𝑑r = 𝐸. (5)

Для подальшого статистичного опису нерiвнова-
жної системи необхiдно визначити гамiльтонiан
системи

𝐻 =
∑︁
𝑖

𝑝2𝑖
2𝑚𝑖

+
1

2

∑︁
𝑖,𝑗

𝑉 (r𝑖, r𝑗), (6)

де потенцiальна енергiя взаємодiї складається з
двох частин

𝑉 (r𝑖, r𝑗) = −𝑊 (r𝑖, r𝑗) + 𝑈(r𝑖, r𝑗), (7)

𝑊 (r𝑖r𝑗) описує притягування, а 𝑈(r𝑖r𝑗) вiдштов-
хування. Тодi густина енергiї має вигляд

𝐻(r) =
𝑝2(r)

2𝑚(r)
𝑛(r)− 1

2

∫︁
𝑊 (r, r′)𝑛(r)𝑛(r′)𝑑r′ +

+
1

2

∫︁
𝑈(r, r′)𝑛(r)𝑛(r′)𝑑r′. (8)

Це представлення можна використовувати, якщо
весь простiр розбити на рiвнi областi з однаковою
масою i розглянути їхнє перемiщення у фазовому
просторi як нестислої рiдини. Для системи взаємо-
дiйних частинок нерiвноважний статистичний опе-
ратор можна записати у виглядi

𝑄𝑙 =

∫︁
𝐷Γ exp

[︀
𝑆(r)

]︀
𝑄int, (9)

𝑆(r) = −
∫︁ [︂

𝛽(r)
𝑝2(r)

2𝑚(r)
− 𝜂(r)

]︂
𝑛(r)𝑑r, (10)

𝑄int = exp

{︂
−1

2

∫︁
𝛽(r)𝑉 (r, r′)𝑛(r)𝑛(r′)𝑑r𝑑r′

}︂
. (11)

Iнтеґрування у фазовому просторi означає

𝐷Γ =
1

(2𝜋~)3
∏︁
𝑖

𝑑𝑟𝑖𝑑𝑝𝑖.

Для того, щоб здiйснити формальне iнтеґрування
у другiй частинi такого представлення, можна вве-
сти додатковi змiннi поля, використовуючи теорiю
iнтегралiв Гаусса [12, 13]:

exp

{︂
−𝜈

2

2

∫︁
𝛽𝜔𝑛𝑛′𝑑𝑟𝑑𝑟′

}︂
=

=

∫︁
𝐷𝜎 exp

{︂
−𝜈

2

2

∫︁
(𝛽𝜔)−1𝜎𝜎′𝑑𝑟𝑑𝑟′−𝜈

∫︁ √︀
𝛽𝜎𝑛𝑑𝑟

}︂
,

(12)
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де

𝐷𝜎 =

∏︀
𝑠 𝑑𝜎𝑠√︀

det 2𝜋𝛽𝜔(r, r′)
,

а 𝜔−1(r, r′) є оберненим оператором, який задо-
вольняє умову 𝜔−1(r, r′)𝜔(r′, r′′) = 𝛿(r− r′′). Енер-
гiя взаємодiї є функцiєю Грiна для цього операто-
ра, а 𝜈2 = ±1 в залежностi вiд знака взаємодiї або
потенцiальної енергiї. Пiсля запропонованого пере-
творення поле змiнної 𝜎(r) мiстить ту саму iнфор-
мацiю, що i первiсна функцiя розподiлу, тобто всю
iнформацiю про можливi просторовi стани систем.
Тепер статистичний оператор можна переписати у
виглядi:

𝑄𝑙 =

∫︁
𝐷Γ𝐷𝜙𝐷𝜓×

× exp

{︂
−
∫︁
𝑠(r)𝑛(r)𝑑r−

∫︁
𝑣(r, r′)𝑑r𝑑r′

}︂
, (13)

де

𝑠(r) = 𝛽(r)
𝑝2(r)

2𝑚(r)
+𝜂(r)+

√︀
𝛽(r))𝜓(r)+𝑖

√︀
𝛽(r))𝜙(r),

(14)
а частина, яка походить вiд взаємодiї,

𝑣(r, r′) =
1

2

[︀
𝛽(r)𝑊 (r, r′)

]︀−1
𝜓(r)𝜓(r′)−

− 1

2

[︀
𝛽(r)𝑈(r, r′)

]︀−1
𝜙(r)𝜙(r′). (15)

У загальному функцiональному iнтеґралi можна
провести iнтеґрування на фазовому просторi,
якщо використовувати визначення густини, а та-
кож просумувати за числами заповнення. Мате-
матичнi перетворення цього функцiонала можна
знайти в оригiнальних роботах [37–40]. Пiсля цьо-
го нерiвноважний статистичний оператор можна
переписати у виглядi

𝑄𝑙 =

∫︁
𝐷𝜙𝐷𝜓𝑑𝜉 exp {−𝑆(𝜙(r), 𝜓(r), 𝜉(r), 𝛽(r))},(16)

де ефективний нерiвноважний “локальний термо-
динамiчний потенцiал” набуває вигляду

𝑆 = −1

2

∫︁ [︀
𝛽(r)𝑊 (r, r′)

]︀−1
𝜓(r)𝜓(r′)−

− 1

2

∫︁ [︀
𝛽(r)𝑈(r, r′)

]︀−1
𝜙(r)𝜙(r′)𝑑r𝑑r′ −

−
∫︁ [︂

𝜉(r)

(︂
2𝜋𝑚(r)

~3𝛽(r)

)︂3/2
×

× exp
√︀
𝛽(𝑟)𝜓(r) cos

(︁√︀
𝛽(r))𝜙(r

)︁]︂
𝑑r. (17)

Тут введено нову змiнну 𝜉(r) ≡ exp 𝜂(r), яку мо-
жна iнтерпретувати як хiмiчну активнiсть. Ста-
тистичний оператор в представленiй формi дає
можливiсть застосовувати ефективнi методи, роз-
робленi в квантовiй теорiї поля, без накладення
додаткових обмежень iнтеґрування на змiннi по-
ля i без використання теорiї збурень. Функцiонал
𝑆(𝜙(r), 𝜉(r), 𝛽(𝑟)) залежить вiд розподiлу змiнних
поля 𝜙(r), хiмiчної активностi 𝜉(r) та оберненої
температури 𝛽(r). Тепер можна використати метод
сiдлової точки для пошуку асимптотичного зна-
чення статистичного оператора 𝑄𝑙 при збiльшеннi
кiлькостi частинок 𝑁 до ∞. Домiнiвним внеском
є стани, якi задовольняють екстремальнi умови
функцiонала. Очевидно, що рiвняння сiдлової то-
чки представляють термодинамiчнi спiввiдношен-
ня i їх можна записати як рiвняння для змiнної
поля
𝛿𝑆

𝛿𝜙(r)
= 0,

𝛿𝑆

𝛿𝜓(r)
= 0 (18)

за умов збереження кiлькостi частинок

𝛿𝑆

𝛿(𝜂(r))
= −

∫︁
𝛿𝑆

𝛿(𝜉(r))
𝜉(r))𝑑r = 𝑁 (19)

та збереження енергiї системи

−
∫︁

𝛿𝑆

𝛿(𝛽(r))
𝜉(r))𝑑r = 𝐸. (20)

Розв’язки отриманих таким чином рiвнянь повнi-
стю визначають всi термодинамiчнi параметри i
описують загальну поведiнку взаємодiйної систе-
ми незалежно вiд того, чи є цей розподiл части-
нок просторово неоднорiдним, чи нi. Вищенаведенi
рiвняння, в принципi, описують багаточастинкову
задачу в термодинамiчнiй границi. Просторово не-
однорiдний розв’язок цих рiвнянь вiдповiдає роз-
подiлу взаємодiйних частинок. Така неоднорiдна
поведiнка пов’язана з природою та iнтенсивнiстю
взаємодiї. Iншими словами, накопичення частинок
в скiнченiй просторовiй областi (формування нео-
днорiдностi) вiдображає просторовий розподiл по-
лiв, активностi i температури. Дуже важливо за-
значити, що саме в цьому пiдходi можна врахува-
ти неоднорiдну температуру розподiлу, яка може
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залежати вiд просторового розподiлу частинок у
системi.

3. Системи частинок
з далекосяжною взаємодiєю

У визначеннi 𝑄∫︀ присутнiй обернений оператор
енергiї взаємодiї, i тому для дальшого опису нам
необхiдно визначити цей оператор. Розпочнiмо iз
розгляду системи з притягувальною ґравiтацiй-
ною взаємодiєю. У загальному випадку далекося-
жних взаємодiй, таких як кулонiвська або нью-
тонiвська ґравiтацiйна взаємодiя, в неперервнiй
границi обернений оператор можна розглядати як
оператор

𝑈−1(r, r′) = − 1

4𝜋𝐺𝑚2
△r𝛿(r− r′) = 𝐿𝜓rr′𝛿(r− r′),

(21)

де △r – оператор Лапласа в реальному просторi.
Кiлькiсть реалiстичних взаємодiй, для яких мо-
жна знайти обернений оператор, обмежена. Тру-
днощiв в отриманнi оберненого оператора можна
уникнути шляхом введення колективної змiнної,
яка вiдповiдає взаємозв’язку мiж введеними по-
лями на траєкторiях сiдлової точки. З космоло-
гiї вiдомо, що двi маси розбiгаються зi швидкiстю
𝑣 = 𝐻(r − r′), де 𝐻 – константа Габла, r − r′ –
вiдстань мiж ними. Кiнетичну енергiю вiдносного
руху кожної маси запишемо у виглядi

𝑇 =
𝑚(r)

2
𝐻2(r− r′)2

i трансформуємо її в енергiю взаємодiї мiж двома
масами в рiзних просторових точках

𝑊 (r)− r′) =
𝑚(r)

2
𝐻2(r− r′)2 +

𝑚(r′)

2
𝐻2(r− r′)2,

(22)

яку для однорiдного розподiлу маси можна пере-
писати як 𝑊 (r − r′) = 𝑚(r)𝐻2(r − r′)2. Для та-
кої енергiї взаємодiї обернений оператор набуває
вигляду

𝐿𝜙rr′ =
1

𝑚𝐻2

𝑑2

𝑑𝑟2
. (23)

У нашому випадку за умови такого далекосяжного
притягування i ще далекосяжнiшого вiдштовхува-
ння мiж частинками нерiвноважний статистичний

оператор перепишемо у виглядi

𝑄𝑙 =

∫︁
𝐷𝜙𝐷𝜓𝑑𝜉 exp {−𝑆(𝜙(r), 𝜓(r), 𝜉(r), 𝛽(r))},

(24)

де ефективний нерiвноважний “локальний термо-
динамiчний потенцiал” набуває вигляду∫︁

1

2𝑟𝜙
𝜙(r)𝐿𝜙rr′𝜙(r

′) +
1

2𝑟𝜓
𝜓(r)𝐿𝜓rr′𝜓(r

′)+

+ 𝜉(r)Λ−3 exp
√︀
𝛽(𝑟)𝜓(r) cos

[︁√︀
𝛽(r)𝜙(r)

]︁
𝑑r. (25)

Тут величини 𝛽, 𝜙, 𝜓 є залежними вiд просторо-
вої точки. У цьому представленнi ми використа-
ли термiчну довжину хвилi де Бройля i визначили
довжину взаємодiї як

Λ(r) =

(︂
2𝑚(r)

~2𝛽(r)

)︂1/2
,

𝑟𝜓(r) = 4𝜋𝐺𝑚2𝛽(𝑟),

𝑟𝜙(r) =
2

𝑚𝐻2
.

(26)

Маючи представлення для функцiї розподiлу ми
можемо описати рiзнi реальнi системи i визначи-
ти термодинамiчнi параметри для нерiвноважної
системи.

4. Система частинок
з вiдштовхувальною взаємодiєю

Перш за все розглянемо систему з лише вiдштов-
хувальною взаємодiєю мiж частинками. В цьому
випадку 𝜓 = 0, i ми можемо переписати “локаль-
ний термодинамiчний потенцiал” у простiй формi:

𝑆 =

∫︁ {︂
1

2
𝜙(r)𝐿rr′𝜙(r

′)+

+ 𝜉(r)Λ−3(r) cos
[︁√︀

𝛽(r)𝜙(r)
]︁}︂
𝑑r. (27)

Функцiонал 𝑆(𝜙(r), 𝜉(r), 𝛽(𝑟)) залежить вiд розпо-
дiлу поля, хiмiчної активностi та оберненої тем-
ператури. Далi для знаходження асимптотичного
значення статистичного оператора 𝑄𝑙 можна ви-
користати метод сiдлових точок, якщо кiлькiсть
частинок 𝑁 прямує до нескiнченностi. Домiнiвнi
внески при цьому дають стани, якi задовольняють
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екстремальнi умови функцiонала. Можна показа-
ти, що сiдлоподiбне рiвняння являє собою термо-
динамiчне спiввiдношення i може бути зведене до
рiвняння для змiнної поля

𝛿𝑆

𝛿𝜙(r)
= 0

та умов збереження кiлькостi частинок

𝛿𝑆

𝛿(𝜂(r))
=

∫︁
𝛿𝑆

𝛿(𝜉(r))
𝜉(r)𝑑r = 𝑁,

i закону збереження енергiї для системи∫︁
𝛿𝑆

𝛿𝛽(r)
𝜉(r))𝑑r = 𝐸.

Розв’язки наведених рiвнянь повнiстю визначають
всi термодинамiчнi функцiї i описують загальну
поведiнку взаємодiйних систем з просторово одно-
рiдними i неоднорiдними розподiлами частинок.
Вищенаведена система рiвнянь в принципi розв’я-
зує багаточастинкову задачу в термодинамiчнiй
границi. Дуже важливо зазначити, що лише цей
пiдхiд дає змогу враховувати неоднорiдний розпо-
дiл температури, що може залежати вiд просторо-
вого розподiлу частинок у системi.

Щоб отримати бiльше iнформацiї про поведiнку
взаємодiйних систем, введемо деякi новi змiннi. З
умови збереження кiлькостi частинок

∫︀
𝜌(r)𝑑r =

= 𝑁 введемо макроскопiчну функцiю густини

𝜌(r) ≡ Λ−3(r)𝜉(r) cos(
√︀
𝛽(r)𝜙(r)). (28)

За вiдсутности взаємодiї (вiльнi частинки) 𝜙(r) =
= 0), якщо задати хiмiчну активнiсть в термiнах
хiмiчного потенцiалу 𝜉(r) = exp(𝜇(r)𝛽(r)), отриму-
ємо вiдоме спiввiдношення 𝛽(r)𝜇(r) = ln 𝜌(r)Λ3(r),
що узагальнює спiввiдношення в рiвноважнiй ста-
тистичнiй механiцi [21]. Рiвняння для збереження
енергiї тепер набуває вигляду

1

2

∫︁
𝜌(r)

𝛽(r)

{︁
3−

√︀
𝛽(𝑟)𝜙(r) tg

[︀√︀
𝛽(r)𝜙(r)

]︀}︁
𝑑r = 𝐸.

(29)

З цього рiвняння отримуємо спiввiдношення для
хiмiчного потенцiалу, тобто

𝛿𝐸

𝛿𝑉

𝛿𝑉

𝛿𝑁
=

1

2

𝜌(r)

𝛽(r)

{︁
3−

√︀
𝛽(𝑟)𝜙(r) tg

[︀√︀
𝛽(r)𝜙(r)

]︀}︁
=

= 𝜇(r)𝜌(r), (30)

що для хiмiчного потенцiалу дає

𝜇(r)𝛽(r) =
3

2
− 1

2

√︀
𝛽(𝑟)𝜙(r) tg

[︁√︀
𝛽(r)𝜙(r)

]︁
. (31)

Цей пiдхiд також встановлює рiвняння стану типу

𝑃 =
1

𝛽

𝛿𝑆

𝛿𝑉
.

Локальне рiвняння стану при цьому набуває ви-
гляду

𝑃 (r)𝛽(r) = 𝜌(r)

[︂
𝜇(r)𝛽(r)− 1

2

]︂
. (32)

Для iдеального газу отримуємо вiдоме рiвняння
стану, оскiльки 𝜙(r) = 0 та 𝑃𝛽 = 𝜌. У цьому ви-
падку ми отримуємо 𝜇(r)𝛽(r) = 3/2, i рiвняння
стану вiдтворює рiвняння стану iдеального газу.
Енергiя системи дорiвнює 𝐸 = (3/2)𝑁𝑘𝑇 . Ця фор-
мула вiдповiдає добре вiдомим результатам [21].
У контекстi визначення (32) можна зробити ви-
сновок, що за умови 𝜇(r)𝛽(r) < 1/2 з’являється
негативний тиск 𝑃 (r)𝛽(r) < 0, i це задовольняє
необхiдну умову вакууму в загальнiй теорiї вiд-
носностi. Ця умова виконується в реалiстичному
станi

√︀
𝛽(𝑟)𝜙(r) tg(

√︀
𝛽(r)𝜙(r) < 2 як для сталої

температури, так i для загальної енергiї системи
𝐸 < (1/2)𝑁𝑘𝑇 . Вона передбачає, що енергiя ко-
жної частинки є нижчою вiд теплової енергiї. У
цьому особливому випадку енергiя системи є ниж-
чою вiд загальної теплової енергiї частинок. Ця
дуже особлива умова може бути пов’язана iз своє-
рiдними властивостями вакууму. Якщо врахувати
визначення хiмiчного потенцiалу, то можна пере-
писати густину у виглядi

𝜌(r) ≡ Λ−3
𝑒 (r) exp

[︂
1

2
𝜎(r) tg 𝜎(r)

]︂
cos𝜎(r), (33)

де введено нову змiнну 𝜎 =
√︀
𝛽(𝑟)𝜙(r) i перевизна-

чено довжину де-Бройля

Λ𝑒 =

(︂
~2𝛽(r)𝑒
2𝑚(r)

)︂1/2
.

Локальний термодинамiчний потенцiал перепису-
ємо як

𝑆 =

∫︁ {︃
1

2

𝜎(r)√︀
𝛽(𝑟)

𝐿rr′
𝜎(r′)√︀
𝛽(𝑟)

+
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+Λ−3
𝑒 (r) exp

[︂
1

2
𝜎(r) tg 𝜎(r)

]︂
cos𝜎(r)

}︃
𝑑r. (34)

При сталiй температурi для фiксованої маси ча-
стинок можна визначити локальну ентропiю в на-
ближеннi середнього поля

𝑆 =

∫︁ {︂
1

2𝛽
𝜎(r)𝐿rr′𝜎(r

′)+

+Λ−3
𝑒 exp

[︂
−1

2
𝜎(r) tg 𝜎(r)

]︂
cos𝜎(r)

}︂
𝑑r. (35)

Тепер рiвняння для змiнної поля переписуємо як

𝐿rr′𝜎(r
′)− 𝛽

𝑑𝑉 (𝜎)

𝑑𝜎
= 0, (36)

де потенцiальна енергiя

𝑉 = Λ−3
𝑒 exp

[︂
−1

2
𝜎(r) tg 𝜎(r)

]︂
cos𝜎(r)

є функцiєю змiнної поля. Цей потенцiал має мiнi-
мальне значення 3 sin 2𝜎 = −2𝜎. За малих значень
𝜎 ми маємо два рiзних розв’язки 𝜎 = 0 i 𝜎2 = 1.
Для малих 𝜎 ефективний потенцiал набуває ду-
же простої форми 𝑉 (𝜎) = (1− 𝜎2), i рiвняння для
змiнної поля набуває вигляду 𝐿rr′𝜎(r

′) + 2𝛽𝜓 = 0.
У загальному випадку потенцiальна енергiя поля
має коливальний характер iз меншанням амплiту-
ди. Пiсля цього можна проаналiзувати можливий
просторовий розв’язок для змiнної поля та пове-
дiнки такого поля в часi.

Пiсля визначення оберненого оператора можна
знайти просторову залежнiсть фундаментального
скалярного поля на основi розв’язку рiвняння

1

𝑚𝐻2

𝑑2𝜎

𝑑𝑟2
− 𝛽

𝑑𝑉 (𝜎)

𝑑𝜎
= 0, (37)

яке при малих значеннях 𝜎 трансформується в рiв-
няння

𝑑2𝜎

𝑑𝑟2
+ 2𝛽𝑚𝐻2𝜎 = 0 (38)

i має перiодичний розв’язок 𝜎 = cos(
√
2𝑚𝛽𝐻𝑟) з

просторовим перiодом 2𝜋/(
√
2𝑚𝛽𝐻). На менших

вiдстанях вiд цiєї величини можна вважати, що
фундаментальне скалярне поле є незмiнним в про-
сторi, але може змiнюватися з часом. Для визна-
чення еволюцiї такого поля можна сформулювати

динамiчне рiвняння. Цей розв’язок може описува-
ти формування бульбашки нової фази в теорiї iн-
фляцiї Всесвiту [42–44], а введена змiнна поля вi-
дiграє роль фундаментального скалярного поля i
враховує вiдштовхувальну взаємодiю в розгляну-
тiй системi. У цьому сенсi в ролi динамiчного рiв-
няння для поля можна використовувати рiвняння
Гiнзбурга–Ландау для фундаментального скаляр-
ного поля в стандартнiй формi

𝜕𝜎(r, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝛾 𝛿𝑆

𝛿𝜎(r)
= −𝛾 𝑑𝑉 (𝜎)

𝑑𝜎
, (39)

де 𝛾 – динамiчний в’язкий коефiцiєнт [50]. Це
еволюцiйне рiвняння, фактично застосовне до ря-
ду систем з неконсервативним параметром поряд-
ку. Можна припустити, що динамiку Всесвiту зу-
мовлює пiдвищення ентропiї. Еволюцiя в нерiв-
новажному станi буде генеруватися пiд впливом
ентропiйного ландшафту i морфологiчної нестiй-
кiсти параметрiв. Динамiка системи дисипатив-
на, що може призвести до зменшення локальної
ентропiї.

5. Система iз взаємодiєю
кулонiвського типу

Системи частинок з кулонiвською взаємодiєю (ку-
лоноподiбнi системи), такi як плазма, колоїднi си-
стеми, розчини електролiтiв, електронний газ у
твердих тiлах тощо, широко представленi як в при-
родi, так i в лабораторних умовах. Багато видiв
м’якої речовини, наприклад, розчини поверхнево-
активних речовин, колоїди в рiзних розчинниках i
частинки пилу в плазмi проявляють самоорганiза-
цiю. Однiєю з найважливiших проблем тут є стати-
стичний опис кулонiвських систем з високими кон-
центрацiями взаємодiйних частинок. При пiдви-
щеннi концентрацiї спостерiгаються утворення рi-
зних кристалiчних структур, переходи мiж криста-
лiчними фазами рiзної симетрiї та плавлення. Те-
оретичний опис таких систем є досить складним,
оскiльки традицiйнi методи статистичної механi-
ки не можуть бути застосованi до неоднорiдних
систем з кулонiвськими взаємодiями. Виникає не-
обхiднiсть у застосуваннi методiв, якi одночасно
мали би враховувати внесок домiнiвних конфiгу-
рацiй у функцiю розподiлу i не приводили б до
розбiжностей вiльної енергiї, коли об’єм зростає
нескiнченно. Мета даного розгляду полягає у за-

1056 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2020. Т. 65, № 12



Статистичне описання нерiвноважних багаточастинкових систем

стосуваннi квантово-польового пiдходу до стати-
стичного опису кулонiвської системи та розрахун-
ку термодинамiчних характеристик як для одно-
рiдних, так i неоднорiдних розподiлiв взаємодiй-
них частинок, а також дослiдженнi конденсова-
них просторово-перiодичних структур. Ми розгля-
немо електрично нейтральнi системи i використа-
ємо потенцiал кулонiвської взаємодiї або ефектив-
ний екранований потенцiал в залежностi вiд ви-
користовуваної моделi. У випадку нейтральної в
цiлому кулонiвської системи, обернений оператор
для екранованої взаємодiї в граничному випадку
континууму слiд розглядати в операторному сен-
сi, тобто

𝑈−1(r, r′) = − 1

4𝜋𝐺𝑄2
(Δr − κ2(r))𝛿(r− r′) =

= 𝐿𝜓rr′𝛿(r− r′), (40)

де, як i ранiше Δr – оператор Лапласа в реальному
просторi, а κ(r) – обернена довжина екрануван-
ня. У нашому випадку для визначення “локально-
го термодинамiчного потенцiалу” можна викори-
стати спiввiдношення (∇𝜙(r))2 = ∇(𝜙(r)∇𝜙(r))−
−𝜙(r)Δ𝜙(r). Першу частину iнтеґрування можна
представити як поверхневий iнтеґрал, де 𝜙(r) = 0
на поверхнi. Пiсля цього ми можемо представити
локальну ентропiю як

𝑆 =

∫︁
𝑑r

{︂
1

2𝑟𝑒

[︀
(∇𝜙(r))2 + κ2𝜙2r

]︀
−

− 𝜉(r)Λ−3(r) cos𝜙(r)

}︂
,

де 𝑟𝑒 = 4𝜋𝑄2𝛽 при сталiй температурi. Розгля-
немо одновимiрну систему з лiнiйною густиною
частинок. Заряди, розподiленi вздовж макромоле-
кул, можна розглядати як приклад такої системи.
Вiзьмемо цилiндричну молекулу з довжиною 𝐿 i
радiусом 𝑟, значно меншим вiд 𝐿. Нехай кулонiв-
ськi заряди лежать на осi цилiндра. У цьому ви-
падку задача може бути розв’язана точно. Локаль-
ний термодинамiчний потенцiал системи зарядже-
них частинок в одновимiрному випадку може бути
представлений як

𝑆 =
𝑉

𝐿

𝐿∫︁
0

𝑑𝑧

{︂
1

𝑟𝑒

(︂
𝑑𝜙

𝑑𝑧

)︂2
− 𝜉Λ−3 cos𝜙

}︂
,

i рiвняння для сiдлового поля набувають форми
рiвняння Синус–Гордона

1

𝑟𝑒

(︂
𝑑2𝜙

𝑑𝑧2

)︂
+ 𝜉Λ−3 sin𝜙 = 0,

з першим iнтеґралом

1

𝑟𝑒

(︂
𝑑𝜙

𝑑𝑧

)︂2
+ 𝜉Λ−3 cos𝜙 = 𝐶

i точним розв’язком

𝜙 = 4arctan exp
(︁
𝑧
√︀
𝑟𝑒𝜉Λ−3

)︁
.

Пiдставивши розв’язок цього рiвняння у вираз для
локальної ентропiї, отримаємо

𝑆 = 2𝜉Λ−3𝑉

{︂
2𝐸(𝑝)

𝑝2𝐾(𝑝)
− 1

𝑝2
+ 1

}︂
− 𝜉Λ−3𝑉,

де

𝑝 =

√︃
2𝜉Λ−3

𝐶 + 𝜉Λ−3
.

З умови нормування отримуємо точне значення
локальної ентропiї

𝑆 = 𝑆𝐵 + 8

(︂
𝑁
𝐿

𝑟𝑒

)︂1/2
.

При цьому локальна ентропiя взаємодiйних ча-
стинок зростає з бiльшанням кiлькостi частинок
i розмiрiв системи. Можлива перiодична структу-
ра може бути зумовлена просторовими гранични-
ми умовами. Перiод структури 𝑙 = 𝐿

(︀
𝐿
𝑁𝑟𝑒

)︀1/2 зро-
стає iз меншанням кiлькостi частинок. Така систе-
ма однорiдна на макроскопiчному масштабi, але
розподiл частинок може бути просторово перiоди-
чним. У випадку двовимiрної системи можна отри-
мати точний розв’язок для однорiдного розподiлу
частинок. Розглянемо кулоноподiбний потенцiал

𝜔𝑖𝑗 =
𝑄2

⟨𝑟⟩
lnκ𝑟𝑖𝑗 ,

де 𝑟𝑖𝑗 – вiдстань мiж частинками, ⟨𝑟⟩ – середня
вiдстань мiж частинками. Цей модельний потенцi-
ал має таку саму форму, що й для взаємодiї двох
однорiдно заряджених лiнiй в тривимiрному про-
сторi. Таким чином, рух реальних зарядiв на дво-
вимiрнiй площинi подiбний до руху паралельних
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лiнiй, орiєнтованих перпендикулярно до площини
двовимiрної системи. У неперервнiй межi стати-
стичну суму у цьому випадку можна записати в
стандартнiй формi

𝑍𝑁 =

∫︁
exp [−𝛽𝐻(𝑟, 𝑝)] 𝑑𝑁r𝑑𝑁p,

де гамiльтонiана системи взято як

𝐻(𝑟, 𝑝) =
∑︁
𝑖

𝑝2𝑖
2𝑚

+
1

2

∑︁
𝑖,𝑗

𝜔𝑖𝑗 .

У двовимiрному випадку рiвняння стану може бу-
ти отримане iз спiввiдношення

𝑃 = 𝑘𝑇
𝜕 ln𝑍𝑛
𝜕𝑆

,

де 𝑆 – квадрат радiуса кола 𝑅. Ввiвши безрозмiрну
змiнну 𝑟𝑖 = 𝑟𝑖/𝑆

1/2 ми можемо переписати стати-
стичну суму у виглядi

𝑍𝑁 = 𝑆𝑁
∫︁

exp [−𝛽𝐻(𝑟, 𝑝)] 𝑑𝑁r′𝑑𝑁p′, 𝑟′𝑖 =
𝑟𝑖
𝑆1/2

.

Похiдну статистичної суми за “об’ємом” у цьому
випадку можна представити як

𝜕𝑍𝑁
𝜕𝑆

=
𝑁𝑍

𝑆
− 𝑆𝑁

𝑘𝑇
×

×
∫︁

exp (−𝛽𝐻)
1

2

∑︁
𝑖,𝑗

𝑟𝑖𝑗
2𝑆

𝜕𝜔𝑖𝑗
𝜕𝑟𝑖𝑗

𝑑𝑁r′𝑑𝑁p′

або

𝜕𝑍𝑁
𝜕𝑆

=
𝑁𝑍

𝑆
− 𝑁(𝑁 − 1)𝑍

4𝑆𝑘𝑇
.

Пiдставляючи цей результат у рiвняння стану,
отримуємо точний розв’язок для двовимiрної ку-
лонiвської системи у виглядi

𝑃𝑆 = 𝑁𝑘𝑇

{︂
1 +

(𝑁 − 1)𝑄2

4𝑘𝑇 ⟨𝑟⟩

}︂
.

Якщо взяти до уваги, що середня вiдстань мiж ча-
стинками ⟨𝑟⟩ пропорцiйна до 𝑛−1/2, де 𝑛 – поверх-
нева густина частинок, то можна показати, що у
випадку великої густини система взаємодiйних ча-
стинок стане нестiйкою, i може виникнути неодно-
рiдний розподiл частинок. Такi неоднорiднi розпо-
дiли зумовленi далекосяжною природою кулонiв-
ської взаємодiї. У випадку iнтенсивної взаємодiї

кулоноподiбна система є нестабiльною в цiлому, то-
му мiнiмальне значення термодинамiчного потен-
цiалу досягається у випадку неоднорiдного розпо-
дiлу частинок.

Далi ми використовуємо запропонований пiд-
хiд, щоб знайти стани, пов’язанi з вiгнерiвськими
кристалами. У двовимiрному випадку ефективний
термодинамiчний потенцiал може бути записаний
як

𝑆 =
𝑉

𝑆

∫︁
𝑑𝑥𝑑𝑦

{︂
1

𝑟𝑒

(︀
(∇𝜙)2 + κ2𝜙2

)︀
− 𝜉Λ−3 cos𝜙

}︂
,

де 𝑉/𝑆 = ℎ – товщина двовимiрного шару. У
загальному випадку рiвняння для сiдлоточкових
станiв набуває вигляду
1

𝑟𝑒

{︀
Δ2𝜙− κ2𝜙

}︀
+ 𝜉Λ−3 sin𝜙 = 0,

де Δ2 – оператор Лапласа в двовимiрному випад-
ку. Таким чином отримуємо перший iнтеґрал у
виглядi
1

𝑟𝑒

[︀
(∇𝜙)2 − κ2𝜙2

]︀
+ 𝜉Λ−3 cos𝜙 = 𝐸,

де 𝐸 – невiдома константа iнтеґрування, яка по-
винна бути знайдена з умови iснування розв’язку
для поля. Хоча це рiвняння не може бути розв’я-
зане в загальному випадку, воно надає iнстру-
мент для вивчення багатьох взаємодiйних кулонiв-
ських систем для рiзних зовнiшнiх умов. Хiмiчну
активнiсть можна отримати з умови нормування
𝑉/𝑆

∫︀
𝑑𝑥𝑑𝑦𝜉Λ−3 cos𝜙 = 𝑁 . В термiнах функцiї гу-

стини 𝜌 перший iнтеґрал також можна записати
як

𝑆 =
𝑉

𝑆

∫︁
𝑑𝑥𝑑𝑦

{︂
𝐸 + 2

κ2

𝑟𝑒
arccos2

(︂
𝜌

𝜉Λ−3

)︂
− 2𝜌

}︂
,

де значення iнтеґрала за координатним простором
оцiнюється в термiнах усередненої концентрацiї.

З умови мiнiмальної ефективної локальної ен-
тропiї ми робимо висновок, що розв’язок iснує,
якщо 𝜉Λ−3 = 𝜌0 i ефективна локальна ентропiя
набуває вигляду

𝑆 ≃ 𝑆𝐵 +𝑁

{︂
𝜋2κ2

4𝑛𝑟𝑒
− 1

}︂
.

Застосуємо далi запропонований вище пiдхiд до
описання стацiонарної системи порошинок в слабо-
йонiзованiй плазмi. У цьому випадку ми знову ви-
користовуємо метод, що дає змогу визначити стани
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з домiнiвним внеском у функцiю розподiлу, тобто
наближення сiдлової точки. У загальному випадку
рiвняння для сiдлових точок має вигляд

1

𝑟𝑒

{︀
Δ𝜙− κ2𝜙

}︀
+ 𝜉Λ−3 sin𝜙 = 0.

Проблема полягає в тому, що ми не знаємо три-
вимiрного розв’язку рiвняння синус-Гордона, що
визначає змiнну поля для умови нормування∫︁
𝑑𝑉 𝜉Λ−3 cos𝜙 = 𝑁.

Слiд зазначити, що ця умова дає можли-
вiсть ввести концентрацiю частинок як 𝜌(r) =
= 𝜉Λ−3 cos𝜙(r). З цього випливає, що перший
iнтеґрал рiвняння можна визначити як

1

𝑟𝑒

{︀
(∇𝜙)2 + κ2𝜙2

}︀
+ 𝜉𝐴 cos𝜙 = 𝐸,

де 𝐸 – невiдома константа iнтеґрування. За анало-
гiєю з двовимiрним випадком це рiвняння не може
бути розв’язане у явному виглядi.

Як i двовимiрна кулонiвська система у випадку
iнтенсивної взаємодiї система стає нестабiльною в
цiлому, тому мiнiмальне значення вiльної енергiї
досягається у випадку неоднорiдного розподiлу ча-
стинок. Знайдемо стани, пов’язанi з утворенням вi-
гнерiвських кристалiв. Беручи до уваги, що густи-
на розподiлу є лише позитивною, i припускаючи,
що вiгнерiвський кристал iснує, вiзьмемо функцiю
перiодичного розподiлу густини у виглядi

𝜌(r) = 𝜉Λ−3 cos𝜙(r) =

= 𝜉Λ−3 {1 + cos(𝑘𝑥𝑥) + cos(𝑘𝑦𝑦) + cos(𝑘𝑧𝑧)}, (41)

що вiдповiдає кубiчнiй ґратцi з хвильовим векто-
ром k = (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑘𝑧). Якщо припустити, що одна
заряджена частинка присутня на кожному вузлi
ґратки, а ґратка iзотропна 𝑘𝑥 = 𝑘𝑦 = 𝑘𝑧 = 2𝜋𝑛1/3,
де 𝑛 = 𝑁/𝑉 – густина частинок, то з умови нор-
мування знаходимо 𝜉 = 𝑁

Λ−3𝑉 . З першого iнтеґрала
для змiнної поля можна зробити висновок, що ло-
кальна ентропiя має вигляд

𝑆 = 𝑆𝐵 +𝑁

{︂
𝜋2κ2

4𝑛𝑟𝑒
− 1

}︂
.

Ввiвши параметр зв’язку Γ𝑒 = 𝑟𝑒𝑛
1
3 , який є вiдно-

шенням кулонiвської взаємодiї до кiнетичної енер-
гiї, можна отримати спiввiдношення для крити-
чного значення параметра зв’язку

Γ𝑒 ≥ 4𝜋2κ2𝑛
2
3 ≡ (2𝜋κ𝐿)2, Γ𝑒 ≡ 𝑟𝑒𝑛

1
3 ,

де 𝐿 – перiод ґратки. За виконанням цiєї умо-
ви можна очiкувати формування кристалiчної
структури.

Саме такi структури спостерiгаються у випадку
запорошеної плазми. В ролi параметра структури
використовуємо сталу ґратки 𝐿 (вiдстань мiж ча-
стинками, нормована на ефективну довжину екра-
нування). В результатi отримуємо

Γ𝑒 ≥ (2𝜋𝑙)2, 𝑙 ≡ κ𝐿.

Це спiввiдношення дає значення того самого по-
рядку, що й результат числового моделювання.

6. Самоґравiтiвна система

Не менш цiкавими є системи iз суто притягуваль-
ною взаємодiєю. Прикладом для такої ситуацiї є
поведiнка самоґравiтiвної системи. Розв’язок рiв-
няння сiдлової точки повнiстю визначає всi тер-
модинамiчнi параметри для поля 𝜓, що описує за-
гальну поведiнку самоґравiтiвної системи як для
просторово однорiдних, так i для неоднорiдних
розподiлiв частинок. В iнших пiдходах залежнiсть
температури вiд просторової точки вводиться че-
рез полiтропну залежнiсть температури вiд густи-
ни частинок у рiвняннi стану [19]. У цьому пiдходi
така залежнiсть випливає з необхiдного термоди-
намiчного стану i може бути знайдена для рiзних
розподiлiв частинок.

Виведемо сiдлове рiвняння для граничних зна-
чень локальної термодинамiчної функцiї 𝑆(𝜓, 𝜉, 𝛽):

𝑄𝑙 =

∫︁
𝐷𝜙𝐷𝜓𝑑𝜉 exp {𝑆(𝜓(r), 𝜉(r))}, (42)

𝑆 =

∫︁ [︃
1

2𝑟𝜓
𝜓(r)𝐿𝜓rr′𝜓(r

′)+

+ 𝜉(r)Λ−3 exp
√︀
𝛽(𝑟)𝜓(r)

]︃
𝑑r. (43)

Рiвняння для польової змiнної 𝛿𝑆/𝛿𝜓 = 0 у випад-
ку вiдсутностi вiдштовхувальної взаємодiї 𝜙 = 0
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дає

1

𝑟𝑚
Δ𝜓(r) + 𝜉(r)

(︂
2𝜋𝑚

~2𝛽(r)

)︂3/2
×

×
√︀
𝛽(𝑟) exp (

√︀
𝛽(𝑟)𝜓(r)) = 0, (44)

де введено позначення 𝑟𝑚 ≡ 4𝜋𝐺𝑚2 довжини ґра-
вiтацiйної взаємодiї. Умову нормування можна за-
писати як∫︁
𝜉(r)

(︂
2𝑚

~2𝛽(r)

)︂3/2
exp (

√︀
𝛽(𝑟)𝜓(r))𝑑r = 𝑁 (45)

i рiвняння для збереження енергiї в системi має
вигляд

1

2

∫︁ (︂
2𝜋𝑚

~2𝛽(r)

)︂3/2
𝜉(r)

𝛽(r)

[︁
3−

√︀
𝛽(𝑟)𝜓(r)

]︁
×

× exp (
√︀
𝛽(𝑟)𝜓(r))𝑑r = 𝐸. (46)

Щоб отримати бiльше iнформацiї про поведiнку
самоґравiтiвної системи, ми вводимо новi змiннi.
Збереження кiлькостi частинок

∫︀
𝜌(r)𝑑r = 𝑁 дає

визначення функцiї густин, тобто

𝜌(r) ≡
(︂

2𝜋𝑚

~2𝛽(r)

)︂3/2
𝜉(r) exp (

√︀
𝛽(r)𝜓(r)), (47)

що зводить отримане ранiше рiвняння до простi-
шої форми. При цьому рiвняння для змiнної поля
задаємо у виглядi

Δ𝜓(r) + 𝑟𝑚
√︀
𝛽(r)𝜌(r) = 0. (48)

У випадку сталої температури i хiмiчної активно-
стi це рiвняння перетворюється на рiвняння для
ґравiтацiйного потенцiалу 𝜓 =

√︀
𝛽(r)𝜓 добре вiдо-

мого вигляду

Δ𝜓(r) = −4𝜋𝐺𝑚2𝛽𝜌(r). (49)

Рiвняння для збереження енергiї набуває форми

1

2

∫︁
𝜌(r)

𝛽(r)

[︁
3−

√︀
𝛽(𝑟)𝜓(r)

]︁
𝑑r = 𝐸. (50)

Отриманi таким чином рiвняння не можна розв’я-
зати в загальному випадку, але можна проаналi-
зувати ряд випадкiв поведiнки самоґравiтiвної си-
стеми в рiзних зовнiшнiх умовах. Хiмiчну актив-
нiсть перепишемо в термiнах хiмiчного потенцiа-
лу 𝜉(r) = exp(𝜇(r)𝛽(r)). Диференцiюючи рiвняння

(50) за об’ємом, отримуємо спiввiдношення для хi-
мiчного потенцiалу

1

2

𝜌(r)

𝛽(r)

[︁
3−

√︀
𝛽(𝑟)𝜓(r)

]︁
=
𝛿𝐸

𝛿𝑉
=

=
𝛿𝐸

𝛿𝑁

𝛿𝑁

𝛿𝑉
= 𝜇(r)𝜌(r), (51)

що дає

𝜇(r)𝛽(r) =
3

2
− 1

2

√︀
𝛽(𝑟)𝜓(r)). (52)

В термiнах визначення зменшеної термiчної дов-
жини хвилi де Бройля i довжини тяжiння

Λ(r) =

(︂
~2𝛽(r)
2𝑚𝑒

)︂1/2
, 𝑅𝑔(r) = 2𝜋𝐺𝑚2𝛽(r), (53)

ми можемо переписати всi рiвняння i умови нор-
мування в термiнах густини i температури

Δ

(︃
ln(Λ3(r)𝜌(r))√︀

𝛽(r)

)︃
+

𝑅𝑔(r)√︀
𝛽(r)

𝜌(r) = 0. (54)

Хiмiчний потенцiал зводиться до

𝜇(r)𝛽(r) =
3

2
− ln(Λ3(r)𝜌(r)). (55)

Таким чином можна отримати рiвняння стану
для самоґравiтiвної системи, якщо використовува-
ти термодинамiчне спiввiдношення для збережен-
ня енергiї 𝐸,

𝑃 = − 1

𝛽

𝛿𝑆

𝛿𝑉
. (56)

З визначення густини частинок випливає

𝑆 =

∫︁ [︀
−𝜌(r) ln(Λ3(r)𝜌(r)− 𝜌(r)

]︀
𝑑r, (57)

звiдки локальне рiвняння стану можна записати
як

𝑃 (r)𝛽(r) = 𝜌(r)(1− ln(Λ3(r)𝜌(r)) =

= 𝜌(r)

(︂
𝜇(r)𝛽(r)− 1

2

)︂
. (58)

У класичному випадку Λ3(r)𝜌(r) ≪ 1 i 𝑃𝛽 ≡ 𝜌.
При Λ3(r)𝜌(r) = 1 отримаємо рiвняння стану iде-
ального газу.
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7. Розподiл частинок
i температури в самоґравiтiвнiй системi

7.1. Однорiдний розподiл частинок

Перш за все розглянемо ситуацiю рiвноваги, ко-
ли параметри не залежать вiд координат просто-
ру. У цьому випадку енергiя i загальна кiлькiсть
частинок фiксуються, i, крiм того, температура i
хiмiчний потенцiал не змiнюються в просторi. При
цьому рiвняння для розподiлу частинок

Δ𝜓(r) + 𝑟𝑚
√︀
𝛽(r)𝜌(r) = 0 (59)

призводить до простого стану
√
𝛽𝜌 = 0, що може

бути реалiзовано тiльки для 𝑇 → ∞. Розподiл ча-
стинок в самоґравiтiвнiй системi може бути одно-
рiдним тiльки при дуже високих температурах.

Iнший цiкавий випадок, коли тiльки густина ча-
стинок залежить вiд координати, поки температу-
ра фiксується. У цьому випадку рiвняння для гу-
стини набуває вигляду

Δ
(︀
ln Λ3𝜌(r)

)︀
+𝑅𝑔𝜌(r) = 0 (60)

i може бути перетворене в

Δ(ln 𝜌(r)) +𝑅𝑔𝜌(r) = 0. (61)

Останнє рiвняння має точний розв’язок 𝜌(r) =
= 2/𝑅𝑔𝑟

2, але умова нормування виконується тiль-
ки для випадку фiксованого об’єму з розмiром 𝑅 =
= (𝑁𝐺𝑚2)/(4𝑘𝑇 ), а фiксована енергiя 𝐸 = 𝑁𝑘𝑇 ,
i змiна хiмiчного потенцiалу в обмеженому об’ємi
задається як

𝜇 = 𝑘𝑇

(︂
3

2
− 2Λ3

4𝑘𝑇𝑅𝑔𝑟2

)︂
.

Якщо ввести нову змiнну функцiю 𝑓(r) = ln 𝜌(r),
то рiвняння (61) може перетворитися у рiвняння
Лейна–Емдена (Lane–Emden) у виглядi [10, 19]:

Δ𝑓(r) +𝑅𝑔 exp 𝑓(r) = 0, (62)

що дає точний розв’язок для густини частинок
тiльки в одновимiрному випадку [10, 45, 49]:

𝜌(r) =
1

cosh2(𝑟/𝑅𝑔)
.

Це рiвняння не узгоджується з результатами
молекулярно-динамiчного моделювання [49] та не

описує загального просторово неоднорiдного роз-
подiлу частинок в самоґравiтiвних системах [10].
Як випливає з рiвняння для сталої температури,
однорiдний розподiл частинок є нестiйким, а рiв-
няння для збурень густини 𝜌(r) = 𝜌 + 𝛿𝜌(r) має
вигляд

Δ𝛿𝜌(r) +𝑅𝑔𝜌𝛿𝜌(r) = 0, (63)

який вiдтворює рiвняння Гельмгольца. Загальним
розв’язком хвильового рiвняння є нестабiльний ра-
дiальний розподiл 𝛿𝜌(r) = (exp 𝑖𝑘𝑟)/𝑟 з хвильовим
числом 𝑘 =

√︀
2𝜋𝐺𝑚2𝛽𝜌. Це означає, що довжи-

на хвилi нестабiльностi вдвiчi менша вiд довжини
Джинса. Це – статистична довжина нестабiльностi
розподiлу частинок в системi. Поняття ґравiтацiй-
ної нестабiльностi Джинса обговорюється в рам-
ках рiвноважної статистики та пов’язаної з нею
кiнетичної теорiї [31].

7.2. Неоднорiднi розподiли
частинок i температури

Тепер розглянемо нерiвноважний опис самоґра-
вiтiвної системи i врахуємо ймовiрний просторо-
во неоднорiдний розподiл частинок i температури.
Введемо нову змiнну 𝜑 = Λ3(r)𝜌(r), спростимо рiв-
няння для густини i одержимо

Δ

(︃
ln𝜑√︀
𝛽(r)

)︃
+

𝑅𝑔(r)√︀
𝛽(r)Λ3(r)

𝜑 = 0. (64)

Загалом, точнi розв’язки цього нелiнiйного рiвня-
ння невiдомi. Ми пропонуємо спосiб аналiзування
цього рiвняння.

Перш за все ми можемо знайти загальнiший
розв’язок задачi. У тривимiрному випадку дiю
оператора Лапласа можна представити у виглядi

Δ

(︃
ln𝜑√︀
𝛽(r)

)︃
=

1√
𝛽

(︂
𝑑2

𝑑𝑟2
+

2

𝑟

𝑑

𝑑𝑟

)︂
ln𝜑−

− ln𝜑√︀
𝛽3

(︃
𝑑2𝛽

𝑑𝑟2
+

2

𝑟

𝑑𝛽

𝑑𝑟
− 3

2𝛽

(︂
𝑑𝛽

𝑑𝑟

)︂2)︃
−

− 1√︀
𝛽3

𝑑 ln𝜑

𝑑𝑟

𝑑𝛽

𝑑𝑟
. (65)

Розв’язок для температури можна шукати у ви-
глядi 𝛽 = 𝛾3𝑟𝑛, тодi при 𝑛 = 2 ми отримуємо рiв-
няння лише для 𝜑
𝑑2 ln𝜑

𝑑𝑟2
+

𝑎𝑚
𝐵𝛾𝑟

𝜑 = 0, (66)
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якi можна переписати в термiнах нової змiнної
𝑟2 = 𝑟

𝑑

𝑑𝑟

(︂
1

𝜑

𝑑𝜑

𝑑𝑟

)︂
+

4𝑎𝑚
𝐵𝛾

𝜑 = 0. (67)

Ми помножимо це рiвняння на (1/𝜑)(𝑑𝜑/𝑑𝑟) i об-
числимо перший iнтеґрал рiвняння(︂
1

𝜑

𝑑𝜑

𝑑𝑟

)︂2
+

4𝑎𝑚
𝐵𝛾

𝜑 = Δ, (68)

а точний розв’язок записуємо так

𝜑 =
Δ

8𝑎𝑚/𝐵𝛾 sinh
2
√︀
Δ𝑟/4

. (69)

Використовуючи останню формулу, знаходимо то-
чний розв’язок для неоднорiдного розподiлу ча-
стинок

𝜌(r) =
Δ

8𝑎𝑚𝛾2𝑟3 sinh
2
√︀
Δ𝑟/4

. (70)

Така поведiнка корелює з результатами, отрима-
ними в статтях [47, 48], де використано рiвняння
Больцмана i функцiю розподiлу для сферичної iзо-
льованої зоряної системи. Розподiл частинок нео-
днорiдний для розмiру 𝑅 = 1/4Δ i розбiгається
при 𝑟 → 0 до 𝜌(r) = 1/2𝑎𝑚𝛾

2𝑟4. При цьому енергiя
системи зберiгається. Однак, ми все ще не знаємо
коефiцiєнтiв. Для розв’язання цiєї проблеми про-
понується пiдхiд, наведений нижче. Якщо частин-
ки концентруються на малих вiдстанях, i їхня кон-
центрацiя дуже висока, то квантовий ефект стає
вирiшальним, i класичний пiдхiд неприйнятний.
Зв’язок мiж критичною температурою i концен-
трацiєю частинок у такому випадку визначається
природним чином

Λ3(r)𝜌(r) =

(︂
~2𝛽𝑐
2𝑚𝑒

)︂3/2
𝜌𝑐 = 1. (71)

Це спiввiдношення, разом з формулою для збе-
реження числа частинок, 4𝜋/2𝑎𝑚𝑅𝑐 = 𝑁 , ви-
значають всi необхiднi параметри, тобто крити-
чну вiдстань 𝑅𝑐 = ~2/𝑚𝑎𝑚𝑁1/3, коефiцiєнт 𝛾2 =
= (2𝜋𝑚𝑒)/(~2𝑁2/3), критичну температуру 𝛽𝑐 =
= 𝛾2𝑅2

𝑐 i густину 𝜌𝑐 = 1/2𝑎𝑚𝑅
4
𝑐 . Енергiя системи

в даному випадку 𝐸 = 3/2𝑁𝑘𝑇 , тобто дорiвнює
енергiї вiльних частинок!

Опишемо систему з Λ3(r)𝜌(r) = 𝛼 = const ≪ 1.
У цьому випадку можна визначити тiльки пове-
дiнку температури, яка регулюється рiвнянням

Δ

(︃
1√︀
𝛽(r)

)︃
+
𝑎𝑚𝑒

𝛼

𝐵 ln𝛼

1

𝛽
= 0. (72)

Аналогiчно iз попереднiм випадком ми запишемо
розв’язок цього рiвняння у формi 𝛽 = 𝛾−2𝑟−2𝑛, i,
таким чином, виявимо, що воно виконується для
𝑛 = −2, тобто температура змiнюється так, як
𝑘𝑇 = 𝛾2𝑟−4, а концентрацiя змiнюється як 𝜌 =
= 𝐴𝑟−6. При цьому задовольняються умови нор-
мування для збереження кiлькостi частинок i
енергiї.

Таким чином, ми маємо розв’язок, що опи-
сує просторову залежнiсть концентрацiї i тем-
ператури.

8. Стацiонарнi стани
нерiвноважних систем

Будь-яка макроскопiчна система, перебуваючи в
термостатi, наближається до рiвноваги протягом
деякого часу релаксацiї. У станi рiвноваги вла-
стивостi системи не залежать вiд способу встанов-
лення рiвноваги. Стан рiвноваги, однак, реалiзує-
ться тiльки при певних iдеалiзованих умовах, то-
му насправдi властивостi системи в квазiстацiо-
нарному (стацiонарному) станi можуть залежати
як вiд специфiки взаємодiї системи з термоста-
том, так i вiд характеристик системи [21–55]. Те
саме стосується нерiвноважних систем, якi про-
те можуть демонструвати рiвноважну поведiнку.
За певних умов може iснувати рiвноважний стан
системи як стацiонарний стан, при якому енерге-
тичний обмiн мiж системою i середовищем є зба-
лансованим. Такий стан системи є результатом ба-
лансу мiж прямим впливом навколишнього сере-
довища на систему та процесом дисипацiї енергiї,
викликаним взаємодiєю з навколишнiм середови-
щем. Неважко уявити собi макроскопiчну систе-
му, яка може отримати енергiю з навколишньо-
го середовища, але не може повернути її всю на-
зад, що залежить вiд особливостi системи. При-
кладами таких систем є: гарячi електрони в на-
пiвпровiдниковiй системi [3]; система фотонiв, що
дифрагують завдяки розсiянню на неоднорiдно-
стях, причому коефiцiєнт дифракцiї залежить вiд
частоти цих фотонiв [51, 55]; система частинок з
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великою енергiєю, якi можуть народитися в про-
цесi зiткнення в прискорювачi; система звичайних
броунiвських частинок з коефiцiєнтом тертя, що
залежить вiд швидкостi. Всi перерахованi систе-
ми далекi вiд теплової рiвноваги, а їхнiй новий
стан повнiстю визначається процесами енергообмi-
ну. Характеристикою цiєї системи може бути фун-
кцiя розподiлу таких станiв, яка вiдрiзняється вiд
рiвноважної функцiї розподiлу, зокрема як i до-
бре вiдома функцiя розподiлу теплових станiв. Не
iснує чiткого визначення функцiї розподiлу нерiв-
новажної системи, якi враховують можливi ста-
ни макроскопiчної системи [3]. Стандартний ме-
тод дає змогу розглядати нерiвноважнi стани як
рiвноважний тепловий стан при малих вiдхилен-
нях вiд цього стану. Нерiвноважнiсть у цьому пiд-
ходi проявляється у виглядi невеликих модифiка-
цiй функцiї рiвноважного розподiлу. Вiдкрита си-
стема може iснувати дуже далеко вiд рiвноваги,
але проте виявляє стацiонарну поведiнку. У цiй
частинi огляду ми розглянули проблему описан-
ня нерiвноважної системи та дамо одне з можли-
вих визначень нового стацiонарного стану з ура-
хуванням поглинання енергiї та процесiв розсiян-
ня, викликаних взаємодiєю з навколишнiм середо-
вищем. Почнемо з формулювання статистичного
пiдходу.

Функцiя канонiчного розподiлу у фазовому про-
сторi у випадку рiвноваги може бути записана у
виглядi

𝜌(𝑞, 𝑝)𝑑Γ = exp

{︂
𝐹 −𝐻(𝑞, 𝑝)

Θ

}︂
𝑑Γ, (73)

де 𝐻(𝑞, 𝑝) – гамiльтонiан, 𝑑Γ =
∏︀
𝑖 𝑑𝑞𝑖𝑑𝑝𝑖 – елемент

фазового простору, Θ = 𝑘𝑇 , 𝑇 – температура, 𝐹 –
вiльна енергiя, яка може бути знайдена з умови
нормування∫︁

exp

{︂
𝐹 −𝐻(𝑞, 𝑝)

Θ

}︂
𝑑Γ = 1.

Як показано в [53], фазовий простiр залежить тiль-
ки вiд енергiї системи 𝐸 та зовнiшнiх параметрiв.
Введемо додаткову функцiю

Σ = ln
𝑑Γ

𝑑𝐸
,

тодi функцiя канонiчного розподiлу має вигляд

𝜌(𝐸)𝑑𝐸 = 𝐶 exp

{︂
𝐹 − 𝐸

Θ
+Σ(𝐸)

}︂
𝑑𝐸. (74)

Останнє спiввiдношення описує залежнiсть фун-
кцiї розподiлу вiд енергiї макроскопiчної системи
[53]. Умову нормування в даному представленнi
можна записати у формi∫︁
𝑐 exp

{︂
𝐹 − 𝐸

Θ
+Σ(𝐸)

}︂
𝑑𝐸 = 1, (75)

що дає змогу знайти константу нормування, яка
враховує детермiнантне перетворення мiж фа-
зовим простором i змiнною енергiї. Для того,
щоб видiлити стани, якi дають домiнiвний внесок
у функцiю розподiлу, ми використовуємо умову
𝑑Σ/𝑑𝐸 = 1/Θ, що визначає температуру системи
як умову залежностi фазового простору як функ-
цiї лише енергiї системи. Використовуючи це ви-
значення i враховуючи основнi принципи статис-
тичної механiки [54], ми приходимо до висновку,
що Σ = ln 𝑑Γ/𝑑𝐸 = 𝑆 дорiвнює ентропiї систе-
ми. Слiд зауважити, що температура описує за-
лежнiсть ентропiї тiльки вiд енергiї, а не вiд iн-
ших термодинамiчних величин. Iншим важливим
висновком є те, що ми можемо розрахувати ста-
тистичну суму шляхом iнтеґрування за енергiєю.
Екстремум функцiї розподiлу реалiзується за умо-
ви 𝐹 = 𝐸 − 𝜃𝑆, i будь-яке ймовiрне вiдхилення
вiд цiєї умови дає дуже малий внесок у макроско-
пiчнi характеристики подiбно до квантового вне-
ску в класичнi траєкторiї. Це дає змогу розгляда-
ти нерiвноважнi системи як броунiвськi системи
в енергетичному просторi [24]. Виходячи з рiвня-
ння Чекмена–Колмогорова для функцiї розподiлу
макроскопiчної системи в енергетичному просторi,
можна отримати стацiонарнi стани i флуктуацiй-
нi дисипацiйнi спiввiдношення для нерiвноважних
систем [24].

Енергiя, як параметр контролю нерiвноважної
системи, може бути “повiльним” параметром, що
визначає стан системи. За вiдсутностi будь-яких
iнших знань про нерiвноважну систему, немає пiд-
став на користь будь-якого стану системи, що
визначається енергiєю. Функцiю нерiвноважного
розподiлу 𝜌(𝐸, 𝑡), як i у випадку рiвноваги, можна
визначити як функцiю енергiї 𝐸 та часу. В загаль-
ному випадку її можна отримати з базисного кi-
нетичного рiвняння. У термiнах енергiї основним
кiнетичним рiвнянням для функцiї нерiвноважно-
го розподiлу можна взяти

𝜕𝜌(𝐸, 𝑡)

𝜕𝑡
=

∫︁ {︀
𝑊 (𝐸,𝐸′)𝜌(𝐸′, 𝑡)−
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−𝑊 (𝐸′, 𝐸)𝜌(𝐸, 𝑡)
}︀
𝑑𝐸′, (76)

де 𝑊 (𝐸|𝐸′) – ймовiрнiсть переходу мiж станами
з рiзною енергiєю системи. Це основне кiнетичне
рiвняння представляє рiвняння балансу для ймо-
вiрностi станiв. Енергетичне представлення нерiв-
новажного процесу справедливе лише в тому ви-
падку, коли ця змiнна є канонiчною i здiйснює
усереднення за фазою як спряженого значення.
Всi розв’язки основного кiнетичного рiвняння для
𝑡 → ∞ мають фундаментальнi властивостi – зво-
диться до стацiонарного розв’язку, який можна iн-
терпретувати як “рiвноважний” стан для цiєї си-
стеми. Цей стацiонарний розв’язок вiдповiдає за-
кону зростання ентропiї [58]. У спецiальному ви-
падку малих змiн енергiї системи базове кiнемати-
чне рiвняння перетворюється в рiвняння Фоккера–
Планка

𝜕𝜌(𝐸, 𝑡)

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝐸
𝐴(𝐸)𝜌(𝐸, 𝑡)+

+
1

2

𝜕2

𝜕𝐸2
𝐷(𝐸)𝜌(𝐸, 𝑡). (77)

Фiзичний сенс коефiцiєнтiв 𝐴(𝐸) та 𝐷(𝐸) можна
уточнити, якщо повернутися до динамiчного рiв-
няння для енергiї. У загальному випадку рiвнян-
ня дисипацiї можна записати в стандартнiй формi
рiвняння Ланжевена

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝑓(𝐸) + 𝑔(𝐸)𝐿(𝑡). (78)

Це рiвняння дисипацiї залежить вiд зовнiшнього
впливу i початкових умов. Зовнiшнiй вплив про-
являється насамперед в змiнi енергiї системи, яка
розсiюється або поглинається. Цей процес врахо-
вується першим доданком у правiй частинi цього
рiвняння, що описує безпосереднiй вплив середо-
вища на макроскопiчну систему. Цю частину мо-
жна отримати з динамiки будь-якої макроскопi-
чної системи, якщо врахувати безпосередню взає-
модiю цiєї системи iз середовищем. Енергiя систе-
ми, що змiнюється внаслiдок випадкового впливу
навколишнього середовища, враховується другою
частиною рiвняння. Випадкова мiграцiя системи
є результатом взаємодiї цiєї системи з оточенням,
вплив якого випадковим чином змiнює енергiю си-
стеми. Будемо вважати, що кореляцiя мiж двома
значеннями флуктуацiї у двох рiзних моментах ча-
су ⟨𝐿(𝑡)𝐿(𝑡′)⟩ = 𝜑(𝑡 − 𝑡′) може бути ненульовою

тiльки впродовж iнтервалу, який має певний час
дiї. Символ ⟨...⟩ означає статистичне усереднення
вiдповiдної величини. Функцiя 𝜑(𝑡 − 𝑡′) повинна
мати рiзкий пiк в околi нуля i задовольняти умо-
ву
∫︀
𝜑(𝜏)𝑑𝜏 = 𝜎2 для бiлого шуму [58]. Система,

яка не може вiдновити рiвновагу пiсля швидких
змiн навколишнього середовища, має пiдлаштува-
тися до нових умов. Цей процес свiдчить про мо-
жливу дисипацiю енергiї системи при контактi з
навколишнiм середовищем.

Енергетичне представлення загального рiвнян-
ня дисипацiї має мiсце i у випадку звичайної бро-
унiвської частинки. Динамiку броунiвських части-
нок можна описати в термiнi швидкостi 𝑣 за рiв-
нянням Ланжевена

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝛾𝑣 + 𝐹 (𝑡), (79)

де 𝛾 – коефiцiєнт тертя i 𝐹 (𝑡) – випадкова сила,
яка описує дiю на частинку в рiдинi. При цьому
⟨𝐹 (𝑡)⟩ = 0 i ⟨𝐹 (𝑡)𝐹 (𝑡′)⟩ = 𝜑2𝛿(𝑡− 𝑡′), якi задоволь-
няють умову бiлого шуму i описують некорельо-
ваний процес руху частинки. Для броунiвської ча-
стинки енергiя 𝐸 = 𝑀𝑣2/2, а отже можна визна-
чити енергiю, що змiнюється як

𝑑𝐸

𝑑𝑡
=𝑀𝑣

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −2𝛾, 𝐸 +

√
2𝑀𝐸𝐹 (𝑡), (80)

що вiдповiдає рiвнянню (78) з 𝑓(𝐸) = −2𝛾𝐸,
𝑔(𝐸) =

√
𝐸 та 𝐿(𝑡) =

√
2𝑀𝐹 (𝑡). За допомогою

розв’язку рiвняння Ланжевена для швидкостi мо-
жна отримати [58] ⟨𝑣(∞)⟩ = 𝜑2/2𝛾 = 𝑘𝑇/𝑀 , а та-
кож ⟨𝐸⟩ = 𝑘𝑇/2, де вводиться температура 𝑇 тер-
мостата. З розв’язку рiвняння (80) в наближеннi,
яке не враховував енергiю кореляцiї, можна отри-
мати також√︀
⟨𝐸⟩2 =

𝜎2

4𝛾
≡ 𝜑2

4𝛾
2𝑀 = 𝑘𝑇,

що як i в попередньому результатi повнiстю вiдпо-
вiдає за рiвноважний стан. Опис процесу в термi-
нах рiзних змiнних є еквiвалентним, але енергети-
чне представлення має ту перевагу, що дає можли-
вiсть визначити “рiвноважнi” стани нерiвноважної
системи. Цей пiдхiд є ефективним у тих випадках,
для яких можна визначити прямий вплив взаємо-
дiї з навколишнiм середовищем та дiю випадкових
сил, ще й тому, що енергiя є найповiльнiшою змiн-
ною, вiд якої залежить релаксацiя в системах. Для
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аналiзування випадкових процесiв було запропоно-
вано два рiзних пiдходи. Якщо вважати, що кое-
фiцiєнт 𝑔(𝐸) залежно вiд енергiї в початковий мо-
мент часу, рiвняння нерiвноважної функцiї розпо-
дiлу породжує рiвняння Фоккера–Планка у формi
(77). Якщо ж цей коефiцiєнт залежить вiд енергiї
до i пiсля переходу, то дифузiйне рiвняння можна
записати у формi Стратоновича:

𝜕𝜌

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝐸
(𝑓(𝐸)𝜌) +

𝜎2

2

𝜕

𝜕𝐸
𝑔(𝐸)

𝜕

𝜕𝐸
𝑔(𝐸)𝜌. (81)

Далi будемо використовувати останнє представле-
ння Стратоновича, оскiльки обидва представлення
пов’язанi мiж собою [58, 59]. Рiвняння (81) можна
записати у виглядi рiвняння неперервностi:

𝜕𝜌(𝐸, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕𝐽(𝜌(𝐸, 𝑡))

𝜕𝐸
, (82)

де

𝐽 = −
[︂
𝑓(𝐸)− 𝜎2

2
𝑔(𝐸)

𝜕

𝜕𝐸
𝑔(𝐸)

]︂
𝜌+

𝜎2

2
𝑔2(𝐸)

𝜕

𝜕𝐸
𝜌.

(83)
З порiвняння (77) i (83) знаходимо

𝐴(𝐸) = 𝑓(𝐸)− 𝜎2

2
𝑔(𝐸)

𝜕

𝜕𝐸
𝑔(𝐸),

a коефiцiєнт дифузiї

𝐷(𝐸) =
𝜎2

2
𝑔2(𝐸).

Стацiонарний розв’язок рiвняння Фоккера–
Планка для 𝐽(𝜌(𝐸, 𝑡)) = 0 можна представити у
виглядi

𝜌𝑠(𝐸) = 𝐴 exp

{︃ 𝐸∫︁
𝐸0

2𝑓(𝐸′)𝑑𝐸′

𝜎2𝑔2(𝐸′)
− ln

𝑔(𝐸)

𝑔(𝐸0)

}︃
(84)

або
𝜌𝑠(𝐸) = 𝐴 exp {−𝑈(𝐸)}, (85)

де

𝑈(𝐸) = ln
𝑔(𝐸)

𝑔(𝐸0)
−

𝐸∫︁
𝐸0

2𝑓(𝐸′)𝑑𝐸′

𝜎2𝑔2(𝐸′)
. (86)

Ця функцiя розподiлу має екстремальну величину
за енергiєю, яку можна знайти як розв’язок рiв-
няння
𝑈 ′( ̃︀𝐸) =

1

𝐷(𝐸)
[𝐷′(𝐸)− 𝑓(𝐸)], (87)

де штрих ′ означає похiдну енергiї. Це рiвняння
еквiвалентне рiвнянню

𝐷′( ̃︀𝐸) = 𝑓( ̃︀𝐸), (88)

яке встановлює спiввiдношення мiж дисипацiєю
(розсiюванням) i дифузiєю в стацiонарному випад-
ку i повнiстю визначає новий “рiвноважний” стан
системи. Стацiонарну нерiвноважну функцiю роз-
подiлу можна задати як

𝜌𝑠(𝐸) = exp
{︁
−𝑈( ̃︀𝐸)

}︁
exp

{︁
−𝑈 ′′( ̃︀𝐸)𝐸2

}︁
, (89)

де

−𝑈 ′′( ̃︀𝐸) =
1

𝐷( ̃︀𝐸)

[︁
𝐷′′( ̃︀𝐸)− 𝑓 ′( ̃︀𝐸)

]︁
.

Якщо врахувати попереднє спiввiдношення (88),
то отримаємо 𝜌𝑠(𝐸) = exp{−𝑈( ̃︀𝐸). В загальному
випадку 𝑓(𝐸) є нелiнiйною функцiєю стану, а ко-
ефiцiєнт дифузiї залежить вiд енергiї, що вiдкри-
ває можливостi виявити багато цiкавих ситуацiй,
у тому числi i iндукованi шумом переходу в новi,
стабiльнiшi, “рiвноважнi” стани.

Якщо 𝑔(𝐸) = 1, то стацiонарний розв’язок мо-
жна записати у виглядi

𝜌(𝐸) = 𝐴 exp

{︃ 𝐸∫︁
𝐸0

𝑓(𝐸)

𝜎2
𝑑𝐸′

}︃
, (90)

де 𝐸0 – внутрiшня енергiя системи. У випадку кон-
сервативної системи для 𝑓(𝐸) = 0 стацiонарний
розв’язок не залежить вiд енергiї. Звернiмо увагу,
що 𝐸 = 𝐸0 є не тiльки внутрiшньою межею, а й
стацiонарною точкою за вiдсутностi енергiї диси-
пацiї та випадкової дифузiї.

У випадку, коли присутня лише дифузiя енергiї
при 𝑔(𝐸) = 1, рiвняння для функцiї нерiвноважно-
го розподiлу набувають вигляду простого рiвнян-
ня дифузiї, i розв’язки

𝜌(𝐸) = 𝐴
1√

4𝜋𝜎2𝑡
exp

{︂
− (𝐸 − 𝐸0)

2

4𝜎2𝑡

}︂
описують мiграцiю системи за енергiєю. Середнє
квадратичне вiдхилення енергiї збiльшується в ча-
сi вiдповiдно до закону ⟨(𝐸 − 𝐸0)

2⟩ = 2𝜎2𝑡. Цей
розв’язок представляє еволюцiю системи, яка в по-
чатковому станi описується функцiєю рiвноважно-
го розподiлу 𝜌(𝐸) = 𝛿(𝐸 − 𝐸0).

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2020. Т. 65, № 12 1065



Б.I. Лев, А.Г. Загороднiй

Якщо коефiцiєнт дифузiї залежить вiд енергiї, i
має мiсце закон збереження енергiї 𝑓(𝐸) = 0, то
стацiонарний розв’язок набуває вигляду

𝜌𝑠(𝐸) = 𝐴 exp

{︂
− ln

𝑔(𝐸)

𝑔(𝐸0)

}︂
, (91)

що вiдповiдає канонiчнiй функцiї розподiлу рiвно-
ваги

𝜌(𝐸) = 𝐴 exp {−𝛽(𝐸 − 𝐸0)} (92)

тiльки за умови 𝑔(𝐸) = 𝑒𝛽𝐸 , де 𝛽 – обернена тем-
пература середовища. Це можливо при

𝐷(𝐸) =
𝜎2

2
𝑔2(𝐸) =

𝜎2

2
𝑒2𝛽𝐸 .

Описання в енергетичному просторi може бути
iлюстративнiшим, якщо описати рiвноважнi ста-
ни звичайним способом. Як приклад для звичай-
ної броунiвської частинки стацiонарний розв’язок
можна записати у виглядi

𝜌𝑠(𝐸) = 𝐴 exp

{︂
−4𝛾

𝜎2
𝐸 − ln

√
𝐸

}︂
≡

≡ 𝐴
1√
𝐸

exp{−𝛽𝐸}, (93)

де використано добре вiдоме спiввiдношення
2𝛾/𝜎2 = 𝛽. Враховуючи нормування

∫︀
𝜌𝑠(𝐸)𝑑𝐸 ≡

≡
∫︀
𝜌𝑠(𝑝)𝑑𝑝, можна отримати функцiю розподiлу

в iмпульсному просторi у виглядi

𝜌𝑠(𝑝) = 𝐴 exp

{︂
−𝛽 𝑝2

2𝑀

}︂
= 𝐴 exp

{︂
−𝑀𝑣2

2𝑘𝑇

}︂
. (94)

Якщо функцiю дисипацiї представити у формi
𝑓(𝐸) = 𝛼𝑡𝑒

𝛽𝐸 , то рiвняння Ланжевена можна пе-
реписати в iншiй формi

𝑑𝑒−𝛽𝐸(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝛽𝛼𝑡, (95)

де 𝛼𝑡 = 𝛼 + 𝜉𝑡 має постiйну частину i частину
𝜉𝑡, яка описує вплив бiлого шуму навколишньо-
го середовища [59]. Рiвняння Фоккера–Планка для
функцiї нерiвноважного розподiлу можна предста-
вити у новiй змiннiй 𝑧 = 𝑒−𝛽𝐸 в iншiй простiшiй
формi:

𝜕𝜌(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑧

[︀
𝛼𝛽𝜌(𝑧, 𝑡)

]︀
+
𝜎2𝛽2

2

𝜕2

𝜕𝑧2
𝜌(𝑧, 𝑡). (96)

Стацiонарний розв’язок набуває вигляду

𝜌𝑠(𝑧) = exp

{︂
2𝛼

𝜎2𝛽
𝑧

}︂
,

який у випадку 𝛽𝐸 > 1 можна представити як

𝜌𝑠(𝐸) = exp {−𝛽𝐸} при
2𝛼

𝜎2𝛽
= 1.

У випадку бiлого шуму рiвняння Фоккера–
Планка можна також записати у виглядi [59]

𝜕𝜌(𝐸, 𝑡)

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝐸
(𝛾𝐸𝜌(𝐸, 𝑡)) +

𝜎2

2

𝜕2

𝜕𝐸2
𝐸2𝜌(𝑣, 𝑡). (97)

Стацiонарним розв’язком цього рiвняння є [59]

𝜌𝑠(𝐸, 𝑡) = 𝑁𝐸− 1
2 (

2𝛾

𝜎2 +1), (98)

який можна перевiрити шляхом пiдстановки. Цей
стацiонарний розв’язок збiгається з розв’язком
в стандартному випадку, коли коефiцiєнт дифу-
зiї i тертя не залежать вiд енергiї. Аналогiчний
результат

𝜌𝑠(𝑣, 𝑡) = 𝑁𝑣−( 2𝛾

𝜎2 +1)

можна також отримати в швидкiсному пред-
ставленнi.

Можна уявити ситуацiю, коли енергiя системи
зростає, але iснує механiзм, який обмежує енергiю.
Для процесу, який можна описати в термiнах фун-
кцiї дисипацiї 𝑓(𝐸) = 𝛾𝐸−𝐸2, друга частина вра-
ховує таке обмеження. Рiвняння Фоккера–Планка
при цьому має вигляд [59]:

𝜕𝜌(𝐸, 𝑡)

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝐸

[︀
(𝛾𝐸 − 𝐸2)𝜌(𝐸, 𝑡)

]︀
+

+
𝜎2

2

𝜕2

𝜕𝐸2
𝐸2𝜌(𝑣, 𝑡) (99)

зi стацiонарним розв’язком

𝜌𝑠(𝐸, 𝑡) = 𝑁𝐸−( 2𝛾

𝜎2 +1) exp

{︂
− 2

𝜎2
𝐸

}︂
. (100)

9. Статистичне описання
еволюцiї Всесвiту

Запропонований статистичний пiдхiд дає змогу
зробити спробу описати народження i еволюцiю
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Всесвiту, виходячи з загальних принципiв стати-
стичної механiки i квантової теорiї. Для цього ми
пропонуємо такi припущення:

i) Всесвiт є a priori нерiвноважним, але можна
припустити, що стан пiдсистеми, яка є складовою
великої системи, описується локальним розподi-
лом Гiбса, який еволюцiонує в такий спосiб, щоб
забезпечити мiнiмальну енергiю та максимальну
ентропiю вибраної пiдсистеми.

ii) В разi спонтанної генерацiї у вакуумi скаляр-
ного поля, енергiя основного стану “нового” ваку-
уму (тобто вакууму системи початковий вакуум
плюс скалярне поле) для полiв iншої природи має
бути нижчою за енергiю основного стану “поча-
ткового” вакууму, а самоузгоджена взаємодiя ска-
лярного поля з флуктуацiями будь-якого iншого
поля забезпечує збереження енергiї нового стану
системи. Розрахунок статистичної суми для такої
системи вказує на можливiсть в нiй фазового пе-
реходу вiд стану з нульовим скалярним полем до
стану зi скiнченним спонтанно згенерованим ска-
лярним полем, що приводить до появи реальних
частинок за рахунок спонтанного порушення си-
метрiї i може бути iнтерпретований як Великий
Вибух.

iii) Всесвiт взаємодiє з флуктуацiйним вакуу-
мом, а енергiя Всесвiту не є фiксованою (термоста-
том для Всесвiту виступає вакуум, в якому iсну-
ють флуктуацiї всiх можливих полiв i якi взаємо-
дiють зi Всесвiтом). Передусiм, будемо вважати,
що основний стан вакууму має енергiю 𝐸0. При
цьому ми припускаємо можливiсть iснування флу-
ктуацiй всiх полiв, якi можуть бути згенерованi в
цьому вакуумi. За такого припущення можна запи-
сати рiвняння стану вакууму. З термодинамiчних
спiввiдношень можна визначити тиск

𝑃 = −𝑑𝐸0

𝑑𝑉
= −𝜌𝑣, (101)

де 𝑉 є об’єм за сталої ентропiї. Для чистого ваку-
уму можна записати

𝐸0 = 𝜌𝑣𝑉.

При цьому ми припускаємо адитивнiсть енергiї з
густиною 𝜌𝑣. Рiвняння (101) i є вiдомим рiвнянням
стану для вакууму.

Оскiльки Всесвiт вiд свого народження є нерiв-
новажним, то з метою описання його еволюцiї вар-
то ввести додаткову величину “час” як внутрiшнiй

параметр, що дає змогу записати

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=

1

Θ

𝑑𝐸

𝑑𝑡
, (102)

звiдки випливає, що змiни в часi ентропiї пов’яза-
нi зi змiною в часi енергiї. Оскiльки 𝑑𝑆/𝑑𝑡 > 0, то
за умови релаксацiї до стану рiвноваги 𝑑𝐸/𝑑𝑡 >
> 0, тобто ентропiя зростає зi зростанням енергiї.
В термодинамiцi тепло є енергiєю, розподiленою
мiж ступенями вiльностi, якi не є макроскопiчни-
ми спостережуваними. Тому при змiнi стану ваку-
уму будем о вважати, що 𝑑𝑄/𝑑𝑡 = 𝑑𝐸/𝑑𝑡 > 0, а
отже нагрiвання можливе лише при релаксацiї до
стану рiвноваги. Наведенi вище мiркування i спiв-
вiдношення є добре вiдомими. Спробуємо скори-
статися ними для того, щоб запропонувати ще одне
з можливих пояснень еволюцiї Всесвiту. Як вже за-
значалося вище, в стандартних космологiчних мо-
делях основною причиною формування стану Все-
свiту, наслiдком якого стався Великий Вибух, є не-
стiйкiсть фундаментального скалярного поля. От-
же, для початку зробимо припущення, що в “поча-
тковому” вакуумi внаслiдок фазового переходу до
нового стану вакууму виникло ненульове скалярне
поле. Це означає, що пiсля його появи вакуум для
будь-якого поля, яке тiльки може iснувати, рiзни-
ться вiд “первинного” вакууму, оскiльки в “новому”
вакуумi вже присутнє скалярне поле. Скалярне по-
ле понижує енергiю “нового” вакууму по вiдношен-
ню до енергiї “первинного” вакууму, тобто енергiя
основного стану “нового” вакууму набуває вигляду

𝐸 = 𝐸0 −
𝜇2

2
𝜙2, (103)

де другий доданок являє собою енергiю скалярно-
го поля, а коефiцiєнт 𝜇2 описує зв’язок нового по-
ля з “первинним” вакуумом, тобто самоузгоджену
взаємодiю нового поля з флуктуацiями всiх iнших
полiв, якi можуть iснувати в “первинному” вакуу-
мi. Слiд зробити два зауваження. Перше зауваже-
ння стосується того, що поява скалярного поля по-
нижує енергiю початкового стану вакууму, а друге
стосується коефiцiєнта зв’язку 𝜇2, який тепер за
визначенням є додатним, а вiдтак це не потребує
пояснень, якi зазвичай наводять у стандартному
пiдходi. Внесок такої взаємодiї в статистичну суму
розподiлу Гiбса ми можемо описати стандартним
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чином:

𝑍 ∼
∫︁
𝐷𝜙

∫︁
𝐷𝜉×

× exp
1

Θ

{︂
−𝐸0 +

1

2
𝜇2𝜙2 + 𝜉𝜙2 − 𝜉2

2𝜎2

}︂
, (104)

де ми скористалися представленням 𝜇2 = 𝜇2 + 𝜉,
припустивши, що коефiцiєнт зв’язку складається з
його середнього значення та флуктуацiї, зумовле-
ною нелiнiйною взаємодiєю поля 𝜙 з флуктуацiя-
ми полiв iншої природи. Ми припустили також, що
середньоквадратичне значення флуктуацiї 𝜉 дорiв-
нює 𝜎2. Виконаємо далi iнтеґрування за полями 𝜉,
що дає

𝑍 ∼
∫︁
𝐷𝜙 exp

1

Θ

{︂
−𝐸0 +

1

2
𝜇2𝜙2 +−𝜎

2𝜙4

4

}︂
. (105)

Це означає, що ми маємо систему з ефектив-
ною (усередненою за флуктуацiями iншого поля,
з яким взаємодiє скалярне поле) енергiєю

𝐸 = 𝐸0 + 𝑉 (𝜙) = 𝐸0 −
1

2
𝜇2𝜙2 +

𝜎2𝜙4

4
, (106)

де

𝑉 (𝜙) = −1

2
⟨𝜇2⟩𝜙2 +

𝜎2𝜙4

4

є добре вiдомим виразом для енергiї фундамен-
тального скалярного поля. Повна ефективна енер-
гiя “нового” вакууму з фундаментальним скаляр-
ним полем може бути записана у виглядi

𝐸 = 𝐸0 −
⟨𝜇2⟩2

4𝜎2
+
𝜎2

4

(︂
𝜙2 − ⟨𝜇2⟩

𝜎2

)︂2
. (107)

Звiдки випливає, що за вiдсутностi скалярного по-
ля (𝜙 = 0) 𝐸 = 𝐸0, а при

𝜙2 =
⟨𝜇2⟩
𝜎2

(108)

ефективна енергiя основного стану “нового” ваку-
уму набуває вигляду

𝐸 = 𝐸0 −
⟨𝜇2⟩2

4𝜎2
.

Як видно з (107), енергiя вакууму за наявностi ска-
лярного поля менша за енергiю первинного ваку-
уму i може дорiвнювати нулю за умови

𝐸0 =
⟨𝜇2⟩2

4𝜎2
.

З отриманих спiввiдношень випливає, що в си-
стемi може мати мiсце фазовий перехiд з форму-
ванням нового основного стану вакууму з енер-
гiєю (107), яка може дорiвнювати нулю за умо-
ви (108). При цьому скалярне поле може бути як
завгодно велике. Надалi скористаємося припущен-
ням про те, що як статистичний розподiл, так
i еволюцiя Всесвiту можуть бути описанi функ-
цiєю розподiлу, яка залежить лише вiд енергiї.
Приклад застосування цiєї iдеї для описання осо-
бливостей статистичного розподiлу було подано в
попередньому роздiлi. Щодо описання еволюцiї не-
рiвноважних розподiлiв (а Всесвiт є апрiорi нерiв-
новажним), то цiлком природним виглядає при-
пущення про еволюцiю системи в енергетичному
просторi як броунiвський рух системи у просто-
рi енергетичних станiв. На запитання, що ж мо-
же слугувати термостатом для Всесвiту, пiд впли-
вом взаємодiї з яким i генерується випадковий
рух системи, можна вiдповiсти, що таким тер-
мостатом є вакуум, в якому, як вже зазначало-
ся вище, мають мiсце флуктуацiї всiх фiзичних
полiв i якi взаємодiють з фундаментальним ска-
лярним полем i таким чином впливають навiть
на основний стан вакууму. Тобто, флуктуацiї фi-
зичних полiв (окрiм видiленого фундаментально-
го скалярного поля) i є тим самим випадковим
джерелом у ланжевенових рiвняннях. Це озна-
чає, що ми можемо використати в ролi основного
рiвняння для описання еволюцiї Всесвiту рiвнян-
ня Фоккера–Планка у формi Стратоновича (81).
Якщо при цьому припустити, що дисипативна
функцiя 𝑓(𝐸) нелiнiйно залежить вiд енергiї i в
системi можна реалiзувати iндукований шумом пе-
рехiд в новий стiйкiший стацiонарний стан, то за-
пропонований формалiзм цiлком можна застосува-
ти для описання формування Всесвiту. Для того,
щоб це зробити, нам потрiбно сформулювати рiв-
няння, яке описувало би дисипацiю енергiї системи
зi скалярним полем. В загальному виглядi можна
записати

𝑑𝐸

𝑑𝑡
=
𝑑𝐸

𝑑𝜙

𝑑𝜙

𝑑𝑡
, (109)

а динамiчне рiвняння для скалярного поля можна
записати в стандартнiй формi [54]:

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= −𝛾 𝑑𝐹 (𝜙)

𝑑𝜙
. (110)
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Тут 𝛾 – коефiцiєнт тертя, що описує дисипацiю
фундаментального скалярного поля, 𝐹 (𝜙) – вiльна
енергiя. З теорiї фазових переходiв для фундамен-
тального поля [42] вiдомо, що при нульовiй темпе-
ратурi 𝐹 (𝜙Θ) = 𝑉 (𝜙, 0) i рiвняння (110) набуває
вигляду, добре вiдомого зi стандартної космологiї.
Взявши

𝑑𝐸

𝑑𝜙
=
𝑑𝑉 (𝜙)

𝑑𝜙

отримаємо

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= −𝛾

(︂
𝑑𝑉 (𝜙)

𝑑𝜙

)︂2
, (111)

тобто ми отримали узагальнене рiвняння Ланже-
вена

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝑓(𝐸) (112)

з

𝑓(𝐸) = −𝛾
(︂
𝑑𝑉 (𝜙)

𝑑𝜙

)︂2
. (113)

У найпростiшому випадку

𝑉 (𝜙) = −1

2
𝜇2𝜙2

i

𝑓(𝐸) = −2𝛾𝜇2𝐸.

Взявши до уваги зроблене ранiше припущення про
те, що 𝜇2 = 𝜇2 + 𝜉, а також рiвняння Ланжевена
(112), приходимо до виразу 𝑔(𝐸) = 2𝛾𝐸, що поро-
джує такий стацiонарний розв’язок:

𝜌(𝐸, 𝑡) = 𝑁(𝛾𝐸)
− ⟨𝜇2⟩

𝛾𝜎2 +1
. (114)

Такий самий розв’язок випливає також з рiвняння
Фоккера–Планка [59]:

𝜌(𝐸, 𝑡) = 𝑁

(︂
𝐸

𝐸0

)︂− ⟨𝜇2⟩
𝛾𝜎2 +1

. (115)

З отриманих результатiв випливає, що одним з
можливих станiв Всесвiту є стан з iснуванням ска-
лярного параметра порядку i з можливiстю фор-
мування “бульбашки” нового стану, що має енер-
гiю 𝐸 = 𝐸0 − 𝜇4/4𝜎2. Ентропiя основного стану

з енергiєю вакууму 𝐸0 має мiнiмальну ентропiю i
бiльшає з утворенням бульбашки нової фази. Всi
космологiчнi моделi починаються з Великого Ви-
буху, який породжує нагрiтий Всесвiт. Наш пiд-
хiд може змiнити вiдправну точку. Ми можемо
починати розгляд з вакуумного стану з флукту-
ацiями полiв рiзної природи. На початку “часу”,
коли з’являється додаткове скалярне поле, бiль-
шає кiлькiсть можливих станiв i меншає енергiя
нового вакуумного стану за рахунок утворення
збiльшуваних бульбашок нового стану. Зокрема,
для критичної температури [42] Θ𝑐 = 2𝜇/𝜎, си-
метрiя в поведiнцi фундаментального скалярно-
го поля вiдновлюється, i ми маємо добре вiдо-
му поведiнку Всесвiту, але з принциповою рiзни-
цею. Початковий вакуум не повнiстю вiдновлений,
i ми можемо спостерiгати розширення Всесвiту
з прискоренням. Як зазначалося вище, це зале-
жить вiд дисперсiї флуктуацiй полiв рiзної при-
роди, але у разi формування “бульбашки” нової
фази не всi можливi флуктуацiї можуть вплива-
ти на процеси всерединi Всесвiту. Цей ефект вi-
домий як ефект флуктуацiйної конденсацiї [38].
У цьому випадку прискорення нiколи не припи-
няється. Для розрахунку перехiдних ймовiрностей
слiд розглянути взаємодiю з мультиплiкативним
шумом щодо можливих змiн як дисперсiї флукту-
ацiй, так i потенцiалу скалярного поля. При цьому
слiд враховувати нелiнiйнiсть потенцiалу скаляр-
ного поля i флуктуацiї поля рiзної природи. Та-
кi флуктуацiї можуть змiнювати мiнiмум потен-
цiалу i визначати альтернативний шлях формува-
ння Всесвiту. Наприклад, у цьому випадку стан
Всесвiту можна охарактеризувати як 𝜙 = 0, але
з ненульовою постiйною Габла. Отже, запропоно-
вано нову модель для опису нерiвноважного Все-
свiту, що дає можливiсть визначити новi стацiо-
нарнi стани.

10. Висновки

У багатьох випадках системи з далекосяжними
взаємодiями є нерiвноважними. Перед тим, як ре-
лаксувати до термодинамiчної рiвноваги, систе-
ми з далекосяжною взаємодiєю опиняються в не-
рiвноважних квазiстацiонарних станах, час жит-
тя яких розходиться з кiлькiстю частинок. От-
же, за умови термодинамiчної границi взаємодiй-
нi системи не можуть релаксувати до рiвноваги.
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Сучасний нерiвноважний статистичний опис роз-
глядає лише ймовiрнi структури в самоґравiтiв-
нiй системi, але не описує метастабiльних станiв
i нiчого не говорить про часовi шкали кiнети-
чної теорiї. Ми запропонували новий пiдхiд, що
використовує нерiвноважний статистичний опера-
тор з урахуванням неоднорiдних розподiлiв части-
нок i температури. Для знаходження домiнiвно-
го внеску у функцiю розподiлу використано ме-
тод сiдлової точки, що дає можливiсть отрима-
ти всi термодинамiчнi параметри системи, а вiд-
так пролити свiтло на проблему самоґравiтацiї з
неоднорiдними розподiлами частинок i темпера-
тури. Передбачено ймовiрнi особливостi поведiн-
ки самоґравiтiвної системи для рiзних умов. Ви-
значено рiвняння стану для самоґравiтiвної систе-
ми. Знайдено нову довжину статистичної неста-
бiльностi та параметри просторово-неоднорiдного
розподiлу частинок i температури для реальних
ґравiтiвних систем. Запропоновано пiдхiд, який
уможливлює кiлькiсно прогнозувати розподiл ча-
стинок у самоґравiтiвнiй системi. Вперше наве-
дено опис формування просторово неоднорiдних
розподiлiв частинок, що супроводжуються змiна-
ми температури. Статистичний опис системи за-
стосовано для трактування ґравiтацiйних части-
нок моделi у випадку довiльних, просторово нео-
днорiдних розподiлiв частинок. Починаючи iз за-
гальних початкових умов, система розвивається
до одного з багатьох макроскопiчно стацiонарних
станiв.

Таким чином ми можемо розв’язати складну
задачу статистичного опису систем з далекося-
жною взаємодiєю. Крiм того, цей метод може бу-
ти застосований i для подальшого розвитку фiзи-
ки самоґравiтiвних i подiбних систем, що перебу-
вають поза станом рiвноваги. Запропоновано пiд-
хiд до опису нерiвноважних станiв макроскопiчної
системи. На основi рiвняння Фоккера–Планка для
функцiї нерiвноважного розподiлу макроскопiчної
системи отримано стацiонарнi розв’язки. Запро-
понований пiдхiд враховує броунiвську динамiку
мiж рiзними станами системи, iндукованi дисипа-
цiєю енергiї та впливу навколишнього середови-
ща, якi залежать вiд енергiї системи. Показано,
що як стацiонарний стан, можна визначити рiв-
новажний стан системи, при якому енергетичний
обмiн мiж системою i середовищем є збалансова-
ним. Стан системи є результатом рiвноваги мiж

прямим впливом навколишнього середовища на
систему i процесом дисипацiї, викликаним взаємо-
дiєю з оточенням.

Ця робота виконана в рамках прiоритетної те-
ми Вiддiлення фiзики i астрономiї Нацiональ-
ної академiї наук України “Математичнi моделi
нерiвноважних процесiв в вiдкритих системах”
RN 0120U100857.
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STATISTICAL DESCRIPTION
OF NON-EQUILIBRIUM MANY-PARTICLE SYSTEMS

S u m m a r y

In most cases, the systems of interacting particles are non-

equilibrium. In this review, a new approach based on the ap-

plication of a non-equilibrium statistical operator is presented,

which allows the inhomogeneous distributions of the particles

and the temperature to be taken into account. The method

uses the saddle-point procedure to find dominant contribu-

tions to the partition function of the system and enables all

of its thermodynamic parameters to be determined. Probable

peculiarities in the behavior of the systems with interaction –

such as gravitational systems, systems with Coulombic repul-

sion, and so forth – under various thermodynamic conditions

are predicted. A new approach is proposed to describe non-

equilibrium systems in the energy space, which is an exten-

sion of the Gibbs approach to macroscopic systems under non-

equilibrium conditions. It allows the stationary states and the

dynamics of non-equilibrium systems to be described.
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