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ТОНКЕ СПIНЗАЛЕЖНЕ РОЗЩЕПЛЕННЯ
ЕЛЕКТРОННИХ ЗБУДЖЕНЬ ТА ЇХНЯ ДИСПЕРСIЯ
В ОДНОШАРОВОМУ ГРАФЕНI I ГРАФIТI 1

УДК 535.3; 530.1:512.54

Дослiджено дисперсiйнi залежностi електронних збуджень одношарового графену i
кристалiчного графiту iз врахуванням спiну електрона. Вперше визначено умови су-
мiсностi двозначних незвiдних проективних представлень, що характеризують симе-
трiю спiнорних збуджень у зазначених вище структурах, та розподiли спiнорних кван-
тових станiв за проективними класами та незвiдними проективними представлення-
ми для всiх точок високої симетрiї у вiдповiдних цим структурам зонах Брiллюена.
Встановлено принципове iснування спiнзалежних розщеплень енергетичних електрон-
них станiв, зокрема, розщеплень електронних 𝜋-зон в точках Дiрака, або їх принци-
пове об’єднання. Величина спiнзалежних розщеплень може бути значною, наприклад,
для халькогенiдiв перехiдних металiв такої самої просторової групи симетрiї, як у кри-
сталiчного графiту, але є невеликою для одношарового графену i кристалiчного графiту,
оскiльки вона зумовлена малою енергiєю спiн-орбiтальної взаємодiї для атомiв вуглецю
i, як наслiдок, є невеликою для всiх вуглецевих структур.
К люч о в i с л о в а: спiнорнi представлення груп симетрiї, фактор-системи, дисперсiя еле-
ментарних збуджень, графiт, графен.

1. Вступ
У роботi [1] для опису дисперсiї коливальних та без
врахування спiну електронних збуджень одноша-
рового графену та кристалiчного графiту, вперше,
визначено проективнi класи, стандартнi фактор-
системи та однозначнi (векторнi) та проективно
еквiвалентнi (𝑝-еквiвалентнi) їм незвiднi проектив-
нi представлення просторових груп симетрiї, за
якими цi збудження класифiкуються в точках ви-
сокої симетрiї зон Брiллюена цих структур. Визна-
чено також умови сумiсностi незвiдних пректив-
них представлень рiзних проективних класiв, що
вiдповiдають системi пiдпорядкування просторо-
вих груп симетрiї та груп хвильових векторiв з
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k ̸= 0 з реалiзацiєю можливих для цих груп прое-
ктивних класiв.

Врахування спiну електрона для електронних 𝜋-
зон в одношаровому графенi i кристалiчному гра-
фiтi, яке проведено в роботi [2], приводить до по-
двоєння кiлькостi енергетичних електронних ста-
нiв та нової їх класифiкацiї вже за двозначними
(спiнорними) незвiдними проективними представ-
леннями в новiй системi проективних класiв. При
цьому однозначнiсть у пiдпорядкуваннi просторо-
вих груп симетрiї для рiзних точок високої си-
метрiї в k-просторi зберiгається, але виникає мо-

1 Ця стаття написана за матерiалами, що були представ-
ленi на ХХIV Мiжнароднiй Школi-семiнарi iменi Галини
Пучковської “Спектроскопiя молекул i кристалiв” (25–30
серпня 2019 р., Одеса, Україна).
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жливiсть реалiзацiї спiнзалежних розщеплень, або
принципових об’єднань енергетичних станiв еле-
ктронних збуджень та прояву цих розщеплень (об’-
єднань) у тонкiй структурi електронних збуджень
в кристалiчних системах з малою енергiєю спiн-
орбiтальної взаємодiї, тобто, наприклад, у вугле-
цевих структурах, де енергiя спiн-орбiтальної вза-
ємодiї становить лише ∼1,0–1,5 меВ [3].

Зваживши на те, що основою електронних “ске-
летiв”, зокрема, гексагонального нiтриду бора (ℎ-
BN або 𝛾-BN) i гексагональних полiтипiв 2H𝑎 i 2H𝑐

дихалькогенiдiв перехiдних металiв (MoS2, MoSe2,
WS2, WSe2, TeS2, TeSe2) також є 𝑠𝑝2-гiбридизацiя
електронних станiв i симетрiя їх кристалiчних ґра-
ток також, як i у кристалiчному графiтi описує-
ться просторовою групою 𝑃63/𝑚𝑚𝑐 (𝐷

4
6ℎ), а енер-

гiї їх спiн-орбiтальних взаємодiй для вiдповiдних
𝜋-зон значно бiльшi, нiж для вуглецевих 𝜋-зон,
ми вирiшили детальнiше розглянути якiсний ха-
рактер впливу електронного спiну на структуру
електронних 𝜋-зон i дисперсiю 𝜋-електронних ста-
нiв графiту та iнших сполук, що кристалiзуються
в ґратках цiєї просторової симетрiї.

2. Симетрiйнi основи визначення
якiсного характеру впливу електронного
спiну на структуру енергетичних спектрiв
електронних збуджень та їхньої дисперсiї
в кристалiчному графiтi 𝛾-𝐶
i одношаровому графенi 𝐶𝐿,1

З електронних збуджень для рiзних точок високої
симетрiї у вiдповiдних зонах Брiллюена, що пред-
ставленi у роботах [1, 2], i в кристалiчному графiтi
𝛾-𝐶, i в одношаровому графенi 𝐶𝐿,1 ми розгляда-
ємо тiльки збудження електронних 𝜋-зон, хвильо-
вi функцiї яких ортогональнi хвильовим функцiям
𝑠𝑝2-гiбридизованих 𝜎-зон (𝑠𝑝2-гiбридизованих зон
𝜎-електронiв).

Для визначення характерiв проективних пред-
ставлень 𝐷𝜋, що описують симетрiю електронних
станiв без врахування спiну електрона у точцi
𝐷 вiдповiдної зони Брiллюена, нами використа-
но формули (1)–(18) [1], а для знаходження хара-
ктерiв проективних представлень 𝐷′

𝜋, якi визна-
чають симетрiю електронних станiв iз врахуван-
ням спiну електрона – формули (2)–(8) [2]. Нале-
жнiсть проективних представлень груп хвильового
вектора просторових груп симетрiї 𝑖-му проектив-
ному класу 𝐾𝑖 визначалась побудовою фактор-

систем 𝜔(𝑟2, 𝑟1) та їх зведенням за допомогою фун-
кцiй на групах – коефiцiєнтiв 𝑢(𝑟) до стандартного
вигляду.

В данiй роботi для визначення вiдповiдностi мiж
проективними представленнями 𝐷𝜋 i 𝐷′

𝜋, що хара-
ктеризують симетрiю електронних станiв без вра-
хування спiну електрона i представлень з його вра-
хуванням, вiдповiдно, для кожної групи хвильо-
вого вектора просторових груп симетрiї кристалi-
чного графiту i одношарового графену ми будемо
додатково використовувати спiввiдношення

𝐷′
𝜋 = 𝐷𝜋 ×𝐷+

1/2, (1)

де 𝐷+
1/2 – парне двовимiрне (спiнорне) проектив-

не представлення групи обертань для квантового
числа повного моменту електрона 𝑗 = 1/2, хара-
ктери для повороту на кут 𝜑 якого визначаються
за формулою [2]

𝜒𝑗(𝑐𝜑) =
sin[(𝑗 + 1/2)𝜑]

sin(𝜑/2)
. (2)

Так, у точках 𝛤 зон Брiллюена кристалiчно-
го графiту (просторова група симетрiї 𝑃63/𝑚𝑚𝑐
(𝐷4

6ℎ) i одношарового графену (диперiодична про-
сторова група симетрiї 𝑃6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷𝐺80)) [4], гра-
фiк якої збiгається з графiком триперiодичної про-
сторової групи симетрiї 𝑃6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷1

6ℎ)) точковi
групи симетрiї еквiвалентних напрямкiв однаковi –
це групи 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ), якi спiвпадають з групами
кристалiчного i макромолекулярного класiв, вiд-
повiдно.

Симетрiя валентної зони (𝜋-зони) одношарового
графену 𝐶𝐿,1 в центрi його зони Брiллюена, в точцi
𝛤 , для електронних станiв без врахування спiну
електрона визначається представленням 𝛤−

3 (𝐴−
3 )

точкової групи 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ) (найвища за енер-
гiєю зв’язуюча 𝜋-орбiталь з 𝜓𝑣(r) = 1√

2
[𝜑1(r)+

+𝜑2(r)]), а зони провiдностi (𝜋*-зони) (антизв’я-
зуюча 𝜋*-орбiталь з 𝜓𝑐(r) = 1√

2
[𝜑1(r) − 𝜑2(r)]) –

представленням 𝛤+
2 (𝐴+

2 ), де 𝜑1(r) i 𝜑2(r) – атомнi
𝜋-орбiталi першого i другого кристалографiчно не-
еквiвалентних атомiв 𝐶, що формують елементар-
ну комiрку одношарового графену. Використовую-
чи метод лiнiйних комбiнацiй атомних орбiт (метод
ЛКАО), легко визначити, що найвища валентна
зона в точцi 𝛤 у кристалiчному графiтi 𝛾-𝐶 (без
врахування спiну електрона) також, як i у одно-
шаровому графенi 𝐶𝐿,1, має симетрiю 𝛤−

3 (𝐴−
3 ), а
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Таблиця 1. Характери одноозначних незвiдних представлень (𝛤
(0)
2 )+ (𝛤

+
2 ) i (𝛤

(0)
3 )−(𝛤

−
3 )

(проективний клас 𝐾0), спiнорного представлення 𝐷
+
1/2

(проективний клас 𝐾1) i добуткiв

проективних представлень (𝛤
(0)
2 )+ ⊗ 𝐷

+
1/2

i (𝛤
(0)
3 )− ⊗ 𝐷

+
1/2

(проективний клас 𝐾1) групи 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ)

Проек-
тивний
клас

Позначення незвiдного
проективного
представлення

6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ)

𝑒 𝑐3 𝑐23 3𝑢2 𝑐2 𝑐56 𝑐6 3𝑢′
2 𝑖 𝑖𝑐3 𝑖𝑐23 3𝑖𝑢2 𝑖𝑐2 𝑖𝑐56 𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′

2

𝐾0 (𝛤
(0)
2 )+ 𝛤+

2 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

(𝛤
(0)
3 )− 𝛤−

3 1 1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1

𝐾1 𝐷+
1/2

2 1 −1 0 0 −
√
3

√
3 0 2 1 −1 0 0 −

√
3

√
3 0

(𝛤
(0)
2 )+ ⊗𝐷+

1/2
= ((𝛤 ′)

(1)
1 )+

(𝛤+
2 ⊗𝐷+

1/2
= 𝛤+

7 )
2 1 −1 0 0

√
3 −

√
3 0 2 1 −1 0 0

√
3 −

√
3 0

(𝛤
(0)
3 )− ⊗𝐷+

1/2
= ((𝛤 ′)

(1)
2 )−

(𝛤−
3 ⊗𝐷+

1/2
= 𝛤−

8 )
2 1 −1 0 0 −

√
3

√
3 0 −2 −1 1 0 0

√
3 −

√
3 0

нижча вiд неї за енергiєю 𝜋-зона має симетрiю
𝛤+
2 (𝐴+

2 ). Нижча за енергiєю 𝜋*-зона провiдностi
в кристалiчному графiтi (без врахування спiну),
знову, як i в одношаровому графенi, має симетрiю
𝛤+
2 (𝐴+

2 ), а вища вiд неї за енергiєю 𝜋*-зона провiд-
ностi має симетрiю 𝛤−

3 (𝐴−
3 ).

З табл. 1 (з врахуванням табл. 4 [1] i табл. 1 [2])
легко бачити, що при врахуваннi спiну електрона,
як у одношаровому графенi, так i у кристалiчному
графiтi, безспiнова орбiталь 𝛤+

2 проективного кла-
су 𝐾0 (в наших позначеннях (𝛤

(0)
2 )+ переходить в

спiнову (спiнорну) орбiталь 𝛤+
7 проективного кла-

су 𝐾1 (в наших позначеннях ((𝛤 ′)
(1)
1 )+), а безспi-

нова орбiталь 𝛤−
3 проективного класу 𝐾0 (в наших

позначеннях (𝛤
(0)
3 )−) переходить в спiнову (спiнор-

ну) орбiталь 𝛤−
8 проективного класу 𝐾1 (в наших

позначеннях ((𝛤 ′)
(1)
2 )−).

Встановимо спочатку спiввiдношення сумiсно-
стi незвiдних проективних представлень для еле-
ктронних збуджень без врахування i з врахуван-
ням спiну електрона для кристалiчного графiту
вздовж лiнiї 𝛤 −Δ−𝐴 його зони Брiллюена [1].

2.1. Точка Δ

Фактор-група групи хвильового вектора за нескiн-
ченною iнварiантною пiдгрупою трансляцiй в то-
чцi Δ зони Брiллюена кристалiчного графiту 𝛾-𝐶
iзоморфна точковiй групi 6𝑚𝑚 (𝐶6𝑣), яка є гру-

пою симетрiї еквiвалентних напрямiв в цiй точцi.
Зiрка хвильового вектора в точцi Δ мiстить два
променi – два вектори, направленi вздовж осi k𝑧

(kΔ)1 = −k𝑧 i (kΔ)2 = k𝑧 (0 < |k𝑧| < |b1|/2).
Легко бачити, що всi значення розрахованої

за формулою (8) [1] фактор-системи 𝜔1,Δ(𝑟2, 𝑟1),
котра визначається симетрiйними властивостями
просторової групи кристала, дорiвнюють “+1”. Це
означає, що 𝜔1,Δ(𝑟2, 𝑟1) = 𝜔′

(0)(𝑟2, 𝑟1), тобто, фак-
тор-система 𝜔1,Δ(𝑟2, 𝑟1) є стандартною фактор-
системою проективного класу 𝐾0 i всi однозна-
чнi представлення групи 6𝑚𝑚 (𝐶6𝑣) в точцi Δ
спiвпадають з векторними. Перетворення спiно-
рiв – хвильових функцiй станiв з напiвцiлим спi-
ном характеризуються двозначними представлен-
нями, якi повиннi бути проективними представ-
леннями звичайної групи симетрiї [1]. Структу-
ру двозначних представлень визначають фактор-
системи 𝜔2(𝑟2, 𝑟1), що вiдображають симетрiйнi пе-
ретворення спiнорiв, а точнiше, описують перетво-
рення їх спiнових змiнних.

Методика побудови фактор-систем 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) i
методика зведення її до стандартного вигляду
𝜔′
2(𝑟2, 𝑟1) детально описанi в роздiлi 5 роботи [1].

Побудована за цiєю методикою фактор-система
𝜔2(𝑟2, 𝑟1) для точкової групи 6𝑚𝑚 (𝐶6𝑣) пред-
ставлена в табл. 2, а. Для побудови цiєї фактор-
системи було вибрано твiрнi елементи 𝑎 = 𝑐3,
𝑏 = 𝑖(𝑢2)1 i 𝑐 = 𝑐2, що задовольняють визначаючi
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Таблиця 2. Фактор-системи 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) для точки Δ кристала
графiту (просторова група симетрiї 𝑃63/𝑚𝑚𝑐 (𝐷4

6ℎ), точкова – 6𝑚𝑚 (𝐶6𝑣)) (a) та стандартна
фактор-система 𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1), що вiдповiдає стандартному вигляду фактор-системи 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) (б)

a

б
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Таблиця 3. Характери незвiдних представлень подвiйної групи (6𝑚𝑚)′ (𝐶′
6𝜐)

(6𝑚𝑚)′(𝐶′
6𝜐) 𝑒 𝑞

𝑐3,
𝑞𝑐23

𝑐23,
𝑞𝑐3

3𝑖𝑢2,
3𝑞𝑖𝑢2

𝑐2,
𝑞𝑐2

𝑐56,
𝑞𝑐6

𝑐6,
𝑞𝑐56

3𝑖𝑢′
2,

3𝑞𝑖𝑢′
2

Γ1 𝐴1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Γ2 𝐴2 1 1 1 1 1 –1 –1 –1 –1
Γ3 𝐴3 1 1 1 1 –1 1 1 1 –1
Γ4 𝐴4 1 1 1 1 –1 –1 –1 –1 1
Γ5 𝐸1 2 2 –1 –1 0 2 –1 –1 0
Γ6 𝐸2 2 2 –1 –1 0 –2 1 1 0
Γ7 𝐸′

1 2 –2 1 –1 0 0
√
3 −

√
3 0

Γ8 𝐸′
2 2 –2 1 –1 0 0

√
3 −

√
3 0

Γ9 𝐸′
3 2 –2 –2 2 0 0 0 0 0

Таблиця 4. Характери однозначних та двозначних незвiдних представлень точки Δ

Проек-
тивний
клас

Позначення незвiдного
проективного
представлення

6𝑚𝑚 (𝐶6𝑣)

𝑒 𝑐3 𝑐23 3𝑖𝑢2 𝑐2 𝑐56 𝑐6 3𝑖𝑢′
2

𝐾0 Δ
(0)
1 Δ1 1 1 1 1 𝜂k 𝜂k 𝜂k 𝜂k

Δ
(0)
2 Δ2 1 1 1 −1 𝜂k 𝜂k 𝜂k −𝜂k

Δ
(0)
3 Δ3 1 1 1 −1 −𝜂k −𝜂k −𝜂k 𝜂k

Δ
(0)
4 Δ4 1 1 1 1 −𝜂k −𝜂k −𝜂k −𝜂k

Δ
(0)
5 Δ5 2 −1 −1 0 2𝜂k −𝜂k −𝜂k 0

Δ
(0)
6 Δ6 2 −1 −1 0 −2𝜂k 𝜂k 𝜂k 0

𝐾1 (Δ′)
(1)
1 Δ7(𝐸′

1) 2 1 −1 0 0
√
3𝜂k −

√
3𝜂k 0

(Δ′)
(1)
2 Δ8(𝐸′

2) 2 1 −1 0 0 −
√
3𝜂k

√
3𝜂k 0

(Δ′)
(1)
3 Δ9(𝐸′

3) 2 −2 2 0 0 0 0 0

𝜂k = 𝑒−ka1/2 = 𝑒−𝑖(kΔ)1a1/2 = 𝑒−𝑖(−k𝑧)a1/2.

спiввiдношення для подвiйної групи (6𝑚𝑚)′ (𝐶 ′
6𝑣):

𝑎6 = 𝑒, 𝑏4 = 𝑒, 𝑐4 = 𝑒, 𝑎𝑏 = 𝑞𝑏𝑎2, 𝑎𝑐 = 𝑐𝑎, 𝑏𝑐 = 𝑞𝑐𝑏.
Зведену до стандартного вигляду цю фактор-

систему – фактор-систему 𝜔′
2(𝑟2, 𝑟1) зображено

в табл. 2, б. В нижнiй частинi табл. 2, а на-
ведено значення коефiцiєнтiв 𝑢2(𝑟), за допомо-
гою яких фактор-система 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) точкової групи
6𝑚𝑚 (𝐶6𝑣) зводиться до її стандартного вигляду
𝜔′
2(𝑟2, 𝑟1).
В табл. 3 зображенi незвiднi представлення по-

двiйної групи (6𝑚𝑚)′ (𝐶 ′
6𝑣), де представлення,

що є додатковими до незвiдних представлень зви-
чайної групи 6𝑚𝑚 (𝐶6𝑣), є для останньої про-
ективними i такими, що належать проективно-
му класу 𝐾1. Це доводить, що фактор-система

𝜔′
2(𝑟2, 𝑟1) дiйсно є стандартною фактор-системою

проективного класу 𝐾1 групи 6𝑚𝑚 (𝐶6𝑣), тобто,
𝜔′
2(𝑟2, 𝑟1) = 𝜔′

(1)(𝑟2, 𝑟1), де в символi стандартної
фактор-системи цифрою в його нижньому iндексi
в круглих дужках позначений її проективний клас.
В наведенiй табл. 2, б використана додаткова роз-
бивка елементiв симетрiї групи 6𝑚𝑚 (𝐶6𝑣) на бло-
ки а i b по горизонталi та блоки 𝑎(𝑎1, 𝑎2) i 𝑏(𝑏1, 𝑏2)
по вертикалi. В табл. 2, б суцiльними лiнiями ви-
дiленi контури блокiв для коефiцiєнтiв, що мають
значення “−1”.

Характери незвiдних представлень проективних
класiв 𝐾0 (звичайних однозначних або векторних)
i 𝐾1 (двозначних проективних або спiнорних) для
точки Δ наведенi в табл. 4. Додаткове виродження
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Таблиця 5. Розрахунок спiввiдношень сумiсностi для електронних станiв без врахування
спiну електрона i з його врахуванням в точках 𝛤 i 𝐴 зони Брiллюена кристалiчного графiту 𝛾-𝐶

Позначення незвiдного
проективного
представлення

6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ)

𝑒 𝑐3 𝑐23 3𝑢2 𝑐2 𝑐56 𝑐6 3𝑢′
2 𝑖 𝑖𝑐3 𝑖𝑐23 3𝑖𝑢2 𝑖𝑐2 𝑖𝑐56 𝑖𝑐6 3𝑖𝑢′

2

𝛤eq 4 4 4 0 0 0 0 4 0 0 0 4 4 4 4 0

𝐴eq 4 4 4 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0

𝛤+
2 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

𝑢1,𝐴(𝑟) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

𝑢1,𝐴(𝑟)𝛤+
2 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 1 1 1 1

𝛤−
3 1 1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1

𝑢1,𝐴(𝑟)𝛤−
3 1 1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 −1

(𝛤+
2 + 𝛤−

3 ) 2 2 2 0 0 0 0 −2 0 0 0 2 −2 −2 −2 0

𝑢1,𝐴(𝑟)(𝛤+
2 + 𝛤−

3 ) 2 2 2 0 0 0 0 −2 0 0 0 2 2 2 2 0

𝐴
(5)
1 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0

2𝐴
(5)
1 4 4 4 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0

((𝛤 ′)
(1)
2 )+ (𝛤+

7 ) 2 1 −1 0 0
√
3 −

√
3 0 2 1 −1 0 0

√
3 −

√
3 0

((𝛤 ′)
(1)
3 )− (𝛤−

8 ) 2 1 −1 0 0 −
√
3

√
3 0 −2 −1 1 0 0

√
3 −

√
3 0

(((𝛤 ′)
(1)
1 )+ + ((𝛤 ′)

(1)
2 )−) 4 2 −2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2

√
3 −2

√
3 0

𝑢1,𝐴(𝑟)(((𝛤 ′)
(1)
1 )+ + ((𝛤 ′)

(1)
2 )−) 4 2 −2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −2

√
3 2

√
3 0

2(𝐴′)
(4)
3 8 4 −4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

станiв при врахуваннi їх iнварiантностi до iнверсiї
часу в точцi Δ вiдсутнє.

Сумiснiсть незвiдних проективних представлень
для рiзних точок зони Брiллюена кристалiчних
структур певної просторової групи симетрiї вста-
новлюється за представленнями еквiвалентностi
атомiв в цих точках2.

Знайдемо спiввiдношення сумiсностi мiж про-
ективними представленнями, що характеризують
симетрiю електронних 𝜋-зон без врахування спiну
i з його врахуванням для кристалiчного графiту
мiж точками 𝛤 i 𝐴 його зони Брiллюена.

В роботi [1] показано, що стандартна фактор-
система для коливальних i електронних станiв
без врахування спiну електрона для кристалi-
чного графiту 𝛾-𝐶 (просторова група симетрiї
𝑃63/𝑚𝑚𝑐 (𝐷4

6ℎ), точкова група симетрiї еквiва-
лентних напрямкiв – група кристалiчного класу
6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ)) в точцi 𝐴 його зони Брiллюена

2 Зрозумiло, що це справедливо для орбiталей однакової
просторової симетрiї.

належить проективному класу 𝐾5, а стандартна
фактор-система для електронних станiв з враху-
ванням спiну електрона – проективному класу 𝐾4.
Це означає, що представлення проективного класу
𝐾0 для електронних станiв без врахування спiну
електрона в точцi 𝛤 переходять в представлення
проективного класу 𝐾5 в точцi 𝐴, а представлен-
ня проективного класу 𝐾1 для електронних ста-
нiв з врахуванням спiну електрона в точцi 𝛤 [1] –
в представлення проективного класу 𝐾4 в точцi
𝐴. За якими саме проективними представлення-
ми в точцi 𝐴 будуть перетворюватись коливальнi
або електроннi стани без врахування спiну чи з цi-
лим спiном i електроннi стани з врахуванням спiну
електрона – стани з напiвцiлим спiном, тобто, умо-
ви сумiсностi звичайних та проективних представ-
лень точки Γ i проективних представлень точки
𝐴 визначається за допомогою представлень еквi-
валентностi атомiв в точках Γ i 𝐴.

В табл. 5 наведенi характери представлень еквi-
валентностi в точках 𝛤 i 𝐴 зони Брiллюена криста-
лiчного графiту 𝛾-𝐶, точковi групи симетрiї еквi-
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валентних напрямкiв в яких характеризуються
однаковими точковими групами 6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷6ℎ)
(взято з роботи [1]).

З табл. 5 неважко бачити, що однаковi хара-
ктери проективних представлень еквiвалентностi
в точках 𝛤 i 𝐴 зони Брiллюена кристалiчного гра-
фiту мають тiльки елементи 𝑒, 𝑐3, 𝑐23 i 3𝑖𝑢2. При
цьому симетрiя електронних 𝜋- i 𝜋*-орбiталей без
врахування спiну електрона в точцi 𝛤 характери-
зується одновимiрними представленнями, а в то-
чцi 𝐴 – двовимiрними проективними представле-
ннями. Це означає, що невиродженi в точцi 𝛤 ва-
лентнi електроннi 𝜋-зони (зони 𝛤−

3 i 𝛤+
2 ) i невиро-

дженi 𝜋*-зони провiдностi (також зони 𝛤+
2 i 𝛤−

3 ) в
точцi 𝐴 об’єднуються попарно в двократно виро-
дженi електроннi зони, симетрiя яких характери-
зується проективними представленнями з характе-
рами, що визначаються сумами характерiв пред-
ставлень для елементiв зi спiльними вiдмiнними
вiд нуля однаковими характерами в представлен-
нях еквiвалентностi для точок 𝛤 i 𝐴.

З табл. 5 (iз врахуванням табл. 9 [1]) легко ба-
чити, що невиродженi орбiталi валентних 𝜋-зон без
врахування спiну електрона в точцi 𝛤 𝛤−

3 i 𝛤+
2 про-

ективного класу 𝐾0, а також невиродженi орбiталi
𝜋*-зон провiдностi 𝛤+

2 i 𝛤−
3 , попарно об’єднуються

в двократно виродженi орбiталi симетрiї 𝐴(5)
1 про-

ективного класу 𝐾5.
В табл. 5 також наведенi характери проектив-

них представлень двократно вироджених спiнових
(спiнорних) орбiталей з врахуванням спiну еле-
ктрона в точцi 𝛤 – орбiталей ((𝛤 ′)

(1)
1 )+ ≡ 𝛤+

7

i ((𝛤 ′)
(1)
2 )− ≡ 𝛤−

8 , симетрiя яких характеризує-
ться проективними представленнями проективно-
го класу 𝐾1. Стандартна фактор-система для спi-
норних станiв в точцi 𝐴 є стандартною фактор-
системою проективного класу 𝐾4, всi проективнi
представлення в якому чотиривимiрнi. Тобто, вка-
занi вище двократно виродженi спiнорнi орбiталi
в точцi 𝐴 також повиннi об’єднуватись в чотири-
кратно виродженi. За вищевикладеною процеду-
рою знаходження характерiв проективних пред-
ставлень двократно вироджених орбiталей за до-
помогою характерiв представлень еквiвалентно-
стi в точках 𝛤 i 𝐴 неважко знайти характе-
ри цих чотирикратно вироджених орбiталей –
це, як представлено в табл. 5, характери чоти-
ривимiрного спiнорного проективного представле-

ння (𝐴′)
(4)
3 (взято з робiт [1, 2]) проективного

класу 𝐾4.
Аналогiчним шляхом можна послiдовно обчи-

слити спiввiдношення сумiсностi незвiдних прое-
ктивних представлень не вiдразу вiд точки 𝛤 до
точки 𝐴 зони Брiллюена кристалiчного графiту 𝛾-
𝐶, а послiдовно – вiд точки 𝛤 до промiжної точки
Δ, а потiм вiд точки Δ до точки 𝐴. В табл. 6 для
такого розрахунку наведено значення характерiв
представлення еквiвалентних атомiв в точцi Δ –
представлення Δeq, принагiдно, представлень Δr

i Δvib для розрахунку коливальних станiв в точцi
Δ, представлень Δ𝑧, Δ𝜋, 𝐷+

1/2 Δ′
𝑧 i Δ′

𝜋, а на рис. 1
зображено дiаграму, що визначає сумiснiсть незвi-
дних проективних представлень просторової групи
𝑃63/𝑚𝑚𝑐 (𝐷

4
6ℎ) в напрямку 𝛤 −𝐴 вiдповiдної цiй

групi зони Брiллюена.
На рис. 2 схематично зображено дисперсiю енер-

гетичних електронних 𝜋- i 𝜋*-зон без врахування
спiну електрона (a) i з його врахуванням (б), вiд-
повiдно, в зонi Брiллюена кристалiчного графiту
𝛾-𝐶 вздовж лiнiї 𝛤 −Δ−𝐴.

Як можна бачити з рис. 2 i з проведеного де-
тального теоретико-групового розгляду, спiнзале-
жних розщеплень електронних збуджень в цьо-
му напрямку – найбiльш симетричному напрям-
ку вздовж осi 𝑘𝑧 зони Брiллюена, для кристалi-
чного графiту не очiкується. З врахуванням спi-
ну електрона в напрямку 𝛤 − Δ − 𝐴 для кожної
точки зростає вдвiчi тiльки кратнiсть виродження

Таблиця 6. Розрахунок характерiв
проективних представлень без врахування спiну
електрона i з його врахуванням в точцi 𝛥 зони
Брiллюена кристалiчного графiту 𝛾-𝐶

Позначення
незвiдного

проективного
представлення

6𝑚𝑚 (𝐶6𝑣)

𝑒 𝑐3 𝑐23 3𝑖𝑢2 𝑐2 𝑐56 𝑐6 3𝑖𝑢′
2

Δeq 4 4 4 4 0 0 0 0

Δr 3 0 0 1 −1 2 2 1

Δvib 12 0 0 4 0 0 0 0

Δ𝑧 1 1 1 1 1 1 1 1

Δ𝜋 4 4 4 4 0 0 0 0

𝐷+
1/2

2 1 −1 0 0 −
√
3

√
3 0

Δ′
𝑧 2 1 −1 0 0 −

√
3

√
3 0

Δ′
𝜋 = Δeq ⊗Δ′

𝑧 8 4 −4 0 0 0 0 0
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Рис. 1. Дiаграма сумiсностi незвiдних проективних пред-
ставлень групи 𝑃63/𝑚𝑚𝑐 (𝐷4

6ℎ) в зонi Брiллюена кристалi-
чного графiту 𝛾-𝐶 вздовж лiнiї 𝛤 −Δ−𝐴

електронних станiв, яка припустима для представ-
лень цiєї точки.

На рис. 3 якiсно представлена енергетична дис-
персiя електронних збуджень для лiнiї 𝐾 − 𝑃 −𝐻
зони Брiллюена кристалiчного графiту без враху-
вання спiну електрона (a) i з врахуванням спiну
електрона (б) (взято з роботи [2]).

Як видно з рис. 3, вздовж лiнiї 𝐾 − 𝑃 − 𝐻 зо-
ни Брiллюена кристалiчного графiту 𝛾-𝐶 виникає
цiла низка спiнзалежних розщеплень, причини ви-
никнення яких детально обґрунтованi в [3] за до-
помогою теоретико-групових методiв, заснованих
на розглядi проективних представлень просторо-
вих груп симетрiї. Для цих представлень за впер-
ше проведеною побудовою фактор-систем визначе-
нi їх проективнi класи. Енергiї спiнзалежних роз-
щеплень визначаються енергiєю спiн-орбiтальної
взаємодiї, що для атомiв вуглецю є малою i оцi-
нюється лише в 1,0–1,5 меВ [3]. Внаслiдок цьо-
го для зображення спiнзалежних розщеплень, якi
є принциповими розщепленнями для визначення
тонкої енергетичної структури електронних ста-
нiв, на кривих дисперсiї на рис. 3 енергiї спiнза-
лежних розщеплень збiльшено у 103 разiв.

2.2. Точка 𝑈
На рис. 4 зображена дисперсiя електронних збу-
джень вздовж линiї 𝑀 − 𝑈 − 𝐿 зони Брiллюена
кристалiчного графiту без врахування спiну еле-
ктрона (а) i з врахуванням спiну електрона (б),
що вiдповiдає кiлькiсним розрахункам [5, 6].

Умови сумiсностi незвiдних представлень в то-
чках 𝛤 i 𝑀 зон Брiллюена для кристалiчного гра-
фiту i одношарового графену тривiальнi. Пред-
ставлення орбiталей (𝛤

(0)
2 )+(𝛤+

2 ) i (𝛤
(0)
3 )−(𝛤−

3 )
для точок 𝛤 вiдповiдних зон Брiллюена i в
кристалiчному графiтi, i в одношаровому гра-
фенi без врахування спiну електрона перехо-
дять в точках 𝑀 iз збереженням парностi в
представлення (𝑀

(0)
2 )+(𝑀+

2 ) i (𝑀
(0)
3 )−(𝑀−

3 ), вiд-
повiдно, а представлення спiнових 𝜋-орбiталей
((𝛤 ′)

(0)
1 )+(𝛤+

7 ) i ((𝛤 ′)−2 (𝛤
−
8 ) в точках 𝛤 переходять,

вiдповiдно, в представлення спiнових 𝜋-орбiталей
((𝑀 ′)(1))+(𝑀+

5 ) i ((𝑀 ′)(1))−(𝑀−
5 ) в точках 𝑀 (взя-

то з роботи [2]).
В точцi 𝑈 зони Брiллюена кристалiчного гра-

фiту 𝛾-𝐶 фактор-група групи хвильового вектора
за iнварiантною пiдгрупою трансляцiй iзоморфна
точковiй групi симетрiї 𝑚𝑚 (𝐶2𝑣), яка для точки
𝑈 є точковою групою симетрiї еквiвалентних на-
прямкiв. Зiрка хвильового вектора в точцi 𝑈 для
кристалiчного графiту 𝛾-𝐶 мiстить шiсть проме-
нiв: (k𝑈 )1 = −k𝑧 − (1/2)b3, (k𝑈 )2 = −k𝑧 +(1/2)b2,
(k𝑈 )3 = −k𝑧−(1/2)(b2−b3), (k𝑈 )4 = k𝑧−(1/2)b3,
(k𝑈 )5 = k𝑧 + (1/2)b2 i (k𝑈 )6 = k𝑧 − (1/2)(b2 −b3),
(0 < |k𝑧| < |b1|/2).

З шести променiв зiрки хвильового вектора то-
чки 𝑈 для зони Брiллюена кристалiчного графi-
ту розглянемо промiнь (k𝑈 )1 (промiнь точки 𝑈1),
для якого елементами симетрiї, що переводять
цей промiнь в еквiвалентний, утворюючи точко-
ву групу симетрiї 𝑚𝑚 (𝐶2𝑣), є елементи 𝑒, 𝑖(𝑢2)1,
𝑐2 та 𝑖(𝑢′2)1. У ролi твiрних елементiв цiєї групи
𝑚𝑚 (𝐶2𝑣) виберемо елементи 𝑎 = 𝑖(𝑢2)1 ((𝜎𝑣)1)
i 𝑏 = 𝑐2. При такому виборi твiрних елементiв
враховується принцип композицiї, вiдповiдно до
якого група 𝑚𝑚 (𝐶2𝑣) може бути представлена
як прямий добуток груп 𝑚𝑚 = 𝑚 ⊗ 2 (𝐶2𝑣 =
= 𝐶𝑠 ⊗ 𝐶2).

Скориставшись визначаючими спiввiдношення-
ми для групи 𝑚𝑚 (𝐶2𝑣), обчислимо всi значення
фактор-системи 𝜔2(𝑟2, 𝑟1). Зрозумiло, що за визна-
чаючi спiввiдношення при цьому повиннi бути взя-
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Рис. 2. Дисперсiя енергетичних електронних 𝜋- i 𝜋*-зон в зонi Брiллюена криста-
лiчного графiту 𝛾-𝐶 вздовж лiнiї 𝛤 − Δ − 𝐴 без врахування спiну електрона (a) i з
врахуванням спiну електрона (б)

Рис. 3. Дисперсiя енергетичних електронних 𝜋- i 𝜋*-зон в зонi Брiллюена криста-
лiчного графiту 𝛾-𝐶 вздовж лiнiї 𝐾 − 𝑃 −𝐻 без врахування спiну електрона (a) i з
врахуванням спiну електрона (б)

тi визначаючi спiввiдношення для подвiйної групи
(𝑚𝑚)′ (𝐶 ′

2𝑣): 𝑎4 = 𝑒, 𝑏4 = 𝑒, 𝑎𝑏 = 𝑞𝑏𝑎.
Розрахована за детально описаною в роботi [1]

методикою фактор-система 𝜔2(𝑟2, 𝑟1), що описує

перетворення спiнових змiнних у точковiй гру-
пi симетрiї 𝑚𝑚 (𝐶2𝑣), наведена в табл. 7, a. Ця
фактор-система вiдноситься до проективного кла-
су 𝐾1, оскiльки для неї 𝛼 = −1, 𝛽 = 1 i 𝛾 = 1
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Рис. 4. Дисперсiя енергетичних електронних 𝜋- i 𝜋*-зон в зонi Брiллюена криста-
лiчного графiту 𝛾-𝐶 вздовж лiнiї 𝑀 − 𝑈 − 𝐿 без врахування спiну електрона (a) i з
врахуванням спiну електрона (б)

Таблиця 7. Фактор-системи 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) для точки 𝑈 кристала графiту
(просторова група симетрiї 𝑃63/𝑚𝑚𝑐 (𝐷4

6ℎ), точкова – 6𝑚𝑚 (𝐶2𝑣)) (a)
та стандартна фактор-система 𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1), що вiдповiдає
стандартному вигляду фактор-системи 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) (б)

a б

[1]. Нижнiми iндексами бiля значень коефiцiєн-
тiв фактор-системи 𝜔2(𝑟2, 𝑟1), як i у вищезазначе-
них аналогiчного типу фактор-систем, представле-
но таблицю множення елементiв у даному випад-
ку точкової групи симетрiї 𝑚𝑚 (𝐶2𝑣) (числами в
дужках вказанi цифровi позначення елементiв, якi
вiдповiдають добуткам 𝑟2𝑟1).

За допомогою коефiцiєнтiв 𝑢2(𝑟), що наведе-
нi в нижнiй частинi табл. 7, a, фактор система
𝜔2(𝑟2, 𝑟1) зводиться до 𝑝-еквiвалентного блоково-
симетричного вигляду, який вiдповiдає означенню

стандартної фактор-системи [1] – фактор-системи
𝜔′
2(𝑟2, 𝑟1). Цю стандартну фактор-систему групи
𝑚𝑚 (𝐶2𝑣) проективного класу 𝐾1 представлено в
табл. 7, б. Саме значення коефiцiєнтiв 𝑢2(𝑟) ви-
значають проективнi спiнорнi представлення груп
симетрiї i значення цих коефiцiєнтiв, до того ж,
однаковi для однакових елементiв 𝑟, якi входять
до рiзних точкових груп [2].

У табл. 8 представленi характери незвiдних
представлень подвiйної групи (𝑚𝑚)′ (𝐶 ′

2𝑣), дода-
тковi однозначнi представлення якої (додатко-
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вi до векторних однозначних представлень гру-
пи 𝑚𝑚 (𝐶2𝑣)) i є двозначними (спiнорними) пред-
ставленнями групи 𝑚𝑚 (𝐶2𝑣). Це лише одне пред-
ставлення проективного класу 𝐾1 – представлен-
ня 𝛤5(𝐸

′).
Характери незвiдних представлень точки 𝑈 про-

ективних класiв 𝐾0 (звичайних однозначних або
векторних) i 𝐾1 (двозначного проективного або
спiнорного) наведенi в табл. 9.

В [1] показано, що стандартна фактор-система
для коливальних i електронних станiв без враху-
вання спiну електрона для кристалiчного графiту
𝛾-𝐶 (просторова група симетрiї 𝑃63/𝑚𝑚𝑐 (𝐷4

6ℎ))
в точцi 𝐿 його зони Брiллюена, як i в точцi 𝐴,
належить проективному класу 𝐾5, а стандартна
фактор-система для електронних станiв з враху-
ванням спiну електрона, знову, як в точцi 𝐴 – про-
ективному класу 𝐾4. Це означає, що представлен-
ня проективного класу 𝐾0 для електронних станiв
без врахування спiну електрона в точцi 𝑀 пере-
ходять в представлення проективного класу 𝐾5 в
точцi 𝐿, а представлення проективного класу 𝐾1

для електронних станiв з врахуванням спiну еле-
ктрона в точцi 𝑀 [1] – в представлення проектив-
ного класу 𝐾4 в точцi 𝐿. За якими саме представ-
леннями в точцi 𝐿 будуть перетворюватись коли-
вальнi або електроннi стани без врахування спi-
ну чи з цiлим спiном i електроннi стани з враху-
ванням спiну електрона – стани з напiвцiлим спi-
ном, iнакше кажучи, умови сумiсностi звичайних
та проективних представлень точки 𝑀 i проектив-
них представлень точки 𝐿 знову таки визначається
за допомогою представлень еквiвалентностi атомiв
в точках 𝑀 i 𝐿.

В табл. 10 наведенi характери представлень еквi-
валентностi в точках 𝑀 i 𝐿 зони Брiллюена кри-
сталiчного графiту 𝛾-𝐶, точковi групи симетрiї
еквiвалентних напрямкiв в яких характеризую-
ться однаковими точковими групами 𝑚𝑚𝑚 (𝐷2ℎ)
(взято з роботи [1]).

З табл. 10 легко бачити, що однаковi характери
проективних представлень еквiвалентностi в то-
чках 𝑀 i 𝐿 зони Брiллюена кристалiчного гра-
фiту мають тiльки елементи симетрiї 𝑒 i 𝑖(𝑢2)1.
При цьому симетрiя електронних 𝜋- i 𝜋*-орбiталей
без врахування спiну електрона в точцi 𝑀 хара-
ктеризується одновимiрними представленнями, а
в точцi 𝐿 – двовимiрними проективними представ-
леннями. Це значить, що невиродженi в точцi 𝑀

валентнi електроннi 𝜋-зони (зони (𝑀
(0)
3 )− (𝑀−

3 )

i (𝑀 (0)
2 )+ (𝑀+

2 )) i невиродженi 𝜋*-зони провiдно-
стi (також (𝑀

(0)
2 )+ i (𝑀 (0

3 )−) в точцi 𝐿 об’єдную-
ться попарно в двократно виродженi електроннi
зони, симетрiя яких характеризується проектив-
ними представленнями з характерами, що визна-
чаються, як це було i для точок 𝛤 i 𝐴, сумами
характерiв представлень для елементiв зi спiльни-
ми вiдмiнними вiд нуля однаковими характерами в
представленнях еквiвалентностi для точок 𝑀 i 𝐿.

З табл. 10 (iз врахуванням табл. 8 i табл. 9 в ро-
ботi [1]) також неважко бачити , що невиродженi
орбiталi валентних 𝜋-зон без врахування спiну еле-
ктрона в точцi 𝑀 (𝑀

(0)
3 )− i (𝑀 (0)

2 )+ проективно-
го класу 𝐾0, а також невиродженi орбiталi 𝜋*-зон
провiдностi (𝑀 (0)

2 )+ i (𝑀 (0)
3 )−, попарно об’єдную-

ться в двократно виродженi орбiталi симетрiї 𝐿(5)
1

проективного класу 𝐾5.
В табл. 10 також наведенi характери проектив-

них представлень двократно вироджених спiнор-
них орбiталей з врахуванням спiну електрона в
точцi 𝑀 – орбiталей ((𝑀 ′)(1))+ i ((𝑀 ′)(1))−, си-

Таблиця 8. Характери незвiдних
представлень подвiйної групи (𝑚𝑚)′ (𝐶′

2𝑣)

(6/𝑚𝑚)′ (𝐶′
6𝑣) 𝑒 𝑞

𝑖(𝑢2)1,
𝑞𝑖(𝑢2)1

𝑐2,
𝑞𝑐2

𝑖(𝑢′
2)1,

𝑞𝑖(𝑢′
2)1

𝛤1 𝐴1 1 1 1 1 1
𝛤2 𝐴2 1 1 1 −1 −1

𝛤3 𝐵1 1 1 −1 1 −1

𝛤4 𝐵2 1 1 −1 −1 1
𝛤5 𝐸′ 2 −2 0 0 0

Таблиця 9. Характери однозначних
та двозначних незвiдних представлень точки 𝑈

Проек-
тивний
клас

Позначення
незвiдного

проективного
представлення

𝑚𝑚 (𝐶2𝑣)

𝑒 𝑖(𝑢2)1 𝑐2 𝑖(𝑢′
2)1

𝐾0 𝑈
(0)
1 𝑈1 1 1 𝜂k 𝜂k

𝑈
(0)
2 𝑈2 1 −1 𝜂k −𝜂k

𝑈
(0)
3 𝑈3 1 −1 −𝜂k 𝜂k

𝑈
(0)
4 𝑈4 1 1 −𝜂k −𝜂k

𝐾1 (𝑈 ′)(1) 𝑈5(𝐸′) 2 0 0 0

𝜂k = 𝑒−𝑖ka1/2 = 𝑒−𝑖(k𝑈 )1a1/2 = 𝑒−𝑖(−k𝑧)a1/2.
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Таблиця 10. Розрахунок спiввiдношень сумiсностi
для електронних станiв без врахування спiну електрона
i з його врахуванням в точках 𝑀 i 𝐿 зони Брiллюена кристалiчного графiту 𝛾-𝐶

Позначення незвiдного
проективного
представлення

𝑚𝑚𝑚 (𝐷2ℎ)

𝑒 (𝑢2)1 𝑐2 (𝑢′
2)1 𝑖 𝑖(𝑢2)1 𝑖𝑐2 𝑖(𝑢′

2)1

𝑀eq 4 0 0 4 0 4 4 0

𝐿eq 4 0 0 0 0 4 0 0

(𝑀
(0)
2 )+ (𝑀+

2 ) 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1

(𝑀
(0)
3 )− (𝑀−

3 ) 1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

𝐿
(5)
1 2 0 0 0 0 2 0 0

𝐷+
1/2

2 0 0 0 2 0 0 0

((𝑀 ′)(1))+ = (𝑀
(0)
2 )+ ⊗𝐷+

1/2
2 0 0 0 2 0 0 0

((𝑀 ′)(1))− = (𝑀
(0)
3 )− ⊗𝐷+

1/2
2 0 0 0 −2 0 0 0

𝑃
(4)
1 2 2 0 0 0 0 0 0

𝑃
(4)
2 2 −2 0 0 0 0 0 0

(𝐿′)
(4)
1 2 2𝑖 0 0 0 0 0 0

(𝐿′)
(4)
2 2 −2𝑖 0 0 0 0 0 0

((𝐿′)
(4)
1 + (𝐿′)

(4)
2 ) 4 0 0 0 0 0 0 0

метрiя яких характеризується проективними пред-
ставленнями проективного класу 𝐾1. Стандартна
фактор-система для спiнорних станiв в точцi 𝐿 на-
лежить проективному класу 𝐾4 (взято з робiт [1,
2]), всi проективнi представлення в якому iз враху-
ванням iнварiантностi енергетичних електронних
станiв до iнверсiї часу чотиривимiрнi.

В табл. 10 також приведенi характери прое-
ктивних представлень проективного класу 𝐾4 –
представлень 𝑃

(4)
𝑖 , що вiдповiдають стандартнiй

фактор-системi проективного класу 𝐾4, i характе-
ри проективних представлень точки 𝐿 зони Брiл-
люена кристалiчного графiту 𝛾-𝐶 – представлень
𝐿
(4)
𝑖 . Зв’зок мiж ними визначається за формулою

(9) [2] i також представлений в табл. 17 [2].
З табл. 10 неважко бачити, що двократно ви-

роджена спiнорна орбiталь в точцi 𝑀 – орбiталь
((𝑀 ′)(1))+ переходить в двократно вироджену спi-
норну орбiталь (𝐿′)

(4)
1 в точцi 𝐿, а двократно ви-

роджена спiнорна орбiталь в точцi 𝑀 – орбiталь
((𝑀 ′)(1))− переходить в двократно вироджену спi-
норну орбiталь (𝐿′)

(4)
2 в точцi 𝐿. При цьому дво-

кратно виродженi двi спiнорнi орбiталi в точцi 𝐿 –
орбiталi (𝐿′)

(4)
1 i (𝐿′)

(4)
2 внаслiдок iнварiантностi

електронних станiв до iнверсiї часу (взято з роботи
[1]) в точцi 𝐿 для валентних 𝜋-зон i 𝜋*-зон провiд-
ностi попарно об’єднуються в чотирикратно виро-
дженi об’єднанi спiнорнi орбiталi ((𝐿′)

(4)
1 +(𝐿′)

(4)
2 ).

3. Висновки

З роботi можна зробити такi висновки:
1. Вперше для кристалiчного графiту (просто-

рова група симетрiї 𝑃63/𝑚𝑚𝑐 (𝐷4
6ℎ)) та одноша-

рового графену (диперiодична просторова група
𝑃6/𝑚𝑚𝑚 (𝐷𝐺80) надано симетрiйний теоретико-
груповий аналiз тонкої структури електронних 𝜋′-
зон з урахуванням спiну електрона, який визначає
невелике спiн-залежне розщеплення або принципо-
ве об’єднання електронних станiв, включаючи си-
метрiю станiв перехiдних точок 𝛥 i 𝑈 в напрямках
𝛤 −𝛥−𝐴 i 𝑀 − 𝑈 − 𝐿 його зони Брiллюена.

2. Представлено кореляцiю електронних збу-
джень кристалiчного графiту з урахуванням спiну
електрона зi спiнорними збудженнями одношаро-
вого графену.

3. Детально проаналiзовано за допомогою
теоретико-групових методiв принципове iснування
розщеплень електронних станiв, що виникає при
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Тонке спiнзалежне розщеплення електронних збуджень

врахуваннi спiну електрона навiть при незначнiй
енергiї спiн-орбiтальної взаємодiї, або принципове
об’єднання електронних станiв, при якому реалiзу-
ється тiльки збiльшення їх кратностi виродження.
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FINE SPIN-DEPENDENT SPLITTING
OF ELECTRONIC EXCITATIONS AND THEIR
DISPERSION IN SINGLE-LAYER
GRAPHENE AND GRAPHITE

S u m m a r y

The dispersion dependences of electronic excitations in single-

layer graphene and crystalline graphite have been studied tak-

ing the electron spin into consideration. Compatibility condi-

tions for two-valued irreducible projective representations char-

acterizing the symmetry of spinor excitations in the above

structures and the distributions of spinor quantum states over

projective classes and irreducible projective representations at

all high-symmetry points in the corresponding Brillouin zones

are determined for the first time. The principal existence of

the spin-dependent splitting (or merging) of the electronic en-

ergy states, in particular, the electronic 𝜋-bands at the Dirac

points, is established. The magnitude of spin-dependent split-

ting can be significant, e.g., for the transition-metal chalco-

genides belonging to the same spatial symmetry group as crys-

talline graphite. However, because of the weak spin-orbit in-

teraction for carbon atoms, it turns out small for all car-

bon structures including single-layer graphene and crystalline

graphite.
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