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ХВИЛЬОВИЙ РУХ ПОВЕРХНI
НЕВ’ЯЗКОЇ РIДИНИ ПIД ДIЄЮ СИЛИ ТЯЖIННЯУДК 532.591

Огляд присвячено аналiзу хвильового руху поверхнi рiдини пiд дiєю сили тяжiння в ме-
жах канонiчної моделi гiдродинамiки, де рiдину вважають нев’язкою i нестисливою, а
рух рiдини плоским i потенцiальним (безвихровим). Предметом дослiдження є двови-
мiрнi перiодичнi хвилi сталої форми, що поширюються у видiленому напрямку. Типо-
вим прикладом таких хвиль є морськi та океанськi хвилi метрової i бiльшої довжини,
коли ефекти поверхневого натягу не є визначальними. Основну увагу придiлено власти-
востям нелiнiйних хвиль, вiдомих пiд назвою хвиль Стокса: формi поверхнi, швидкостi,
амплiтудi, енергiї. Розглянуто питання нестiйкостей i руйнування хвиль.
К люч о в i с л о в а: хвилi на поверхнi рiдини, гравiтацiйнi хвилi, хвилi Стокса, нелiнiйнi
хвилi, енергiя хвиль.

1. Вступ

Аналiз хвильових явищ на межi подiлу двох се-
редовищ завжди був i залишається актуальним у
багатьох роздiлах фiзики. Даний огляд присвяче-
ний аналiзу хвильового руху поверхнi рiдини, коли
густина середовища над поверхнею набагато мен-
ша за густину самої рiдини. Наочним прикладом
такої системи є поверхня моря або океану. При
цьому ми переважно розглядаємо властивостi по-
верхневих хвиль, спричинених дiєю лише одного
фактора – сили тяжiння. В гiдродинамiцi такi
хвилi називають гравiтацiйними. Це хвилi з ме-
тровою довжиною i довшi. На менших масштабах
суттєву роль починають вiдiгравати поверхневий
натяг (вiдповiднi хвилi називають гравiтацiйно-
капiлярними) i в’язкiсть. На великих масштабах
цими ефектами можна нехтувати. Серед багатьох
рiзновидiв поверхневих хвиль ми цiкавимося дво-
вимiрними перiодичними хвилями сталої форми,
що поширюються у видiленому напрямку. Двови-
мiрнiсть означає, що властивостi хвиль незмiннi
вздовж їх фронту. Серед властивостей хвиль най-
бiльш важливими є їх форма, амплiтуда, швид-
кiсть (фазова i групова) i енергiя. Фiзичнi ефекти,
якi важливi при поширеннi хвиль, є нестiйкiсть,
модуляцiя i руйнування. Саме цим властивостям
хвиль i фiзичним ефектам, що виникають при їх
поширеннi, i присвячений даний огляд. При цьо-
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му бiльшiсть хвильових явищ на поверхнi рiдини
зумовлена нелiнiйними ефектами, на якi в данiй
роботi зроблено основний акцент.

У загальнiй постановцi моделi суцiльного сере-
довища рух рiдини описують рiвнянням Нав’є–
Стокса [10]. В моделi iдеальної рiдини, коли можна
нехтувати ефектами в’язкостi (i теплопереносу),
рiвняння Нав’є–Стокса вироджується в рiвняння
Ейлера для руху iдеальної рiдини, яке є записом
закону збереження iмпульсу частинки рiдини. Для
руху рiдини в полi сили тяжiння рiвняння Ейлера
має вигляд

∂v
∂t

+ (v∇)v = −∇p
ρ

+ g. (1.1)

Тут v – вектор розподiлу швидкостi частинок рi-
дини, p – тиск всерединi рiдини, ρ – густина рiди-
ни, g – вектор прискорення вiльного падiння. Це
рiвняння суттєво нелiнiйне, оскiльки мiстить дода-
нок (v∇)v, який входить у склад субстанцiональ-
ної похiдної d

d t = ∂
∂t + (v∇). Другим фундамен-

тальним законом руху iдеальної рiдини є рiвняння
неперервностi:

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0, (1.2)

яке є наслiдком збереження кiлькостi речовини.
Рiвняння руху iдеальної рiдини (1.1) i (1.2) є ба-

зовими для побудови рiвнянь руху поверхнi рiди-
ни, цi рiвняння розглянутi в роздiлi 2. Там само
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розглянутi властивостi хвиль малої амплiтуди (лi-
нiйних хвиль), коли в рiвняннi Ейлера можна не-
хтувати нелiнiйним доданком. Подальшi роздiли
присвячено опису властивостей нелiнiйних хвиль,
вiдомих пiд назвою хвиль Стокса. Особливу ува-
гу придiлено найвищим хвилям (хвилям макси-
мальної амплiтуди), гребiнь яких утворює кут 120◦

(гранична хвиля Стокса). В заключнiй частинi
огляду розглянуто питання нестiйкостей хвиль та
їх руйнування, а також окреслено деякi власти-
востi гравiтацiйно-капiлярних хвиль i так званих
мандрiвних хвиль або хвиль-вбивць.

2. Канонiчна модель гiдродинамiки

2.1. Наближення моделi та рiвняння руху

Канонiчна модель гiдродинамiки є найбiльш спро-
щеною моделлю опису руху рiдини, при цьому ця
модель в повнiй мiрi зберiгає нелiнiйнiсть рiвнянь
руху. Рiдину вважаємо iдеальною i нестисливою
(ρ = const), а рух рiдини потенцiальним (безви-
хровим). Умова потенцiальностi rot v = 0 означає,
що можна ввести потенцiал швидкостi Φ так, що
v = ∇Φ. Тодi рiвняння неперервностi (1.2) для
швидкостi v перетворюється в рiвняння Лапласа

ΔΦ = 0 (2.1)

для потенцiалу швидкостi. Рiвняння Лапласа опи-
сує рух рiдини в усiй областi потоку. Дане рiвнян-
ня слiд доповнити граничними умовами на кожнiй
границi, виходячи з геометрiї задачi:

∇F · v +
∂F

∂ t
= 0, (2.2)

де F (r, t) = 0 – рiвняння границi, r = {x, y, z} –
радiус-вектор. Умова (2.2) є умовою непроникностi
частинок рiдини крiзь границю. Такi умови нази-
вають кiнематичними.

Вважатимемо область потоку рiдини необмеже-
ною в горизонтальнiй площинi xz, а в вертикаль-
нiй площинi xy обмеженою плоским дном знизу
i вiльною поверхнею згори (рис. 1). Тодi кiнема-
тичнi граничнi умови на рухомiй вiльнiй поверхнi
y = η(x, t) й нерухомому днi y = −h набувають
вигляду

ηt + Φx ηx − Φy = 0, y = η(x, t); (2.3)

Φy = 0, y = −h. (2.4)

При цьому ми вважаємо рух рiдини плоским (дво-
вимiрним), тобто таким, що властивостi хвиль не-
змiннi вздовж їх фронту паралельно осi z. Форму
вiльної поверхнi задано невiдомою функцiєю гори-
зонтальної координати i часу y = η(x, t). Її можна
визначити з рiвняння Ейлера, яке у випадку не-
стисливої рiдини i безвихрового руху можна зве-
сти iнтегруванням до рiвняння Бернуллi:

Φt +
1
2
(
Φ2
x + Φ2

y

)
+
p

ρ
+ gy = C(t), (2.5)

де C(t) є сталою iнтегрування, а тиск p вважають
сталим i вносять в сталу iнтегрування, яку зна-
ходять з початкових умов залежно вiд вибору по-
ложення нульового рiвня y = 0. Рiвняння (2.5),
записане на границi y = η(x, t), носить назву ди-
намiчної граничної умови. Рiвняння Лапласа (2.1)
з граничними умовами (2.3), (2.4) i (2.5) є замкне-
ною системою рiвнянь канонiчної моделi гiдроди-
намiки. Наближення i рiвняння канонiчної моделi
бiльш детально проаналiзованi в монографiї [3].

2.2. Перiодичнi хвилi сталої форми

У консервативнiй системi (якою є iдеальна рiдина)
пiсля завершення перехiдних процесiв може вста-
новитись стацiонарний рух рiдини, коли властиво-
стi поверхневих хвиль та їх форма не змiнюються
з часом. Умова стацiонарностi для прогресивних
хвиль встановлює однозначний зв’язок мiж коор-
динатою x, вздовж якої поширюється хвиля, i ча-
сом t через фазу хвилi:

θ = kx− ω t,

де k – хвильове число, ω = c k – частота хвилi, c –
фазова швидкiсть хвилi, причому

∂

∂t
= −c ∂

∂x
. (2.6)

В цьому випадку зовнiшнє початкове збурення ви-
значає лише довжину хвилi λ та її енергiю, що
вiдiграють роль початкових умов i є параметра-
ми задачi. Часто замiсть енергiї хвилi вибирають
бiльш зручний параметр – висоту хвилi H (висота
хвилi вiд впадини до гребеня, див. рис. 1).

З усiх можливих стацiонарних хвиль будемо роз-
глядати лише перiодичнi хвилi. Умова перiодично-
стi означає, що для будь-якої функцiї f , котра опи-
сує просторовi й часовi характеристики рiдини, ви-
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кликанi хвильовим рухом, справедливе спiввiдно-
шення

f(x, y, t) = f(x+ λ, y, t) = f(x, y, t + T ), (2.7)

де λ = 2π/k – довжина хвилi (її просторовий пе-
рiод), T – часовий перiод, причому за умови (2.6)
λ = cT i f(x, y, t) = f(θ, y).

Задача про поширення двовимiрних хвиль ста-
лої форми має два граничнi випадки залежно вiд
спiввiдношення мiж глибиною рiдини i довжиною
хвилi [157]: (а) h

/
λ → ∞ – хвилi на глибокiй во-

дi (нескiнченна глибина); (б) h/λ → 0 – поодино-
кi хвилi1 – хвилi, що складаються з поодинокого
гребеня. Поодинокi хвилi не є перiодичними (їх
довжина нескiнченна), вивчення таких хвиль ви-
ходить за межi обсягу даного огляду.

Визначимо значення сталої iнтегрування C в
рiвняннi Бернуллi (2.5). Внаслiдок стацiонарностi
руху ця стала не залежить вiд часу, i її можна ви-
значити усередненням рiвняння Бернуллi на днi.
Для цього знайдемо масу стовпчика рiдини мiж
вiльною поверхнею i дном з розмiром основи, рiв-
ним довжинi хвилi λ вздовж осi x i довжинi L
вздовж осi z паралельно фронту хвилi:

M = L

λ∫
0

η(θ)∫
−h

ρdxdy = L

λ∫
0

ρ
(
h+ η(θ)

)
dx =

= ρS h+ ρS η, (2.8)

де S = Lλ – площа основи стовпчика,

? =
1
λ

λ∫
0

? dx (2.9)

означає усереднення за просторовим перiодом. За-
уважимо, що η = 0, якщо y = 0 – середнiй рi-
вень хвилi, який роздiляє гребенi й впадини на двi
рiвновеликi областi. Якщо вважати, що збуджен-
ня хвиль вiдбувалося без притоку маси, то маса
M має бути сталою пiд час всiєї еволюцiї хвилi.
Таким чином, h+ η є глибиною спокiйної води, ко-
ли немає хвиль i потокiв. Оскiльки вiдносно сере-
днього рiвня хвилi η = 0, то за умови збереження
повної маси рiдини середнiй рiвень стацiонарної
хвилi збiгається з рiвнем спокiйної води.

1 solitary waves (англ.).

),( txy

y

x0

c

y = – h

H

Рис. 1. Лабораторна система координат

Визначимо тиск на днi. У випадку нескiнченної
глибини h =∞ рух хвиль на поверхнi не викликає
потокiв на днi. Тодi Φx |y=−∞ = 0, а Φy |y=−∞ = 0
з граничної умови (2.4), отже, з рiвняння Бернул-
лi (2.5) випливає, що на нескiнченнiй глибинi тиск
сталий. Для скiнченної глибини рух хвиль на по-
верхнi в тiй чи iншiй мiрi викликає рух всiєї рi-
дини, хоча вiн i затухає з глибиною. Швидкiсть
рiдини на днi (як i на будь-якому iншому гори-
зонтальному рiвнi, що повнiстю належить областi,
зайнятiй рiдиною) є перiодичною функцiєю з про-
сторовим перiодом λ, тому

Φx |y=const = 0, (2.10)

але неусереднена швидкiсть Φx |y=−h 6= const. То-
му тиск на днi також не є сталим, проте його усере-
днене значення за просторовим перiодом є сталим
на всьому днi i має визначатись масою рiдини над
дном i середнiм атмосферним тиском p0 на поверх-
нi, а саме, враховуючи (2.8):

p |y=−h = p0 +
Mg

S
= p0 + ρ g(h+ η). (2.11)

Тодi, усереднивши рiвняння Бернуллi (2.5) на днi
за просторовим перiодом з врахуванням умов (2.4),
(2.10) i (2.11), одержимо значення сталої C:

C =
p0

ρ
+

1
2

Φ2
x |y=−h + gη. (2.12)

Вважаючи атмосферний тиск сталим на всiй по-
верхнi й рiвним середньому значенню p0 i врахо-
вуючи, що Φt = −cΦx, динамiчну граничну умову
можна переписати у виглядi

1
2

(
(c− Φx)

2 + Φ2
y

)
+ gy =

=
c2

2
+

Φ2
x |y=−h

2
+ gη = B, y = η(x, t), (2.13)
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де стала B носить назву константи Бернуллi.
Якщо y = 0 – середнiй рiвень хвилi, то η = 0. Тодi
у випадку нескiнченної глибини B = c2

/
2. Часто

це саме значення константи Бернуллi залишають
i у випадку скiнченної глибини. Для цього необхi-
дно покласти η = − 1

2g Φ2
x |y=−h, що означає пiдня-

ття початку вiдлiку y = 0 на вiдстань 1
2g Φ2

x |y=−h
вiдносно середнього рiвня хвилi.

2.3. Густина енергiї, густина
iмпульсу i потужнiсть хвилi

Енергiя одиницi об’єму рiдини складається з суми
об’ємних густин кiнетичної i потенцiальної енергiй:

E =
ρv2

2
+ ρε,

де ε – внутрiшня енергiя одиницi маси рiдини [10].
У зовнiшньому полi тяжiння ε = gy. Знайдемо пов-
ну енергiю стовпчика рiдини мiж вiльною поверх-
нею хвилi й дном з розмiром основи, рiвним дов-
жинi хвилi λ вздовж осi x i довжиною L вздовж
осi z:

Hповна = L

λ∫
0

η(θ)∫
−h

(ρv2

2
+ ρgy

)
dx dy.

За вiдсутностi хвильового руху енергiя цього ж
стовпчика рiдини дорiвнює

Hспокою = L

λ∫
0

η∫
−h

ρgy dx dy.

Отже, внесок хвилi в енергiю стовпчика рiдини,
що розглядається, становить

Hхвилi = Hповна −Hспокою =

= L

λ∫
0

η(θ)∫
−h

ρv2

2
dxdy + L

λ∫
0

η(θ)∫
η

ρgy dxdy.

Вiдношення цiєї величини до площi L · λ основи
стовпчика i прийнято називати густиною енергiї
хвилi (енергiя на одиницю горизонтальної площi):

E =
Hхвилi

λL
= K+U =

ρ

2λ

λ∫
0

η(θ)∫
−h

(
Φ2
x + Φ2

y

)
dxdy+

+
ρg

2λ

λ∫
0

(
η2(θ)− η2

)
dx, (2.14)

де K i U – вiдповiдно густини кiнетичної i потен-
цiальної енергiй хвилi.

Iмпульс одиницi об’єму рiдини (густина потоку
рiдини) є ρv [10]. Тодi густина потоку рiдини, що
переноситься в напрямi поширення хвилi, є ρvx .
Вiдповiдно до густини енергiї хвилi густину iм-
пульсу хвилi (iмпульс на одиницю горизонтальної
площi) визначають як

I =
ρ

λ

λ∫
0

η(θ)∫
−h

Φx dxdy. (2.15)

Надалi, коли будемо говорити про енергiю й iм-
пульс хвилi, слова “на одиницю горизонтальної
площi” опускатимемо.

Потiк енергiї, що переносить хвиля, визначають
як похiдну вiд повної енергiї за часом:

P(t) =
d
dt

∫∫∫
V

EdV. (2.16)

Можна показати [158], що

P(t) = ρcL

η(θ)∫
−h

Φ2
x dy. (2.17)

Потужнiсть хвилi визначимо як усереднений за
перiодом потiк енергiї, який будемо записувати в
перерахунку на одиницю довжини фронту хвилi:

P =
1
LT

T∫
0

Pdt. (2.18)

2.4. Загальний розв’язок
рiвняння Лапласа

Шукатимемо частинний розв’язок рiвняння Ла-
пласа (2.1) методом роздiлення змiнних:

Φ(x, y, t) = X(x−c t) Y (y) ⇒ X ′′

X
= −Y

′′

Y
= −κ2.

Тодi маємо

X(x− c t) = X1 eiκ(x−c t) +X2 e−iκ(x−c t),

Y (y) = Y1 eκy + Y2 e−κy.
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Оскiльки розв’язок має бути перiодичним за ко-
ординатою x з перiодом λ = 2π/k, то κ = nk, де
n – натуральне число. При цьому мають викону-
ватись:

1. Гранична умова на днi (2.4), звiдки маємо

Y1 e−nkh − Y2 enkh = 0 ⇔ Y1 = Y2 e 2nkh.

2. Граничний перехiд при h → ∞. Для цьо-
го функцiя Y (y) має бути обмеженою (Y2 → 0)
i не залежати вiд глибини h (Y1 6= f(h)) при
h → ∞. Цi умови задовольняються, якщо зроби-
ти нормування:

Y2 =
A2 e−nkh

enkh + e−nkh
⇒ Y1 =

A2 enkh

enkh + e−nkh
.

Сталу A2 включимо в функцiю X, перепозначив-
ши C1 = X1A2 i C2 = X2A2.

3. Умова дiйсностi потенцiалу Φ

Φ∗ = Φ ⇒ C∗1 = C2.

Таким чином,

Φ(x, y, t) = X(x− c t) Y (y);

X(x) = Cn einkx + C∗n e−inkx =

= 2
(
ReCn cos(nkx)− ImCn sin(nkx)

)
;

Y (y) = Tn enky + T−n e−nky =
ch
(
nk(y + h)

)
ch(nkh)

;

Tn =
enkh

enkh + e−nkh
=

1
2
(
1 + th(nkh)

)
. (2.19)

Загальний розв’язок рiвняння Лапласа є лiнiй-
ною комбiнацiєю всiх частинних розв’язкiв (n =
= 1, 2, 3, ...):

Φ(x, y, t) =
∞∑
n=1

(
Cn eink(x−ct) + C∗n e−ink(x−ct)

)
×

×
(
Tn enky + T−n e−nky

)
. (2.20)

Для симетричних хвиль має виконуватись спiввiд-
ношення Φy(θ) = −Φy(−θ), що приводить до такої
умови симетричностi хвилi:

C∗n = −Cn, (2.21)

тобто коефiцiєнти Cn мають бути уявними.

2.5. Хвилi малої амплiтуди
(лiнiйне наближення)

Знайдемо, коли можна знехтувати нелiнiйнiстю
граничних умов. Оцiнимо порядок величини до-
данкiв у рiвняннi Ейлера (1.1):

|(v∇)v| ' vδv
δr

,

∣∣∣∣∂v
∂t

∣∣∣∣ ' δv
δt
,

де δv, δr, δt – характернi змiни вiдповiдно швидко-
стi, вiдстанi й часу. Для оцiнки руху хвиль можна
вважати δr ' λ – довжина хвилi, δt ' T – перiод
хвилi. Тодi

|(v∇)v|∣∣∣∣∂v
∂ t

∣∣∣∣ '
vT
λ

=
v
c
' H

λ
≡ A.

Таким чином, нелiнiйний доданок |(v∇)v| малий
порiвняно з лiнiйним доданком

∣∣∂v
∂t

∣∣, якщо H � λ
(A� 1), тобто амплiтуда хвиль значно менша за їх
довжину. Хвилi, для яких внесок нелiнiйностi зне-
хтовно малий (це досягається при A→ 0), назива-
ються лiнiйними або хвилями нескiнченно малої
амплiтуди. Розглянемо основнi властивостi лiнiй-
них хвиль.

Швидкiсть c i профiль хвилi знаходимо з гра-
ничних умов на вiльнiй поверхнi. В лiнiйному на-
ближеннi всi похiднi на вiльнiй поверхнi y = η(x, t)
записують на нульовому рiвнi y = 0 (оскiльки на-
ступнi члени вiдповiдного розкладу в ряд Тейлора
навколо незбуреного рiвня y = 0 мають вищий по-
рядок малостi за параметром A). Тодi кiнематична
i динамiчна граничнi умови (2.3) i (2.13) набувають
такого вигляду:

ηx = −1
c

Φy
∣∣∣
y=0

, (2.22)

η =
c

g
Φx
∣∣∣
y=0

. (2.23)

Виключаючи профiль вiльної поверхнi, одержуємо(c2
g

Φxx + Φy
)∣∣∣
y=0

= 0. (2.24)

Пiдставляючи в дане рiвняння розв’язок (2.20) рiв-
няння Лапласа при n = 1 (лiнiйне наближення),
знаходимо

c2 =
g

k
th(kh) ⇔ ω2 = gk th(kh). (2.25)
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Дане спiввiдношення виражає залежнiсть швид-
костi/частоти хвилi вiд її хвильового числа/дов-
жини, тобто мiж часовими й просторовими хара-
ктеристиками хвилi. Така залежнiсть називається
дисперсiєю хвилi [10].

Функцiя th(kh) швидко прямує до одиницi з ро-
стом kh. Наприклад, вже при kh = 20 маємо
1 − th(kh) ≈ 8, 5 · 10−18, а при kh = 100 маємо
1− th(kh) ≈ 2, 8 · 10−87. Таким чином, навiть випа-
док kh = 20 можна з великою точнiстю (≈10−15%)
вважати випадком нескiнченної глибини (глибокої
води), а тим бiльше й вищi значення kh. Таким чи-
ном, пiд глибокою водою (нескiнченною глибиною)
надалi будемо розумiти випадок, коли th(kh) ' 1,
але при цьому глибина h не настiльки велика, що
стає суттєвим змiна густини рiдини внаслiдок змi-
ни тиску. Для випадку глибокої води в табл. 1 на-
ведено чисельнi значення швидкостi, частоти i пе-
рiоду лiнiйних хвиль при декiлькох рiзних значен-
нях довжини хвилi.

Профiль вiльної поверхнi в лiнiйному наближен-
нi знаходимо з граничної умови (2.23), враховуючи
спiввiдношення (2.19):

η =
ick
g

(
C1 eik(x−c t) + C∗1 e−ik(x−c t)

)
=

=−2ck
g

(
ReC1 sin(k(x− c t)) + ImC1 cos(k(x− c t))

)
.

(2.26)

Якщо хвиля симетрична, то η(x−c t) = η(−x+c t),
звiдки ReC1 = 0. Тодi остаточно одержуємо

η = a cos(kx− ω t), a = −2c k
g

ImC1; (2.27)

Таблиця 1. Швидкiсть, частота i перiод
лiнiйних хвиль при декiлькох значеннях довжини
хвилi у випадку нескiнченної глибини, а також їх
потужнiсть при A = 0,1 (обчислення зробленi
при g = 9,8 м/с2 i ρ = 1030 кг/м3)

λ, м 1 2π 10 50 100
k, м−1 0,16 1 1,59 7,96 15,92

c, м/с 1,25 3,13 3,95 8,83 12,49
ω, с−1 7,85 3,13 2,48 1,11 0,78
T , с 0,80 2,01 2,53 5,66 8,01

H, м 0,1 0,63 1 5 10
P , кВт/м 0,008 0,78 2,49 139,3 787,9

Φ =
ga

ω
sin(kx− ω t)(T+

1 e ky + T−1 e−ky) =

= ac sin(kx− ω t)
ch(k(y + h))

sh(kh)
. (2.28)

Величина a в лiнiйному випадку є висотою η(0)
хвилi над рiвнем спокiйної води, яка, в свою чергу,
рiвна половинi висоти хвилi:

a =
H

2
=
λA

2
=
πA

k
. (2.29)

Для розподiлу швидкостей маємо

Φx =
dx
d t

= ack cos(kx− ω t)
ch(k(y + h))

sh(kh)
;

Φy =
dy
d t

= ack sin(kx− ω t)
sh(k(y + h))

sh(kh)
.

(2.30)

При цьому густина iмпульсу хвилi I, розрахова-
на за формулою (2.15), в лiнiйному наближеннi за
малим параметром ak дорiвнює нулю. Таким чи-
ном, лiнiйнi хвилi не спричиняють перенос маси –
в лiнiйному наближеннi траєкторiї частинок рi-
дини є замкненими симетричними лiнiями. Ви-
гляд цих лiнiй можна одержати з рiвнянь (2.30),
де швидкостi Φx i Φy необхiдно лiнеаризувати нав-
коло рiвноважного положення частинки x = x0,
y = y0, вiдкинувши нелiнiйнi доданки за малим
параметром ak. Тодi, враховуючи закон дисперсiї
(2.25), маємо

x− x0 = −a sin(kx0 − ω t)
ch
(
k(y0 + h)

)
sh(kh)

;

y − y0 = a cos(kx0 − ω t)
sh
(
k(y0 + h)

)
sh(kh)

.

(2.31)

Отже, в лiнiйнiй хвилi частинки рiдини рухаються
за годинниковою стрiлкою по елiпсах:

(x− x0)2(
a ch(k(y0+ h))

sh(kh)

)2 +
(y − y0)2(

a sh(k(y0+ h))
sh(kh)

)2 = 1, (2.32)

у яких горизонтальна вiсь бiльша за вертикальну.
При цьому перiод обертання частинок T = 2π

ω = λ
c .

Для глибокої води (h→∞) елiпси перетворюються
на кола.

Густина енергiї хвилi, розрахована за формулою
(2.14), в лiнiйному наближеннi має вигляд

E = K + U =
ρga2

2
, K = U =

ρga2

4
, (2.33)
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тобто для хвиль нескiнченно малої амплiтуди кiне-
тична i потенцiальна енергiї дають рiвнозначний
внесок у повну енергiю хвилi.

Розподiл кiнетичної енергiї за глибиною можна
обчислити за формулою

EK =
1
2π

2π∫
0

EKdθ =
1
2π

2π∫
0

ρv2

2
dθ =

=
ρg

k

a2

2
ch(2k(y + h))

sh(2kh)
=
∣∣∣h� λ

∣∣∣ = ρg

k

a2

2
exp(2ky),

де EK – об’ємна густина кiнетичної енергiї. Вiдпо-
вiдна залежнiсть наведена на рис. 2. Видно, що вся
кiнетична енергiя хвилi зосереджена в поверхнево-
му шарi з товщиною λ/2. Саме цей факт покладе-
ний в основу роботи установок з вiдбору енергiї
хвиль i перетворення їх в механiчну роботу або
електричну енергiю для подальшого використан-
ня. Рiзнi методи перетворення енергiї хвиль та ви-
ди хвиле-енергетичних установок детально розгля-
нутi в [14, 147].

Потужнiсть хвилi, розрахована за формулою
(2.18), має вигляд

P =
ρga2

4
c

(
1 +

2kh
sh(2kh)

)
= E cg, (2.34)

де

cg =
c

2

(
1 +

2kh
sh(2kh)

)
=

dω
dk

(2.35)

є за визначенням груповою швидкiстю хвилi. Фор-
мула (2.34) означає, що енергiя хвилi переноситься
в просторi з груповою швидкiстю, котра завжди
менша за фазову швидкiсть (cg → c лише при
h → 0). Таким чином, перенос енергiї хвиль зав-
жди вiдстає вiд руху фронту хвилi. У випадку не-
скiнченної глибини групова швидкiсть вдвiчi мен-
ша за фазову:

cg|h→∞ =
c

2
.

Значення потужностi хвиль, обчисленi за форму-
лою (2.34), наведенi в табл. 1 при A = 0,1 для де-
кiлькох значень довжини хвилi. Вибiр даного зна-
чення амплiтуди A буде детальнiше аргументова-
ний в наступних роздiлах, де розглянута нелiнiйна
теорiя хвиль. Там буде показано, що лiнiйна тео-
рiя справедлива з достатньою точнiстю саме при

Рис. 2. Розподiл енергiї хвиль за глибиною

A . 0,1. Видно, що хвилi довжиною 10 м i бiльше
мають гiгантську потужнiсть, яку можна викори-
стовувати як самовiдновлювальне джерело енергiї.
Бiльш детальний екскурс у теорiю лiнiйних хвиль
на поверхнi рiдини даний в класичних пiдручни-
ках [9, 31, 33].

2.6. Безрозмiрнi рiвняння i величини

Для подальшого аналiзу обезрозмiримо рiвняння
канонiчної моделi. Виберемо одиницi довжини r,
часу t i маси m так, щоб у безрозмiрних змiнних

kБ = gБ = ρБ = 1.

Для цього всi довжини вiднормуємо на величину,
обернену до хвильового числа k, а час – на вели-
чину, обернену до частоти ω0 =

√
g k – лiнiйної

частоти хвилi для нескiнченної глибини. Тодi зв’я-
зок мiж безрозмiрними й розмiрними величинами
виражається спiввiдношеннями

rБ = rР k, hБ = hР k, tБ = tР ω0,

vБ =
vР

c0
, ∇Б =

∇Р

k
, ΦБ =

k

c0
ΦР, (2.36)

mБ =
k3

ρ
mР, EБ =

k2

ρg
E Р, IБ =

k2

ρω0
IР,
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де c0 = ω0 / k – лiнiйна фазова швидкiсть хвилi у
випадку нескiнченної глибини. При цьому

λБ = 2π, ωБ = cБ, θБ = xБ − cБ tБ,
∂

∂xБ =
∂

∂θБ
.

У безрозмiрних змiнних (вiдповiдний iндекс опу-
скаємо) рiвняння канонiчної моделi набувають ви-
гляду

Φθθ + Φyy = 0, −h 6 y 6 η(θ); (2.37)

1
2

(
(c− Φθ)2 + Φ2

y

)
+ η = B, y = η(θ),

B =
c2

2
+

1
2

Φ2
θ

∣∣∣
y=−h

+ η;
(2.38)

(c− Φθ)ηθ + Φy = 0, y = η(θ); (2.39)

Φy = 0, y = −h. (2.40)

При фiксованiй глибинi h дана система рiвнянь ви-
значає невiдомi потенцiал швидкостi Φ(θ, y), про-
фiль вiльної поверхнi η(θ) i фазову швидкiсть хви-
лi c залежно лише вiд одного безрозмiрного па-
раметра – амплiтуди хвилi A = HР/λР = HБ/2π
(H – висота хвилi):

A =
η(0)− η(π)

2π
. (2.41)

З рiвняння Бернуллi (2.38) можна одержати також
iнший вираз

A =
q2(π)− q2(0)

4π
, (2.42)

де q(0) i q(π) – швидкостi частинок рiдини вiдпо-
вiдно на гребенi й впадинi хвилi в системi вiдлiку,
де хвиля нерухома. Таку систему вiдлiку будемо
називати власною системою вiдлiку хвилi.

Якщо потенцiал швидкостi й фазова швидкiсть
знайденi, то траєкторiї частинок можна знайти з
системи диференцiальних рiвнянь

dx
d t

= Φθ (θ, y) ,
dy
d t

= Φy (θ, y) . (2.43)

Енергiя (2.14) й iмпульс (2.15) хвилi в безрозмiр-
них змiнних мають вигляд

E = K + U =
1
4π

2π∫
0

η(θ)∫
−h

(Φ2
θ + Φ2

y) dθ dy+

+
1
4π

2π∫
0

(η2(θ)− η2
)
dθ. (2.44)

I =
1
2π

2π∫
0

η(θ)∫
−h

Φx dθ dy. (2.45)

2.7. Лiнiї струму i конформне
вiдображення в площину комплексного
потенцiалу

Кiнематична гранича умова (2.2) означає, що
швидкiсть частинок рiдини на кожнiй границi на-
прямлена по дотичнiй до поверхнi. Лiнiї потоку
рiдини, в кожнiй точцi яких вектор поля швидко-
стi спрямований по дотичнiй, називають лiнiями
струму [12]. Рiвняння для лiнiй струму знаходи-
мо з умови паралельностi векторiв v i dr:

v× dr = 0. (2.46)

У власнiй системi вiдлiку хвилi, де хвиля нерухо-
ма, i при плоскому русi рiдини рiвняння для лiнiй
струму можна переписати в такому виглядi:

dθ
φθ

=
dy
φy

⇔ −φy dθ + φθ dy = 0. (2.47)

Тут функцiя φ(θ, y) є потенцiалом швидкостi у
власнiй системi вiдлiку хвилi, причому зв’язок з
потенцiалом Φ(θ, y) у лабораторнiй системi вiдлi-
ку (нерухомiй вiдносно дна) виражається спiввiд-
ношенням

φ(θ, y) = Φ(θ, y)− cθ. (2.48)

При цьому з рiвняння Лапласа маємо

∂φθ
∂θ

=
∂(−φy)
∂y

.

Дане спiввiдношення означає, що iснує функцiя
ψ(θ, y) така, що

φθ = ψy, φy = −ψθ. (2.49)

Функцiю ψ(θ, y) називають функцiєю струму, а
рiвняння (2.49) є вiдомими умовами Кошi–Рiмана
того, що комплексна величина w = φ + iψ є ана-
лiтичною функцiєю комплексного аргументу ζ =
= θ + iy. Функцiя w(ζ) має назву комплексного
потенцiалу [10]. При цьому вираз −φy dθ+φθ dy є
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повним диференцiалом функцiї ψ, так що з умови
(2.47) на лiнiї струму

dψ = 0 ⇔ ψ(θ, y) = const, (2.50)

причому стала const рiзна для рiзних лiнiй стру-
му. Функцiя струму ψ(θ, y) зберiгає стале значення
вздовж кожної лiнiї струму. В термiнах потенцiа-
лу швидкостi лiнiї струму визначаються з системи
диференцiальних рiвнянь

dθ
d t

= φθ = Φθ(θ, y)−c,
dy
d t

= φy = Φy(θ, y). (2.51)

Зауважимо, що лiнiї струму (2.51) i траєкторiї ча-
стинок (2.43) – це рiзнi кривi. Лiнiї струму задають
напрям швидкостi рiзних частинок рiдини в послi-
довних точках простору в фiксований момент ча-
су (змiннi Ейлера), тодi як траєкторiї задають на-
прям швидкостi фiксованих частинок у послiдовнi
моменти часу (змiннi Лагранжа) [10].

Аналiтична функцiя w(ζ) однозначно вiдобра-
жає точки площини комплексної змiнної ζ = θ+iy,
яку називатимемо фiзичною площиною, на площи-
ну комплексної змiнної w = φ+ iψ, яку називати-
мемо оберненою площиною. Таке вiдображення на-
зивають конформним [12]. Геометрiя границь, що
обмежують область, зайняту рiдиною, часто зна-
чно простiша в оберненiй площинi, оскiльки фун-
кцiя струму ψ стала на кожнiй з границь за умови
стацiонарностi поля швидкостi, тодi як у фiзичнiй
площинi цi границi можуть мати складну геоме-
тричну форму. Виходячи з цих мiркувань, пло-
скi задачi часто зручнiше розв’язувати в оберне-
нiй площинi, вважаючи потенцiал швидкостi φ й
функцiю струму ψ незалежними змiнними, а про-
сторовi координати θ i y – функцiями вiд φ i ψ.

Квадрат швидкостi у власнiй системi вiдлiку
хвилi виражається через комплексний потенцiал
таким чином:

(c− Φθ)2 + Φ2
y =

∣∣∣∣dw
dζ

∣∣∣∣2 , (2.52)

оскiльки

dw
dζ

=
∂φ

∂θ
+ i

∂ψ

∂θ
= φθ − iφy ⇒

⇒ φθ = Re
(dw

dζ

)
, φy = − Im

(dw
dζ

)
. (2.53)

Величина dw
dζ називається комплексною швидкi-

стю [10]. В комплексних змiнних рiвняння (2.51)
для лiнiй струму мають вигляд

dζ
d t

=
(

dw
dζ

)∗
. (2.54)

Функцiю струму в лабораторнiй системi вiдлiку
Ψ(θ, y) визначимо так, щоб залишалися справе-
дливими умови Кошi–Рiмана:

Φθ = Ψy, Φy = −Ψθ. (2.55)

Для цього Ψ(θ, y) = ψ(θ, y) + cy. Функцiя

W = Φ + iΨ = w + cζ

є комплексним потенцiалом у лабораторнiй систе-
мi вiдлiку. Тодi маємо

Φ =
1
2

(W +W ∗) ≡ −ic (R−R∗),

Ψ =
1
2i

(W −W ∗) ≡ c (R+R∗),
(2.56)

де для зручностi введено комплексну функцiю

R =
iW ∗

2c
,

причому для виконання умов Кошi–Рiмана (2.55)
необхiдно, щоб

Rθ = iRy ⇔ R(θ, y) = R(y + iθ). (2.57)

Будь-яка комплексна функцiя R, для якої викону-
ється умова (2.57), тотожно задовольняє рiвняння
Лапласа ΔR = 0. При цьому, враховуючи спiввiд-
ношення (2.56), рiвняння Лапласа для потенцiалу
швидкостi ΔΦ = 0 й функцiї струму

ΔΨ = 0 (2.58)

також задовольняються тотожно.
Враховуючи спiввiдношення (2.56) i (2.57), кiне-

матична гранична умова (2.39) набуває вигляду

d
dθ

(
R(θ, η) +R∗(θ, η)− η

)
= 0

або

Ψ(θ, η)− cη = const = 0 ⇔ ψ(θ, η) = 0. (2.59)
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Останнє рiвняння означає, що вiльна поверхня y =
= η(θ) є лiнiєю струму. Оскiльки функцiя струму
визначена з точнiстю до довiльної сталої, як це ви-
пливає з умов Кошi–Рiмана (2.55), то i стала iнте-
грування const у рiвняннi (2.59) взагалi є також до-
вiльною. Проте цю довiльну сталу прийнято виби-
рати так, щоб на вiльнiй поверхнi функцiя струму
ψ = 0, звiдки const = 0. При цьому, зафiксувавши
const, ми тим самим однозначно визначаємо фун-
кцiю струму.

З граничної умови (2.40) на днi аналогiчно до
умови на вiльнiй поверхнi випливає, що дно, як i
вiльна поверхня, є лiнiєю струму, тобто ψ(θ, −h) =
= const. Сталу iнтегрування можна визначити, об-
числивши потiк рiдини Q через криву, що з’єднує
довiльнi точки “1” i “2” на днi й вiльнiй поверхнi,
вiдповiдно. При цьому орiєнтацiю вектора нормалi
n до кривої в кожнiй точцi вибиратимемо так, щоб
кут мiж вектором n i напрямом dl обходу кривої
(за абсолютною величиною dl – елемент довжини
кривої) становив +π

2 , тобто найкоротший поворот
вiд вектора n до вектора dl здiйснювався проти
годинникової стрiлки. Тодi

Q =

2∫
1

(v · n) dl =

2∫
1

(
−φy dθ + φθ dy

)
=

=

2∫
1

dψ =
(
ψ2 − ψ1

)
. (2.60)

При цьому потiк не залежить анi вiд форми кри-
вої, анi вiд положення точок “1” i “2”. Оскiльки
на вiльнiй поверхнi вибрано ψ = 0, то з форму-
ли (2.60) одержуємо, що const = −Q. В термiнах
потенцiалу швидкостi потiк Q визначено як

Q =

η(θ)∫
−h

(Φθ − c)dy. (2.61)

Якщо в усiй областi, зайнятiй рiдиною, Φθ < c,
то Q < 0, i ψ |y=−h> 0, тобто за умови, що хви-
ля рухається швидше за частинки рiдини, значен-
ня функцiї струму у власнiй системi вiдлiку хвилi
монотонно зростає вiд нуля на вiльнiй поверхнi до
значення |Q| на днi.

Потiк маси Q i значення функцiї струму на днi
можна виразити через iмпульс хвилi I. Врахову-
ючи умови Кошi–Рiмана (2.55), з формули (2.45)

одержуємо

I =
1
2π

2π∫
0

( η(θ)∫
−h

Ψy (θ, y) dy

)
dθ =

= Ψ |y=η(θ) −Ψ |y=−h= c η − (ψ |y=−h −c h).

Отже,

Ψ(θ,−h) = cη − I ⇔ ψ(θ,−h) = −Q = c(η + h)− I.
(2.62)

Величина Q0 = c(η+h) за абсолютною величиною
є потоком маси, що виникає у власнiй системi вiд-
лiку внаслiдок її руху вiдносно нерухомої лабора-
торної системи вiдлiку (у власнiй системi вiдлiку
спостерiгачу здається, що рiдина рухається справа
налiво зi швидкiстю c). Повний потiк маси Q вiд-
рiзняється вiд “нульового” потоку Q0 на величину
I. Отже, iмпульс хвилi I визначений потоком маси,
який породжує хвиля в напрямi свого поширення.
Цей потiк часто називають дрейфовим, оскiльки
вiн викликаний дрейфом частинок рiдини в напря-
мi поширення хвиль, або приповерхневим, оскiль-
ки дрейфова швидкiсть частинок рiдини швидко
спадає з глибиною [9]. На честь Стокса, хто пер-
шим встановив цi властивостi хвиль [164], цей по-
тiк також називають стоксовим, а вiдповiднi хви-
лi – стоксовими (див. роздiл 3). Для наочностi на
рис. 3 зображенi лiнiї струму в стоксовiй хвилi, якi
iлюструють природу ненульового стоксового пото-
ку. Вiдповiднi траєкторiї частинок рiдини в лабо-
раторнiй системi вiдлiку наведено в роздiлi 5.4.

Оскiльки

−Q = c(η + h)− I = c
(
η + h− I

c

)
≡ cd, (2.63)

то величина d є глибиною однорiдного потоку, що
рухається у власнiй системi вiдлiку хвилi зi швид-
кiстю c справа налiво, потiк маси якого дорiвнює
потоку маси хвилi Q. Глибина d називається незбу-
реною глибиною 2 [59] i визначає значення функцiї
струму на днi:

ψ |y=−h
c

= d. (2.64)

2 undisturbed depth (англ.).
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Рис. 3. Зображення лiнiй струму в стоксовiй хвилi (у власнiй системi вiдлiку хвилi)

При цьому глибина h, визначена вiдносно сере-
днього рiвня хвилi (η = 0), бiльша за незбурену
глибину d на величину

h− d =
I

c
> 0. (2.65)

Кiнетичну енергiю хвилi K можна виразити че-
рез iмпульс хвилi I (або стоксовий потiк) таким
чином:

K =
c I

2
. (2.66)

Це спiввiдношення вперше встановив Левi-Чивiта
у 1924 р. (див. роботу [103]).

Вигляд загальних розв’язкiв рiвняння Лапла-
са в фiзичнiй i оберненiй площинах наведено в
Додатку А.

3. Гравiтацiйнi хвилi скiнченної амплiтуди

3.1. Хвилi Стокса

Розв’язком рiвнянь канонiчної моделi (2.37)–(2.40)
при A → 0 є лiнiйна хвиля з η → 0 – хвиля не-
скiнченно малої амплiтуди (вiдносно довжини хви-
лi λ). Фазову швидкiсть лiнiйних хвиль у безроз-
мiрних змiнних задано спiввiдношенням c = thh,
а у випадку глибокої води c = 1. Форма вiльної
поверхнi лiнiйної хвилi – косинусоїда, а швидкiсть
частинок рiдини нескiнченно мала порiвняно з фа-
зовою швидкiстю хвилi: Φθ

c → 0, Φy
c → 0.

Для хвиль скiнченної амплiтуди (A →/ 0) необ-
хiдно враховувати нелiнiйнiсть граничних умов.
Якщо A� 1 (такi хвилi називаються хвилями ма-
лої амплiтуди), то можна розвивати теорiю збу-
рень за малим параметром A. Так, наприклад, у
розвиненнi (A6) необхiдно вважати an ∼ an1 . Для
гравiтацiйних хвиль теорiю збурень вперше побу-
дував Стокс: у 1847 р. для глибокої води [164], ви-
користовуючи розвинення в фiзичнiй площинi, а в

1880 р. для скiнченної глибини [165], побудувавши
розвинення в оберненiй площинi, де вони мають
значно простiший вигляд.

Стокс вперше встановив такi властивостi хвиль
скiнченної амплiтуди:

1. Фазова швидкiсть нелiнiйної хвилi залежить
вiд її амплiтуди (дисперсiя), а саме для випадку
глибокої води [9]:

c2 = 1 + a2 +
5
4
a4 + ..., (3.1)

де a – амплiтуда першої гармонiки профiлю хвилi

η = a cos θ +
(

1
2

+
17
24

a2

)
a2 cos 2θ+

+
3
8
a3 cos 3θ +

1
3
a4 cos 4θ + ... . (3.2)

Для скiнченної глибини нелiнiйний закон дисперсiї
(3.1) має значно громiздкiший вигляд [33].

2. Хвилi скiнченної амплiтуди спричиняють пе-
ренос маси в напрямi поширення хвилi (траєкторiї
частинок не є замкненими лiнiями), тобто iмпульс
хвилi I 6= 0.

3. З ростом амплiтуди a гребенi хвилi загострю-
ються (хоча i залишаються округлої форми), а
впадини стають бiльш плоскими.

Завдяки цим досягненням Стокса однопараме-
тричне сiмейство розв’язкiв за амплiтудою a (або
за параметром A) канонiчної моделi, що наближе-
но описується розвиненнями (3.1) i (3.2) (або подi-
бними розвиненнями у випадку скiнченної глиби-
ни), одержало назву хвиль Стокса або стоксових
хвиль [33].

З формули (3.2) видно, що хвилi Стокса симе-
тричнi як вiдносно гребеня (θ = 0), так i вiд-
носно впадини (θ = π). Для хвиль малої амплi-
туди це довiв Левi-Чивiта [99] (1925 p.), викори-
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стовуючи метод конформних вiдображень. Пiзнi-
ше Гарабедян [83] (1965 p.), використовуючи варi-
ацiйнi методи i симетризацiю, показав, що в рам-
ках канонiчної моделi взагалi не iснують несиме-
тричнi хвилi з однаковими гребенями i однаковими
впадинами.

Стокс розрахував випадок глибокої води з точнi-
стю до O(A5) i одержав результати для скiнчен-
ної глибини з точнiстю до O(A3). Результати Сто-
кса пiдтвердив Релей в роботi [148] (1876 p.) i рядi
подальших робiт. Знайти наступнi доданки одер-
жаних Стоксом амплiтудних розкладiв виявилося
складним технiчним завданням. Лише в 1914 p.
Уiлтон [183] одержав розвинення для глибокої во-
ди з точнiстю до O(A10) (проте з помилками вже
у восьмому порядку), а Де [68] (1955 p.) опублi-
кував результати для довiльної глибини з точнi-
стю до O(A5), що фактично стало межею розра-
хункiв вручну. Лише використання комп’ютерної
арифметики дозволило Шварцу [155] (1974 p.) по-
будувати стоксовi розклади в оберненiй площинi
для довiльної глибини з безпрецедентною для того
часу точнiстю O(A48), що дало можливiсть дослi-
дити властивостi прогресивних хвиль без обмеже-
ння на малiсть їх амплiтуди.

3.2. Кноїдальнi хвилi

Зауважимо, що амплiтуднi розвинення Стокса не-
застосовнi для хвиль на мiлкiй водi, коли величи-
на h

/
λ мала. Причина цього полягає в тому, що

на мiлкiй водi навiть хвилi малої амплiтуди мають
кноїдальну, а не косинусоїдальну форму. Це впер-
ше встановили Кортевег i де Врiз [94] (1895 p.), по-
казавши, що в першому наближеннi профiль хвилi
задається функцiєю [33]:

η(θ)− η(π) = H cn2

(
K(κ)
π

θ
∣∣κ)+O(H2), (3.3)

де H = η(0)− η(π), cn – елiптичний косинус,

K(κ) =

π
2∫

0

(
1− κ2 sin2 θ

)− 1
2 dθ

є повним елiптичним iнтегралом першого роду,
його модуль κ можна знайти з трансцендентного
рiвняння

κK(κ)
π

=

(
3H
4h3

0

)1
2

, h0 = h+ η(π).

Завдяки формi свого профiлю хвилi на мiлкiй во-
дi було названо кноїдальними. У вибраних без-
розмiрних змiнних фазова швидкiсть таких хвиль
у лiнiйному наближеннi має вигляд c =

√
h.

Теорiю кноїдальних хвиль вищого порядку роз-
робили Лайтоун [95] (1960 p.) i Чeппелiр [52]
(1962 p.) – вiдповiдно для другого i третього по-
рядкiв. Фентон [78] (1979 p.) застосував аналiтичнi
комп’ютернi розрахунки для одержання розв’язкiв
дев’ятого порядку за параметром H

/
h.

При визначеннi границь застосування хвильо-
вих теорiй важливу роль вiдiграє число Урселла
Ur = Hλ2/h3. В роботi Лайтоуна [96] (1962 p.) про-
ведений аналiз застосовностi рiзних наближень за-
лежно вiд величини Ur. В монографiї [22] значення
Ur = 20 наведено як межа, що вiддiляє область
застосовностi теорiї кноїдальних хвиль вiд тео-
рiї хвиль Стокса. В монографiї [11] показано, що
розвинення Стокса можна використовувати при
Ur < 48, звiдки при пiдстановцi критичного значе-
ння H/h випливає проста умова h/λ > 1/8. В цiй
же роботi зазначено, що теорiя кноїдальних хвиль
застосовна при h/λ < 1/5.

Хоча кноїдальнi хвилi на мiлкiй водi своєю фор-
мою суттєво вiдрiзняються вiд стоксових хвиль на
глибокiй водi, що наближено описують амплiту-
дним розкладом (3.2), цi хвилi з фiзичної точки
зору описують один i той самий об’єкт, тому надалi
кноїдальнi хвилi включатимемо в термiн “стоксовi
хвилi”.

3.3. Швидкiсть частинок
рiдини на гребенi хвилi

З рiвняння Бернуллi (2.38) для швидкостi поверх-
невих частинок рiдини у власнiй системi вiдлiку
хвилi маємо

Φθ − c = ∓
√

2(B − η)− Φ2
y . (3.4)

Видно, що внаслiдок своєї квадратичностi рiвня-
ння Бернуллi в загальному випадку допускає як
вiд’ємнi, так i додатнi значення швидкостi части-
нок на поверхнi рiдини у власнiй системi вiдлi-
ку хвилi. Зокрема, швидкiсть частинки на гребенi
хвилi дорiвнює

q(0) ≡ (Φθ |y=η(0) −c) = ∓
√

2(B − η(0)) , (3.5)

оскiльки Φy|y=η(0) = 0. Розглянемо можливi
варiанти.
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1.
(
Φθ |y=η(θ) −c

)
< 0 для всiх θ. Такi розв’язки

включають лiнiйнi хвилi, коли (Φθ − c) → −c < 0,
тобто саме вони мають вiдповiдати сiмейству сто-
ксових хвиль. Якщо умова (Φθ − c) < 0 справе-
длива на вiльнiй поверхнi, то вона справедлива й
у всiй областi, що зайнята рiдиною. Дiйсно, з ви-
гляду частинних розв’язкiв (2.19) рiвняння Лапла-
са випливає, що горизонтальна швидкiсть Φθ при
θ = const спадає з ростом вертикальної вiдстанi вiд
вiльної поверхнi, тобто Φθ |y<η(θ) < Φθ |y=η(θ) при
фiксованому θ. Таким чином, для стоксових хвиль

Φθ − c < 0, −h 6 y 6 η(θ), (3.6)

тобто хвиля рухається швидше за частинки рiди-
ни в усiй областi, зайнятiй рiдиною. Умову (3.6)
називатимемо умовою регулярностi потоку рiди-
ни, а вiдповiднi хвилi – регулярними.

З формули (3.5) видно, що для стоксових хвиль
швидкiсть частинки рiдини на гребенi хвилi зро-
стає вiд значення q(0) = −c для хвиль нескiнченно
малої амплiтуди до граничного значення q(0) = 0.
Хвиля з q(0) = 0, яку називатимемо граничною,
вже не належить до регулярних хвиль у розумiннi
означення (3.6). Умова (Φθ − c) < 0 справедлива
в усiй областi, зайнятiй рiдиною, за виключенням
єдиної точки на гребенi хвилi, де (Φθ − c) ≡ q(0) =
= 0. Це є особлива (сингулярна) точка, в якiй по-
тiк нерухомий у власнiй системi вiдлiку хвилi –
так звана точка застою. Такi точки, де швидкiсть
потоку обертається на нуль, називаються також
критичними [10]. З кiнематичної граничної умови
(2.39) видно, що в точцi поверхнi, де (Φθ − c) = 0
i Φy = 0, похiдна ηθ невизначена, тобто має роз-
рив, хоча сам профiль y = η(θ) неперервний. То-
му, якщо на гребенi q(0) = 0, то поверхня хвилi в
точцi θ = 0 утворює кут, де похiдна ηθ має розрив.
Такi хвилi називатимемо гостро-гребеневими.

2.
(
Φθ − c

)
|y=η(θ)> 0 для всiх θ. Цей випадок не

може мати мiсця при поширеннi хвиль, оскiльки
на днi Φθ < c.

3. Знакозмiнний випадок. Перехiд вiд Φθ− c < 0
до Φθ − c > 0 може вiдбутися лише в точцi θ = θc,
де (Φθ − c) = 0. При цьому можливi два варiанти:
(а) Φy |θ=θc= 0, тодi абсолютне значення швидко-
стi частинки q(θc) = 0, у власнiй системi вiдлiку
хвилi, i θ = θc є критичною (особливою) точкою;
(б) Φy |θ=θc 6= 0, тодi θ = θc є точкою розгалудже-
ння профiлю хвилi, а сам профiль в околi цiєї то-
чки не є однозначною функцiєю. Спiлвогель [162]

(1970 p.) строго довiв, що за умови аналiтично-
стi потоку в усiй областi, зайнятiй рiдиною, про-
фiль хвилi (лiнiя струму ψ = 0) є однозначною
функцiєю i не може мати вертикальнi дотичнi в
жоднiй точцi, що унеможливлює iснування точок
розгалудження для гравiтацiйних хвиль. Такi то-
чки можуть iснувати для гравiтацiйно-капiлярних
хвиль (при врахуваннi поверхневого натягу), про-
фiлi яких при достатньо великих амплiтудах не є
однозначними кривими [70]. Хвилi з кiлькома кри-
тичними точками на поверхнi не можуть мати ста-
лу форму, оскiльки частинки рiдини будуть пере-
тiкати вiд одного гребеня до iншого, де буде вiд-
буватися їх накопичення. Це приведе до перекиду
хвилi, а, значить, i до її руйнування.

Таким чином, не може iснувати прогресивних
хвиль сталої форми з q(0) > 0 (такi потоки нази-
ватимемо нерегулярними), а умова того, що гори-
зонтальнi швидкостi частинок рiдини на гребенях
перевищують швидкiсть самих гребенiв, є тради-
цiйним критерiєм руйнування хвиль [40].

4. Гранична хвиля Стокса

4.1. Кутовий потiк Стокса

Граничну хвилю q(0) = 0 сiмейства гравiтацiйних
хвиль з q(0) < 0 вперше дослiдив Стокс у своїй
третiй iсторичнiй роботi з теорiї хвиль на водi [166]
(1880 p.). Стокс показав, що якщо на гребенi хвилi
потiк нерухомий вiдносно самої хвилi, то гребiнь
хвилi утворює кут 120◦. Вiдтворимо вихiднi поло-
ження для доведення цього твердження. З рiвня-
ння (3.5) випливає, що для хвилi з q(0) = 0 висота
гребеня над середнiм рiвнем хвилi

η(0) = B =
c2

2
+

1
2

Φ2
x |y=−h. (4.1)

Виберемо початок власної системи вiдлiку хвилi
на її гребенi, тобто перемiстимо рiвень y = 0 на ве-
личину η(0) вгору. В цiй системi вiдлiку рiвняння
Бернуллi (2.38), записане в термiнах комплексно-
го потенцiалу, враховуючи спiввiдношення (2.52),
має вигляд∣∣∣∣dw
dζ

∣∣∣∣2 + 2 Im ζ = 0, ζ ∈ Г, (4.2)

де ζ = θ + i(y − η(0)), Г – рiвняння поверхнi.
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Розглянемо комплексний потенцiал потоку, опи-
суваний степеневою функцiєю

w(ζ) = φ+ iψ = A ζn. (4.3)

Такий комплексний потенцiал описує потiк навко-
ло кута π

n . Пiдстановка даного виразу в рiвняння
(4.2) дозволяє знайти невiдомi n i A [3]. Зокрема,
для показника n єдино можливим є значення

n =
3
2
,

що саме вiдповiдає куту 120◦. Вiдповiдно, компле-
ксний потенцiал обтiкання кута 120◦ має вигляд

w(ζ) = i
2
3

(iζ)
3
2 , (4.4)

а обернене спiввiдношення таке

ζ(w) = −i
( 3
2i

w
)2

3
. (4.5)

Отже, аналiтична функцiя ζ(w) має сингулярнiсть
порядку 2

3 . Вiдповiдна комплексна швидкiсть має
вигляд

dw
dζ

= −(i ζ)
1
2 = −

(
3
2i

w

)1
3

. (4.6)

4.2. Гiпотези Стокса

Навiвши доведення про кут 120◦, подiбне до викла-
деного вище, а також зважаючи на те, що гребенi
хвиль малої амплiтуди загострюються з її ростом,
як це випливає з наближених розвинень вигляду
(3.2), Стокс висунув такi знаменитi гiпотези [166]:

1. Однопараметричне сiмейство хвиль, що при
нескiнченно малих амплiтудах має косинусої-
дальну форму, в граничному випадку прямує до
гостро-гребеневої конфiгурацiї з кутом 120◦, i та-
кий розв’язок iснує в межах канонiчної задачi.
Для обґрунтування Стокс [166] навiв такi мiрку-
вання: “... залишається невизначеним питання, чи
може збурення (вiльної поверхнi – I.Г.) насправ-
дi досягти такої величини, що утворяться гребенi
гострої форми, або ж iснує границя, для якої про-
фiль все ще залишається гладкою кривою, i за ме-
жами якої не може iснувати хвиль осциляторного
безвихрового типу, що розповсюджуються без змi-
ни форми. Пiсля детальних мiркувань я вiдчуваю,
що такої передуючої границi немає, i ми насправ-
дi можемо наблизитись настiльки, наскiльки заба-
жаємо, до конфiгурацiї, де кривизна нескiнченна,

а вершина є точкою, в якiй обидва ребра, що ми
щойно розглянули, утворюють кут 120◦.”

Таку хвилю називають граничною хвилею Сто-
кса або хвилею граничної форми.

2. Профiль граничної хвилi мiж гребенями
строго опуклий вниз, тобто на ньому вiдсутнi то-
чки перегину. Обґрунтування Стокса [166] чисто
iнтуїтивнi: “Питання, чи у випадку граничної фор-
ми нахил хвилi до горизонту неперервно зростає
вiд впадини до вершини i врештi-решт прямує до
30◦, або, з iншого боку, точки перегину, що про-
фiль має в загальному випадку, залишаються на
скiнченнiй вiдстанi вiд гребеня навiть при дося-
гненнi граничної форми так, що при русi вiд впа-
дини до гребеня нахил досягає максимуму, пiсля
чого вiн починає спадати перед тим, як досягає-
ться вершина, є проблема, яку я не можу з впевне-
нiстю вирiшити, хоча i мало сумнiваюсь, що перша
альтернатива вiрна.”

Наслiдком другої гiпотези Стокса є те, що кут
120◦ є вписаним при гребенi хвилi граничної фор-
ми, тобто профiль граничної хвилi наближається
до кута ззовнi.

3. Гранична хвиля є хвилею максимальної висо-
ти, тобто в межах канонiчної задачi не iснує хвиль
сталої форми, вищих за граничну хвилю Стокса.

Зауважимо, що доведення Стокса не залежить
вiд амплiтуди хвилi, а, отже, не заперечує можли-
востi iснування гостро-гребеневих хвиль iншої ам-
плiтуди, нiж гранична хвиля Стокса (див. обгово-
рення в роботах [60,82,130]). Огляд математичних
доказiв гiпотез Стокса даний в Додатку Б.

4.3. Гiпотеза Гранта

Розв’язок Стокса (4.4) i (4.5) справедливий лише
в нескiнченно близькому околi гребеня хвилi, це є
лише перший член розвинення навколо кута. Тому
одержаний кутовий потiк називають локальним.
Для опису вiльної поверхнi з вiддаленням вiд кута
необхiдно враховувати наступнi члени розвинення.
Другий член розвинення навколо особливої точки
на гребенi знайшов Грант [84] (1973 p.):

ζ(w) = −i
( 3

2i
w
) 2

3
+ iγ (−iw)2µ + ..., (4.7)

а подальшi доданки у виглядi степеневого ряду по
µ розрахував Нормен [141] (1974 p.). Показник µ
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задовольняє трансцендентне рiвняння

tg πµ = −2 + 3µ
3
√

3µ
. (4.8)

Перший корiнь цього рiвняння µ = 0, 73467287... .
Таким чином, розвинення навколо особливої точки
q(0) = 0 не є степеневим (регулярним), а вклю-
чає iррацiональнi показники, тобто сингулярнiсть,
що утворює точка застою на гребенi, має нерегу-
лярний характер. Пiзнiше Емiк i Фраєнкель [38]
та Маклеод [136] (1987 p.) на основi аналiзу iн-
тегрального рiвняння Некрасова (Б7) дали строге
математичне пiдтвердження результатiв Гранта i
Нормена.

Грант [84] (1973 p.) також показав, що для всiх
хвиль дограничної форми, коли q(0) < 0, особлива
точка знаходиться над гребенем хвилi за межами
областi, зайнятої рiдиною. При цьому сингуляр-
нiсть має порядок 1

2 , тобто w ∼ ζ2, i лiнiї струму
в точцi застою, що в даному випадку стає сiдло-
вою точкою, перетинаються пiд кутом 90◦. У хви-
лi граничної форми ця сингулярнiсть має порядок
2
3 , i лiнiї струму перетинаються пiд кутом 120◦. То-
му Грант [84] зробив припущення, що неперервний
пiдхiд до граничної хвилi Стокса можливий ли-
ше за умови, якщо сингулярнiсть 120◦ утворює-
ться шляхом об’єднання кiлькох сингулярностей
90◦. Це скорiш за все i є причиною появи iррацiо-
нальних степеней у розвиненнi (4.7) навколо кута.
Лукомський i Ганджа [129] (2003 p.) надали перше
чисельне пiдтвердження гiпотези Гранта.

4.4. Основнi фiзичнi
властивостi й параметри

Локальний розв’язок Стокса (4.5) та розвинення
Гранта i Нормена (4.7) задовольняють рiвняння
Лапласа i Бернуллi (4.2), але не задовольняють
асимптотику на днi, яка у випадку глибокої води
має вигляд

dw
dζ

= −c, ψ = c d. (4.9)

Для того, щоб задовольнити цю умову, необхiдно
шукати лiнiйнi комбiнацiї розв’язкiв навколо ку-
та, або ж будувати наближенi розвинення, якi тим
чи iншим чином враховують характер сингулярно-
стi навколо гребеня. Виявляється, що це простiше

зробити, якщо вiдобразити смугу, яку займає рiди-
на в комплекснiй площинi w , на кiльце одиничного
радiуса. Це робить вiдображення

w = −ic lnu, u = ρ exp(is). (4.10)

При цьому потенцiал швидкостi й функцiя струму
мають вигляд

φ = c s, ψ = −c ln ρ. (4.11)

Тодi рiдина займатиме кругову область, обмежену
колами ρ = 1 (поверхня) i ρ = ρ0 = e−d (дно).
Гребiнь хвилi має фазу s = 0, а впадина – s = ±π
(рис. 4). Для нескiнченної глибини ρ0 = 0, i дно
вiдображається в єдину точку u = 0.

У комплекснiй площинi u особлива точка ζ = 0
(w = 0) знаходиться в точцi u = 1, i локальний
розв’язок Стокса (4.5), (4.6) має вигляд

ζ = −i

(
3
2
c (1−u)

)2
3

,
dw
dζ

= −

(
3
2
c (1−u)

)1
3

. (4.12)

Враховуючи цi асимптотики, Мiчелл [140] (1893 p.)
у випадку нескiнченної глибини запропонував для
хвилi з особливiстю порядку 2

3 таку апроксимацiю:

dw
dζ

= −c (1− u) 1
3

∞∑
n=0

bn u
n. (4.13)

Асимптотику (4.9) на днi u = 0 можна автома-
тично задовольнити, якщо покласти b0 = 1. Всi
iншi невiдомi коефiцiєнти bn i швидкiсть хвилi
c можна знайти з системи алгебраїчних рiвнянь
пiсля пiдстановки розвинення (4.13) в рiвняння
Бернуллi (4.2).

Мiчелл [140] розрахував першi три коефiцiєнти
(вважаючи, що bn ∼ bn1 ) i одержав c2 ≈ 1,2, тоб-
то швидкiсть хвилi граничної висоти приблизно
в 1,09 раза бiльша за швидкiсть лiнiйної хвилi, i
A ≈ 0,142. Пiзнiше Хевлок [86] (1918 p.) так са-
мо розрахував ще один (четвертий) коефiцiєнт i
одержав A ≈ 0,1418. Некрасов [17] (1919 p.) пiд-
твердив результати Мiчелла, розглянувши оберне-
не розвинення

dζ
dw

= −c−1(1− u)− 1
3

∞∑
n=0

αn u
n, α0 = 1. (4.14)

Девiс [67] (1951 p.), використовуючи дещо iнший
пiдхiд, одержав значення A ≈ 0,1443.
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Рис. 4. Пряма i оберненi площини: а – фiзична площина,
б – обернена площина комплексного потенцiалу, в – оберне-
на площина, вiдображена на кiльце одиничного радiуса

Розрахунок Мiчелла вдалося суттєво уточнити
лише з появою комп’ютерiв. Ямада [184] (1957 p.)
врахував першi дванадцять коефiцiєнтiв розвинен-
ня Некрасова (4.14) i одержав A ≈ 0,1412. Пiзнiше
Ямада i Шиотанi [185] (1968 p.) узагальнили метод
на випадок скiнченної глибини.

Ольфе i Роттмен [142] (1980 p.) формалiзували
метод Мiчелла (детальний опис їх методики даний
в Додатку В) i, врахувавши N = 120 коефiцiєнтiв,
одержали A ≈ 0,141061. Ганджа i Лукомський [82]
(2007 р.) модифiкували метод Мiчелла й рiвняння
Ольфе i Роттмена за допомогою додаткового нелi-
нiйного вiдображення комплексної площини (див.
Додаток В) i одержали найбiльш точне на сьогоднi
значення амплiтуди, фазової швидкостi й енергiї
граничної хвилi Стокса:

c = 1,09228504859, (4.15а)
A = 0,14106348398, (4.15б)
U = 0,03456832591, (4.15в)
T = 0,03829219689. (4.15г)

Цi значення збiглися з асимптотиками, передба-
ченими Маклаковим [132] на основi теорiї майже
найвищих хвиль (див. роздiл 5). Профiль грани-
чної хвилi Стокса зображено на рис. 5. Ганджа i
Лукомський [82] (2007 p.) також побудували кривi
нахилу поверхнi ηθ граничної хвилi Стокса (рис. 6)
та другої похiдної ηθθ (рис. 7).

Методику обчислення граничної хвилi Стокса
у випадку скiнченної глибини розвинуто в робо-
тi Уiлльямса [181] (1981 p.), див. Додаток В. Се-
ред наближених пiдходiв до опису граничної хвилi
Стокса необхiдно також вiдзначити роботу Лонге-
Хiггiнса [126] (2008 p.), в якiй запропоновано про-
сту аналiтичну апроксимацiю для профiлю хви-
лi. Складнiшi апроксимацiї для широкого дiапа-
зону глибин представленi в роботi Карабута [89]
(1998 p.).

5. Хвилi великої амплiтуди,
їх енергiя i методи обчислення

5.1. Екстремуми фазової
швидкостi, iмпульсу i енергiї хвиль

З ростом амплiтуди гребенi стоксових хвиль ста-
ють гострiшими, а профiль хвилi стає бiльш кру-
тим порiвняно з синусоїдальною формою. Це ро-
бить задачу суттєво нелiнiйною, i вже при ам-
плiтудах A ' 0,1 декiлькох доданкiв теорiї збу-
рень, знайдених Стоксом i його послiдовниками,
стає недостатньо для правильного опису властиво-
стей хвиль. Бiльш того, взагалi виникає проблема
збiжностi цих малоамплiтудних розвинень. Хви-
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Рис. 5. Профiль граничної хвилi Стокса з кутом 120◦ (нескiнченна глибина)

лi з A & 0,1 називатимемо крутими 3 або хвиля-
ми великої амплiтуди. Дослiдження властивостей
крутих хвиль стало можливим лише завдяки по-
явi електронних обчислювальних машин. Одним з
перших, хто застосував новi можливостi для роз-
в’язку рiвнянь канонiчної моделi гiдродинамiки,
був Чeппелiр [51] (1961 p.). Вiн врахував першi
дев’ять доданкiв (обрiзаний ряд Фур’є) у загально-
му розв’язку рiвняння Лапласа (A1) i, знайшовши
методом колокацiй вiдповiднi коефiцiєнти розви-
нень, розрахував декiлька профiлiв крутих хвиль
при декiлькох рiзних значеннях глибини, а також
порiвняв результати з розвиненнями Стокса п’ято-
го порядку.

Насправдi ж революцiйну роботу зробив Шварц
[155] (1974 p.), побудувавши за допомогою комп’ю-
терної арифметики стоксовi розвинення для до-
вiльної глибини з точнiстю до O(A48), а для гли-
бокої води з точнiстю до O(A117). Шварц викори-
став розвинення в оберненiй площинi u, застосу-
вавши вперше в загальнiй формi розвинення (В4).
Пiдставивши це розвинення в рiвняння Бернул-
лi й прирiвнявши коефiцiєнти при однакових сте-
пенях u, Шварц одержав нелiнiйну алгебраїчну
систему рiвнянь для невiдомих коефiцiєнтiв an i
швидкостi хвилi c. Прямий розв’язок цих рiвнянь
у той час був неможливий, тому Шварц побудував
теорiю збурень, розвинувши невiдомi величини в
степеневi ряди по малому параметру ε:

an =
∞∑
k=0

ank ε
n+2k, c2 =

∞∑
k=0

γ k ε
2k. (5.1)

Для розрахунку коефiцiєнтiв ank i γ k було одер-
жано загальнi рекурентнi формули.

Вибравши спочатку ε = a1 – амплiтуду першої
гармонiки, Шварц [155] встановив, що при доста-

3 steep waves (англ.)

Рис. 6. Нахил поверхнi хвилi Стокса з кутом 120◦

Рис. 7. Опуклiсть профiлю хвилi Стокса з кутом 120◦

тньо великих значеннях a1 збiжнiсть амплiтудних
розкладiв (5.1) значно погiршується, i врештi-решт
вони розбiгаються. Для того щоб збiльшити радiус
збiжностi рядiв теорiї збурень, Шварц використав
паде-апроксимацiї. Вiн показав, що розбiжнiсть те-
орiї збурень по амплiтудi першої гармонiки a1 зу-
мовлена тим, що a1 не є монотонною функцiєю
висоти хвилi A i має максимум (у випадку гли-
бокої води при A ≈ 0,13) до того, як досягнуто
граничну висоту. Цей максимум i визначає радiус
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Рис. 8. Залежностi фазової швидкостi c стоксових хвиль,
їх повної, потенцiальної i кiнетичної енергiй E, U i K та
iмпульсу I вiд амплiтуди A

збiжностi амплiтудних розвинень. Оскiльки висо-
та хвилi A монотонно зростає до граничного зна-
чення, то збiжнiсть можна покращити, якщо ви-
брати ε ∼ A, як це i зробив Шварц, поклавши
ε = 2A. Розвинення за цим параметром дали мо-
жливiсть просунутись до майже граничних амплi-
туд, хоча все одно знадобилося використання паде-
апроксимацiй для покращення точностi. Для гли-
бокої води Шварц одержав Amax = 0,1412, що збi-
глося з розрахунками Ямади [184] безпосередньо
граничної хвилi Стокса.

Нарештi, Шварц [155] дав чисельне пiдтвердже-
ння результату Гранта [84], що хвилi дограничної
форми мають особливу точку, яка знаходиться над
гребенем хвилi i має сингулярнiсть порядку 1

2 , а не
2
3 , як у граничної хвилi Стокса.

Лонге-Хiггiнс [103] (1975 p.) у випадку глибокої
води перерахував розвинення Шварца з параме-
тром ε = 2A в розвинення по параметру ε2 = υ =
= 1 − q2(0) q2(π)

c2 c20
, котрi, як виявилось, збiгаються

швидше. Тут q(0) i q(π) – швидкостi частинок вiд-
повiдно на гребенi й впадинi хвилi (у власнiй систе-
мi вiдлiку хвилi), c0 – фазова швидкiсть лiнiйної
хвилi. Новий параметр υ окрiм кращої збiжностi
дає ту перевагу, що межi його змiни вiдомi напе-
ред: вiн зростає вiд υ = 0 для лiнiйної хвилi до
υ = 1 для хвилi граничної форми. Одержавши роз-
винення з точнiстю O(υ40), Лонге-Хiггiнс виявив,
що подiбно до амплiтуди першої гармонiки фазова
швидкiсть хвилi c, її повна, потенцiальна i кiне-
тична енергiї E, U i K та iмпульс I також не є

монотонними функцiями амплiтуди хвилi A, а на-
бувають максимальних значень i потiм спадають
до того, як досягнуто граничну амплiтуду. Вiдпо-
вiднi залежностi подано на рис. 8. Таким чином,
хвиля максимальної висоти не є найшвидшою i не
має найбiльшу енергiю та iмпульс, як це вважа-
лося з часiв Стокса. Коуклет [59] (1977 p.) показав,
що цей результат є справедливим для всiх значень
глибини, застосувавши метод Шварца для побудо-
ви розвинень по параметру ε2 = 1 − q2(0) q2(π)

c4 з
точнiстю до O(ε110). Вiн встановив, що ще багато
iнших iнтегральних характеристик хвилi набува-
ють максимальних значень до того, як досягнуто
граничну амплiтуду. Для глибокої води Коуклет
[59] одержав Amax = 0,14105.

Зауважимо, що максимум фазової швидко-
стi хвилi фактично вперше одержали Сасакi i
Муракамi [154] (1973 p.), проте недостатня то-
чнiсть їх розрахункiв не дала авторам смiли-
вiсть стверджувати, що максимум швидкостi дiй-
сно має мiсце.

Далластон i МакКью [66] (2010 p.) використали
можливостi сучасної символьної арифметики для
перерахунку степеневих розвинень Шварца [155] i
Коуклета [59] в точному символьному виглядi до
O(ε300) i чисельно до O(ε846). З подальшим вико-
ристанням паде-апроксимацiй вони обчислили по-
ложення наступних екстремумiв фазової швидко-
стi та енергiї стоксових хвиль при пiдходi до точки
максимальної амплiтуди: перший локальний мiнi-
мум i другий локальний максимум. Також за до-
помогою апроксимацiї були знайденi значення ам-
плiтуди i швидкостi граничної хвилi Стокса, якi
збiглися зi значеннями, одержаними ранiше Уiл-
льямсом [181].

Без переходу до степеневих розвинень вигля-
ду (5.1) необхiдно розв’язувати повну нелiнiйну
алгебраїчну систему рiвнянь для коефiцiєнтiв за-
гальних фур’є-розвинень (A4) у фiзичнiй площи-
нi (перший метод Стокса) або (A6) в оберненiй
площинi (другий метод Стокса). Перевага остан-
нiх полягає в тому, що в оберненiй площинi вiльна
поверхня вiдома i задана горизонтальною лiнiєю
ψ = 0. Це дає можливiсть значно спростити роз-
рахунки. Так, Лонге-Хiггiнс [106] (1978 p.) встано-
вив простi квадратичнi спiввiдношення мiж коефi-
цiєнтами an розвинення (A6), що замiнили значно
складнiшу алгебраїчну систему кубiчних рiвнянь,
яка виникає при безпосереднiй пiдстановцi рядiв
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Фур’є (A6) в рiвняння Бернуллi. Вiдповiдно метод,
що оснований на цих квадратичних спiввiдношен-
нях, одержав назву метода Лонге-Хiггiнса i вна-
слiдок своєї простоти став стандартним методом
розв’язку канонiчної задачi в оберненiй площинi.
Детальний виклад методу даний Лонге-Хiггiнсом
у роботах [114] (1984 p.) i [116] (1985 p.) для не-
скiнченної глибини та [120] (1988 p.) для скiн-
ченної глибини. Зауважимо, що метод на основi
квадратичних спiввiдношень Лонге-Хiггiнса [106]
для випадку глибокої води вперше реалiзував
Сеффмен [152] (1980 p.), а для скiнченної глиби-
ни – Маклiн [135] (1982 p.).

Лонге-Хiггiнс [103] (1975 p.) також строго до-
вiв спiввiдношення, справедливi для довiльної
глибини,

dE = d(K+U) = cdI, dL = d(K−U) = I d c, (5.2)

де L – функцiя Лагранжа. Отже, екстремуми iм-
пульсу i повної енергiї збiгаються, а також екстре-
муми фазової швидкостi й функцiї Лагранжа.

5.2. Асимптотична теорiя
майже найвищих хвиль

Окрiм появи екстремуму фазової швидкостi й iн-
ших iнтегральних характеристик хвилi при пiдхо-
дi до граничної висоти проявляється ще один ви-
значальний ефект. Так, Сасакi i Муракамi [154]
(1973 p.) встановили, що для хвиль майже грани-
чної форми максимальний кут нахилу ϑ вiльної
поверхнi до горизонту поблизу гребеня перевищує
30◦, хоча, як вiдомо, для граничної хвилi Стокса
вiн в точностi має дорiвнювати π

6 . Лонге-Хiггiнс
i Фокс [105] (1977 p.) надали пiдтвердження i об-
ґрунтування цього результату, розробивши асим-
птотичну теорiю майже найвищих хвиль. Для цьо-
го вони обрали положення нульового рiвня y = 0
так, щоб константа в правiй частинi рiвняння Бер-
нуллi (2.13) дорiвнювала нулю. Для цього потрiбно
покласти

η ≡ −L = −

(
c2

2g
+

Φ2
x |y=−h

2g

)
,

тобто перемiстити початок вiдлiку вгору на вiд-
стань L вiд середнього рiвня хвилi. В цiй системi
координат гребiнь хвилi розташований нижче по-
чатку вiдлiку на вiдстанi

l =
q2(0)
2g

, (5.3)

оскiльки з рiвняння Бернуллi маємо η(0) = −l. Ви-
браний початок вiдлiку збiгається з гребенем гра-
ничної хвилi, де вона має особливу точку i утво-
рює кут 120◦. При цьому в новiй системi координат
усi хвилi мають рiзнi положення середнього рiвня.
Характерна довжина l показує, наскiльки кожна
хвиля близька до граничної.

Лонге-Хiггiнс i Фокс [105] поставили перед со-
бою задачу знайти форму майже найвищих хвиль
поблизу гребеня, тобто побудувати локальний роз-
в’язок, який замiсть того, щоб задовольняти гра-
ничну умову на днi, наближався би при r → ∞
(де r – вiдстань вiд початку координат до поверх-
нi хвилi) до локального кута Стокса, що заданий
двома асимптотами ϑ = ±π6 . Цей розв’язок i вiд-
повiдний потiк рiдини було названо внутрiшнiм.
Виявилось, що в безрозмiрних змiнних r/l такий
розв’язок єдиний, i його асимптотична поведiнка
(при r � l) визначається комплексною парою ко-
ренiв µ ≈ − 1

6 ± 0,35715116 i того самого трансцен-
дентного рiвняння (4.8), що знайшов Грант [84]. (У
противагу до дiйсних коренiв, число яких нескiн-
ченне, рiвняння Гранта має лише єдину пару ком-
плексно спряжених коренiв, звiдки i випливає єди-
нiсть знайденої асимптотики). При цьому Лонге-
Хiггiнс i Фокс одержали трансцендентне рiвняння
для дещо iншого параметра iν = 1

3 + 2µ, i ком-
плекснiй парi коренiв рiвняння Гранта вiдповiдає
ν± ≈ ±0,71430232. Для того, щоб розрахувати вну-
трiшнiй потiк на вiдстанях r ∼ l, Лонге-Хiггiнс i
Фокс [105] використали пiдхiд, схожий на метод
Мiчелла (4.13), i на основi одержаних даних побу-
дували просту асимптотичну апроксимацiю профi-
лю внутрiшнього розв’язку, а саме

cos
(

3
2

(π
2
− ϑ
))

=

=
3
2
ap

(r
l

)− 3
2

cos
(

3
2
ν+ ln

(r
l

)
+bp

)
, (5.4)

де ap ≈ 0,78 i bp ≈ 0,18 – пiдгоночнi параметри. Ви-
дно, що профiль осцилює навколо асимптот ϑ =
±π6 , причому амплiтуда цих осциляцiй затухає з
ростом r, а максимальний кут нахилу вiльної по-
верхнi згiдно з розрахунками Лонге-Хiггiнса i Фо-
кса становить ≈30,37◦. При цьому, оскiльки роз-
в’язок залежить вiд змiнної r/l, окiл Mr, в якому
мають мiсце осциляцiї профiлю, стає меншим зi
зменшенням характерної довжини l так, що ефект
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зникає в граничному випадку l = 0, котрий вiдпо-
вiдає хвилi максимальної висоти.

У наступнiй роботi Лонге-Хiггiнс i Фокс [110]
(1978 p.) для випадку глибокої води показали, як
одержаний внутрiшнiй потiк асимптотично зши-
ти з зовнiшнiм потоком, що задовольняє граничну
умову на днi. Цей зовнiшнiй розв’язок було побудо-
вано з тiєї умови, що вiн має в границi l→ 0 задо-
вольняти асимптотику Гранта (4.7), а, з iншого бо-
ку, асимптотику, що зшивається з внутрiшнiм роз-
в’язком (5.4). Значення параметра γ в розвинен-
нi Гранта було пiдiбрано так, щоб вiн максималь-
но точно апроксимував граничну хвилю Стокса,
яку Лонге-Хiггiнс i Фокс розрахували, модифiку-
вавши метод Некрасова (4.14), хоча це фактично
i не дало покращення точностi порiвняно зi стан-
дартним методом Мiчелла (4.13). В результатi зро-
бленої зшивки було отримано простi асимптотичнi
формули для розрахунку квадрата фазової швид-
костi, кiнетичної i потенцiальної енергiй, iмпульсу
та середнього рiвня майже найвищих хвиль. Якщо
f – якась з вказаних величин, то її поведiнку при
малих ε = l ·k (k – хвильове число) можна вирази-
ти спiввiдношенням

f = f∗ − af ε3 cos(3ν+ ln ε+ bf ), (5.5)

де f∗ – граничне значення величини f ; af > 0
i bf – сталi, що залежать вiд вибору f i визна-
ченi умовами зшивки зовнiшнього i внутрiшнього
розв’язкiв. Зокрема, для квадрата фазової швид-
костi f = c2 було одержано оцiнку c2∗ = 1,1931,
af ≈ 1,18, bf ≈ 2,22. З виразу (5.5) видно, що фазо-
ва швидкiсть хвилi та її iнтегральнi характери-
стики при пiдходi до хвилi граничної форми пока-
зують осциляторну поведiнку i мають нескiнчен-
не число локальних максимумiв i мiнiмумiв зату-
хаючої амплiтуди. Асимптотична поведiнка висо-
ти хвилi iнша:

A = A∗ − (2π)−1ε2 + aA ε
3 cos(3ν+ ln ε+ bA), (5.6)

де пiдгоночнi значення сталих, що розрахували
Лонге-Хiггiнс i Фокс, становлять: A∗ = 0,14107,
aA ≈ 0,16, bA ≈ −1,54. Осциляторна поведiнка A
недостатня, щоб перевищити її монотонне зростан-
ня зi зменшенням ε. Таким чином, гранична хвиля
найвища, проте не найшвидша.

Лонге-Хiггiнс i Фокс [110] також показали, що
аналiтичне продовження поля швидкостi, одержа-

ного в рамках асимптотичної теорiї майже най-
вищих хвиль, мiстить сiдлову точку над гребе-
нем хвилi, як це встановив Грант [84]. Зауважи-
мо, що асимптотична теорiя Лонге-Хiггiнса i Фо-
кса в принципi справедлива для довiльної глиби-
ни, проте чисельнi значення параметрiв було пi-
дiбрано лише для випадку глибокої води. Пiзнiше
Лонге-Хiггiнс i Фокс [123] (1996 p.) показали, що
асимптотичнi формули дають точнiшi результати,
якщо пiдгоночнi параметри визначати не з умов
зшивки (що носять бiльш якiсний, нiж кiлькiсний
характер), а так, щоб вони якнайкраще апрокси-
мували зробленi з достатньою точнiстю чисельнi
розрахунки майже найвищих хвиль.

Справедливiсть асимптотичної теорiї Лонге-
Хiггiнса i Фокса пiдтвердив Уiлльямс [182]
(1985 p.), узагальнивши свiй метод розрахунку
граничної хвилi Стокса (Уiлльямс [181], 1981 p.)
на випадок майже найвищих хвиль. При цьому
вiн використав iдею Гранта про те, що особливiсть
порядку 2

3 граничної хвилi утворюється поєднан-
ням кiлькох сингулярностей порядку 1

2 . Для ши-
рокого дiапазону глибин безпосереднiм розрахун-
ком вiн одержав одне й те саме значення ≈30,37◦
максимального кута нахилу вiльної поверхнi, а та-
кож розрахував перший мiнiмум фазової швидко-
стi хвилi та її iнших iнтегральних характеристик.

Строге математичне доведення того факту, що
при пiдходi до хвилi граничної форми максималь-
ний кут нахилу вiльної поверхнi до горизонту пе-
ревищує 30◦, дав Маклеод [137] (1979 р.), довiв-
ши для загального випадку довiльної глибини таке
твердження. Якщо ϑ(µ)(s) – послiдовнiсть розв’яз-
кiв iнтегрального рiвняння Некрасова (Б7), яка
при µ → ∞ прямує до розв’язку ϑ(lim)(s) рiвня-
ння Некрасова з µ =∞, то при достатньо великих
µ має мiсце нерiвнiсть

sup
s∈[0, π]

ϑ(µ)(s) >
π

6
.

Пiзнiше Емiк [37] (1987 p.) строго показав, що
будь-який додатний розв’язок

(
ϑ(s) > 0

)
рiвнян-

ня Некрасова з µ < ∞ задовольняє оцiнку згори
ϑ(s) < 31,15◦. Емiк [37] також вказав, що осциля-
торна поведiнка профiлю хвилi при наближеннi до
хвилi граничної форми є нiчим iншим, як феноме-
ном Гiббса [39], коли розривнi функцiї або непе-
рервнi функцiї з розривними похiдними апрокси-
мують обрiзаними рядами. Чендлер i Грехем [50]
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(1993 p.) для випадку глибокої води пiдтвердили
iснування феномену Гiббса в чисельних розв’яз-
ках рiвняння Некрасова при пiдходi до граничної
висоти. Було встановлено, що максимальна амплi-
туда осциляцiй Гiббса становить ≈30,3787032466◦.
При цьому для чисельного розв’язку рiвняння Не-
красова Чендлер i Грехем [50] використали суттє-
во нерiвномiрну сiтку (з насиченням бiля гребеня
хвилi) з максимум N = 1026 точок на iнтервалi
s ∈ [0, π].

На рис. 9 наведено результати розрахункiв пер-
шої похiдної профiлю вiльної поверхнi ηθ (тангенс
кута нахилу до горизонтальної осi) майже найви-
щих стоксових хвиль, одержанi методом дробових
розвинень Фур’є (див. Додаток Г). Видно, що по-
близу гребеня нахил вiльної поверхнi дiйсно пере-
вищує 30◦, тобто |ηθ| > 1√

3
.

5.3. Методи обчислень хвиль
майже граничної амплiтуди

Окрiм iнтегрального рiвняння Некрасова одер-
жано ще багато iнших iнтегральних або iнтегро-
диференцiальних рiвнянь для розрахунку прогре-
сивних хвиль. Переважну частину цих рiвнянь ви-
водять за такою схемою. Оскiльки комплексний
потенцiал – аналiтична функцiя в областi Ω, що
зайнята рiдиною, то його значення в будь-якiй то-
чцi ζ0 всерединi областi G ∈ Ω можна виразити
через значення на границi Г цiєї областi за допо-
могою iнтеграла Кошi [27]:

w(ζ0) =
1

2πi

∮
Г

w(ζ)
ζ − ζ0

dζ. (5.7)

У випадку перiодичних хвиль контур Г вибирають
таким чином, щоб цiлком охопити перiод хвилi вiд
дна до вiльної поверхнi: Г = Гs + Г− + Гb + Г+,
де Гs i Гb – дiлянки контура Г, що належать вiд-
повiдно вiльнiй поверхнi й дну, а Г+ i Г− – йо-
го вертикальнi бiчнi дiлянки, що з’єднують дно та
поверхню i розташованi на вiдстанi перiоду хвилi
одна вiд одної. Iнтеграл по горизонтальному дну
Гb завжди легко розрахувати, а iнтеграли по Г+

i Г− взаємно скорочуються внаслiдок перiодично-
стi. Таким чином, iнтеграл Кошi (5.7) виражає зна-
чення комплексного потенцiалу в будь-якiй точцi
ζ0 всерединi рiдини через значення комплексного
потенцiалу на вiльнiй поверхнi Гs. Iнтегральне рiв-
няння можна одержати, якщо точку ζ0 вибрати на
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Рис. 9. Перша похiдна профiлю вiльної поверхнi майже
найвищих стоксових хвиль (тангенс кута нахилу) поблизу
гребеня (нескiнченна глибина). Амплiтуда хвиль становить
99,25%, 99,67%, 99,90% вiд Amax

вiльнiй поверхнi. При цьому, хоча iнтеграл Кошi
в звичайному розумiннi й розбiгається, значення
функцiї w(ζ0) дорiвнює його подвоєному головно-
му значенню [27]. Методи, що основанi на цiй iдеї,
називають контурно-iнтегральними, вони є одни-
ми з найточнiших методiв розрахунку поверхне-
вих хвиль. У багатьох з них замiсть комплексного
потенцiалу розглядають iншi аналiтичнi функцiї,
що описують потiк рiдини, наприклад, комплексну
швидкiсть.

Так, Роттмен i Ольфе [150] (1979 p.) одер-
жали iнтегро-диференцiальне рiвняння для про-
фiлю хвилi y = η(θ) у фiзичнiй площинi, а
Блур [45] (1978 p.) – для кута нахилу ϑ вiльної
поверхнi до горизонтальної осi. Обидва цi рiвня-
ння окрiм сили тяжiння враховують також по-
верхневий натяг. Ранiше Байатт-Смiт [48] (1970 p.)
отримав iнтегральне рiвняння для профiлю хви-
лi в оберненiй площинi w . Шварц i Ванден-
Броуек (1979 p.) у роботах [156] для нескiнчен-
ної глибини (з врахуванням поверхневого натя-
гу) та [178] для скiнченної глибини одержали
iнтегро-диференцiальне рiвняння для вiльної по-
верхнi в оберненiй площинi u i вперше розраху-
вали перший локальний мiнiмум фазової швид-
костi та кiнетичної i потенцiальної енергiй хвилi.
Чен i Сеффмен [53] (1979 p.) для випадку гли-
бокої води, враховуючи поверхневий натяг, отри-
мали iнтегро-диференцiальне рiвняння для профi-
лю хвилi в фiзичнiй площинi, застосувавши па-
раметризацiю вiльної поверхнi дуговою змiнною
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Таблиця 2. Екстремуми фазової
швидкостi c стоксових хвиль, розрахованi
методом Танаки (нескiнченна глибина)

Екстремум c υ A c

перший max 0,8637 0,138753 1,092951384
перший min 0,9685 0,140920 1,092276839
другий max 0,9927 0,141056 1,092285150
другий min 0,9985 0,141063 1,092285047

(вiдстань вiд гребеня вздовж поверхнi до її до-
вiльної точки). Пiзнiше Сiммен i Сеффмен [161]
(1985 p.) розширили це рiвняння на випадок ста-
лої завихреностi (що вiдповiдає iснуванню до-
даткової сталої течiї або сталого вiтру), а та-
кож використали додаткову параметризацiю, що
автоматично зосереджує чисельну сiтку побли-
зу гребеня при наближеннi до граничної хвилi.
Завдяки цьому вдалося значно пiдняти точнiсть
розрахункiв. Зокрема, для граничної хвилi Сiм-
мен i Сеффмен [161] одержали c ≈ 1,092285 i
A ≈ 0,141064, що було дуже близько до розрахун-
кiв Уiлльямса [181] безпосередньо граничної хви-
лi Стокса. Сiлва i Перегрiн [174] (1988 p.) уза-
гальнили iнтегро-диференцiальне рiвняння Сiмме-
на i Сеффмена на випадок скiнченної глибини,
а також використали його для розрахунку хвилi
граничної форми.

Одним з найточнiших i найшвидших контурно-
iнтегральних методiв є метод Танаки, запропоно-
ваний ним у роботi [171] (1986 p.) для поодиноких
хвиль i розширений пiзнiше на випадок перiоди-
чних хвиль для довiльної глибини в комп’ютернiй
програмi Stokes_finite.f4 [172]. На основi рiвня-
ння (Б5), що виражає зв’язок мiж модулем швид-
костi q й кутом нахилу ϑ вiльної поверхнi, Танака
одержав iнтегральне рiвняння, що визначає зале-
жнiсть мiж функцiєю ln q i кутом ϑ. Параметром
рiвняння є величина

υ = 1− q(0)
q(π)

. (5.8)

Для лiнiйної хвилi υ = 0, а для граничної хви-
лi υ = 1. Одержане iнтегральне рiвняння розв’я-
зують методом послiдовних наближень. Для згу-

4 Автор вдячний професору Мiцухiро Танацi за люб’язно
надану копiю цiєї програми.

щення вузлiв чисельної сiтки навколо гребеня, що
докорiнно покращує точнiсть розв’язку, було вико-
ристано нелiнiйне перетворення

φ = φ′ − γ sinϕ′, 0 6 γ < 1, (5.9)

яке запропонували ранiше Чен i Сеффмен [54]
(1980 p.). Ефект тим сильнiший, чим параметр γ
ближчий до одиницi. Незважаючи на ефективнiсть
свого методу, результати розрахункiв перiодичних
хвиль Танака так i не опублiкував. Метод Танаки у
випадку глибокої води з величезною точнiстю вже
при N = 1000 вузлiв дає другий локальний макси-
мум фазової швидкостi хвилi, а при N = 3500 – її
другий локальний мiнiмум (табл. 2).

В ролi точних на сьогоднi оцiнок швидкостi й
амплiтуди граничної хвилi можна вважати резуль-
тати Маклакова [132] (2002 p.). Вiн також без-
посереднiм чисельним розрахунком одержав дру-
гий максимум i другий мiнiмум фазової швид-
костi й iнших iнтегральних характеристик хви-
лi, провiвши точнi розрахунки до амплiтуди, що
становить 99,99997% вiд граничного значення, хо-
ча i не протабулював одержанi результати. Для
цього Маклаков застосував спецiально розробле-
ну модифiкацiю контурно-iнтегрального методу,
коли для одержання потрiбної точностi вияви-
лось достатньо сiтки з максимум N = 2000
точок. При цьому перевага над методом Тана-
ки полягає в тому, що для одержання тiєї са-
мої точностi необхiдне менше число точок. Далi
Маклаков використав свої розрахунки для уто-
чнення значень пiдгоночних параметрiв в асим-
птотичних формулах (5.5), (5.6) Лонге-Хiггiнса
i Фокса для випадку глибокої води, а також
розрахував значення цих сталих для широко-
го дiапазону глибин, показавши, що асимптоти-
чнi формули застосовнi й для випадку скiнчен-
ної глибини. Уточненi асимптотичнi спiввiдноше-
ння дали безпрецедентно точнi значення харак-
теристик граничної хвилi, зокрема для глибокої
води c2 = 1,1930866274 (c = 1,0922850486) i
A = 0,14106348398.

Всi контурно-iнтегральнi методи основанi на ви-
користаннi конформного вiдображення в обернену
площину. Iснує також декiлька пiдходiв, в яких ре-
алiзованi розвинення потенцiалу швидкостi в фiзи-
чнiй площинi без переходу до комплексного потен-
цiалу. Огляд цих методiв зроблений у Додатку Г.
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5.4. Траєкторiї i прискорення
частинок рiдини на поверхнi хвилi
У власнiй системi вiдлiку хвилi частинки рiди-
ни рухаються вздовж лiнiй струму (див. рис. 3),
якi заданi рiвняннями (2.51) – ейлеровий пiд-
хiд до опису руху частинок. Зокрема, поверх-
невi частинки рухаються вздовж поверхнi хви-
лi. На експериментi за рухом частинок спостерi-
гають у лабораторнiй (нерухомiй вiдносно дна)
системi вiдлiку – лагранжевий пiдхiд до опису
руху частинок. В лiнiйних хвилях частинки рi-
дини описують елiп-си (для глибокої води – ко-
ла) з часовим перiодом T = 2π

/√
thh, рiвним

часовому перiоду хвилi. Хвилi скiнченної амплi-
туди спричиняють масоперенос у напрямi свого
поширення, i траєкторiї частинок у лаборатор-
нiй системi вiдлiку, якi заданi рiвняннями (2.43),

не є замкненими кривими. Вигляд цих траєкто-
рiй для хвилi майже найвищої форми зображе-
но на рис. 10, звiдки також добре видно рiзни-
цю мiж ейлеровим i лагранжевим пiдходами до
однiєї i тiєї ж задачi. Видно, що в лаборатор-
нiй системi вiдлiку поверхнева частинка при ру-
сi вiд гребеня до гребеня описує криву, що за
своєю формою нагадує циклоїду. Часовий перiод
руху частинки перевищує часовий перiод хвилi,
притому тим бiльше, чим амплiтуда хвилi ближ-
ча до граничної. Для граничної хвилi Стокса
з точкою застою на гребенi час руху частинки
вiд гребеня до гребеня стає нескiнченним, що за
аналогiєю вiдповiдає руху по сепаратрисi матема-
тичного маятника, коли для досягнення нестiйкого
положення рiвноваги в найвищий точцi необхiдний
нескiнченний час.
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Рис. 10. Траєкторiя руху частинки рiдини вздовж поверхнi стоксової хвилi з A = 0,14092 (99,90%

граничної висоти) на глибокiй водi в лабораторнiй системi вiдлiку
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Рис. 11. Прискорення поверхневих частинок поблизу гре-
беня стоксових хвиль майже граничної форми на глибокiй
водi, висота хвиль становить 99,25%, 99,67%, 99,90%, 99,95%

граничної висоти. Прискорення на гребенi прямує до зна-
чення ≈ 0,388g у власнiй системi вiдлiку хвилi

Бiльш детальний аналiз траєкторiй частинок в
крутих хвилях та хвилi граничної форми можна
знайти в роботах Лонге-Хiггiнса [111] (1979 p.)
та Срокоза [163] (1981 p.). Вiдмiнностям мiж ей-
леровим i лагранжевим пiдходами до опису вла-
стивостей поверхневих хвиль, включаючи експери-
ментальнi данi, присвячено роботу Лонге-Хiггiнса
[118] (1986 p.), а рiзноманiтним характеристикам
масопереносу в стоксових хвилях – його робо-
ти [119] (1987 p.) та [120] (1988 p.) (вiдповiдно
для нескiнченної та скiнченної глибини). Лонге-
Хiггiнс [112] (1980 p.) також дослiдив момент iм-
пульсу руху гравiтацiйних хвиль, а в роботi [113]
(1983 p.) виписав вiсiм фундаментальних законiв
збереження для безвихрових гравiтацiйних хвиль
(енергiя, iмпульс тощо). Математичним аспектам
аналiзу траєкторiй частинок при поширеннi сто-
ксових хвиль присвяченi роботи Константiна [61,
62] (2006 p., 2012 p.) та Iонеску–Крузе (2013 р.)

Важливою характеристикою руху частинок рi-
дини є також їх прискорення. Горизонтальне ax
i вертикальне ay прискорення частинок рiдини у
власнiй системi вiдлiку хвилi визначенi спiввiдно-
шеннями

ax =
d2θ

d t2
= Φθθ (Φθ − c) + ΦyθΦy,

ay =
d2y

d t2
= Φyθ (Φθ − c)− ΦθθΦy.

(5.10)

Для лiнiйних хвиль, амплiтуда яких a нескiнченно
мала порiвняно з довжиною хвилi λ, прискорення,

як випливає з формул (2.30) та (5.10), пропорцiй-
нi вiдношенню a

/
λ, тобто також нескiнченно ма-

лi. Для хвилi граничної форми ситуацiя зовсiм iн-
ша. Так, з рiвняння для лiнiй струму в компле-
кснiй формi (2.54) та вигляду комплексної швид-
костi навколо кута (4.6) випливає, що поблизу гре-
беня граничної хвилi комплексне прискорення ча-
стинок має вигляд

d2ζ

d t2
= ax + iay = −1

2

(
ζ

ζ∗

)1
2

. (5.11)

Таким чином, навколо кута прискорення частинок

a =
√

a2
x + a2

y

у власнiй системi вiдлiку хвилi скрiзь рiвне 1
2 g (у

розмiрних змiнних) i спрямоване вiд гребеня хвилi.
При цьому кожна частинка рiдини рухається так,
як вона рухалася би в центральному полi сталої
напруженостi з центром вiдштовхування на гре-
бенi. Розвиток цiєї iдеї даний Лонге-Хiггiнсом у
роботi [111] (1979 p.), а детальний аналiз приско-
рень частинок у хвилях майже граничної та гра-
ничної форми – у роботi [118] (1986 p.). З вiдда-
ленням вiд гребеня граничної хвилi прискорення
частинок спадає.

Цiкавим є результат для хвиль майже грани-
чної форми. Лонге-Хiггiнс i Фокс [105] (1977 p.),
використовуючи асимптотичну теорiю майже най-
вищих хвиль, а пiзнiше Уiлльямс [182] (1985 p.)
безпосереднiм розрахунком, показали, що на гре-
бенi майже найвищих хвиль прискорення частин-
ки становить лише ≈0,388g (приблизно це ж зна-
чення одержали ранiше Сасакi i Муракамi [154],
1973 p.). При цьому, як видно з рис. 11, макси-
мальне прискорення поверхневої частинки побли-
зу гребеня дещо перевищує 0,5g. Це є в точностi
прояв того самого ефекту Гiббса, який можна спо-
стерiгати при пiдходi до хвилi граничної форми
для максимального кута нахилу вiльної поверхнi,
який при цьому дещо перевищує 30◦.

6. Нестiйкiсть та руйнування хвиль

6.1. Модуляцiйна нестiйкiсть

Лайтхiлл [101] (1965 p.) та Бенжамiн i Фейр [41]
(1967 p.) показали, що хвилi Стокса малої амплiту-
ди на глибокiй водi нестiйкi вiдносно малих часо-
вих збурень. Нестiйкiсть проявляється в ростi па-
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ри бокових компонентiв з частотами ω0±ω′ та хви-
льовими числами k0± k′, що приводить до часової
модуляцiї амплiтуди a = a(x, t) i фази θ = θ(x, t)
несучої хвилi (ω0 – частота, k0 – хвильове чи-
сло основної хвилi). Цей результат також незале-
жно одержали Уiзем [180] (1967 p.) та Захаров [4]
(1966 p.) i [5] (1968 p.). Таким чином, модуляцiйна
нестiйкiсть – це нестiйкiсть до часової модуля-
цiї хвиль, що виражається в нестацiонарностi їх
поширення. Фейр [77] (1967 p.) та Бенжамiн [42]
(1967 p.) дали експериментальне пiдтвердження
цьому факту. Останнiй також узагальнив резуль-
тати для випадку скiнченної глибини i показав, що
модуляцiйна нестiйкiсть для хвиль малої амплiту-
ди зникає при k h . 1,36, тобто в цьому випадку
хвилi стають стiйкими. Цей же результат незале-
жно одержав Уiзем [180] (1967 p.).

Модуляцiйна нестiйкiсть не означає, що сто-
ксових хвиль не iснує в природi. Вона показує
лише те, що цi хвилi не зберiгають сталу фор-
му протягом значних часових масштабiв (декiль-
кох перiодiв хвиль). Для хвиль малої амплiтуди
Лейк та iн. [97] (1977 р.) як теоретично, так i
експериментально показали, що нестiйкi модуля-
цiї зростають до деякого максимального значен-
ня, а потiм спадають, при цьому хвиля поверта-
ється до майже немодульованої початкової фор-
ми. Такий процес модуляцiй-демодуляцiй перiоди-
чно повторюється в часi. При цьому Лейк та iн.
[97] експериментально встановили, що в процесi
модуляцiй-демодуляцiй вiдбувається зсув частоти
несучої хвилi в низькочастотну область – явище
зсуву частоти вниз.

Модуляцiйну нестiйкiсть без обмеження на ма-
лiсть амплiтуди хвиль у випадку глибокої води до-
слiдив Лайтхiлл [102] (1967 p.). Вiн встановив, що
для достатньо крутих хвиль (при A ≈ 0,11) мо-
дуляцiйна нестiйкiсть зникає – явище рестабiлi-
зацiї. Лонге-Хiггiнс [108] (1978 p.) розрахував мо-
дуляцiйну нестiйкiсть бiльш точно на основi то-
чних рiвнянь руху (всi попереднi результати було
одержано з наближених еволюцiйних рiвнянь, та-
ких як нелiнiйне рiвняння Шредiнгера, рiвняння
Захарова тощо). Вiн встановив, що рестабiлiзацiя
для модуляцiй з ω′ = 0 вiдбувається при A ≈ 0,110,
а повна рестабiлiзацiя системи (для всiх ω′) – при
A ' 0,124. Пiзнiше Лонге-Хiггiнс [117] (1986 p.)
уточнив свої розрахунки i показав, що для вузької
смуги частот ω′ модуляцiйна нестiйкiсть має мiсце

i при бiльших амплiтудах, а повнiстю зникає лише
в точцi максимуму повної енергiї (A ≈ 0,1366).

Лонге-Хiггiнс i Коуклет [104] (1976 p.) розроби-
ли контурно-iнтегральний метод для розрахунку
еволюцiї нестацiонарних хвиль в послiдовнi момен-
ти часу – покроково-часовий метод. На основi цьо-
го методу Лонге-Хiггiнс i Коуклет [109] (1978 p.),
використавши в ролi початкової умови модуляцiй-
но збурену стоксову хвилю з ω′ = 1

2ω0 при двох
рiзних амплiтудах A ≈ 0,08 i A ≈ 0,10, показа-
ли, що при цих амплiтудах модуляцiйна нестiй-
кiсть призводить до перекиду i руйнування хвилi.
Мелвiлл [138] (1982 p.) надав переконливi експери-
ментальнi пiдтвердження цьому факту, дослiдив-
ши дiапазон амплiтуд A = 0,05–0,09.

Детальний аналiз модуляцiйної нестiйкостi гра-
вiтацiйних хвиль й пов’язаних з нею процесiв мо-
жна знайти в оглядах Юена i Лейка [186] (1982 p.)
та Дiаса i Харiфа [73] (1999 p.). Свiжий погляд
на проблему зроблений в циклi робiт Седлецького
[28–30, 159, 160] (2005–2012 рр.). У випадку вели-
ких глибин аналiз еволюцiї модуляцiй у першому
наближеннi можна звести до аналiзу розв’язкiв не-
лiнiйного рiвняння Шредiнгера (НУШ) для ком-
плексної амплiтуди обвiдної модульованої хвилi:

i(At + a1Ax) + a2Axx + a0, 0, 0A|A|2 = 0, (6.1)

де A(x, t) = η1, формула (Г2),

a1 =
dω
dk

= cg =
c

2

(
1 +

2kh
sh(2kh)

)
,

a2 =
1
2

d2ω

dk2
=

1
2

dcg
dk

, a0, 0, 0 = 2ωk2(Q−D),

Q =
1

sh2(2kh)

(
1 +

(2c ch2(kh) + cg)2

gh− c2g

)
,

D =
9 th4(kh)− 10 th2(kh) + 9

8 th4(kh)
,

а залежнiсть частоти несучої хвилi ω вiд хвильово-
го числа k визначений лiнiйним законом дисперсiї
(2.25). Рiвняння (6.1) для випадку довiльної гли-
бини вперше було одержано в роботi Хазiмото i
Оно [85] (1972 p.). Розширений аналiз НУШ та
iнших еволюцiйних рiвнянь, що описують еволю-
цiю i модуляцiю нелiнiйних хвиль, представлений
в монографiї [72]. Вплив вiдкриття явища моду-
ляцiйної нестiйкостi нелiнiйних хвиль на iсторiю
сучасної фiзики нелiнiйних процесiв окреслений в
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роботi Захарова i Островського [187] (2009 p.). Пи-
тання модуляцiйної нестiйкостi хвиль при наявно-
стi дисипацiї розглянутi в роботi Ма та iн. [131]
(2012 p.). Питанням побудови двопараметричних
розвинень по малих параметрах нелiнiйностi i дис-
персiї для одержання еволюцiйних рiвнянь вищого
порядку вигляду НУШ присвячена робота Луком-
сього i Ганджi [13] (2009 p.).

6.2. Супергармонiчна
(гребенева) нестiйкiсть

Танака [169] (1983 p.) для випадку нескiнченної
глибини надав чисельнi данi на свiдчення того, що
пiсля досягнення максимуму повної енергiї (A ≈
≈ 0,1366) гравiтацiйнi хвилi стають нестiйкими
вiдносно двовимiрних збурень, якi мають той са-
мий перiод, що i незбурена хвиля. Така нестiйкiсть
носить назву супергармонiчної. Для розрахунку
стацiонарних хвиль, якi потiм були дослiдженi на
стiйкiсть, Танака [169] використав модифiкацiю
метода оберненої площини, запропоновану Яма-
дою (1957). В оберненiй площинi u (де поверх-
ня хвилi вiдображена на коло одиничного радiуса,
див. рис. 4) замiсть рiвняння Бернуллi (Б1) було
розглянуте рiвняння (Б6), що виражає зв’язок мiж
модулем швидкостi q й кутом нахилу ϑ вiльної по-
верхнi. Розв’язок будують не для функцiї ζ(u), як
у другому методi Стокса (В4) в оберненiй площинi
u, а для функцiї Θ(u) = ϑ+i ln q. Коефiцiєнти роз-
винення шукають методом колокацiй. Визначаль-
на iдея Танаки – це використати додаткове нелi-
нiйне перетворення змiнних

ξ =
u+ α

1 + α u
, −1 < α 6 0, (6.2)

для згущення точок колокацiй поблизу гребеня
хвилi, що кардинально пiдвищило точнiсть чисель-
них розв’язкiв i дозволило вирiшувати питання
про їх стiйкiсть з достатньою точнiстю.

Можливiсть iснування супергармонiчної не-
стiйкостi, знайденої Танакою, ранiше припустив
Лонге-Хiггiнс [107] (1978 p.), проте недостатня то-
чнiсть його розрахункiв привела до неправильного
висновку, що нестiйкiсть з’являється в точцi ма-
ксимуму фазової швидкостi хвилi (A ≈ 0,13875).
Результат Танаки [169] викликав гострi суперечки,
оскiльки в точцi максимуму енергiї (як i в усiх iн-
ших точках) не було знайдено бiфуркацiї до нового
розв’язку, як цього вимагає iснування супергармо-

нiчної нестiйкостi (детальний пошук точок бiфур-
кацiй ранiше провели Чен i Сеффмен [54], 1980 p.).
Так, Лонге-Хiггiнс [115] (1984 p.) аналiтично пока-
зав, що бiфуркацiя до розв’язку з тим самим пе-
рiодом, якщо вона iснує, можлива лише в точках
екстремуму фазової швидкостi хвилi. Це примуси-
ло Танаку [170] (1985 p.) детальнiше переглянути
свої розрахунки i пiдтвердити, що в максимумi фа-
зової швидкостi немає змiни нестiйкостi, а значить
i бiфуркацiї до нового розв’язку. При цьому вiн
показав, що в максимумi повної енергiї бiфурка-
цiя таки вiдбувається, але це лише тривiальна бi-
фуркацiя зсуву фази, що вiдповiдає трансляцiйнiй
симетрiї перiодичної хвилi. Нарештi, використову-
ючи гамiльтонiвський формалiзм, Сеффмен [153]
(1985 p.) строго довiв правильнiсть висновкiв Та-
наки. Бiльш того, Сеффмен показав, що змiна
стiйкостi розв’язку (вiдносно збурень того самого
перiоду) вiдбувається в кожному екстремумi пов-
ної енергiї хвилi, але при цьому немає бiфуркацiї
до нового розв’язку окрiм простого зсуву фаз. Жу-
фiрiя i Сеффмен [189] (1986 p.) узагальнили цей
результат на випадок скiнченної глибини.

Джиллiанс [88] (1989 p.) дослiдив форму супер-
гармонiчних нестiйкостей стоксових хвиль i по-
казав, що вони призводять до перекиду i руй-
нування хвиль. Було зроблено припущення, що
руйнування хвилi – це локальне явище побли-
зу гребеня хвилi, яке вiдбувається незалежно вiд
потоку рiдини в рештi хвилi. Ранiше деякi резуль-
тати з цього питання одержали Лонге-Хiггiнс i
Коуклет [109] (1978 p.). Маючи на увазi цю iдею,
Лонге-Хiггiнс i Клiвер [121] i Лонге-Хiггiнс та iн.
[122] (1994 p.) на основi асимптотичної теорiї май-
же найвищих хвиль показали, що супергармонi-
чна нестiйкiсть призводить до нестiйкостi гребе-
нiв майже найвищих стоксових хвиль – гребенева
нестiйкiсть. Лонге-Хiггiнс i Танака [125] (1997 p.)
на основi чисельних розрахункiв за допомогою ме-
тоду Танаки [169] пiдтвердили те, що супергармо-
нiчнi нестiйкостi стоксових хвиль є насправдi гре-
беневими нестiйкостями. Нарештi, Лонге-Хiггiнс i
Доммермас [124] (1997 p.) показали, що гребеневi
нестiйкостi приводять до (а) перекиду i руйнуван-
ня хвилi або (б) неперервного переходу до прогре-
сивної хвилi з меншою амплiтудою з наступним по-
верненням до хвилi майже початкової амплiтуди.
Пiзнiше Брiджес [47] (2004 p.) дав строге матема-
тичне трактування цим результатам.
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6.3. Субгармонiчна нестiйкiсть

Це нестiйкiсть вiдносно двовимiрних збурень, що
мають кратну довжину mλ до довжини незбу-
реної хвилi λ, де m – натуральне число. Лонге-
Хiггiнс [108] (1978 p.) у випадку нескiнченної гли-
бини показав, що такi нестiйкостi виникають для
достатньо крутих хвиль (A ≈ 0,13). Сеффмен [152]
(1980 p.) розрахував пороги субгармонiчних не-
стiйкостей значно точнiше, одержавши, що най-
нижча нестiйкiсть m = 2 виникає при A ≈ 0,1289,
нестiйкiсть m = 3 – при A ≈ 0,1288 i так далi.
Сеффмен провiв розрахунки до m = 150 включно,
одержавши для цього випадку порiг нестiйкостi
A ≈ 0,1280. Лонге-Хiггiнс [116] (1985 p.) провiв ще
точнiший аналiз субгармонiчних нестiйкостей по-
рядку m = 2 i m = 3, а пiзнiше Лонге-Хiггiнс [117]
(1986 p.) для граничної точки m = ∞ одержав
A ≈ 0,128035, розрахувавши також пороги нестiй-
костей m = 2, 3, 4, 6, 8. Лонге-Хiггiнс [117] та-
кож встановив, що субгармонiчна нестiйкiсть (як i
модуляцiйна) повнiстю зникає в точцi максимуму
повної енергiї (A ≈ 0,1366). Точнi значення поро-
гiв субгармонiчної нестiйкостi до m = 10 включно
наведено в табл. 3.

Чен i Сеффмен [54] (1980 p.) у випадку нескiн-
ченної глибини дослiдили бiфуркацiї, що виника-
ють внаслiдок субгармонiчних нестiйкостей сто-
ксових хвиль. Вони надали чисельне свiдоцтво
того, що в точках нестiйкостей m = 2 i m = 3
виникають новi симетричнi стацiонарнi розв’язки
канонiчної задачi з перiодами, що в m разiв бiль-
шi за перiод нестiйкої стоксової хвилi – субгармо-

Таблиця 3. Пороги субгармонiчних нестiйкостей
стоксових хвиль (нескiнченна глибина)

m A η1

A

(Лонге-
Хiггiнс,
1986 р.)

A

(Сеффмен,
1980 р.)

2 0,128903097 0,178018951 0,128903 0,1289
3 0,128815957 0,177970433 0,128816 0,1288
4 0,128703914 0,177907398 0,128704 0,1287
5 0,128612610 0,177855495 0,1286
6 0,128540915 0,177814405 0,128541
7 0,128484088 0,177781629
8 0,128438258 0,177755063 0,128438
9 0,128400642 0,177733170

10 0,128369273 0,177714852 0,1284

нiчнi хвилi. Цi новi субгармонiчнi розв’язки ха-
рактернi тим, що мають гребенi двох рiзних ви-
сот. З ростом амплiтуди вищi гребенi стають го-
стрiшими, а нижчi залишаються округлої форми.
Субгармонiчнi хвилi граничної форми з m = 2,
m = 3 i m = 4 розрахували Ольфе i Роттмен [142]
(1980 p.) за допомогою методу Мiчелла. Вони пiд-
твердили те, що в граничному випадку вищi гре-
бенi утворюють кут 120◦, а нижчi гребенi ма-
ють округлу форму. Ванден-Броуек [179] (1983 p.)
розрахував субгармонiчнi хвилi порядку m = 2
для кiлькох випадкiв скiнченної глибини. Сiммен i
Сеффмен [161] (1985 p.) уточнили розрахунки су-
бгармонiчних хвиль з m = 2, m = 3 i m = 4 для
глибокої води, а також розрахували субгармонiчнi
хвилi за наявностi додаткової сталої завихреностi.

Усi субгармонiчнi бiфуркацiї стоксових хвиль
можуть приводити лише до симетричних субгар-
монiчних розв’язкiв – це строго довiв Лонге-
Хiггiнс [116] (1985 p.). Жуфiрiя [190] (1987 p.) у
випадку нескiнченної глибини показав, що неси-
метричнi субгармонiчнi хвилi виникають внаслi-
док бiфуркацiй руйнування симетрiї вже субгар-
монiчних хвиль, i розрахував профiлi цих неси-
метричних хвиль. Жуфiрiя довiв, що несиметри-
чнi хвилi iснують лише при m > 6. Жуфiрiя [191]
(1987 p.) узагальнив цi результати на випадок скiн-
ченної глибини.

6.4. Тривимiрна нестiйкiсть

Маклiн та iн. [133] (1981 р.) i Маклiн [134] (1982 p.)
на основi точних рiвнянь руху для випадку нескiн-
ченної глибини показали, що хвилi Стокса при всiх
амплiтудах нестiйкi до тривимiрних збурень, якi в
загальному випадку мають такий вигляд (як на-
слiдок теореми Флоке лiнiйної теорiї стiйкостi):

η̃(θ, z, t) = e−iΩ t ei(p θ+qz)
∞∑

n=−∞
η̃n einθ + c.c., (6.3)

де η̃(θ, z, t) – варiацiя стацiонарного профiлю η(θ),
c.c. означає комплексне спряження. Було встанов-
лено, що iснують два суттєво рiзнi класи тривимiр-
них нестiйкостей. Область нестiйкостi класу I си-
метрична вiдносно точки (p = 0; q = 0) на площи-
нi (p; q). Область нестiйкостi класу II симетрична
вiдносно точки (p = 1

2 ; q = 0). Маклiн [134] вка-
зав, що для лiнiйних хвиль обидва класи нестiй-
костей можна iнтерпретувати як резонансну вза-
ємодiю мiж цугом несучих хвиль з хвильовим ве-
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ктором k0 = (1, 0) i частотою ω0 = |k0|
1
2 та двома

хвилями на побiчних частотах ωi = |ki |
1
2 , i = 1, 2.

При цьому умови резонансiв такi:

k1 + k2 = N k0,

ω1 + ω2 = N ω0.
(6.4)

Нестiйкостям класу I вiдповiдає k1 = (l + p, q),
k2 = (l−p, −q), N = 2l, l ∈ Z+; нестiйкостям класу
II вiдповiдає k1 = (l+p, q), k2 = (l+1−p, −q),N =
= 2l+1, l ∈ Z+. Натуральне число l називають мо-
дою нестiйкостi. Iснування резонансу найнижчо-
го порядку N = 2 ранiше встановив Фiллiпс [145]
(1960 p.), а на можливiсть вищих резонансiв вка-
зав Захаров [5] (1968 p.). Зауважимо також, що
для хвиль малої амплiтуди тривимiрнi нестiйкостi
класу I було одержано ранiше з модельних еволю-
цiйних рiвнянь: нелiнiйного рiвняння Шредiнгера
(Захаров [5], 1968 p.) та рiвняння Захарова (Кроу-
форд та iн. [65] 1981 р.).

Виявилось, що всi три види розглянутих ви-
ще нестiйкостей (модуляцiйна, супер- i субгармонi-
чна) є насправдi частинними випадками найниж-
чих мод l = 1 тривимiрних нестiйкостей класу I i
II. Так, Маклiн та iн. [133] показали, що модуля-
цiйна нестiйкiсть є частинним випадком q = 0 не-
стiйкостi класу I (l = 1). При цьому максимальний
iнкремент нестiйкостi класу I при всiх амплiтудах
лежить саме на осi q = 0, тобто нестiйкiсть кла-
су I є переважно двовимiрною, хоча i включає не-
нульовi значення q, але з меншими iнкрементами.
Розрахунки Маклiна та iн. [133] (1981 р.) показу-
ють, що нестiйкiсть класу I зникає при A ≈ 0,124,
хоча бiльш пiзнi розрахунки Лонге-Хiггiнса [117]
(1986 p.) свiдчать про те, що це вiдбувається при
бiльшiй амплiтудi в точцi максимуму повної енер-
гiї (A ≈ 0,1366). Що стосується нестiйкостi класу
II (l = 1), то її максимальний iнкремент завжди
лежить на осi p = 1

2 , причому q 6= 0. Таким чи-
ном, нестiйкiсть класу II суттєво тривимiрна. При
малих i помiрних амплiтудах вiсь q = 0 взагалi
знаходиться поза межами областi нестiйкостi кла-
су II. При A ≈ 0,129 область нестiйкостi класу
II дотикається до осi q = 0 в точцi p = 1

2 , що
в точностi вiдповiдає появi субгармонiчної нестiй-
костi подвоєння перiоду, знайденої вперше Лонге-
Хiггiнсом [108] (1978 p.). При збiльшеннi амплiту-
ди дiлянка перетину областi нестiйкостi класу II
з вiссю q = 0 розширюється. Проте, максималь-

ний iнкремент нестiйкостi при цьому має мiсце при
q 6= 0, тому тривимiрна нестiйкiсть переважає су-
бгармонiчну.

Якщо порiвняти максимальнi iнкременти нестiй-
костей класу I та II (l = 1), то нестiйкiсть кла-
су I переважає при малих амплiтудах, а, почина-
ючи з A ≈ 0,10, переважає нестiйкiсть класу II.
Таким чином, при A . 0,10 нестiйкостi стоксових
хвиль переважно двовимiрнi, а при A & 0,10 – пе-
реважно тривимiрнi. Цей факт експериментально
пiдтвердив Мелвiлл [138] (1982 p.), одержавши по-
рiг переходу вiд двовимiрних до тривимiрних не-
стiйкостей при A ≈ 0,098 – майже той самий, що
дає теорiя. При цьому нестiйкостi в обох випад-
ках приводили до кiнцевого перекиду хвиль. Екс-
перименти Мелвiлла покривають дiапазон амплi-
туд A = 0,05–0,102. Су та iн. [168] (1982 p.) також
надали експериментальнi спостереження того, що
при A ≈ 0,10 початково двовимiрнi хвилi набували
тривимiрних модуляцiй, якi призводили до переки-
ду i руйнування гребенiв з наступним утворенням
двовимiрних хвиль значно (приблизно вдвiчi) мен-
шої амплiтуди.

Iншi результати, пов’язанi з iснуванням триви-
мiрних нестiйкостей, розглянутi в монографiї [3].

6.5. Руйнування хвиль

Окресленi результати, одержанi завдяки вивчен-
ню нестiйкостей розв’язкiв канонiчної моделi, зу-
мовили значний поступ у розумiннi таких скла-
дних фiзичних процесiв, як перекид i руйнува-
ння хвиль. Рiзноманiтним питанням руйнуван-
ня хвиль присвячено чимало оглядових i оригi-
нальних статей, зокрема Перегрiн [144] (1983 p.),
Бонмарiн [46] (1989 p.), Баннер i Перегрiн [40]
(1993 p.), Мелвiлл [139] (1996 p.), Данкен [74]
(2001 p.). Так, розрiзняють два основних види пе-
рекиду хвиль – “пiрнаючий бурун” i “сковзаючий
бурун” [144]. Пiрнаючий бурун 5 характерний тим,
що переважна частина переднього фронту хвилi
перекидається, утворюючи потужний чiтко вира-
жений струмiнь, який падає поблизу основи хви-
лi, викликаючи значний сплеск. У сковзаючому
бурунi 6 на гребенi утворюється бiла пiна, яка сков-
зає вниз по передньому фронту хвилi. Спостереже-
ння показують, що i в останньому випадку утво-

5 plunging breaker (англ.).
6 spilling breaker (англ.).
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ренню пiни передує поява локалiзованого бiля гре-
беня струменя в напрямi поширення хвилi. Ча-
стинки рiдини в цьому струменi набувають вели-
чезних прискорень, що сягають величини 5g [40]. В
обох випадках руйнування хвилi супроводжується
проникненням у воду повiтря у виглядi численних
бульбашок, а також утворенням бриз та сплескiв,
якi й формують вiдомi бiлi баранцi на гребенях
хвиль, що перекидаються. Питанням формуван-
ня бриз i крапель присвяченi оглядовi статтi [63] i
[100] (2012 p.).

7. Гравiтацiйно-капiлярнi хвилi

Для повноти картини наведемо зауваження сто-
совно впливу поверхневого натягу на розглянуту
теорiю гравiтацiйних хвиль. Викривлення поверх-
нi рiдини створює поверхневi напруження, що но-
сять назву поверхневого натягу. Вiдповiднi сили,
що спрямованi по дотичнiй до поверхнi, назива-
ють капiлярними або силами поверхневого натя-
гу. При збiльшеннi площi елемента поверхнi на δS,
його поверхнева енергiя збiльшується на T δS [10].
Коефiцiєнт T називають коефiцiєнтом поверхне-
вого натягу, вiн залежить вiд характеру обох се-
редовищ на межi подiлу i температури. На змiну
поверхневої енергiї витрачається робота зовнiшнiх
сил тиску. Таким чином, поверхневий натяг при-
водить до змiни тиску мiж двома середовищами.
Без зменшення загальностi вважатимемо, що не-
викривлена границя роздiлу середовищ горизон-
тальна, а нормаль до поверхнi при цьому спрямо-
вана вгору. Тодi рiзницю тискiв при переходi з ни-
жнього до верхнього середовища можна визначити
з умови термодинамiчної рiвноваги∫∫
σ

(p− p0)δηdS = T δS, (7.1)

де δη – вертикальне змiщення поверхнi σ. Видно,
що оскiльки δS > 0, то при δη > 0 (поверхня опу-
кла вгору) p > p0, а при δη < 0 (поверхня опукла
вниз) p < p0. Отже, тиск бiльший в тому середо-
вищi, для якого поверхня опукла.

Нехай y = η(x, z) – рiвняння поверхнi. Тодi її
площу можна знайти з такого поверхневого iнте-
гралу:

S =
∫∫
σ

√
1 + η2

x + η2
z dxdz.

Проварiювавши цей функцiонал, отримаємо спiв-
вiдношення мiж варiацiєю площi поверхнi δS та ва-
рiацiєю вертикального змiщення поверхнi δη. Тодi
пiсля пiдстановки δS у формулу (7.1) остаточно
одержимо

p− p0 = −T

(
∂

∂x

(
ηx√

1 + η2
x + η2

z

)
+

+
∂

∂z

(
ηz√

1 + η2
x + η2

z

))
, (7.2)

або в двовимiрному випадку

p− p0 = −T ∂

∂x

(
ηx√

1 + η2
x

)
= −T ηxx

(1 + η2
x)

3
2

=

= −T ∂

∂x

dη
d l
, (7.3)

де dl =
√

dx 2 + dy 2 – елемент довжини кривої. Це
i є доданок, який потрiбно додати до лiвої частини
динамiчної граничної умови (2.13), щоб врахувати
поверхневий натяг. Оскiльки при цьому p = p0,
то поверхневий натяг не дає внесок у константу
Бернуллi та спiввiдношення Левi–Чевiтта.

З врахуванням поверхневого натягу лiнiйний за-
кон дисперсiї має вигляд

c2 =
g

k
th(kh) (1 + κ) ⇔ ω2 = gk th(kh) (1 + κ) ,

(7.4)
де величина

κ =
T k2

ρg
=
(
λm
λ

)2

є безрозмiрним коефiцiєнтом поверхневого натя-
гу, а λm = 2π

√
T
ρg носить назву капiлярної дов-

жини. Видно, що поверхневим натягом можна не-
хтувати, якщо κ � 1, тобто λ � λm. У проти-
лежному випадку λ � λm рух хвиль на поверх-
нi рiдини визначається головним чином поверхне-
вим натягом, а ефектами гравiтацiї можна нехту-
вати. Такi хвилi називаються капiлярними [10]. Вi-
домим прикладом капiлярних хвиль є брижi на во-
дi. У промiжному випадку кажуть про капiлярно-
гравiтацiйнi або гравiтацiйно-капiлярнi хвилi зале-
жно вiд того, якi ефекти важливiшi. Для систе-
ми вода–повiтря T ≈ 0,074 Дж/м2 [31], при цьому
λm ≈ 1,73 см.
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Таким чином, поверхневий натяг вiдiграє сут-
тєву роль для ефектiв на масштабах порядка ка-
пiлярної довжини, тобто на вiдстанях до 0,01–
0,1 м. Тому, хоча для процесу поширення метро-
вих i довших хвиль поверхневий натяг в цiло-
му не суттєвий, для локальних явищ, таких як,
наприклад, формування гостро-гребеневих хвиль,
вiн стає визначальним. Так, для гравiтацiйно-
капiлярних хвиль (слабкий вплив поверхневого на-
тягу) замiсть кута 120◦ гребiнь граничної хвилi
має бульбашкоподiбну форму, як показали Дубiан
i Хариф [69] (1996 p.), проте цей ефект носить ло-
кальний характер, i гребiнь в цiлому має загостре-
ну форму з кутом 120◦. Це є наслiдком присутностi
другої похiдної профiлю вiльної поверхнi в грани-
чнiй умовi, див. формулу (7.3), що згладжує всi
особливостi. Властивостi гравiтацiйно-капiлярних
та капiлярних хвиль добре описанi в роботах [70]
(1997 p.) (нескiнченна глибина) i [71] (2000) (скiн-
ченна глибина). Бiльш раннi результати розгля-
нутi в оглядi Шварца i Фентона [157] (1982 p.).
Зауважимо також, що задача про капiлярнi хвилi
(без врахування сили тяжiння) має точний розв’я-
зок в термiнах елiптичних функцiй, як встанови-
ли Креппер [64] (1957 p.) (нескiнченна глибина) i
Кiннерслi [93] (1976 p.) (скiнченна глибина).

Лукомський та iн. (2002 p.) надали чисельне
свiдоцтво iснування нового сiмейства наближених
розв’язкiв канонiчної моделi гiдродинамiки, яке
вiдрiзняються вiд вiдомих стоксових хвиль. Було
знайдено, що цi новi розв’язки описують потоки
з особливою точкою всерединi областi, що зайня-
та рiдиною, та розривними лiнiями струму побли-
зу гребеня хвилi, при цьому горизонтальнi швид-
костi частинок рiдини навколо гребеня перевищу-
ють швидкiсть самого гребеня. Внаслiдок цього
такi хвилi та потоки було названо нерегулярни-
ми. Пiзнiше було встановлено, що цi нерегулярнi
розв’язки вказують на множиннiсть гравiтацiйно-
капiлярних хвиль [82] (2007 p.).

8. Мандрiвнi хвилi або хвилi-вбивцi

На завершення дамо коротку довiдку про так званi
мандрiвнi хвилi або хвилi-вбивцi. 7 Це хвилi ано-
мально великої висоти, якi виникають несподiва-
ним чином “з нiчого” на поверхнi моря або океану,

7 В англомовнiй лiтературi freak waves або rogue waves.

часто при вiдносно невеликому хвилюваннi мор-
ської поверхнi. Бiльш формально хвилi-вбивцi ви-
значають як хвилi, висота яких бiльше нiж в два
рази перевищує значиму висоту Hs (середню висо-
ту однiєї третини найвищих хвиль) [91] (2003 p.).
При цьому аномально високому гребеню як прави-
ло передує глибока впадина. Морськi описи багатi
на згадки про хвилi-вбивцi (“три сестри”, “дев’я-
тий вал”, “стiна води”, “дiрка в морi”), але до не-
давнього часу вони традицiйно вiдносилися скорi-
ше до фольклору, нiж до реального стану речей.
Розвиток супутникової радарометрiї i телекомунi-
кацiй в останнє десятирiччя дозволили задокумен-
тувати численнi випадки утворення мандрiвних
хвиль i дати їм статистичну оцiнку [44] (2012 p.).
Лоутон [98] (2001 p.) описує яскравi зустрiчi з
хвилями-вбивцями, називаючи їх “монстрами гли-
бин”. Докладнi описи також данi в роботах [1]
(2005 p.), [23] (2007 p.) i [49] (2010 p.).

Розглядають такi механiзми виникнення хвиль-
вбивць:

1) дисперсiйне самофокусування хвиль [57]
(2002 p.), [24] (2010 p.);

2) взаємодiя хвиль с течiями i вплив неоднорi-
дностей дна [91] (2003 p.);

3) пiдсилення вiтром [177] (2006 p.), [151]
(2009 p.), [34] (2012 p.);

4) нелiнiйна модуляцiя [91] (2003 p.), [32]
(2009 p.) i утворення стiйких хвильових пакетiв з
солiтоно-подiбною обвiдною – так званих бризерiв
[6, 75, 76, 188] (2008–2012).

Для бiльш докладного ознайомлення з пробле-
мами мандрiвних хвиль вiдсилаємо читача до мо-
нографiї Харiфа та iн. [92] (2009 p.) i спецiальним
випускам журналiв “Природнi катаклiзми i наука
про земнi системи” 8 [143] (2011 p.) i “Фундамен-
тальна i прикладна гiдрофiзика” [25] (2012 p.). Мо-
жливiсть появи хвиль-вбивць потрiбно враховува-
ти пiд час розрахункiв порога безпеки морських
кораблiв, конструкцiй i хвиле-енергетичних уста-
новок [58] (2012 p.).

9. Висновки

Даний огляд є лише вступом до багатогранної про-
блематики природних явищ на поверхнi моря або
океану [15]. Фiзика хвильового руху поверхнi рi-
дини настiльки багатогранна, що кожному з пред-
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ставлених роздiлiв можна було б присвятити окре-
мий огляд. Ми ж намагалися дати загальну кар-
тину сучасного стану розвитку даного роздiлу фi-
зики. При цьому неохопленими залишились такi
роздiли як поширення хвиль пiд дiєю вiтру, турбу-
лентнiсть, вплив неоднорiдностей дна, тривимiрнi
хвилi, рефракцiя i дифракцiя хвиль, утворення со-
лiтонiв, внутрiшнi хвилi, цунамi тощо. Сподiваємо-
ся, що даний огляд буде корисний читачам УФЖ.

Автор присвячує дану роботу своєму вчителе-
вi Лукомському Василю Петровичу, який за свого
життя завжди був захоплений нелiнiйною фiзи-
кою хвильового руху поверхнi рiдини. Автор та-
кож вдячний професору Селезову Iгору Тимофiйо-
вичу за мотивуючi дискусiї з рiзних питань фi-
зики хвильових явищ.

ДОДАТОК А
Загальний розв’язок Лапласа в фiзичнiй
i оберненiй площинах

Загальний розв’язок рiвняння Лапласа (2.37) у фiзичнiй
площинi, котрий задовольняє граничну умову на днi (2.40),
заданий розвиненням (2.20), яке в безрозмiрних змiнних ви-
глядає як

Φ(θ, y) =

∞∑
n=1

(
Cn einθ + C∗n e−inθ

)
×

×
(
Tn eny + T−n e−ny

)
, (A1)

Tn =
enh

enh + e−nh
=

1

2

(
1 + th(nh)

)
. (A2)

Загальний розв’язок рiвняння Лапласа для потенцiалу
швидкостi (A1) можна переписати для функцiї струму, вра-
ховуючи умови Кошi–Рiмана (2.55):

Ψ(θ, y) = (cη − I) +

+

∞∑
n=1

(
iCn einθ − iC∗n e−inθ

)(
Tn eny − T−n e−ny

)
, (A3)

де сталу iнтегрування визначено за вiдомим значен-
ням (2.62) функцiї струму на днi, зважаючи на те, що
(Tn e−nh − T−n enh) = 0 для будь-яких n. Тодi компле-
ксний потенцiал W = Φ + iΨ у фiзичнiй площинi можна
подати у виглядi ряду Фур’є перiодичної функцiї компле-
ксного змiнного ζ з перiодом λ = 2π:

W (ζ)

c
= 2iξ0 + 2i

∞∑
n=1

(
ξ∗n Tn e−inζ − ξn T−n einζ

)
,

ξ0 =
1

2

(
η −

I

c

)
, ξn =

iCn
c
.

(A4)

Для симетричних хвиль коефiцiєнти ξn мають бути дiйсни-
ми внаслiдок умови (2.21). Комплексний потенцiал у вла-

снiй системi вiдлiку хвилi має вигляд

w(ζ)

c
= −ζ +B0 + i

∞∑
n=1

(
B∗n e−inζ − e−2nhBn einζ

)
,

B0 = 2iξ0, Bn = 2ξnTn.

(A5)

В оберненiй площинi комплексний потенцiал є незале-
жною змiнною, i розв’язок задано оберненою функцiєю
ζ(w). При цьому перiоду λ = 2π у фiзичнiй площинi вiд-
повiдає перiод cλ в оберненiй площинi (див. рис. 4). Розви-
нення функцiї ζ(w) є оберненим до розвинення (A5) i має
такий вигляд [59]:

ζ(w) = −
w

c
+ ia0 + i

∞∑
n=1

(
an einw/c−

− e−2n da∗n e−inw/c
)
, a0 =

(
η −

I

c

)
, (A6)

де незбурена глибина d виникає внаслiдок умови на днi
(2.64). При розв’язку задачi в оберненiй площинi нульовий
рiвень y = 0 часто вибирають на рiвнi незбуреної глибини
для того, щоб η = I

/
c, i вiльний член a0 = 0. Для симетри-

чних хвиль коефiцiєнти an мають бути дiйсними.
Розвинення (A5) i (A6) представляють точний розв’язок

канонiчної задачi у виглядi ряду Фур’є. При безпосереднiх
розрахунках розглядають обрiзанi ряди, що мiстять скiн-
ченне число членiв, – наближенi розв’язки. Коефiцiєнти цих
розвинень знаходять з граничних умов на вiльнiй поверх-
нi. При цьому в загальному випадку можливi два варiан-
ти. Перший – у вiдповiдних рiвняннях прирiвняти коефiцi-
єнти при однакових степенях лiнiйно-незалежних функцiй,
за якими проводиться розвинення (у розглянутих рядах —
це експоненти exp(inf)), i одержати нелiнiйну алгебраїчну
систему рiвнянь для невiдомих змiнних – прямий метод.
Другий – вибрати певне розбиття вiльної поверхнi – точки
колокацiй – число яких визначене кiлькiстю невiдомих, i
задовольнити в цих точках граничнi умови точно, що на-
кладе необхiднi рiвняння на невiдомi коефiцiєнти — метод
колокацiй.

ДОДАТОК Б
Математичнi докази гiпотез Стокса

Задача строгого математичного доведення iснування то-
чного розв’язку канонiчної моделi (2.37)–(2.40), що вiдпо-
вiдає наближеному розв’язку Стокса (3.1)–(3.2), турбува-
ла математикiв ще тривалий час пiсля публiкацiй Сто-
кса. Строге математичне обґрунтування знаменитих гiпо-
тез Стокса взагалi було дане лише протягом кiлькох остан-
нiх десятирiч.

Розглянемо рiвняння Бернуллi
1

2
q2 + y = B, {θ, y} ∈ Гs, (Б1)

де Гs – рiвняння вiльної поверхнi, а q за абсолютною вели-
чиною – модуль комплексної швидкостi
dw

dζ
= −q e−iϑ. (Б2)
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Оскiльки внаслiдок спiввiдношень (2.53)

φθ = −q cosϑ, φy = −q sinϑ ⇒
dy

dθ
= tg ϑ, (Б3)

то ϑ є кутом нахилу поверхнi до горизонтальної вiсi. Не-
хай dl =

√
dx 2 + dy 2 – елемент довжини вiльної поверхнi,

тобто l – дугова змiнна. Тодi

dθ

d l
= cosϑ,

dy

d l
= sinϑ;

dφ

d l
= −q ⇒

d

d l
= −q

d

dφ
.

(Б4)

Продиференцiювавши рiвняння Бернуллi (Б1) по дуговiй
змiннiй l i врахувавши спiввiдношення (Б4), остаточно
одержимо зв’язок мiж модулем швидкостi й кутом нахилу
вiльної поверхнi

d 1
3
q3

dφ
= sinϑ, {θ, y} ∈ Гs. (Б5)

Якщо поверхню хвилi вiдобразити на одиничне коло за до-
помогою вiдображення (4.10), то одержане рiвняння набу-
ває вигляду

d 1
3
q3

d s
= c sinϑ, ρ = 1, s ∈ [−π, π]. (Б6)

На основi цього рiвняння Некрасов [18] у 1921 р. пере-
формулював канонiчну модель для симетричних хвиль на
глибокiй водi у виглядi iнтегрального рiвняння, що носить
його iм’я,

ϑ(s) =
1

3π

π∫
−π

N (s, t)
sinϑ(t)

1
µ

+
t∫
0

sinϑ(τ)dτ

d t,

N (s, t) = ln

(
1∣∣2 sin
(
s−t
2

)∣∣
)
,

(Б7)

де ϑ(s) – кут нахилу вiльної поверхнi до горизонтальної
вiсi в точцi, що вiдповiдає точцi s ∈ [−π, π] на одиничному
колi (точки s = ∓π вiдповiдають двом сусiднiм впадинам
хвилi, а s = 0 – гребеню мiж ними). Параметр 3 6 µ < ∞
визначено спiввiдношенням

µ =
3c

|q(0)|3
,

де q(0) – швидкiсть частинки на гребенi у власнiй систе-
мi вiдлiку хвилi, причому для лiнiйних хвиль q(0) = −c i
µ = 3, а для граничної хвилi Стокса q(0) = 0 i µ = ∞ [20].
У 1922 р. Некрасов [19], використовуючи теорiю нелiнiйних
iнтегральних рiвнянь, розробив метод доведення збiжностi
рядiв. На основi цих дослiджень вiн показав, що одержа-
не ним iнтегральне рiвняння має розв’язок при достатньо
малих значеннях амплiтуди хвилi, тобто розклади Стокса
є збiжними для хвиль малої амплiтуди. Узагальнення для
скiнченної глибини було завершене Некрасовим у 1927 р.

[21]. При цьому iнтегральне рiвняння для скiнченної глиби-
ни вiдрiзняється вiд рiвняння (Б7) лише ядром

N (s, t) = ln

 1∣∣∣2 sn
(
K(κ)
π

(s− t)
∣∣κ)∣∣∣

,
K
(√

1− κ2
)

K(κ)
=

2d

π
,

(Б8)

де sn – елiптичний синус, K(κ) – повний елiптичний iнте-
грал першого роду з модулем κ, а d – незбурена глибина; а
також межами змiни параметра µ: 3 cth(h) 6 µ <∞ [16].

Доведення iснування хвиль малої амплiтуди для глибо-
кої води також незалежно зробив Левi-Чiвiта [99] (1925 p.),
використовуючи те саме рiвняння (Б6), але не переходячи
до iнтегрального рiвняння. Струiк [167] (1926 p.) узагаль-
нив доведення Левi-Чивiта на випадок скiнченної глибини.

Красовський [7, 8] (1960–1961 рр.), використовуючи тео-
рiю додатних операторiв, у загальному випадку довiльної
глибини довiв, що для кожного 0 6 β < π

6
при деякому

значеннi параметра µ iснує такий розв’язок iнтегрально-
го рiвняння Некрасова, що максимальний нахил профiлю
хвилi дорiвнює β. При цьому Красовський не встановив
(а) яким значенням параметра µ в рiвняннi Некрасова вiд-
повiдає промiжок 0 6 β < π

6
, i (б) чи iснують розв’язки з

β > π
6
. Нарештi, узагальнивши пiдхiд Красовського, Кедi

i Норбьюрi [90] (1978 p.) показали, що для всiх скiнчен-
них µ

(
3 cth(h) 6 µ <∞

)
iснує неперервний нетривiальний

розв’язок рiвняння Некрасова, причому 0 6 β < π
2
. Цим

було остаточно математично строго доведено iснування сi-
мейства розв’язкiв канонiчної моделi з −c 6 q(0) < 0, що
вiдповiдає стоксовим хвилям скiнченної амплiтуди. Нез’я-
сованим залишалося питання про iснування граничної хви-
лi Стокса з q(0) = 0 (µ =∞).

Знаменита робота Толенда [175] (1978 p.) поклала край
сумнiвам математикiв. Толенд показав, що (а) iснує не-
тривiальний розв’язок ϑ(lim)(s) рiвняння Некрасова при
µ = ∞, який неперервний на всьому промiжку [−π, π] за
виключенням єдиної точки s = 0 (гребiнь хвилi); (б) цей
розв’язок на промiжку [−π, −ε] ∪ [ε, π], ∀ ε > 0, є рiвно-
мiрною границею при µ → ∞ сiмейства розв’язкiв зi скiн-
ченними µ; (в) якщо розрив функцiї ϑ(lim)(s) скiнченний
(тобто профiль вiльної поверхнi неперервний на гребенi),
то lim

s→ 0+
ϑ(lim)(s) = π

6
. Незалежне i бiльш просте доведен-

ня цих тверджень дав також Маклеод [137] (1979 р.). Єдине,
що не було доведено в цих двох роботах – це скiнченнiсть
розриву функцiї ϑ(lim)(s) при s = 0. Це остаточно вдалося
показати в 1982 р. спiльними зусиллями Емiку, Фраєнкелю
i Толенду [36], а також незалежно Плотнiкову [26], чим було
остаточно доведено справедливiсть першої гiпотези Стокса.
Бiльш повний математичний аналiз вищезгаданих резуль-
татiв можна знайти в оглядi Толенда [176] (1996 p.).

Що стосується другої гiпотези Стокса, то для її до-
ведення знадобилося ще два десятирiччя. Лише в ново-
му тисячолiттi Плотнiков i Толенд [146] (2004 p.), а пi-
знiше Фраенкель [79] (2007 p.), довели, що рiвняння Не-
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красова при µ = ∞ має розв’язок ϑ(∞)(s) такий, що (а)
lim

s→ 0+
ϑ(∞)(s) = π

6
i (б) ϑ(∞)(s) монотонно зростає на про-

мiжку [π, 0), тобто профiль хвилi скрiзь опуклий вниз.
Подальший розвиток ця проблематика одержала в роботах
[80, 81].

ДОДАТОК В
Методи обчислення граничної хвилi Стокса

Ольфе i Роттмен [142] (1980 p.) формалiзували метод Мi-
челла i одержали загальну систему нелiнiйних алгебраїчних
рiвнянь для коефiцiєнтiв bn розвинення (4.13) та фазової
швидкостi c:

(3n+ 2)An − (3n+ 1)An+1 − c−2Fn = 0, n = 0, N, (В1)

де N – число врахованих коефiцiєнтiв,

An =
1

2

n∑
n1=0

Bn1Bn−n1 +

N−n∑
n1=1

Bn1Bn+n1 ,

Bn =

N−n∑
n1=0

bn1 bn+n1 ,

Fn =
18
√

3

π

N∑
n1=0

(6n1 + 1) bn1

9(2n+ 1)2− (6n1 + 1)2
, b0 = 1.

Амплiтуду хвилi A можна знайти з виразу (2.42), врахову-
ючи спiввiдношення (2.53):

A = 2
2
3
c2

4π

(
N∑
n=0

(−1)nbn

)2
. (В2)

Врахувавши N = 120 коефiцiєнтiв, Ольфе i Роттмен [142]
одержали A ≈ 0,141061. Результати розрахункiв з бiль-
шими N наведено в табл. 4. Видно, що зi збiльшенням
N швидкiсть збiжностi розвинення Мiчелла стає повiльнi-
шою. Причина цього полягає в тому, що розвинення вигля-
ду (4.13) не враховують iррацiональних степеней, вказаних
Грантом [84].

Локальну поведiнку навколо гребеня, що описується роз-
виненням Гранта (4.7), яке в комплекснiй площинi u має
вигляд

ζ(u) = −i
(

3

2
c (1− u)

)2
3

+ iγ (c (1− u))2µ, (В3)

можна врахувати за допомогою iншого бiльш загального
пiдходу, який оснований на розвиненнях Фур’є в оберне-
нiй площинi. Загальний розв’язок рiвняння Лапласа (A6) в
комплекснiй площинi u за умови симетричностi хвилi має
вигляд

ζ(u) = ia0 + i lnu+ i
∞∑
n=1

an

(
un −

ρ2n0
un

)
,

a0 =
(
η − I

c

)
.

(В4)

Якщо початок вiдлiку в фiзичнiй площинi ζ обрати на гре-
бенi хвилi, то для хвилi з точкою застою на гребенi має-
мо η = −B внаслiдок умови (4.1). При цьому розвинен-
ня (В4) автоматично задовольняє рiвняння Лапласа i гра-
ничну умову на днi, котра в комплекснiй формi внаслiдок
формули (2.53) така

Im

(
dw

dζ

)
= 0, ρ = ρ0 = exp(−d). (В5)

Локальну поведiнку бiля кута на гребенi можна враху-
вати, якщо скласти суму (лiнiйну комбiнацiю) розвинення
(В4) i локального розв’язку поблизу гребеня (В3). Дiйсно,
у випадку глибокої води розв’язок Гранта (В3) задоволь-
няє граничну умову (В5) на днi u = 0 за умови дiйсностi
коефiцiєнта γ. Тодi невiдомi коефiцiєнти γ i an лiнiйної ком-
бiнацiї можна знайти з рiвняння Бернуллi, наприклад, ме-
тодом колокацiй, так щоб задовольнити асимптотику (4.9)
на нескiнченнiй глибинi.

Цю iдею запропонував i реалiзував Уiлльямс [181]
(1981 p.), причому одразу для довiльної глибини. При цьому
головна проблема полягала в тому, що локальне розвинен-
ня навколо гребеня (В3) в загальному випадку довiльної
глибини не задовольняє граничну умову на днi. Для того,
щоб виконати цю умову, Уiлльямс узагальнив розвинення
Гранта так, щоб воно одночасно описувало локальну пове-
дiнку поблизу гребеня i задовольняло граничну умову на
днi. В наших позначеннях це узагальнене розвинення має
вигляд

ζ(u) = −i
(

3

2
c

)2
3

(1− u)
2
3 −

(
1−

ρ20
u

)2
3

+
(
1− ρ20

) 2
3

+

+ iγ c2µ
(
(1− u)2µ −

(
1−

ρ20
u

)2µ
+
(
1− ρ20

)2µ)
. (В6)

Те, що кожен з обох доданкiв задовольняє граничну умову
(В5) на днi, можна легко показати, якщо знайти похiдну
dζ
du

i використати спiввiдношення

du

dζ
= icu

dw

dζ
, (В7)

що випливає безпосередньо з означення (4.10). Зауважи-
мо, що врахування наступних доданкiв до розкладу Гран-
та, знайдених Норменом [141] у виглядi степеневого ряду
по µ, не дало суттєвого покращення точностi методу.

Таблиця 4. Швидкiсть c та амплiтуда A
граничної хвилi Стокса (нескiнченна глибина),
розрахованi з системи рiвнянь (В1) методу Мiчелла

N A c

100 0,14106002 1,09227679 b1 = 0,04119

200 0,14106250 1,09228173 b2 = 0,01251

300 0,14106307 1,09228335 b3 = 0,00605

400 0,14106327 1,09228405 b4 = 0,00360

500 0,14106337 1,09228441 b5 = 0,00240
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Рис. 12. Танакiвське вiдображення оберненої площини

В такий спосiб Уiлльямс [181] (1981 p.) побудував най-
точнiшу на даний момент чисельну схему розрахунку гра-
ничної хвилi Стокса для довiльної глибини. Зокрема, у
випадку глибокої води Уiлльямс одержав c ≈ 1,09228 i
A ≈ 0,141063 та протабулював профiль хвилi, а також її
рiзноманiтнi iнтегральнi характеристики. Взагалi в робо-
тi Уiлльямса представлено детально протабульованi розра-
хунки для 22 рiзних значень глибини.

Метод Мiчелла одержав подальший розвиток у роботi
Ганджi i Лукомського [82] (2007 р.). За допомогою нелiнiй-
ного вiдображення комплексної площини u в нову компле-
ксну площину ξ

ξ ≡ exp (iχ) =
u− γ
1− γu

, 0 6 γ < 1, (В8)

було значно прискорено збiжнiсть ряду Мiчелла (4.13). Пе-
ретворення (В8), яке ранiше було запропоновано Танакою
[169] (1983 р.), вiдображає одиничне коло площини u в оди-
ничне коло площини ξ з локальним розтягом областi гре-
бня хвилi й стисненням областi впадини (рис. 12). Степiнь
розтягу i стиснення зростає по мiрi того, як γ прямує до
одиницi. В площинi ξ нескiнченна глибина знаходиться на
рiвнi ξ = −γ, а χ вiдiграє роль комплексного потенцiалу.

Можна легко показати, що асимптотика (4.12) залишає-
ться незмiнною в площинi ξ:

dw

dζ
∼ (1− ξ)1/3. (В9)

Тому розвинення Мiчелла в площинi ξ має вигляд

dw

dζ
=
(
1− exp (iχ)

)ν N∑
n=0

bn exp (inχ), (В10)

де ν ≡ 1/3, N – число коефiцiєнтiв, врахованих у наближе-
ному розвиненнi. Гранична умова на нескiнченнiй глибинi
(4.9) набуває вигляду

(1 + γ)ν
N∑
n=0

bn (−γ)n = −c. (В11)

Подальша процедура ненабагато бiльш громiздка, нiж
викладки Мiчелла [140] й Ольфе i Роттмена [142]. Вiдповiд-
на система нелiнiйних алгебраїчних рiвнянь для коефiцiєн-
тiв bn розвинення (В10) i фазової швидкостi c має вигляд:

−γ(3n+ 4)An+2 +
(
γ(3n+ 5)− (1 + γ2)(3n+ 1)

)
An+1+

+
(
(1 + γ2)(3n+ 2)− γ(3n− 2)

)
An + γ(3n− 1)An−1+

+c(1− γ2)Fn = 0, n = 0, N, (В12)

де

An =

n∑
n1=0

Bn1Bn−n1 + 2

N−n∑
n1=1

Bn1Bn+n1 , n = 0, N,

An =

N∑
n1=n−N

Bn1Bn−n1 , n = N + 1, 2N,

An ≡ 0, |n| > 2N, A−n = An,

Bn =

N−n∑
n1=0

bn1 bn+n1 ,

Fn =
36
√

3

π

N∑
n1=0

(6n1 + 1) bn1

9(2n+ 1)2 − (6n1 + 1)2
.

Амплiтуду хвилi A знаходимо з формули

A =
1

4π

∣∣∣∣(dw

dζ

)
χ=π

∣∣∣∣2 =
22ν

4π

(
N∑
n=0

(−1)n bn

)2
. (В13)

Профiль хвилi y = η(θ) можна обчислити в параметричнiй
формi з iнтегралiв

θ(χ) =

χ∫
0

∂θ

∂χ′
dχ′ =

χ∫
0

∂θ

∂φ

dφ

dχ′
dχ′ =

=

χ∫
0

Re

((
dw

dζ

)−1
)

dφ

dχ′
dχ′, (В14)

y(χ) =

χ∫
0

∂y

∂χ′
dχ′ =

χ∫
0

∂y

∂φ

dφ

dχ′
dχ′ =

=

χ∫
0

Im

((
dw

dζ

)−1
)

dφ

dχ′
dχ′, (В15)

де χ пробiгає значення вiд 0 (гребiнь) до π (впадина) i

dφ

dχ
=

c(1− γ2)ξ

(ξ + γ)(1 + γξ)
, ξ = exp (iχ). (В16)

Нахил поверхнi хвилi ηθ, опуклiсть ηθθ i вищi похiднi мо-
жуть бути знайденi чисельним диференцiюванням функцiї
y = η(θ).
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Кiнетичну i потенцiальну енергiї хвилi можна обчисли-
ти як

T =
cI

2
=
c

2

1

2π

2π∫
0

η(θ)∫
−∞

(φθ+c) dy dθ = −
c

2π

πc∫
0

(y |ψ=0 +η) dφ =

= −
c4

4
+

c

4π

π∫
0

∣∣∣dw
dζ

∣∣∣2 dφ

dχ
dχ, (В17)

U =
1

4π

2π∫
0

(
y2 |ψ=0 −η2

)
dθ =

=
1

8π

π∫
0

(
c4 −

∣∣∣dw
dζ

∣∣∣4)Re

((
dw

dζ

)−1
)

dφ

dχ
dχ, (В18)

де I – iмпульс хвилi.

ДОДАТОК Г
Методи обчислення хвиль Стокса
в фiзичнiй площинi

Методи обчислень хвиль Стокса в фiзичнiй площинi вклю-
чають реалiзацiю Рiнекера i Фентона [149] (1981 p.) першого
методу Стокса, де коефiцiєнти розвинення Фур’є потенцiа-
лу швидкостi розраховують методом колокацiй, а також ре-
алiзацiю Жуфiрiї [190] (1987 p.) методу гамiльтонiвського
формалiзму, що технiчно, але не по сутi, дещо вiдрiзняється
вiд стандартного методу Стокса. Рiнекер i Фентон проро-
били розрахунки з точнiстю до N = 64, а Жуфiрiя – до
N = 72, що виявилось достатнiм лише для одержання пер-
шого локального максимуму фазової швидкостi хвилi.

Лукомський i Ганджа [2] (2001 p.) i [127,128] (2002 р.) по-
будували загальну реалiзацiю методу розвинень Фур’є у фi-
зичнiй площинi (перший метод Стокса) на основi явно одер-
жаних спiввiдношень мiж фур’є-коефiцiєнтами потенцiалу
швидкостi й профiлю вiльної поверхнi – метод звичайних
розвинень Фур’є. При цьому обрiзаний ряд Фур’є для по-
тенцiалу швидкостi має такий вигляд, див. формулу (A4):

R(θ, y) = ξ0 +
N∑
n=1

(
ξn Tn en(y+iθ) − ξ∗n T−n e−n(y+iθ)

)
,

ξ0 =
1

2

(
η −

I

c

)
, Φ = −ic(R−R∗),

(Г1)

де коефiцiєнти Tn визначенi спiввiдношенням (A2). Обрiза-
ний ряд Фур’є для профiлю вiльної поверхнi такий:

η(θ) =

M∑
n=−M

ηn exp(inθ), η−n = η∗n. (Г2)

Розвинення (Г1) i (Г2) пiдставляють в динамiчну та кiнема-
тичну граничнi умови (2.38), (2.39); прирiвнюють коефiцi-
єнти при однакових експонентах; одержують систему нелi-
нiйних алгебраїчних рiвнянь для невiдомих коефiцiєнтiв ξn,
ηn та фазової швидкостi c. Цю систему рiвнянь розв’язують
чисельно методом Ньютона, використовуючи швидке пере-
творення Фур’є для розрахунку гармонiк експоненцiальних

функцiй. Для збiжностi методу M має бути в декiлька ра-
зiв бiльшим за N . (Використовувати рiзне число мод при
обрiзаннi рядiв Фур’є для потенцiалу швидкостi та профi-
лю вiльної поверхнi запропонував ранiше Жуфiрiя [190].)
Коефiцiєнти ξn та ηn в загальному випадку комплекснi,
для симетричних хвиль вони дiйснi. Метод дозволив то-
чно розрахувати перший максимум фазової швидкостi та
виявити її перший мiнiмум [127], обчислення були проведе-
нi до N = 250, M = 4N включно.

Використання звичайних розвинень Фур’є обмежене тiєю
обставиною, що при збiльшеннi амплiтуди хвилi коефiцiєн-
ти розвинень (Г1), (Г2) спадають з ростом свого номера все
повiльнiше внаслiдок загострення гребеня хвилi. Тому для
одержання достатньої точностi при розрахунку майже най-
вищих хвиль необхiдно враховувати значно бiльше число
коефiцiєнтiв, нiж це дозволяє навiть найсучаснiша комп’ю-
терна технiка. Зважаючи на це, Лукомський i Ганджа [129]
(2003 p.) для випадку нескiнченної глибини запропонували
новий спектральний метод фiзичної площини, оптимiзова-
ний для ефективного обчислення крутих хвиль, що мають
загострену форму, — метод дробових розвинень Фур’є. Iдея
методу полягає у виборi бiльш ефективного набору фун-
кцiй, по яких проводять розвинення потенцiалу швидкостi.
Для цього було використано метод Ейлера пiдсумовування
рядiв [35]. Одержане розвинення потенцiалу швидкостi для
глибокої води має вигляд

R(θ, y; y0) =

N∑
n=0

αn

(exp(−y0)− exp (−y − iθ))n
, (Г3)

де y0 – вiльний параметр для прискорення збiжностi розви-
нення потенцiалу швидкостi. При y0 = ∞ розвинення (Г3)
перетворюється в звичайне розвинення Фур’є (Г1). При
N = ∞ розвинення (Г3) i (Г1) еквiвалентнi (h = ∞) для
всiх y0, проте дробове розвинення (Г3) при y0 ' 1 збiгається
значно швидше. Тому для одержання однакової чисельної
точностi дробове розвинення (Г3) вимагає врахування зна-
чно меншого числа коефiцiєнтiв, нiж звичайне розвинення
Фур’є (Г1). Для прискорення збiжностi розвинення профi-
лю вiльної поверхнi використано нелiнiйне перетворення го-
ризонтального масштабу:

θ(χ; γ) = χ− γ sinχ, 0 < γ < 1, (Г4)

що зосереджує чисельний алгоритм на областi гребеня, як
це зроблено в методi Танаки, формула (5.9). Тодi в розви-
неннi

η
(
χ; γ

)
=

M∑
n=−M

η
(γ)
n exp(inχ), η

(γ)
−n = η

(γ)
n , (Г5)

при γ → 1 для одержання тiєї ж чисельної точностi необхi-
дно врахувати значно менше число коефiцiєнтiв, нiж у ря-
дi (Г2). Подальша процедура аналогiчна методу звичайних
розвинень Фур’є. При безпосереднiх розрахунках значення
вiльних параметрiв y0 i γ методу та спiввiдношення мiж
числами N i M вибирають такими, щоб загальна чисельна
похибка була якнайменша. Перевага точностi методу дро-
бових розвинень Фур’є розкладiв над методом звичайних
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розвинень Фур’є складає вiд одного до десяти порядкiв за-
лежно вiд амплiтуди хвилi [129].

Розвинення (Г3), (Г1) та взагалi будь-яка аналiтична
функцiя R(θ, y) = R(y + iθ) задовольняють рiвняння
Лапласа (2.37) тотожно. Останнiй факт був використаний
Кламондом [55] (1999 p.) i [56] (2003 p.) (вiдповiдно для
скiнченної та нескiнченної глибини) для того, щоб ввести
принцип ренормалiзацiї, який дозволяє вiдтворити потен-
цiал швидкостi в усiй областi потоку за вiдомим потенцiа-
лом на днi (або на будь-якому iншому рiвнi). Застосував-
ши ренормалiзацiю до першого наближення кноїдальних
хвиль на мiлкiй водi (3.3), Кламонд [56] одержав потенцi-
ал швидкостi, що в точностi збiгається з першим додан-
ком (N = 1) дробового розвинення (Г3). Це наближення
N = 1 Кламонд назвав ренормалiзованою апроксимацiєю
кноїдальної хвилi. При цьому навiть перший доданок роз-
винення (Г3) виявився точнiшим за амплiтудну апрокси-
мацiю Стокса п’ятого порядку. Кламонд [56] зазначає, що
одержанi дробовi апроксимацiї вiдкривають нову паради-
гму до опису хвиль на водi.

В одному напрямку з даними роботами знаходиться ста-
ття Тао та iн. [173], в якiй розвинутий метод розрахунку
прогресивних хвиль у випадку скiнченної глибини на основi
операторних розвинень з використанням гомотопного пiд-
ходу i паде-апроксимацiй.

П е р е л i к у м о в н и х п о з н а ч е н ь

Δ – оператор Лапласа
∇ – оператор Гамiльтона (градiєнт)
Re – дiйсна частина
Im – уявна частина
∗ – комплексне спряження
? – усереднення за просторовим перiодом
δ – змiна величини / варiацiя
t – час
h – глибина рiдини
c – фазова швидкiсть хвилi
λ – довжина хвилi
k – хвильове число
θ – фаза хвилi
Φ – потенцiал швидкостi в лабораторнiй

системi
φ – потенцiал швидкостi у власнiй системi

вiдлiку хвилi
Ψ – функцiя струму в лабораторнiй системi
ψ – функцiя струму у власнiй системi вiдлiку

хвилi
Φx, Φy , Φz – частиннi похiднi (для скалярiв)
H – висота хвилi (вiдстань вiд впадини до

гребеня)
A = H/λ – амплiтуда (крутизна) хвилi (безрозмiрна

висота)
η – профiль (пiдняття) вiльної поверхнi
E – густина повної енергiї хвилi
I – густина iмпульсу хвилi (стоксовий потiк)
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ВОЛНОВОЕ ДВИЖЕНИЕ ПОВЕРХНОСТИ НЕВЯЗКОЙ
ЖИДКОСТИ ПОД ДЕЙСТВИЕМ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ

Р е з ю м е

Обзор посвящен анализу волнового движения поверхности
жидкости под действием силы тяжести в рамках канони-
ческой модели гидродинамики, в которой жидкость счита-
ют невязкой и несжимаемой, а движение жидкости пло-
ским и потенциальным (безвихревым). Предметом исследо-
вания являются двухмерные периодические волны постоян-
ной формы, которые распространяются в выделенном на-
правлении. Типичным примером таких волн являются мор-
ские и океанские волны метровой и большей длины, когда
эффекты поверхностного натяжения не являются опреде-
ляющими. Основное внимание уделено свойствам нелиней-
ных волн, известных под названием волн Стокса: форме
поверхности, скорости, амплитуде, энергии. Рассмотрены
вопросы неустойчивостей и разрушения волн.
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e-mail: gandzha@iop.kiev.ua)

S u m m a r y

This review is devoted to analyzing the wave motion of the

fluid surface under the action of gravity in the framework of the

canonical model of hydrodynamics, where the fluid is assumed

to be inviscid and incompressible and its motion to be planar

and potential (irrotational). The subject of investigation is

two-dimensional periodic waves of steady shape that propagate

in a preferential direction. A typical example of such waves are

the sea and ocean waves of meter length or longer, when the

effects due to surface tension are not dominating. The main

focus is put on the properties of nonlinear waves known as

the Stokes waves: their waveform, velocity, amplitude, energy.

Some questions related to wave instabilities and breaking are

considered as well.
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